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COURS XI

ARITHMETIQUE DES VARIETES ABELIENNES

XI.1. Variétés abéliennes (cas d’un corps de base)

XI.1.a. Projectivité. —

XI.1.1. — Soit k un corps et A un k-schéma abélien. (V)
Le théoréme suivant s’énonce dans le langage des diviseurs (algébriques). Ce point de vue est
équivalent a celui des faisceaux inversibles compte tenu de I'isomorphisme du théoreme 1V.5.9 :

L:CH'(A) — Pic(A).

Si D est un diviseur algébrique sur A, et a un point rationnel de A/k, on pose : D, := T(D) avec
les notations du paragraphe X.1.19. D’apres le théoreme du carré et la définition qui le suit, on
peut donc associer a D un morphisme de groupes abéliens :

®p: A(k) - CH'(A),z +— D, — D.

Soit D un diviseur algébrique effectif sur A. Rappelons qu’on lui associe suivant la définition
V.2.1, un systéme linéaire dit complet |D|, l'ensemble des diviseurs effectifs rationnellement
équivalents a D. D’apres le corollaire V.2.6 :

D = (T(4, £(D)) = {0})/k*.

Si s = (s1,...,8,) est une famille de sections globales qui engendrent £(D), on peut définir un
unique morphisme de k-schémas :
p: A— Py

tel que *(O(1)) = L(D) (cf [Har77, 7.1]). De plus, & un automorphisme de P} pres, le morphisme
© ne dépend pas du choix de s. Il ne dépend en fait que du systeme linéaire complet |D].

On rappelle les définitions suivantes :

— on dit que D est tres ample si ¢ est une immersion fermée;

— on dit que D est ample si il existe un entier n > 0 tel que n.D est tres ample.

1. Dans le langage de Weil, A correspond a une wvariété abélienne A définie sur k.



Théoréme XI.1.2 (Weil). — Soit A un k-schéma abélien, k une cléture algébrique de k. On
pose A = A xy, Spec(k).

Soit D un diviseur algébrique effectif sur A. On note D limage inverse de A sur A. Alors, les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Ker(®p) est fini.
(ii) D est ample;
(iii) 3.D est trés ample;

1l existe sur A un diviseur effectif ample.

Démonstration. — Pour la premiére assertion, voir [MumO08, Application 1, p. 60].

La deuxieme assertion s’en déduit facilement : soit U un voisinage ouvert affine de 04 dans A,
et Z le fermé complémentaire muni de sa structure réduite. Il résulte de [EGA4, 21.12.7] que Z
est purement de codimension 1 dans A. Ainsi, le cycle associé (Z)x — cf définition IV.2.3 — est un
diviseur algébrique que 'on note D. Il est bien sur effectif.

On va montrer que D satisfait la condition (i) de I’énoncé, ce qui permettra de conclure. On
considere le morphisme @5 : A — Pic,(A). Alors H = Ker(®5) est un sous-schéma fermé de A.
11 est donc propre sur k. Comme 04 € U, on en déduit H C U. Comme U est affine, on en déduit
que H est affine. Il est donc nécessairement fini, ce qui implique la condition (i). O

Corollaire XI1.1.3. — Tout k-schéma abélien est projectif.

XI.1.b. Module de Tate. —

Proposition X1.1.4. — Soit k un corps de caractéristique p et A un k-schéma abélien de di-
mension g.

Pour tout entier n # 0, Uendomorphisme ny : A — A est une isogénie de degré n?9. En
particulier elle est séparable (donc étale) si m est premier d p et radicielle si n est une puissance
de p.

Démonstration. — D’apres le Théoreme XI1.1.2, on peut trouver un diviseur effectif ample D sur
X. Soit L le fibré inversible ample sur X qui lui est associé d’apres le théoreme IV.5.9.

Quitte a remplacer £ par £+ (—1)% (L), on peut supposer que £ est symétrique. Alors, d’apres
le Corollaire X.1.18, on obtient :

(XI.1) n% (L) =n?.L.

Ainsi, le diviseur n% (L) est ample. Soit Z le noyau de n4. La restriction de n%(£) & Z est donc
trivial. Mais par ailleurs, il est ample ce qui implique que Z est de dimension nulle. On déduit
donc du point (iii) de la Proposition X.2.8 que f est une isogénie.

Soit « la classe du diviseur algébrique D dans C H!(A). Notons que d’apres I’égalité (XI.1), on
obtient dans CH*(A) : n% (a) = n?.a.

Notons que la puissance g-eéme de o dans CH*(A) est un cycle o¢ de codimension g, autrement
dit un 0-cycle. Du fait que n% est un morphisme d’anneau, on obtient encore : n% (a?) = n?9.a9
dans CHy(A).

Si on calcule le degré de ces deux O-cycles (cf IV.4.8), on obtient I’égalité d’entiers :

deg(n4).g. deg(a) = n?9.g. deg(a),
ce qui entraine le résultat attendu vu que deg(a) > 0. O

Remarque XI1.1.5. — La proposition précédente se généralise immédiatement au cas d’une base
quelconque compte tenu de la Remarque X.2.10.



Plus précisément, pour tout S-schéma abélien A et tout entier n # 0, le morphisme n 4 est
un isogénie telle que degg(na) = dim(A/S). En particulier, si n est premier aux caractéristiques
résiduelles de S, n 4 est une isogénie séparable.

Ainsi, pour n # 0, n4 est surjectif. D’ou :

Corollaire X1.1.6. — Le groupe A(k) des points fermés de A est divisible : pour tout point

x € A(k), et tout entier n > 0, il existe un point y € A(k) tel que © = n.y.

On pose pour tout entier n # 0, on pose A, := Ker(n). D’apres ce qui précede c’est un k-
schéma en groupe. Par définition, A,, (k) est le sous-groupe de A(k) formé des éléments de n-torsion.
De plus,

Corollaire XI1.1.7. — Sin est premier a la caractéristique de k, A, (k) = (Z/nZ)%9.

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, A, (k) est de cardinal égal & n29. Par
ailleurs, pour tout m | n, les éléments de m-torsion de A, (k) sont donnés par le sous-groupe
A (k), qui a exactement m29 éléments. Il en résulte que A, (k) est engendré par 2g éléments
distincts d’ordre exactement n ce qui conclut. O

Le cas ol n est une puissance de p est plus délicat. On se réfere & [MumO8, p. 63, 64].

Proposition XI1.1.8. — Soit k un corps de caractéristique p.

Alors, pour tout k-schéma abélien A de dimension g, il existe un entier f vérifiant 0 <1i < g
et tel que pour tout n > 0,

Apn (k) = (Z/p"Z)’ .

Définition XI1.1.9. — L’entier f qui apparait dans la proposition précédente s’appelle le p-rang
du k-schéma abélien A.
Remarque X1.1.10. — La notion de p-rang est remarquablement stable :

1. Le p-rang d’un k-schéma abélien est invariant par extension de corps.

2. deux k-schémas abéliens isogenes on méme p-rang.

3. Si A est un S-schéma abélien, la fonction qui a un point s € S associe le p-rang de A est

localement constante sur S.

XI.1.11. — Soit A un k-schéma abélien et [ un entier premier.
Alors, la multiplication par [ induit une tour de groupes finis :

oo A (R) S A (B) > L Ay(R)

On note T;(A) la limite projective de cette tour. Il s’agit concrétement des suites (a,)n>o de points

fermés de A tels que l.a,, = ap—1 et l.a; = 0. Du fait que A (k) est un Z/I™.Z-module, on déduit
que T;(A) est un Z;-module.

Définition XI.1.12. — Avec les notations qui précedent, on appelle T;(A) le Z;-module de Tate
associé a A.

Comme corollaire des calculs obtenus précédemment, on obtient :

Théoréme XI1.1.13. — Soit k un corps de caractéristique p et | un entier premier.
Pour tout k-schéma abélien A de dimension g et de p-rang f, on obtient :

729 sil#p,
T1<A>={l =

Z{; sinon.



Remarque XI1.1.14. — La notion de p-rang d’'un k-schéma abélien A est fondamentale en
arithmétique.
Rappelons en particulier les définition suivantes :
— Un k-schéma abélien A est dit ordinaire si son p-rang est maximal, autrement dit égal a
dim(A).
— Une courbe elliptique sur k est dite super-singuliére si son p-rang est nul — autrement dit, si
elle n’est pas ordinaire.
— Un k-schéma abélien A de dimension g est dit super-singulier s’il existe une courbe elliptique
E sur k tel que A et une isogénie de A dans EY sur k.
C’est un théoreme tres profond qu'un k-schéma abélien A est super-singulier si le polygone de
Newton qui est associé & sa représentation cristalline est une droite de pente —1/2.

XI.2. Dualité
XI.2.a. Définition. —

XI.2.1. — Soit A et B deux S-schémas abéliens. Rappelons que Picg(B) est un faisceau
abélien sur .chg. On note Homgz(A, Picg(B)) l'ensemble des morphismes de faisceaux abélien
sur .Zchg. @

Proposition XI1.2.2. — Avec les notations qui précédent, il existe un isomorphisme canonique

de groupes abéliens :
Corg(A, B) < Homgy(A, Picg(B)).

Démonstration. — On note e4 (resp. ep) la section unité de A/S (resp. B/S) et on pose : s4 =
es Xg B (resp. sp = A Xg ep).
Par définition, et d’apres le corollaire X.1.4

Hom(A, Picg(B)) = Pica(A xg B) ~ Pic,, (A xs B).

Soit Hom, , (A, Picg(B)) le sous groupe formé des morphismes
A~ Picg(B)
qui envoie la section unité e4 sur la section nulle du faisceau abélien Picg(B). En utilisant les
notations du point 3 de la proposition X.1.9, on obient donc un isomorphisme canonique :
Hom,, (A, Picg(B)) =~ Pic(e, ep)(A x5 B).
Compte tenu de la proposition X.1.9, on en déduit donc un isomorphisme :
Corg(A4, B) ~ Hom, , (A, Picg(B)).

Or se donner un morphisme A — Picg(B) de S-schémas qui respecte la section unité des S-
schémas en groupes revient a se donner un morphisme de S-schémas en groupe (si 'on utilise le
fait que Picg(X) est représentable cela résulte de VIII.3.13; on peut aussi le déduire directement
du théoreme X.1.11). O

Rappelons qu’on a définit (cf Définition X.1.7) un morphisme canonique de faisceau fppf sur
Ychg :
Picg(A x5 A) = Corg(A, A).

Définition XI1.2.3. — Soit A un S-schéma abélien, et m : A xg A — A I'addition de A/S. On
définit un morphisme canonique :

@ : Picg(A) 5 Picg(A xs A) = Corg(4, A).

2. Si l’on utilise le théoreme X.1.5, il s’agit des morphismes de S-schémas en groupes.



XI1.2.4. — Compte tenu de la proposition précédent la définition, en considérant les section au-
dessus de S le morphisme ® induit un morphisme de groupes abéliens :

Picg(A) — Corg(A, A) = Homg (A, Picg(A)).
Ainsi, tout élément [ € Pic(A) induit un morphisme de faisceaux abéliens :

On peut vérifier en revenant a la définition de I’isomorphisme € que ce morphisme coincide avec
le morphisme @, de la définition X.1.21 : sur les S-section, il s’écrit donc :

A(S) — Pics(A), & : & — TH(1) — L.

XI1.2.5. — Rappelons que les théorémes Raynaud vus précédemment (Théoremes X.1.5 et
X.1.10) :

— Le faisceau Picg(A) est représentable par un S-schéma propre.

— Le faisceau Corg(A, A) est représentable par un S-schéma en groupes net et séparé.
On en déduit que le noyau de @ est un sous-schéma ouvert et fermé de Picg(A). Il est donc propre
sur S. On montre de plus que c’est un S-schéma abélien qui est en tout point de méme dimension
que A.

Définition XI1.2.6. — Pour tout S-schéma abélien, avec les notations de la définition précédente,
on pose : Pick(A) = Ker(®).
On note A le S-schéma abélien qui représente ce faisceau et on appelle le dual de A.

Compte tenu de ces notation, on notera Pic%(A) le groupe des S-points de A. Par définition,
c’est un sous-groupe de Picg(A4).
On considérera aussi le sous-groupe de Pic(A) suivant :

(X1.2) Pic’(A) = {I € Pic(4) | &; = 0}.

Lemme X1.2.7. — Considérons les notations de la définition précédente ainsi que celles du Pa-
ragraphe XI1.2.4.
Alors, pour tout l € Pic(A), le morphisme ®; : A — Picg(A) se factorise dans A.

On notera simplement

(XL.3) DA A

le morphisme obtenu par corestriction.

Démonstration. — Pour tout x € A(S), I' := &;(z) = T (1) — I. On doit montrer que ®; est nul.
Or pour tout y € A(S),

Ouly) =T ()~ =T;

Or cet élément est nul & cause du théoreme du carré X.1.20.
Le cas d'un T-point de A en résulte quitte a remplacer le S-schéma A par le T-schéma Ap. [

XI.2.b. Propriétés. —

XI.2.8. — L’association A — A est évidemment fonctorielle.
Plus précisément, si f : B — A est un morphisme de S-schémas abéliens, on obtient par
définition un diagramme commutatif :

BXsBMAXSA

mBl f lmA

B——A



d’ou en particulier, d’apres la définition XI.2.3, un diagramme commutatif :

Corg(B, B) <— Corg(A, A)

o] L

Picg(B) < Picg(4)

qui induit & son tour un morphisme f: A — B.
De plus, d’apres cette construction, on obtient pour tout ! € Pic(A), posant ' = f*(I), un
diagramme commutatif :

f
S
D,

f

—

W
N ?% >

La proposition suivante est un peu moins évidente :
Proposition XI1.2.9. — Le foncteur contravariant

olbg — obg, Ars A
est additif : m = er g.

Démonstration. — On peut se ramener au cas ou S est un schéma local. Comte tenu des
définitions, pour tout élément [ € Picg(A) = Pic(A), les conditions suivantes sont équivalentes :

1. & =0.

2. m*l = pi(l) + p5(1), o m est addition de A/S et p1,p2: A xg A — A les deux projections
canoniques.

On en déduit que si I € Pic(A), pour tous morphismes de S-schémas abéliens f,g : B — A,
(f+9)*() = f*(1) + g*(I), en appliquant le morphisme (f xg g)* a I’égalité du point 2 ci-dessus.
La définition qui précede des morphismes ? permet donc de conclure. O

Remarque X1.2.10. — On retiendra de la démonstration qui précede que pour tout I € PicO(A),
n% (1) = n.l dans Pic(A). Autrement dit, [ est symétrique (Définition X.1.16).

XI.2.c. Bidualité. —

XI1.2.11. — Pour deux S-schémas en groupes G et H, on note Hom(G, H) le faisceau des mor-
phismes de S-schémas en groupes de F' dans G, soit le faisceau sur .#chg suivant :

T/S — HOHlT_gT(G xgT,H xg T)

De méme, on notera Ext!(F, G) le faisceau des extensions de g dans H ; c’est le faisceau fppf sur
Schg associé au préfaisceau :

T/S — Ext' (G xsT,H xsT).
Soit G, le schéma en groupes multiplicatif sur S. Rappelons que le foncteur
G — GP := Hom(G, G,,)
est dualisant sur la catégorie des S-schémas en groupes plats finis. (®)

Théoréme XI1.2.12 (Rosenlicht). — Pour tout S-schéma abélien, il existe un isomorphisme

canonique :
va: Ext'(4,Gp) = A

3. Si G est plat fini sur S, GP est plat fini sur S et de plus (GP)P = G & travers I"isomorphisme évident obtenu
par adjonction.



Corollaire XI1.2.13. — Si f : B — A est un S-isogénie, f est une S-isogénie et Ker(f) =
Ker(f)P.

Cela de la suite exacte longue des Ext compte tenu du théoreme précédent et du fait que pour
un S-schéma en groupe plat fini G, Ext*(G,G,,) = 0.

Corollaire XI1.2.14. — Pour tout suite exacte courte de S-schémas abéliens
0-C—-B—-A—=0
la suite A .
0+A—-B—-C—0
obtenue en appliquant le foncteur'? est exacte.
Compte tenu du théoréme précédent, 'exactitude a gauche de la suite résulte de 'exactitude a

gauche du foncteur Ext'(—,G,,) = 0. L’exactitude & droite résulte alors du fait que dim(A/S) =
dim(A/S).

XI1.2.15. — Considérons deux S-schémas abéliens A et B.
Rappelons que Pic%(B) C Picg(B) est un sous-schéma ouvert et fermé. Il en résulte que tout
morphisme de S-schémas abéliens f : A — Picg(B) se factorise dans Pic%(B). Autrement dit :
Homy (A, Pics(B)) = Homg(A, Pic%(B)) = Hom . (A, B).

On déduit donc de la Proposition XI.2.2 et du fait que Corg(A, B) = Corg(B,A) le résultat
suivant :

Proposition X1.2.16. — Awvec les notations qui précédent, il existe des isomorphismes cano-
niques :

Hom gy, (A, B) ~ Corg (A, B) ~ Hom g, (B, A)

fonctoriels en A et B.

XI1.2.17 — 1l résulte de la proposition précédente que pour tout S-schéma abélien A, le mo-
phisme 1 ; : A — A induit canoniquement un morphisme de S-schémas abéliens :

ka:A— A
On en déduit de plus le résultat suivant :

Corollaire XI1.2.18. — Le morphisme k4 est un isomorphisme.

En effet, on déduit formellement que ~4 o k4 = Id. Donc, x4 est un monomorphisme de S-
schémas abéliens, et donc un isomorphisme. Alors, 44 est un isomorphisme et on peut conclure
en appliquant le corollaire XI.2.14.

XI.2.d. Le cas d’un corps de base. —

XI1.2.19. — Dans le cas ou la base est un corps k, on peut expliciter un peu les résultats
précédents pour un k-schéma abélien A.
Ainsi, A est un k-schéma abélien tel que
A(k) = Pic’(A) = {I € Pic(A) | &, = 0}

ou l'on a noté : ®; : A(k) — Pic(A),x — Ti(l) — 1.
Pour tout [ € Pic(A), le morphisme ®; induit A — A. Si k est algébriquement clos, dire que [
est ample équivaut & dire que ®; est un isogénie (d’apres le théoreme XI.1.2).

De plus, A est canoniquement isomorphe & A. Notons par ailleurs que :

Hom s, (A, B) = Corj(A, B) = Pic(A x B)/Pic(A) x Pic(B).



Ainsi, Pisomorphisme canonique A — A correspond & un élément canonique

IT € Pic(A x A)/Pic(A) x Pic(A)
et on appelle tout faisceau inversible sur A x A représentant la classe de II un fibré de Poincaré
associé a A.

La propriété caractéristique de cet élément est que pour tout x € A(k), correspondant & un
élément I(x) dans Pic’(A), on ait dans Pic(A) :

(A xg 2)*(II) = l(x).
Exemple X1.2.20. — Soit (E,e) une courbe elliptique sur un corps algébriquement clos.

Alors, pour tout diviseur D, ®p = (deg D)?.®.. On en déduit donc que ®p = 0 si et seulement
si deg(D) = 0. La définition qu’on a donné ici de Pic’(E), ott E est vu comme un k-schéma abélien,
coincide avec la définition précédente, IV.5.14. rappelons qu’on a alors une suite exacte :

0 — Pic’(E) — Pic(E) <& 7 — 0
D’apres le théoreme de Riemann-Roch, on sait que D est ample si et seulement si deg(D) > 0. On
en déduit donc les conditions équivalentes sur D :

1. deg(D) > 0.

2. D est ample.

3. ®p : E — E est une isogénie.

Enfin, le théoréme VI.2.8 peut se traduire par Iexistence d’un isormorphisme canonique (compte

tenu du choix de e) :
E~E.

Cet isomorphisme n’est pas autre chose que l'isogénie ®..

XI.3. Conclusion
XI.3.a. Quelques résultats fondamentaux supplémentaires. —
XI1.3.1. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p, [ premier différent de p.
On termine ce cours par les résultats suivants qui méritent d’étre énoncés :

1. Théoréme de réductibilité compléte de Poincaré : On dit qu'un k-schéma abélien est simple
s’il ne contient pas de sous-k-schémas abéliens non triviaux. Alors, tout k-schéma abélien
se décompose de maniere unique a isogénie pres comme un produit de k-schémas abéliens
simples.

2. Morphismes : pour tous k-schémas abéliens X et Y :

(a) le groupe Homy(X,Y) est libre de rang fini et le morphisme canonique :
Homyz(X,Y) — Homg, (T1(X), T1(Y)).

(b) Panneau End”(X) est une Q-algébre semi-simple de dimension finie.

XI.3.b. Motifs et schémas abéliens. —

XI.3.2. — Jacobienne et cohomologie— Fixons a nouveau un corps algébriquement clos k£ de
caractéristique p et [ # p. Soit C une courbe algébrique propre, lisse et connexe sur k.

Alors, on peut décrire ainis la cohomologie étale l-adique rationnelle (Paragraphe 1X.2.20) de
C.

~ HY%(C,Q;) = Q - car C est connexe.

~ HZ,(C,Qu(1)) ~ H%,(C,Q;) = Q par dualité de Poincaré.



— Il existe un isomorphisme canonique de Q;-espaces vectoriels :
H(C,Qu(1)) ~ Ti(J(C)) ®z Q

qui sont donc de dimension finie égale a 2g ou g est le genre de C.
~ Pour i > 2, H.,(C,Q;(1)) — axiome (Diml).
Rappelons par ailleurs que le twist n’intervient dans ce contexte que pour rendre ’accouplement
de dualité de Poincaré canonique : pour tout i € Z, H?,(C,Q;(i)) ~ HZ,(C,Q;) — & travers un
isomorphisme non canonique, défini par le choix d’une racine [-eme de 'unité dans k.

XI1.3.3. — Jacobienne et motifs.— On reprend les notations du paragraphe précédent.

Grothendieck a imaginé sa théorie des motifs avec pour la modele la théorie des variétés
abéliennes. Son intention était de définir une cohomologie pour les k-schémas projectifs lisses
qui prolonge le foncteur variété jacobienne d’une courbe, C' +— J(C). Il cherchait de plus & définir
la cohomologie universelle ayant cette propriété, et disons plus précisément une cohomologie qui
s’envoie — on dit : se réalise — dans toute cohomologie de Weil (cf Définition IX.2.6).

L’originalité de cette approche est que cette cohomologie n’est plus a valeurs dans une catégorie
simple comme celle des K-espaces vectoriels gradués, pour K un corps de caractéristique 0. Au
contraire, elle est a valeur dans une catégorie abélienne Q-linéraire analogue a celle de la catégorie
des variétés abéliennes & isogénies pres 7bY.

Ainsi, Grothendieck introduit la catégorie des motifs purs rationnels modulo équivalence
numérique que nous noterons ici Ay um (k). C’est une catégorie abélienne semi-simple (théoreme
de Jannsen), comme celle des variétés abéliennes a isogénies pres. Mais elle est de plus munie
d’une produit tensoriel ® qui correspond a la structure multiplicative des cohomologies de Weil.
On note Q 'unité pour ce produit tensoriel — on I'appelle le motif constant.

On dispose par ailleurs d’un foncteur de cohomologie, contravariant, de source la catégorie &
des k-schémas projectifs lisses :

h: @Zp — .ﬂnum(/{)(@,
qui vérifient ’analogue des propriétés d’'une cohomologie de Weil :

— Kiinneth : pour X, Y dans P, h(X x;Y) = h(X) @ h(Y), et h(k) = Q. Plus rapidement :
h est monoidal.

~ Tuwists : il existe dans #p,um(k)g un motif dit de Lefschetz L tel que h(ZP}) = Q@& L et
qui est ®-inversible. Pour tout motif M et tout entier n € ZZ, on pose M(—n) = M @ L&,

— Dualité : si X est projectif lisse connexe de dimension d, h(X) est fortement dualisable dans
Mnum (k)g avec pour dual fort h(X)(d) (cf Définition IX.1.20).

— Correspondances.— L’analogue de la classe de cycle dans le contexte des motifs est I’action des
correspondances : pour tout k-schémas projectifs lisse X et Y, X étant équidimensionnel de
dimension d, une correspondance algébrique oo de X vers Y, est un cycle algébrique de X x; Y
de codimension d. A toute correspondance a de ce type est alors associé un morphisme

o h(Y) = h(X).

Remarque XI1.3.4. — Le terme équivalence numérique vient du fait que le morphisme o* ci-
dessus ne dépend dans .4, (k)g que de la classe de @ modulo la relation d’équivalence numérique.
Plus généralement, on peut définir une catégorie de motifs purs adaptées a une bonne relation
d’équivalence sur les cycles algébriques — comme par exemple 1’équivalence rationnelle (Définition
IV.3.15) qui méne & la catégories dite des motifs de Chow.

XI.3.5. — On continue la discussions précédente.

Notons que la catégorie #um(k)g, comme la catégorie des variétés abéliennes & isogénies
pres, est munie d’une dualité : plus précisément, pour tout objet M de #pum(k)g est fortement
dualisable : il existe un objet M"Y tel que (MY)Y ~ M.
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Par ailleurs, pour tous motifs M, N, P, Hom(M ® P, N) = Hom(P, M"Y ® N) — rappelons que
c’est la définition méme de dual fort dans le cadre abstrait (IX.1.20).

On obtient alors le résultat suivant :

Théoréme XI1.3.6. — Soit C' une courbe algébrique propre, lisse et connexe sur k.
Alors, le motif de C' se décompose de maniére canonique'® comme suit :

hC)=Q&h'(C) ® Q(-1).
De plus, il existe un foncteur covariant canonique p : V) — Mypum(k)g qui s’insére dans le
diagramme commutatif suivant :
0
/ /b))
Cgk P

h\>

%num(k)(@

ot €, est la catégorie des courbes projectives lisse connexes et JV est le foncteur qui a une courbe
C associe la variété abélienne duale de sa jacobienne J(C)V.
De plus, le foncteur p est pleinement fidele.

XI1.3.7. — Le premier objectif de la théorie des motifs purs de Grothendieck est donc réalisé.
Malheuresement, le deuxieme objetif ne ’est pas : on ne sait pas prouver que le foncteur

h: gzp — %num(k)(@

est initial parmi les cohomologies de Weil. Plus précisément, on aimerait que pour une cohomologie
de Weil H & coefficients dans un corps k, il existe un foncteur canonique Ry : #pum(k)g —
K — ev”, monoidal, qui fasse commuter le diagramme :

- ‘//lnum(mQ
Kz / Ry
h\
K — ev”.

Or l'existence de ce foncteur Ry est conditionné par I'une conjectures standards, appelée conjec-
ture C par Grothendieck ([Gro69]). Conditionnelle & la cohomologie H*, elle s’énonce comme suit :
pour tout k-schéma projectif lisse X et tout cycle algébrique o de X, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) la classe du cycle a dans H*(X) est nulle.
(ii) le cycle a est numériquement équivalent a 0.

On dit encore par abus que I’équivalence homologique coincide avec ’équivalence numérique.
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