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COURS IV

CYCLES ALGEBRIQUES ET DIVISEURS

Dans tout le court, les schémas sont supposés noethériens.

IV.1. Définition

IV.1.1. — Soit X un schéma (ou un espace topologique).
Rappelons que la dimensiton de X est égale a la borne supérieure des entiers n tels qu’il existe
une suite strictement décroissante de n + 1 fermés irréductibles de X :

Z2°>7'>... 0z
La dimension d’un anneau A est la dimension du schéma Spec(A).
La codimension de X en un point € X est la dimension de I’anneau local Ox , de  en X.

Soit « un point de X d’adhérence Z(x) dans X. On dit aussi quet z est de dimension (resp.
codimension n) dans X si dim(Z(x)) = n (resp. dim(Ox ) = n).

Exzemple IV.1.2. — 1. Un anneau est artinien () si et seulement si il est de dimension 0 —
tout idéal premier est maximal.
2. Un anneau de valuation discrete est de dimension 1.
3. Les anneaux de Dedekind sont les anneaux integres intégralement clos de dimension 1.
4. Si X est un k-schéma algébrique integre de corps des fonctions K,
dim(X) = degtr(K/k).

Les courbes algébriques intégres sur k sont donc les k-schémas algébriques integres de corps
dont le corps des fonctions est de degré de transcendance 1 sur k.

IV.1.3. — Soit x un point de X d’adhérence Z(x) dans X. On dit aussi quet z est de dimension
(resp. codimension n) dans X si dim(Z(x)) = n (resp. dim(Ox ) = n).

Définition IV.1.4. — Soit X un schéma noethérien. Un cycle algébrique de X est une somme
formelle finie
o = Z n;.x;
iel

ou n; € Z et x; est un point de X.
On dit que « est un cycle n-codimensionnel (resp. n-dimensionnel) si pour tout indice i € I tel
que n; # 0, z; est de dimension n (resp. codimension z) dans X.

1. i.e. toute suite décroissante d’idéaux est staionnaire



On note Z(X) (resp. Z,(X), Z"(X)) le groupe des cycles algébriques (resp. n-dimensionnels,
n-codimensionnels) de X.

On dit encore 0-cycle pour < cycle O-dimensionnel > et diviseur algébrigue pour < cycle 1-
codimensionnel .

Ezxemple IV.1.5. — Si X = C est une courbe algébrique sur x, les groupes des 0-cycles et des
diviseurs coincident.

Dans le cas d’un schéma affine X = Spec(A), les cycles algébriques sont les combinaisons
linéaires d’idéaux premiers de A.

Définition IV.1.6. — Soit a =)
fermé de X

ser Mi-z; un cycle de X. On définit le support de a comme le
z= J {=}

1€1,n;#0
adhérence des points qui apparaissent avec un coefficient non nul.

On considere le support Z d’un cycle de X comme un sous-schéma fermé de X, munit de sa
structure canonique de sous-schéma fermé réduit de X.

Exemple IV.1.7. — Dans le cas X = Spec(A), a = Y, ni.ps, le support de a est la partie
fermée V' (a) o a est la racine de I'idéal
H Pi-

i€l,n;#0

IV.1.8. — Soit X un schéma noethérien et Z un sous-schéma fermé de X, U = X — Z l'ouvert
complémentaire. Soit ¢ (resp. j) 'immersion de Z (resp. U) dans X. Par définition on obtient une
suite exacte courte de groupes abéliens :

(IV.1) 0= 2(2) = 2(x) 5 Z2(U) = o

ou le morphisme i, associe a un cycle algébrique sur Z le méme cycle vu dans X et le morphisme

7™ est défini par la formule :

iel iel|z;eU

IV.2. Cycle algébrique associé

IV.2.1. — Rappelons qu'un point d’un schéma X est générique si et seulement si il est de codi-
mension nulle, autrement dit I’anneau local Ox , est artinien.

Si A est un anneau et M un A-module, la longueur de M sur A, notée 1g 4 (M), est la borne
supérieure (éventuellement infinie) des entiers n tels qu’il existe une suite strictement croissante
de A-modules de la forme :

0=MyC M, C...C M, =M.

On montre que 'anneau A est noethérien si et seulement si il est de longueur finie sur lui-méme.

On la note simplement 1g(A).

Exzemple IV.2.2. — 1. L’exemple typique d’anneau artinien est ’anneau k[t]/(t") pour un
corps k et un entier n > 0. Par ailleurs, 1g (k[t]/(t")) = n.

2. Si A est un anneau de valuation discrete, v : A* — N la valuation associée et f € A un
élément non nul. Alors anneau A/(f) est artinien et :

lg(A/(f)) = v(f)-



3. Plus généralement : un corps ou un produit de corps est un anneau artinien de longueur 0.
Si A est un anneau artinien, la réduction de A est un produit de corps. La longueur d’'un
anneau artinien est donc une mesure de la non réduction de I’anneau.

Définition IV.2.3. — On associe a tout sous-schéma fermé Z de X un cycle
(Z)x = Z 1g(O0z.)..
z€Z ()

L’entier 1g(Oyz ;) est encore appelé la multiplicité (géométrique) de x dans Z.

Le support de (Z) x est Zoq. Ainsi, lorsque Z est de codimension pure (resp. équidimensionnel
de dimension) n, (Z)x est n-codimensionnel (resp. n-dimensionnel).
Tout cycle a de X admet une unique écriture de la forme
a= Z n;(Zi)x
iel
ol n; est un entier non nul et Z; est un sous-schéma fermé integre de X. On l'appelle la forme
normale du cycle a.

Ezemple IV.2.4. — Soit A un anneau noethérien, X = Spec(A). A tout élément f € A
régulier (?), on associe un cycle algébrique de X :

div(f) = (Spec(4/(f)))x-

Du fait que f est régulier, c’est un diviseur algébrique de X. On peut ’écrire en toute généralité

div(f) = Y ordy(f)p

peX(l)

ot 'on a posé ord, (f) = lg(Aw)/(f)), Ay désignant 'anneau localisé de A en I'idéal premier p.

IV.3. Equivalence rationnelle

IV.3.1. — Considérons un schéma integre X. Si n est son unique point générique, le corps résiduel
K de 7 est appelé le corps des fonctions rationnelles de X, ou simplement corps des fonctions.
Par définition, on obtient I’égalité :
K= hgl INU,0x)
Uucx

ou U parcourt I’ensemble filtrant des ouverts non vides de X. Autrement dit, pour tout élément
f de K, il existe un ouvert non vide U de X tel que f est représenté dans la limite inductive
ci-dessus par une fonction a : U — A'. On dit encore que f est définie sur U.

Ezxzemple IV.3.2. — Soit X un k-schéma integre et K son corps des fonctions.

— Alors, K est une extension de k de degré de transcendance dim(X) — Exemple IV.1.2.

— Soit f € K une fonction rationnelle sur X. On dit que f est constante si f € k — le corps de
base est sous-entendu dans cette terminologie. On dit que f est algébrique (resp. transcen-
dant) si elle c’est un élément algébrique (resp. transcendant) de K sur k.

— Le corps des fonctions rationnelles de P} est égal & k(t).

IV.3.3. — Soit X un schéma integre et z un point de codimension 1 dans X, d’anneau local

A = Ox . Alors A est un anneau integre de corps des fractions K. En particulier, une fonction
f € K* peut s’écrire comme une fraction

a

I=3

2. i.e. non diviseur de 0.



pour des éléments a et b de A — on peut voir a et b comme des fonctions sur X définies au voisinage
de x.

Lemme IV.3.4. — Considérons les notations qui précédent :
L’entier 1g(A/(a)) — 1g(A/(b)) ne dépend que de f et pas du choix de a et b.

Cela résulte facilement de la formule :

(Iv.2) lg(A/(ab)) =1g(A/(a)) + 1g(A/(b))

pour tout éléments non nuls a, b de 'anneau A (voir par exemple [Dég09, 11.21]).

Définition I'V.3.5. — Sous les hypotheses du lemme précédent, on définit ’ordre de la fonction
rationnelle f € K* sur X au point z comme 'entier :

ord, (f) = 1g(A/(a)) —1g(A/(0)).

On dit que f a un zéro (resp. pole) en x si ord,(f) > 0 (resp. ord,(f) < 0); lentier ord,(f) est
alors appelé l'ordre du zéro (resp. pole). On dit que f est inversible en x si ord,(f) =0

Notons que pour tout point  d’'un schéma integre X, ord, : K* — Z est un morphisme de
groupes abéliens d’apres la formule (IV.2).

Ezemple IV.3.6. — Dans le cas ou X = A} = Spec(k[t]), une fonction rationnelle sur X est une
fraction rationnelle a coefficients dans k. La notion de zéro, de podle et d’ordre en point fermé 0 —
correspondant & I'idéal premier (¢) — au sens de la définition ci-dessus coincide avec la définition
classique : 'ordre de f € k(t) est le degré en ¢ de f.

Remarque IV.3.7. — Soit f une fonction rationnelle sur X. Les assertions suivantes sont
immédiates :

1. Les zéros (resp. poles) de f coincident avec les poles (resp. zéros) de f~1.
2. Si f n’a pas de poles, elle est définie sur X : f € I'(X,Ox) d.e. f: X — A}

3. Si f n’a ni zéros ni poles sur X, elle est globalemnet définie et inversible sur X : f €
D(X,0x)* ie. f: X — Gy,

Définition IV.3.8. — On dit qu’'un schéma X est normal si il est integre et pour tout point
x € X, lanneau local Ox ; est intégralement clos (dans son corps des fractions) — si X = Spec(4),
il revient au méme de demander que A est integre et intégralement clos.

1V.3.9. — Rappelons que tout anneau local A de dimension 1 est intégralement clos si et seule-
ment si c’est un anneau de valuation discrete.

Ainsi, pour un schéma normal X et un point 1-codimensionnel z de X, I'anneau Ox , est un
anneau de valuation. Rappelons que le corps des fractions de Ox , coincide avec le corps des
fonctions K de X. On associe donc au point z une valuation v, : K* — Z. On vérifie facilement
que pour tout f € K*, on a I’égalité suivante :

orde (f) = va(f)-

Lemme IV.3.10. — Soit X un schéma noethérien integre et f une fonction rationnelle sur X.
Alors, l’ensemble

{z e XM | ord,(f) # 0}

des zéros et poles de f est fini.



Démonstration. — Compte tenu de la remarque précédent 1’énoncé du lemme, il suffit de montrer
que ’ensemble des podles de f est fini. Comme f est une fonction rationnelle sur X, il existe un
ouvert non vide U de X tel que f € I'(U,Ox) : f est définie en U. Alors pour tout z € U™,
ord,(f) > 0. Ainsi tous les poles de f sont dans I'ensemble fermé Z = X — U qui est nulle part
dense dans X, autrement dit partout de codimension supérieure & 1. Ainsi, tout point de Z qui
est de codimension 1 dans X est nécessairement un point générique. Puisque Z est noethérien, il
n’a qu’'un nombre fini de points génériques ce qui conclut :

{poles de f} c (XWYnz c z©.

IV.3.11. — Soit X/k une courbe algébrique intégre de corps des fonctions K.

Soit f € K une fonction rationnelle sur X.

Notons Zy = {x € X (g | ord(f) > 0} (resp. Zoo = {x € X(0) | ord.(f) < 0}) 'ensemble des
zéros (resp. pdles) de f.

Alors, U = X — Zy (resp. V = X — Z) est Pouvert maximal de X sur lequel f (resp. f~!) est
définie correspondant & une fonction ¢y : U — A} (resp. 1y : V — A}

Il est clair que X = U U V. Considérons les fonctions suivantes & valeurs dans P}, :

. y (%)
¢y U =D A = (P — {o0}) —> P}
Gp V2 AL~ (P {0)) Y Pl

ou les fleches (*) sont les immersions ouvertes canoniques. Ces deux fonctions coincident si on les
restreint & U NV : elles sont égales a la fonction inversible définie par f sur U N V. On en déduit
donc un morphisme de schémas :

f:X =P

Proposition IV.3.12. — Considérons les notations précédentes et supposons que X/k est
propre.

Alors, le morphisme f : X — P} associé & une fonction rationnelle est ou bien une fonction
constante ou bien un morphisme fini.

De plus, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (f € K) est transcendante sur k.
(ii) (f:X — P}) est surjective.
(ii") (f:X — P}) est finie surjective.

Démonstration. — Comme X et ]P’,lC sont est propres sur k, le morphisme f est nécessairement
propre.

L’'image f(X) de f est une partie fermée irréductible de P}, donc réduite & un point fermé ou
a tout le schéma X. Il est clair que f(X) est réduite & un point fermée = de P}, si et seulement si
f est algébrique sur k (et alors, k[f] = k(x)).

Supposons que f(X) =Y, autrement dit f est transcendant sur K.

Alors, les fibres de f sont finies. Il suffit de le voir sur la fibre d’un point fermé x € P}. Quitte
a faire une extension de la base, on peut supposer que x est un point rationnel. Quitte a changer
de coordonnées dans P}, on peut supposer x = 0 : on est ramené au lemme précédent.

D’apres un théoreme de Grothendieck, un morphisme propre dont les fibres sont finies est
nécessairement fini ([Gro67, 111, 4.4.2]), ce qui montre le premiere assertion. O

Remarque IV.3.13. — Soit X une courbe algébrique propre normale sur k.



Un morphisme fini surjectif f : X — P} est appelé un revétement de P}. ®)

La proposition précédente permet de construire une bijection entre les éléments transcendants
de K/k et les revétements de P}, de source X.

Grace a cette interprétation, il est trivial que les zéros (resp. pdles) d’un revétement f : X — ]P’}C,

F7H{0}) (resp. f~H({oo}))

correspondent aux zéros (resp. pdles) de la fonction rationnelle f € K suivant la définition IV.3.5.

Définition IV.3.14. — Soit X un schéma integre de corps des fonctions rationnelles K. Soit
f € K* une fonction rationnelle non nulle sur X.
On associe a f un diviseur algébrique de X par la formule :

div(f) = > orda(f).
zeX (1)

On dit que div(f) est un diviseur principal de X.

On a ainsi défini pour tout schéma intégre X un morphisme de groupes abéliens :
div: K* = Z'(X).
Notons que si Z est un sous-schéma de X on peut voir tout cycle algébrique de Z comme un
cycle algébrique de X.

Définition IV.3.15. — Soit X un schéma.

Deux cycles algébriques a et 8 sont dit rationnellement équivalents® si il existe une famille
finie (Z;);cr de fermés integres de X et pour tout indice ¢ un diviseur principal div(f;) de Z; tel
que

a—p=> div(f;).
iel
On obtient ainsi une relation d’équivalence sur le groupe des cycles algébriques de X, notée sim-
plement ~,..+, et on défini le groupe de Chow de X comme le quotient

CH(X) = Z(X)/ ~rar -

On note CH"(X) (resp. CH,,(X)) le sous-groupe du groupe de Chow engendré par les cycles
n-codimensionnels (resp. n-dimensionnels).

Le groupe CHl(X) est encore appelé le groupe des classes de diviseurs (sous-entendus
algébriques) de X.

Ezxzemple IV.3.16. — Soit X un schéma integre noethérien.

1. Alors deux diviseurs algébriques D et D’ sont rationnellement équivalents si et seulement si
le diviseur algébrique D — D’ est principal (en effet, dans la définition précédente, chacun
des fermés Z; doit étre de codimension 0 dans X, donc égal & X car X est integre).

2. Supposons X = Spec(A), pour un anneau A intégre noethérien. Alors un sous-schéma fermé

integre Z de X de codimension 1 est de la forme Z = Spec(A/p) pour un idéal premier p de
A. De plus, pour un élément f € A non nul, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (Z)x = div /.
(i) p = (f).

On en déduit que si A est factoriel ®), alors tout diviseur algébrique de X est principal.

3. Il existe un ouvert dense maximal U de P}C au-dessus duquel f est étale. Les points dans le complémentaire
de U sont appelés les points de ramification de f (voir [Har77, IV.2] pour plus de détails).

4. On trouve aussi la terminologie < linéairement équivalents >.

5. i.e. tout idéal premier de hauteur 1 est principal.



Remarque IV.3.17. — Reprenant les notations du point (2) de Iexemple précédent, on peut
montrer 1’équivalence des conditions suivantes :

(i) A est factoriel.
(ii) A est intégralement clos et CH'(Spec(4)) = 0.
Voir [Bou85, Ch. 7, §3].
IV.3.18. — Reprenons les notations du paragraphe IV.1.8 pour un schéma X, Z un sous-schéma

ferméet U = X — Z.
Il est évident que le morphisme noté i, préserve I’équivalence rationnelle. Il en de méme pour

*

j* — une fonction rationnelle f sur X définie aussi une fonction rationnelle sur U et on obtient
trivialement : j*(divx (f)) = divy (f).
Alinsi, la suite exacte (IV.1) est compatible au quotient par ’équivalence rationnelle et on obtient
une suite exacte courte :
(IV.3) CH(Z) 5 CH(X) L5 CH(U) — 0
Exemple IV.3.19. — Soit k un corps.
1. Du fait que k[t] est principal et de ’exemple 1V.3.16, on déduit :
. Z sii=0,
CH'(Ap) =
0 sinon.
Plus généralement, on montre que pour tout schéma X,
CH'(AL) ~ CH'(X).
2. On déduit de 'isomorphisme du point précédent que pour tout couple d’entiers (i, n)
Z sii=0,
0 sinon.

CHY(A}) = {

3. Pour tout entier n > 0, on peut considérer I'immersion fermée linéaire :
1 h
PPt S P oyt @] = [Tt i@y, 2 O]

son image est un hyperplan H de P}, 'hyperplan & l'infini et on obtient : (P} — H) ~ Ak, (6)
De la suite exacte (IV.3) et du point précédent, on déduit donc que pour tout ¢ > 0, le
morphisme suivant :

CHIZY P s ol Ry
est surjectif. Notons que dans le cas ou ¢ = 1, I'image de h, est le sous-groupe engendré par
la classe de cycles h := (H)pn. Or ce cycle, ni aucun de ses multiples r.h pour r > 0, n’est
rationnellement équivalent & 0. (7 On en déduit donc que le morphisme

Z — CH"(P}),n v~ n.(H)
est un isomorphisme.

De plus, si I’on note L’ I'image de l'immersion fermée composée :
i homitl n
P, — P — ... =P,
on obtient par induction que pour tout ¢ > 0, le morphisme suivant :
Z — CH'(PY),n + n.(L")
est un isomorphisme.
6. Autrement dit, I’espace projectif P}, est obtenu en complétant 'espace affine A} par un hyperplan H ~ PZ‘I.

7. Dans le cas contraire, il existerait une fonction rationnelle non constante sur P} qui n’a pas ne péle, autrement
dit une fonction globale sur P} non constante : or I'(PY, O]})E) = k.



Remarque IV.3.20. — Si X est un schéma lisse sur un corps, la théorie de I'intersection permet
de définir un produit sur le groupe abélien CH(X) qui respecte la graduation par la codimension.
C’est le produit d’intersection de deux classes de cycles algébriques. On parle donc de I’anneau de
Chow. (®)

De plus, pour tout morphisme de k-schéma lisses f : Y — X, on peut définir une image inverse
sur les classes de cycles algébriques :

£ CH™(X) — CH™(Y)

qui est compatible au produit (c’est facile si f est plat).

Ainsi, on obtient un foncteur contravariant CH* de la catégorie des k-schémas lisses vers la
catégorie des anneaux gradués : c’est un des premiers exemples d’une théorie cohomologique en
géométrie algébrique.

IV.4. Degré des 0-cycles algébriques
IV.4.1. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas. A tout point y de Y, d’image x = f(y)

dans X, est associé un morphisme

k() = K(y)
des corps résiduels respectifs de = et y. On Pappelle ’extension résiduelle de f en y; le degré de
cette extension est encore appelé le degré résiduel de f en y.

Définition IV.4.2. — Soit f:Y — X un morphisme, et
o = Z n;.Y;
il
un cycle de Y. On définit le cycle image directe de a par f par la formule :
fela) == Zni~di~f(yi)
il

ou pour tout indice i € I, d; est le degré résiduel de f en y si il est fini et 0 dans le cas contraire.

Exzemple IV.4.3. — Soit k un corps et X un k-schéma de type fini, f : X — Spec(k) son
morphisme structural.

Alors, le morphisme f,. : Z(X) — Z(Spec(k)) = Z se factorise par le groupe Zy(X) des 0-cycles
de X. En effet, d’apres le résultat rappelé au point (4) de 'exemple IV.1.2, si  est un point de
X et Z désigne son adhérence dans X, dim(Z) = degtr,(k(z)). Comme x(x) est une k-algébre
essentiellement de type fini, 'extension k(z)/k est finie si et seulement si Z est de dimension nulle.
Si a =), n;.x; est un O-cycle, on obtient

fela) = an[ﬁ(ml) 2 k.

Cet entier est appelé le degré du 0-cycle . On le note deg(a).

8. Voici le premier exemple, historiquement, de ce produit d’intersection. On se place dans le cas du schéma
X = Pz pour un corps k quelconque. On considére deux courbes algébriques projectives planes C et C’, soient deux
sous-schémas fermés de X. Alors C et C’ définissent des diviseurs a = (C) et 8 = (C)’ de X. Le cycle intersection
a.a’, bien définit modulo équivalence rationnelle, correspond & I’ensemble des points d’intersection des courbes
comptés chacun avec sa multiplicité. Dans ce langage, le théoréme de Bézout s’exprime ainsi :

deg((C).(C")) deg({C)) + deg((C")),

sachant que le degré d’une courbe plane projective C, définie par le degré total de ’équation qui la définit, coincide
avec le degré du cycle associé.



Lemme IV.4.4. — Pour tous morphismes de schémas
7%y L x,
on a la relation : g fou = (gf)«-
C’est évident par transitivité des degrés des extensions résiduelles.

Ezxzemple IV.4.5. — Soit C' une courbe algébrique projective complexe plane de degré d obtenue
comme la complétion projective d’une courbe algébrique affine d’équation
fz,y) =y* — Z ai;.x'y’ =0
i,4,it+j<d
ou a;; € C. Alors le degré d de C est encore égal au degré du cycle intersection de C avec la droite
d’équation x = 1,z = 1 : en effet, ce cycle intersection est le cycle associé au schéma

spec (Cly]/(f(1,9)))

est le polynéme f(1,y) a exactement d-solutions complexes comptées avec leur multiplicités.
Pour généraliser cet énoncé a n’importe quel courbe, on est amené a considérer la classe
d’équivalence rationnelle du cycle associé a la courbe.

Théoréme IV.4.6. — 1. Soit w:Y — X un morphisme fini surjectif entre schémas intégres.
Soit L (resp. K ) le corps des fonctions de Y (resp. X ). Alors pour tout élément g € L™,

T (div(g)) = div(Ny/k(9))
ot Np i est le morphisme norme de 'extension finie L/K. ©)

2. Soit X un courbe algébrique propre integre sur un corps k de corps des fonctions rationnelles
K. Alors, pour tout élément f € K*,

deg(div(f)) = 0.

Démonstration. — On peut raisonner localement en X au voisinage d’un point générique du
support de 7, (div(g)). Quitte & remplacer X par Spec(Ox ;) et Y par Y x x Spec(Ox ), on peut
donc supposer X (resp. B) est un schéma local (resp. semi-local), d’anneau local A (resp. semi-
local B). Par additivité de div, on peut supposer que g € B. Posons f = Ny /k(g). On doit alors
démontrer :

> " dglgp, (Ba/(9)) =1g4(A/(f)).
q

Pour ce calcul de longueur, on se réfere & [Dég09, 11.10].

Considérons maintenant le point (2).
On commence par le cas ou X = P}. Alors K = k(t). Comme div et deg sont des morphismes
de groupes abéliens, on peut supposer f € k[t] est un polynéme en ¢ que lon peut supposer
irréductible.

Dés lors (f) est un idéal premier de k[t] qui définit donc un point fermé = de A}, C P}. De plus,

ord, (f) = lg(k[t](s)/(f)) = 1.

Un point fermé y de A}, distinct de z correspond & un idéal premier (g) avec g polynéme irréductible
distinct de f, donc premier avec f : f est une unité dans k[t]/(g) : Uordre de f en y est donc 0.
Soit d le degré de f.

Reste a comprendre l'ordre de f au point a 'infini de IP’,lﬁ. La valuation correspondant & ce point
est la valuation sur k(t) d’uniformisante 1/¢, autrement dit le degré au sens usuel des fonctions

9. La norme relativement & K d’un élément non nul de L est le déterminant du morphisme K-linéaire L —
L,z g.x.
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rationnelles dans k(¢). Donc 'ordre de f au point & Uinfini est égal & val;(f(1/t)) du polynéme f,
soit —d. Donc

div(f) =z — d.cc.

ce qui permet de conclure car x(x) = k[t]/(f) est un corps de degré d sur k.

Cas général : Le corps des fonctions K de X est une extension transcendante de k de degré 1
— Exemple IV.1.2. 1l existe donc un élément m € K transcendant sur k. D’apres la proposition
1V.3.12, il lui correspond donc un k-morphisme fini surjectif 7 : X — P,lc.

Le point (2) résulte donc du point (1), du cas de P}, et du lemme IV.4.4. O

Remarque IV.}.7. — Le deuxiéme point de ce théoreme s’interprete donc en disant que la
somme des zéros de f comptés avec leur multiplicité, coincide avec la somme des poles de f
comptés avec leur multiplicité.

Corollaire IV.4.8. — Pour toute courbe X algébrique propre sur k, le morphisme degré :
deg: Zp(X) > Z
se factorise modulo la relation d’équivalence rationnelle et indwit un morphisme

deg : CHo(X) — Z.

Remarque IV.4.9. — Plus généralement, on déduit du théoreme précédent que pour tout mor-
phisme propre f : Y — X, le morphisme image direct f, se factorise modulo la relation
d’équivalence rationnelle sur les cycles algébriques et induit un morphisme :

f.: CH(Y) — CH(X).

— on I’a montré pour les morphismes finis surjectifs ; pour les morphismes propres voir [Ful98, Th.
1.4] pour plus de détails.

Ainsi, pour tout k-schéma propre, le degré des 0-cycles est invariant par équivalence rationnelle
et induit : degy : CHo(X) — Z.

Notons qu’en général, le morphisme f, ainsi obtenu la graduation par la dimension.

IV.5. Diviseurs et groupe de Picard

IV.5.1. — Soit X un schéma integre de corps des fonctions K. On note Kx le faisceau constant
sur X de valeur K. C’est une O x-algebre car pour tout ouvert U C X, 'anneau Ox (U) est integre
de corps des fractions K : K est donc une Ox (U)-algebre. On note v : Ox — Kx le morphisme
correspondant — c¢’est un monomorphisme de faisceaux.

Nous allons voir comment associer & tout O x-module inversible un diviseur. Pour cela, on utilise
le lemme facile suivant :

Lemme IV.5.2. — Considérons les notations précédentes. Soit L un Ox-module inversible.
Alors, le Ox-module L @0, Kx est isomorphe au faisceau constant Kx .
En particulier, il existe un monomorphisme de Ox-module :

ﬁ %ﬁ@ox KX ’:Kx.
Démonstration. — Les fibres de £ ®o, Kx sont toutes isomorphes &
ﬁx ®OX,T K = OX,CE ®OX,T K

apres le choix d’une trivialisation de £ au voisinage de z. Ainsi, £ ®p, Kx est un faisceau de
Ox-modules de valeur K, donc isomorphe & Kx. O
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IV.5.3. — Considérons un schéma normal X de corps des fonctions K.
Fixons un Ox-module inversible £ sur X. D’apres le lemme précédent, on peut choisir un
monomorphisme

L— Kx.

Soit (U;)ier un recouvrement ouvert de X tel que £ est trivial sur U;. Ainsi, £(U;) est un sous-
Ox (U;)-module de K libre de rang 1 qui admet donc un générateur f; € K.

Pour tout couple d’indices (i, j), fiffl est une fonction inversible sur I'ouvert U;; = U; N Uj,
donc en particulier :

divy,; (fi) — divy,, (f;) = divy,, (fif_j_l) = 0.
11 en résulte que les cycles div(f;), vu dans X, se recollent et définissent un cycle algébrique a(L).
On a par ailleurs la formule :
ax(L)= Y wv(fi)a
reX (1)

ol v, est la valuation associé a = et i € I est un indice quelconque tel que = € U;.

Proposition IV.5.4. — Considérons un schéma normal X ainsi que les notations qui précedent.
Alors, ax définit un morphisme injectif de groupes abéliens :

Pic(X) — CH'(X).

Démonstration. — En effet, supposons que «(L) = div(f) pour une fonction rationnelle f € K*.
Alors, pour tout U;, divy, (f;) = divy, (f), ce qui implique que ff;1 est inversible sur U;. On
en déduit un isomorphisme :
L v.-fi = Oxlu,.f
de sous-Ox |y,-modules de Ky,. De plus, du fait que les f; sont des paramétrisations locales de L,

on en déduit que ces isomorphismes se recollent et induisent un isomorphisme de sous-O x-modules
de K X-

v, ~ Ox

L~ Oxf
Autrement dit, £ est globalement trivial. O
Ezxzemple IV.5.5. — Soit C une courbe algébrique sur un corps k.

D’apres 'exemple précédent, et le corollaire IV.4.8, si C' est propre et normale, on peut associer
a tout fibré inversible sur C' un entier qu’on appelle son degré :

Pic(X) =% CHY(X) = CHy(X) 2% 7.
Rappelons a ce propos les faits suivants, valable pour une courbe algébrique sur un corps k
quelconque :
1. Si C est lisse alors C est normale.
2. Si k est un corps parfait et C' est normale, alors C' est lisse.

Cela résulte facilement des rappels sur les schémas normaux (Définition IV.3.8) et des faits plus
généraux suivants, valables pour un k-schéma X localement de type fini :

1. Si X est lisse alors X est régulier (i.e. pour tout point z de X, 'anneau local Ox , est
régulier).

2. Si k est un corps parfait et X est régulier, alors X est lisse.

(voir [Gro03, II, 5.4])

Définition IV.5.6. — On dit qu'un schéma X est localement factoriel si pour tout point z € X,
l’anneau local Ox , est factoriel.

Remarque IV.5.7. — 1. Si X est localement factoriel, il est de plus normal.
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2. Si A est un anneau factoriel, Spec(A) est localement factoriel (car la propriété d’étre un
anneau factoriel est stable par localisation).

3. Tout anneau local régulier A est factoriel (théoreme d’Auslander-Buchsbaum, [Gro67,
21.11.1]). On déduit de I'exemple précédent que tout schéma lisse sur un corps est loca-
lement factoriel.

4. Si X/k est une courbe algébrique normale, alors X est localement factoriel (cf Définition
IV.3.8).

IV.5.8. — Considérons maintenant un schéma X intégre localement factoriel.

Soit D un diviseur algébrique de X. Pour tout point x de X, posons X(,) = Spec(Ox ;) et
notons D,y la diviseur algébrique de X, obtenu par restriction de D. 1®) Par hypothese, X, est
le spectre d’un anneau factoriel. D’apres le point (2) de 'exemple IV.3.16, le diviseur algébrique
associé a D ,) est donc principal : il existe f, € K tel que :

D(z) = le(fw)

Comme D est une somme finie de points de X et que f, n’a qu'un nombre fini de zéros et de
poles, on peut de plus trouver un voisinage ouvert U, de = dans X telle que I’égalité précédente
de cycles algébriques se releve sur U, est induit donc une égalité de cycles algébriques sur U, :

DNU, = div(f,)

ou D NU, est le diviseur algébrique de U, obtenu par restriction de D.
Supposons effectué le choix de (Us, f5) pour tout point & de X. Alors, si Uy = U, NU, # @,
on obtient :

div(fe|Usy) = div(fy|Usy)

ce qui implique : f f,~ ! est une fonction inversible sur Uy,,.
On en déduit que les sous-Ox |y, -modules inversibles de Ky, :

Oxlu,-fx

se recollent et induisent un Ox-module inversible noté L' (D). On vérifie facilement que L'y (D)
ne dépend pas du choix de (Uy, fu)zex. De cette indépendance par rapport au choix, on déduit
que L% (D) ne dépend que de la classe (d’équivalence rationnelle) du diviseur D et qu’elle est
additive par rapport a D.

On a donc défini un morphisme de groupes abéliens :

"c : CHY(X) — Pic(X), D +— L (D).
Théoréme IV.5.9. — Soit X un schéma localement factoriel.

Avec les notations qui précédent, le morphisme L'y est un isomorphisme avec pour inverse le
morphisme ax défini dans la proposition IV.5.4.

Le fait que £’y et ax sont des bijections réciproques 'une de 'autre résulte facilement des
définitions.

Ezxzemple IV.5.10. — 1. Soit X un schéma localement factoriel et j : U — X un ouvert de
X. Notons que Lx est compatible a la restriction a un ouvert.

On déduit donc de la suite exacte (IV.3) que le morphisme suivant est surjectif :

j* : Pic(X) — Pic(U).

10. Si D =}, cpni-xi, Dy =D = Ziel,ziex(z) n;.T;.
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2. Considérons les notations du point (3) de 'exemple IV.3.19 : H est donc I’hyperplan & Uinfini
de P.
Alors, L(H) est isomorphe & Ox(—1). On déduit donc du théoréme précédent et de
I’exemple loc. cit. que le morphisme :

Z — Pic(Pg),n — Ox(n)
est un isomorphisme.

Définition IV.5.11. — Par convention, pour tout diviseur algébrique D sur un schéma locale-
ment factoriel X, on pose :
Lx (D) = L (-D).

Ezxzemple IV.5.12. — Cette convention de signe, qui coincide avec celle de [Har77, 11.6], est
motivée par le résultat suivant. Soit D un sous-schéma fermé purement de codimension 1 dans
X, et notons Zp C Ox son faisceau d’idéaux. Alors il existe un isomorphisme canonique de
Ox-modules :

ID ~ ,CX(—D)

Cela résulte en effet de la construction effectuée au paragraphe IV.5.8.

IV.5.13. — Reprenons les notations de ’exemple IV.5.5 : pour une courbe algébrique propre et
normale C'/k, on dispose d’un morphisme degré :

deg : Pic(X) — Z
qui avec nos conventions est caractérisé de maniere unique par la relation :

deg(L(D)) = deg(D).

Définition IV.5.14. — Avec les notations précédentes, on note PicO(C) le noyau du morphisme
degré, qui est donc isomorphe au groupe des classes de diviseurs de degré 0.

Remarque IV.5.15. — 1. Nous verrons que le groupe abélien PicO(C’) coincide avec les points
rationnels d’un k-schéma abélien : il s’agit de la jacobienne de C'/k.
2. Dans le cas ou k = C, le morphisme degré obtenu ici coincide avec le morphisme (II1.8)
défini précédemment.
La définition précédente et la situation définie dans le point précédent sont donc consis-
tants avec la définition I11.2.4.
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