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Réalisations tannakiennes des motifs mixtes triangulés

Résumé

On généralise la notion d’'une théorie de Weil mixte, due a D.-C. Cisinski et E Déglise
([[CD124a]), afin d’obtenir un formalisme de réalisations tannakiennes des motifs mixtes
triangulés au sens de V. Voevodsky sur un schéma de type fini sur un corps parfait. On
I'applique a la construction d’'un foncteur de réalisation de Hodge mixte rationnelle. Sur
un schéma X, quasi-projectif, lisse sur un corps de caractéristique nulle k, on obtient un
foncteur de réalisation de De Rham a valeurs dans la catégorie dérivée des P/, -modules
holonomes. Cela permet d’en déduire une correspondance de Riemann-Hilbert purement
algébrique.

Tannakian realizations of triangulated mixed motives

Abstract

We generalize the notion of a mixed Weil theory, introduced by D.-C. Cisinski and E Déglise in
[[CD12al], in order to obtain a formalism of Tannakian realization functors on V. Voevodsky’s
triangulated mixed motives over schemes of finite type over a perfect field. We apply this
formalism to the construction of a rational mixed Hodge realization functor. For a scheme X,
smooth, quasi-projective over a characteristic zero field k, we obtain a de Rham realization
functor with values in the derived category of holonomic &/, -modules. This allows us to
deduce a purely algebraic Riemann-Hilbert correspondence.
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INTRODUCTION

REMARQUES HISTORIQUES ET MOTIVATION

Grace aux efforts de E Morel, V. Voevodsky ([MV99]])), R. Jardine ([Jar00]), M. Ho-
vey ([[Hov01]]), B. Dundas, O. Rondigs, P @stveer ([DRP03]), J. Riou ([Rio07]), J. Ayoub
([[Ayo07al, Ayo07b]), D.-C. Cisinski et E Déglise ([[CD12b]]), entre autres, on dispose d’un
formalisme des six opérations de Grothendieck sur les motifs mixtes triangulés a coefficients
rationnels comme prévu par A. Beilinson dans [Bei87]]. Ce formalisme en place, se présente
la tache de fabriquer des foncteurs de réalisation et de vérifier qu’ils sont combatibles aux
six opérations de Grothendieck.

Dans [Ayo10, 2.1], J. Ayoub construit un foncteur de réalisation g, : 83 ,(X) —
D _,(X(C)™), ou X est un schéma sur un sous-corps k < C, ./ est une catégorie de coefficients
dont les équivalences faibles et les fibrations sont stables par petite colimite filtrante,
8H , (X) est la catégorie homotopique stable a coefficients dans .# ([Ayo07b, 4.5.53]) et
D _,(X(C)™) est la catégorie dérivée des faisceaux sur le petit site analytique X(C)*" a valeurs
dans .# . De plus, si .# est une catégorie de modeles monoidale symétrique, alors Q.. induit
par restriction un foncteur entre les sous-catégories triangulées épaisses engendrées par les
objets « constructibles » qui commute aux six opérations de Grothendieck d’apres [|Ayo10),
3.7]. De méme, lorsque { € Z_, est un nombre premier, J. Ayoub construit dans [Ayol1),
5.6] un foncteur de réalisation £-adique qui commute aux six opérations de Grothendieck
sous certaines hypotheéses techniques d’apres [[Ayo11}, 6.9].

Outre ces réalisations de Betti et £-adique, dans [[Hub00, [Hub04], A. Huber a construit
une réalisation de DM,,, (k) a valeurs dans la catégorie dérivée des Q-complexes de Hodge
mixtes de [Bei86, 3.2], ol k est un sous-corps de C et ot DM,,, (k) la catégorie des motifs
mixtes géométriques de V. Voevodsky. Dans [LIW12]], E Lecomte et N. Wach construisent des
réalisations de Hodge a coefficients entiers des motifs mixtes géométriques.

Par rapport a la réalisation de Betti construite par J. Ayoub, ces constructions de A. Huber
et de E Lecomte et N. Wach ont 'avantage de tenir compte de structures plus fines sur la
cohomologie des k-schémas, a savoir celles des structures de Hodge mixtes. En revanche,
on rencontre des difficultés des que 'on cherche a modeler ces foncteurs par des foncteurs
de Quillen entre catégories de modeles ou, plus généralement, par des (0o, 1)-foncteurs
de (00, 1)-catégories. Autrement dit, les catégories triangulées sont défaillantes a plusieurs
égards et 'on souhaiterait remédier a cela en les remplacant par des variantes plus raffinées,
telles les (00, 1)-catégories stables ([Lurl2]]), les dg-catégories ou les catégories de modéles.
Or il n’y a pas de raffinement évident de ces foncteurs de réalisation de Hodge sur Spec (k).

Une autre difficulté, qui n’est pas tout a fait indépendante de la précédente, est celle
posée par le passage des foncteurs de réalisation de DM, (k) aux foncteurs de réalisation
de DM, (X) pour X un k-schéma de type fini. Plus précisément, on voudrait construire un
foncteur de réalisation DM, (X) — DP(MHM(X)) pour tout k-schéma de type fini X, ol
DP(MHM(X)) est la catégorie dérivée bornée des modules de Hodge mixtes sur X définie
dans [|Sai90].

Dans [[CD12al] et [[CD12b, §17.2], D.-C. Cisinski et E Déglise introduisent une nouvelle
approche de la construction de foncteurs de réalisation compatibles aux six opérations
de Grothendieck et trés satisfaisants d'un point de vue (oo, 1)-catégorique. L'idée est la
suivante. Les foncteurs de réalisation de Betti, de De Rham, £-adique et rigide sont censés étre
compatibles aux définitions des cohomologies de Weil éponymes. De plus, on peut représenter
ces théories cohomologiques par des préfaisceaux de dg-K-algebres dg-commutatives sur



la catégorie SmAff|B des B-schémas affines, lisses de type fini, ou K est un corps de
caractéristique nulle qui dépend de la théorie choisie et B est un schéma de base. Par suite,
on peut les représenter par des monoides commutatifs & de la catégorie des spectres de
Tate symétriques Spi(l) (B,K) sur B. Si I'on note Mod(&) la catégorie des modules sur
le monoide commutatif &, alors Mod(&) admet une structure de modeéles par rapport a
laquelle le foncteur canonique (—) ® & : 81)16,((1) (B,K) — Mod(¢&) est de Quillen a gauche
et 'on peut interpréter son foncteur dérivé comme un foncteur de réalisation par rapport
a la théorie cohomologique choisie. De plus, pour tout B-schéma X, 'image inverse &y de
& sur X est un monoide commutatif de Spi(l) (X,K) et les catégories Mod(&y) vérifient un
formalisme des six opérations de Grothendieck. Notant D(&y) la catégorie homotopique
de la catégorie de modeéles Mod(&), les foncteurs canoniques (—) ®" & : SH (X) — D (&)
se factorisent a travers la catégorie DM (X) des motifs de Beilinson définie dans [[CD12b),
14.2.1] et les foncteurs induits (=) ®" & : DMy (X) — D(&) sont compatibles aux six
opérations de Grothendieck lorsque I'on les restreint aux objets constructibles. Ainsi, on
obtient de cette facon un formalisme trés naturel de foncteurs de réalisation.

Méme si les avantages des foncteurs de réalisation de [CD12b, 17.2] sont nombreux, se
posent toutefois les questions naturelles suivantes.

(1) Comment peut-on récupérer les informations plus fines sur les cohomologies £-adique,
de Betti et rigide fournies par I'action du groupe de Galois absolu, la structure de
Hodge mixte et la structure de F-isocristal, respectivement ?

(ii) A quel point la catégorie D (&) ressemble-t-elle 4 son analogue « classique »? Par
exemple, si & représente la cohomologie de De Rham algébrique, peut-on comparer
D(&y) ala catégorie dérivée des &-modules quasi-cohérents sur X ?

On propose dans le deuxieme chapitre de cette theése une réponse a la premiere question et,
dans le troisiéme chapitre, on répond a la seconde dans le seul cas des coefficients pour la
cohomologie de De Rham algébrique. Le cas des coefficients de Betti est traité dans [[CD12b),
17.1.7]. Le cas des coefficients pour la cohomologie rigide, dont on ne traitera pas dans le
présent, est particuliérement intéressant, car 'analogue « classique » de D(&x) dans ce cas
est le sujet d'une théorie encore naissante des &-modules arithmétiques ([Car12]).

RESULTATS PRINCIPAUX

Coefficients tannakiens. Le premier théoreme important de ce travail est un résultat tech-
nique qui affirme que, pour toute catégorie tannakienne, Q-linéaire 7, de Ext-dimension
finie et pour tout schéma noethérien S de dimension de Krull finie, si 'on pose
J = Ind (J,), alors on dispose d’'une théorie d’algebre homotopique particuliérement
agréable dans 8J(,, (S), la catégorie homotopique stable de S a coefficients dans la catégorie
Cplx (7) des complexes dans 7.

Théoreme Soient J, une i-petite catégorie tannakienne, Q-linéaire de Ext-dimension
finie, 7 :=Ind (J;), S un U-schéma noethérien de dimension de Krull finie et T un objet cofi-
brant de PSh (SmlS, Cplx (T )inj)proj' Alors les Cplx (7 );y-catégories de tI-modéles monoidales

symétriques
SpS (TSh (smls, Cplx (7)) _Nis_ij) -

et SpS (?Sh (Smls, Cplx (7))

Al -Nis-inj ) St-proj



sont stables, $-tractables, $-cellulaires, propres a gauche et vérifient 'axiome du monoide. De
plus, elles sont parfaites au sens de [[CD12b, 7.2.3] et elles admettent une famille génératrice
et homotopiquement génératrice d’objets cofibrants, X,-présentables et homotopiquement X,-
présentables.

En particulier, S}, (S) est la catégorie homotopique d’une structure de modéles mo-
noidale symétrique sur la catégorie des spectres de Tate symétriques SPi(l) (S, Cplx (7 ))
qui vérifie 'axiome du monoide de [[SSOQ, 3.3] ; la catégorie des monoides commutatifs de
Spi(l) (S, Cplx (7 )) admet une structure de modeles ; et, pour tout monoide commutatif

Ade Spfg(l) (S, Cplx (7 )), la catégorie Mod(A) des modules sur A admet une structure de
modeles monoidale symétrique qui vérifie 'axiome du monoide.

Il est envisageable que la théorie des (00, 1)-catégories monoidales symétriques, telle
qu’elle est développée dans [Lurl2l], rende désuete cette approche de I'algebre homotopique
via 'axiome du monoide. Cependant, a 'heure actuelle, la théorie des (0o, 1)-catégories
enrichies ne semble pas étre au point et 'on ne peut pas encore se passer de ces détails
techniques de la théorie des catégories de modeles.

Théories de Weil mixtes. Le théoréme|1.6.3|étant démontré, on est en mesure de généraliser
la définition de D.-C. Cisinski et E Déglise d’'une théorie de Weil mixte au cas de coefficients
ind-tannakiens. Grossiérement, si I'on pose & := Ind (%) avec J, une petite catégorie
tannakienne, Q-linéaire et que B est un schéma noethérien de dimension de Krull finie, alors
une 7 -théorie de Weil mixte sur B est un préfaisceau E; sur SmAff|B a valeurs dans la
catégorie CAlg (Gplx (T )) des monoides commutatifs de la catégorie monoidale symétrique
Cplx () vérifiant les propriétés suivantes :

(W1) Eg satisfait a la propriété de descente par rapport aux hyper-recouvrements Nisnevich ;

(W2) Ej satisfait a la propriété d’invariance par Al-homotopie ;

(W3) la cohomologie de B par rapport a Eg est celle du « point », c’est-a-dire le complexe
Ep(B) est quasi-isomorphe au complexe 1,[0] concentré en degré 0 donné par l'unité
1, de 7 ;

(W4) Ejg est P'-stable en ce sens que Eg(G,,5) = 1,[0] ® 1,(—1)g[—1], ot 1,(—1); est un
objet ®-inversible de 7 ; et

(W5) Eg vérifie la formule de Kiinneth, c’est-a-dire le morphisme canonique Ez(X) ®),
Ep(Y) — Ep(X X5 Y) est un quasi-isomorphisme pour tous X,Y € SmAff|B.

Un tel préfaisceau est représenté par un monoide commutatif de la catégorie des spectres de
Tate symétriques a coefficients dans 7 :

Théoreme 2.1.4, Soit E; € ob (Gﬂlg (iPSh (SmAfle, Cplx (7 )))) une 7 -théorie de Weil
mixte. Alors il existe un monoide commutatif &g de Spfg(l) (B, T) et un isomorphisme canonique

Cplx(7) ~
Rhom, 7\ (v (X0, (1)) = Ey()(r);

dans la catégorie dérivée D(Ind (T )) pour tous X € ob(SmASf|B), r € Z, ott K(r); :=
K ®% 1,(r)g pour tout K € ob (Gplx (9)). De plus, &g est un Q*-spectre faible.

Réalisation de Hodge mixte. Les conditions (W1)—(W5) sont des propriétés communes a
toutes les cohomologies de Weil classiques munies des structures tannakiennes. En revanche,
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la possibilité de représenter ces théories cohomologiques par des préfaisceaux de monoides
commutatifs dans Cplx (J) est une question relativement délicate. Si 'on oublie la structure
tannakienne, on trouve dans [[CD12a, §3] de tels préfaisceaux pour les théories de De Rham,
rigide et £-adique. Nous construisons dans un préfaisceau de monoides commutatifs
de la catégorie des complexes de ind-objets de la catégorie MJ{SE’;I des Q-structures de
Hodge mixtes polarisables qui permet de récupérer la structure de Hodge mixte de P Deligne
([Del71} 3.2.5]) sur la cohomologie de Betti a coefficients rationnels d'un C-schéma affine,
lisse.

Théoréme |2.1.8, Il existe une MJ{SI(’;I—théorie de Hodge mixte Epqq spec(cy sSur Spec(C) telle
que B" Eggg specicy(X), le r-iéme objet de cohomologie de Egqg specc), $'identifie a la structure
de Hodge mixte polarisable sur la cohomologie de Betti rationnelle Hy_ .(X,Q) pour tous
Xe€ob(8Sm|C), r € Z

Structures de poids. En s’appuyant sur les résultats de [[CD12b], on obtient dans §2.2
un formalisme des six opérations de Grothendieck canoniquement associé a un spectre
de Tate symétrique &5 qui représente une 7 -théorie de Weil mixte. En particulier, a tout
B-schéma de type fini 1y : X — B on peut associer un monoide commutatif & = Lm; &y de
Spi(n (X, Cplx (T )) et, a tout morphisme séparé f : X — Y de B-schémas de type fini, on
peut associer deux adjonctions Lf* - Rf, et f, - f' reliant les catégories homotopiques D (&)
et D(&,) de Mod(&y) et Mod(&y), respectivement. On introduit dans la condition
suivante sur la 7 -théorie de Weil mixte Ez sur B :

(W6) pour tous X € ob (SmAff|B), r,s € Z, si 2r < s, alors hom,, (15, Ex(X)(r)es]) =0,

ou D(T) désigne la catégorie dérivée de T . Par exemple, la MJ-CSPQOI-théorie de Weil de(2.1.8
vérifie cette hypothése comme I'a remarqué A. Beilinson dans [Bei86, 5.1]. On peut donc
adapter les arguments de D. Hébert ([Héb11, 3.3]) afin de développer une théorie de poids
compatible aux six opérations de Grothendieck sur les sous-catégories @gm(é”x) < D(&)
engendrées par les objets géométriques lorsque B est le spectre d'un corps parfait.

Théorémes [2.3.2} 2.3.3} [2.3.4L Si B est le spectre d’un corps parfait et que la 7 -théorie de
Weil mixte Eg vérifie (W6), alors, pour tout B-schéma de type fini X, la catégorie ng(c‘fx) admet
une unique structure de poids au sens de [Bonl10, 1.1.1] vérifiant les conditions suivantes :

() pour tout r € Z et tout morphisme projectif f : Y — X de B-schémas de type fini avec Y
régulier; Rf,&(r) appartient au cceur de cette structure de poids ;

(ii) pour tout morphisme séparé f : X — Y de B-schémas de type fini, les foncteurs Lf*, f, et
®" préservent les objets de poids négatif; et

(iii) le foncteur canonique DMy (X) — D gm(é"x) préserve les objets de poids négatif et
les objets de poids positif, o DMy, (X) désigne la catégorie des motifs de Beilinson
([[CD12bl 14.2.1]) homotopiquement R,-présentables sur X.

On voit ici 'un des principaux avantages de la notion générale d'une & -théorie de Weil
mixte par rapport au cas particulier des Mod(K)-théories de Weil mixtes avec K un corps de
caractéristique nulle : dans le cas ou Z = Mod(K), comme 'ont remarqué D.-C. Cisinski et
E Déglise dans [[CD12al 2.1.6], il existe un isomorphisme non canonique &z(1) = &5 dans
SH, (B) et I'on ne peut donc pas munir D(&yx) d’une structure de poids compatible a celle
sur DMy , (X).



Réaslisation de De Rham. Le but du dernier chapitre de cette these est de construire
un foncteur de réalisation de DeRham de S}, (X), la sous-catégorie pleine de SH (X)
engendrée par les objets homotopiquement ¥,-présentables sur X, un schéma régulier,
quasi-projectif sur le spectre d’un corps k de caractéristique nulle, a valeurs dans @E(@X/K),
la catégorie dérivée bornée, holonome des &/, -modules quasi-cohérents, et d’étudier sa
compatibilité aux six opérations de Grothendieck. A cette fin, on est obligé a travailler dans
le cadre des (00, 1)-catégories monoidales symétriques, car la théorie des six opérations de
Grothendieck sur les & ,,.-modules holonomes n’est pas adaptée a celle des catégories de
modeles.

Théoréeme Soient K un corps de caractéristique nulle et X un K-schéma quasi-projectif,
régulier. Alors il existe un (0o, 1)-foncteur monoidal symétrique fort

Qlr : SH® (X)® — Ind (DY™(Zy)®)

qui préserve les {U-petites (00, 1)-colimites et qui commute a f* pour f un morphisme de
K-schémas quasi-projectifs, réguliers, a f; lorsque f est lisse et a f, lorsque f est projectif.

Ici, SH™ (X)® et @E"”(@X /K)®* sont des (00, 1)-catégories monoidales symétriques dont les
catégories homotopiques s’identifient a SH (X), munie de la structure monoidale du smash-
produit, et a @E(@X/K), munie de la structure monoidale duale de la structure habituelle.

Les résultats de ce dernier chapitre sont largement indépendants de ceux des deux
premiers chapitres, mais ce foncteur de réalisation o}, permet de vérifier que, si &y , €st un
spectre de Tate symétrique sur Spec (k) qui représente une théorie de Weil mixte associée a
la cohomologie de De Rham algébrique sur k, avec K un corps de caractéristique nulle, alors
les catégories D (&4 x) fournissent les « bonnes » catégories des coefficients constructibles
« géométriques ».

Théoreme [3.3.20L Soient k un corps de caractéristique nulle et X un k-schéma quasi-projectif,
lisse. Alors il existe un (0o, 1)-foncteur pleinement fidf‘ale Xarx : @;Z(é’d&x) — @E’W(QX/K)
compatible aux structures monoidales symétriques et qui commute a f* pour f un morphisme
de x-schémas quasi-projectifs, réguliers, a f; lorsque f est lisse et a f, lorsque f est projectif.

En particulier, les catégories D (& x) fournissent une nouvelle définition des catégories des
9y «-modules « géométriques » vérifiant un formalisme des six opérations de Grothendieck,
méme pour X singulier.

Correspondance de Riemann-Hilbert. Comme corollaire, on en déduit une correspon-
dance de Riemann-Hilbert pour les objets « géométriques » des catégories dérivée bornées
constructibles des faisceaux analytiques sur un C-schéma quasi-projectif, lisse et des &-
modules réguliers holonomes sur X. Signalons deux nouveautés de ce résultat par rapport a
la correspondance de Riemann-Hilbert classique : (i) une fois que I'on dispose d’un isomor-
phisme fonctoriel de comparaison entre la cohomologie de Betti a coefficients complexes et
la cohomologie de De Rham algébrique, la preuve de cette correspondance est purement
algébrique et ne dépend pas de la théorie des singularités réguliéres de P Deligne ([Del70]) ;
et (ii) quitte a prendre on(é"dR,X) comme définition de la catégorie dérivée bornée des
9y c-modules holonomes géométriques pour X singulier, elle s’étend aussitot aux C-schémas
singuliers.



Corollaire Soit X un C-schéma quasi-projectif, régulier. Il existe une équivalence de
catégories triangulées, monoidales symétriques

Yan * (D (X(C)™, C), ®c) = (D, (Zixyc)> ®Y),

oll @gm(X(C)a“,C) C DX(C)*™,C) et @gm(gx/c) - @E(@X/C) désignent les sous-catégories
triangulées épaisses engendrées par les objets de la forme Rf,Cy(cyn et f. 1y, respectivement, avec
f Y — X un morphisme de C-schémas quasi-projectifs, réguliers. De plus, si f : X — Y est un
morphisme de C-schémas quasi-projectifs, lisses, alors yg,, commute a f*, a f; pour f est lisse et
a f, pour f projectif.
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NOTATIONS ET CONVENTIONS

On fixera au fur et a mesure des hypotheses sur nos catégories de coefficients et des
schémas. En général, ces hypotheses sont précisées au début de chaque numéro. On signale
ici quelques notations et conventions générales que I'on utilisera tout au long du texte.

e On fixe une suite d’'univers de Grothendieck £{ = £, C 4, C --- telle que i, contienne les
nombres naturels N. Sauf mention expresse du contraire, on entend « il-petit ensemble »
par « ensemble » et « petit ensemble » et 'on entend « localement iI-petite catégorie » par
« catégorie ». On note Set et Ab les catégories des 4I-petits ensembles et des iI-petits groupes
abéliens, respectivement, et 'on note Cat la 2-catégorie des localement LI-petites catégories.

e Par « catégorie de {I-modeles », on entend une catégorie de modeéles {-bicomplete au sens
de [Hov99, 1.1.4].

e Si ¥ est une catégorie, alors on note ob (%) et mor(%) les classes des objets et des
morphismes de ¥, respectivement.

e Si .o est une catégorie additive, alors on note Cplx (.«) la catégorie des complexes dans
/. Par convention, la différentielle d'un complexe dans .o/ est de degré +1. Si .&/ est
abélienne, alors on note D(.</) sa catégorie dérivée. Si A € ob(.&/) et r € Z, alors on note

Alr] €ob (Gplx (o )) le complexe concentré en degré —r donné par A.

e On entend par « (00, 1)-catégorie » une quasi-catégorie. On renverra le lecteur a [Lur09a,
Lur12]] pour les résultats techniques sur les (0o, 1)-catégories dont on aura besoin.

e Si ¢ est une (00, 1)-catégorie ou une catégorie de {l-modeles, alors on notera ho (¥¢) sa
catégorie homotopique.

e On note A la catégorie des simplexes et, pour toute catégorie €, on note 6, et € les
catégories des objets simpliciaux et cosimpliciaux de ¢, respectivement.

e Si A est un iU-petit cardinal régulier et que % est une catégorie dans laquelle les iI-petites
colimites A-filtrantes sont représentables, on note 6, € % la sous-catégorie pleine engendrée
par les objets A-présentables. Plus généralement, si 6 est une (0o, 1)-catégorie dans laquelle
les {-petites (0o, 1)-colimites A-filtrantes sont représentables, on note 6, € % la sous-

(00, 1)-catégorie pleine engendrée par les objets A-présentables au sens des (0o, 1)-catégories
([Lur09a, 5.3.4.5]).

e Lorsque ¥ est une catégorie de {-modeles stable ou une (0o, 1)-catégorie stable dans
laquelle les $U-petites (00, 1)-colimites A-filtrantes sont représentables, on notera abusivement
ho (%), la sous-catégorie pleine engendrée par les objets homotopiquement A-présentables.

e Si € est une -petite catégorie ou (00, 1)-catégorie, alors on note Ind (¢ ) la localement $I-
petite catégorie ou (0o, 1)-catégorie, respectivement, des ind-objets de ¢ ([Lur09a, 5.3.5.1]).

e Si € est une catégorie triangulée munie d’une t-structure (6=, ¥=°), alors on note
6% = €=N €= son ceeur et, pour tout r € Z, =" : € — €= et = : € — €= les
foncteurs de troncation et " :=t=" o =" : ¥ — € le foncteur cohomologique induit.

e Sauf mention expresse du contraire, si ./ est une catégorie abélienne, alors on munit sa
catégorie dérivée D (.« ) de la t-structure naturelle donnée par les sous-catégories pleines

D=(o7) := {K € ob (D(a7)) | Vr > 0[h" K= 0]}
et D>(e/):={Keob(D(e))|Vr<0[h"K=0]},

ot h" K € ob(.&/) désigne le r-iéme objet de cohomologie du complexe K. On notera t=" et
t" les foncteurs de troncation associées.
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1 HOMOTOPIE MOTIVIQUE STABLE ENRICHIE

Résumé. Dans ce chapitre, on rappelle quelques résultats sur la théorie des catégories
de modeles enrichies ; on fournit des énoncés précis de certains résultats implicites dans
[[Ayo07al, |Ayo07b] ; et 'on établit 'axiome du monoide dans certaines catégories de spectres
symétriques dans une généralité suffisante pour les applications envisagées dans la suite.

Notation 1.0.0. Dans ce chapitre, (¥, ®,, mor,,, 1) désigne une localement {-petite catégo-
rie monoidale symétrique fermée, (-bicompléte.

1.0 CATEGORIES TANNAKIENNES

Résumé. Bien que la plupart des résultats de ce chapitre soient des manifestations de phéno-
menes plus généraux, on présente dans ce numéro la classe des catégories sur lesquelles les
données des chapitres suivants seront enrichies, a savoir les catégories des complexes de
ind-objets dans certaines il-petites catégories tannakiennes. On les introduit ici pour deux
raisons : (i) afin de servir comme cas d’exemple dans la suite du chapitre et (ii) afin de
pouvoir établir certains résultats techniques que 'auteur ne sait pas démontrer dans une
généralité satisfaisante, notamment[1.3.18]

Plan. On commence par rappeler la définition d’'une catégorie tannakienne (1.0.2). Dans
on construira une structure de {{-modeles sur la catégorie des complexes de ind-objets
d’une 4-petite catégorie tannakienne et 'on montrera qu’elle est compatible a la structure
monoidale sur cette catégorie, de sorte que 'on puisse munir la catégorie dérivée d’'une
structure monoidale symétrique.

Sil'on interprete la notion d’une catégorie tannakienne comme une généralisation de
celle d’'une catégorie de représentations de dimension finie d’'un groupe algébrique, alors
et[1.0.8| généralisent les foncteurs qui associent a une représentation de dimension finie
son espace vectoriel sous-jacent et a un espace vectoriel de dimension finie la représentation
triviale, respectivement. On se servira de ces constructions a maintes reprises dans la
suite, car elles nous permettront de déduire grand nombre de propriétés des catégories
de préfaisceaux et de spectres symétriques a coefficients dans une catégorie tannakienne
T du cas ou I est la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps de
caractéristique nulle.

On termine ce numéro en montrant que, si une ii-petite catégorie tannakienne vérifie
une condition de finitude (1.0.3)), alors la catégorie homotopique de la structure de iI-
modeles de admet une famille génératrice d’objets homotopiquement X,-présentables
et homotopiquement fortement dualisables. En particulier, on verra dans[1.0.14] qu’il s’agit
d’une catégorie de coefficients au sens de [Ayo07b, 4.4.23] et que I'on peut donc appliquer
librement les résultats de [[Ayo07b]] dans la construction d’une catégorie homotopique stable
a coefficients dans une telle catégorie tannakienne.

Définition 1.0.1. Soit (¢, ®, 1,,) une catégorie monoidale symétrique. Un objet X € ob (%)
est dit fortement dualisable s’il existe un objet XY € ob (%) et deux morphismes 1 : 1, —
X'® Xete: XQ,X — 1, tels que (e®,idy)(idy ® 1) = idy et (idy ® 4 €)(N®,idy) = idyv.
Autrement dit, X est fortement dualisable s’il existe un objet X" tel que I’endofoncteur
X'®(—) soit adjoint a droite de (—)®¢X. Si (€, ®, mor,,, 1,,) est une catégorie monoidale
symétrique fermée, alors X € ob (%) est fortement dualisable si et seulement si le morphisme
canonique
mor,, (X,14) ®, Y — mor,, (X,Y)
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est un isomorphisme pour tout Y € ob (%).

Définition 1.0.2. Une 4-petite catégorie monoidale symétrique fermée (7, ®,,hom,,1,)
est dite tannakienne si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) la catégorie I est abélienne;

(ii) le produit tensoriel ®, est exact en chaque variable ;
(iif) hom, (15,1,) est un corps de caractéristique nulle
(iv) tout objet de I est fortement dualisable ;

(v) pour tout V € ob(7), le composé 1, — V®, hom,, (V,1,) — 1, des morphismes de
coévaluation et d’évaluation est un entier positif sous I'identification de Z a son image
dans le corps de caractéristique nulle hom,, (1,,1,).

Cette définition est plus restrictive que la définition classique [[SR72, III, 3.2.1], mais les
deux sont équivalentes en caractéristique nulle d’apres [Del90, 7.1].

Définition 1.0.3. On dira qu’une U-petite catégorie tannakienne (7,®5,hom,, 1,) est de
Ext-dimension < d si elle vérifie la condition suivante.

(Ext) 1l existe d, € Z5,, tel que Ext},(1,,V) =0 pour tous V€ ob(F), n > d,.

Gréce aux résultats de [Hub93, §2], on peut vérifier que (Ext) implique que Ext,(V,W) =0
pour tous V,W € ob(Z), n > d,.

Remarque 1.0.4.

() Soit (%, ®5,hom,,1,) une i-petite catégorie tannakienne. Alors la catégorie J :=
Ind (7,) des ind-objets de J; est abélienne de 4-Grothendieck['] Le produit tensoriel ®,,
induit un bifoncteur ®, : 7 x J — J qui préserve les limites finies et les i(-petites colimites
en chaque variable d’apres [[SGA72, Exposé 1, 8.9.8]. De méme, le bifoncteur hom,, s’étend
en un bifoncteur 7” x & — J et 'on peut vérifier que I'on obtient ainsi une catégorie

abélienne de $I-Grothendieck, monoidale symétrique fermée (7, ®, hom,, 1 7)-

(i) La structure monoidale symétrique fermée de (i) sur 7 = Ind (90) induit une structure
monoidale symétrique fermée sur la catégorie Cplx () des complexes dans & . D’ailleurs,
Cplx (7) est une catégorie abélienne de i-Grothendieck et, par conséquent, admet une
structure de {-modeles $l-tractable au sens de dont les cofibrations et les équiva-
lences faibles sont les monomorphismes et les quasi-isomorphismes, respectivement. C’est
la structure de {i-modeles de [Bek00, 3.13]. On I'appellera structure de $I-modéles injec-
tive et on la notera Cplx (7 ), On remarque en particulier que la catégorie homotopique
ho (Gplx (T )inj) n’est autre que la catégorie dérivée D (). En particulier, on peut vérifier
facilement que cette structure de $l-modeles est stable. Elle est d’ailleurs propre d’aprées
[CD09), 2.1].

Lemme 1.0.5. Soit k un -corps. Alors la structure de $I-modéles injective sur Cplx (Mod(k))
est monoidale symétrique au sens de [Hov99, 4.2.6].

Démonstration. D’apres [[Hov99, 4.2.13], la structure de $I-modeéles projective de [Hov99,
2.3.11], dont les équivalences faibles et les fibrations sont les quasi-isomorphismes et les
épimorphismes, respectivement, est monoidale symétrique. Montrons que cette structure de

1. Une localement 4-petite catégorie abélienne .of est dite de i-Grothendieck si elle est une catégorie
$l-cocompléte admettant un générateur telle que les -petites colimites filtrantes dans .«/ préservent les limites
finies. D’apres [Bek00, 3.10], une telle catégorie est localement (-présentable (1.2.4).
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il-modéles s’identifie a la structure injective de ii). A cette fin, on compare les deux
structures a une structure intermédiaire.

Tout quasi-isomorphisme de Cplx (Mod(k)) est une équivalence d’homotopie de chaines
puisque Mod (k) est abélienne semi-simple. La catégorie Cplx (Mod(k)) admet une struc-
ture de catégorie de Frobenius dont les monomorphismes admissibles et les épimorphismes
admissibles sont les monomorphismes et les épimorphismes, respectivement, et dont la
classe des objets projectifs ou, de maniere équivalente, injectifs, est la classe des complexes
contractiles. On remarque d’ailleurs que les monomorphismes et les épimorphismes dans
Cplx (Mod(k)) se scindent. D’apres [Cis10, 4.13, 5.3], cette catégorie de Frobenius admet
une structure de {(-modeéles dont les cofibrations sont les monomorphismes, dont les équi-
valences faibles sont les équivalences d’homotopie de chaines ou, de maniére équivalente,
les quasi-isomorphismes et dont les fibrations sont les épimorphismes. Il suffit donc de
remarquer que cette structure de {-modeles a les mémes cofibrations et les mémes équi-
valences faibles que la structure de {-modeéles injective et les mémes équivalences faibles
et les mémes fibrations que la structure de {(-modeles projective. Par conséquent, les trois
structures sont égales. O

Lemme 1.0.6. Soit K un corps de caractéristique nulle, f : J, — J un foncteur K-linéaire,
exact et monoidal symétrique fort entre deux U-petites catégories tannakiennes K-linéaires. Alors
f induit un foncteur monoidal symétrique fort et fidéle Cplx (Ind (f)) : Cplx (Ind (F)) —
Cplx (Jnd (90’ )) qui commute aux L-petites colimites et aux limites finies. De plus, le foncteur

induit f : D(Ind (F)) — D(Ind (90’)) est conservatif.

Démonstration. D’apres [DM89, 1.19], f est fidele. D’apres [[SGA72|, Exposé 1, 8.6.1], la
construction IJnd (—) est fonctorielle. De plus, il est clair que cette construction respecte la
K-linéarité. D’aprés [SGA72], Exposé 1, 8.6.4], Ind (f) est fidele. D’aprés [SGA72] Exposé I,
8.9.8], ce foncteur préserve les {i-petites colimites et les limites finies. On vérifie aisément que
Ind (f) est monoidal symétrique fort. Il est évident que Cplx (Ind (f)) hérite de chacune de
ces propriétés de Ind (f ). En particulier, Cplx (Ind (f)) préserve les quasi-isomorphismes
et se dérive donc trivialement. Il reste & montrer que f : D(Ind (%)) — D(Ind (90’))
est conservatif. Pour cela, il suffit de montrer que fM = 0 entraine que M = 0 pour
tout M € ob (D(Jnd (90))), parce que les catégories de {[-modeles Cplx (Ind (%)), et

Cplx (‘Jnd (%’))mj sont stables et f est un foncteur triangulé. Un foncteur exact entre deux
catégories abéliennes induit un foncteur t-exact par rapport aux t-structures naturelles entre
les catégories dérivées associées. Sachant que la t-structure naturelle sur la catégorie dérivée
d’une catégorie abélienne est non dégénérée, on peut supposer que M € ob (D(Jnd (90))@).
Dans ce cas, on peut supposer que M est un complexe concentré en un seul degré, donné
par un objet de Ind (J;). Comme Ind (f) est fidéle, on a

~

h (M, M)

Om’D(Jnd(%)) homjnd(%) (M, M)

|

hom@(and(yo')) (fM,fM) — homjnd(go,) (Ind ()M, Ind () M)

et donc M = 0 dans D(Ind (%)) si fM = 0 dans D(Ind (96’)). ]

Proposition 1.0.7. Soient (7, ®5,hom,, 1,) une U-petite catégorie tannakienne et J :=
Ind (Z,). Munie de la structure monoidale symétrique fermée de ii) et de la structure de
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$I-modéles injective, Cplx (T) est une catégorie de {I-modeéles monoidale symétrique, $i-tractable,
stable et propre a gauche qui vérifie Uaxiome du monoi’deﬂ

Démonstration. Grace aux remarques de [1.0.4{ii), il ne reste qu’a justifier les assertions
concernant la structure monoidale. D’aprées [Del90, 7.1], il existe une extension éventuelle-
ment infinie de corps K := hom,, (1,,1,) — K’ et un foncteur K-linéaire, exact et monoidal
symétrique fort w : J, — Mody (K') qui est forcément fidele d’apres [DM89, 1.19]. On
rappelle que Mody (K') désigne la sous-catégorie engendrée par les objets R-présentables.
D’apres [1.0.6] « induit un foncteur K-linéaire, exact, monoidal symétrique fort et fidele
w : Cplx(7) — Cplx (Mod(K')). Soient a : A — A’ et b : B — B’ deux cofibrations de
Cplx (T )iy, C'est-a-dire deux monomorphismes. On obtient un diagramme commutatif, que
I'on appelle « diagramme du pushout-produit de a et b »,

A®,B—® . A®,B

a®idl L .
a®id

A/ ®~1/BéA/ ®"VBHA®7/BA®"V B/

kl«/ ®NV B/

dans lequel le carré est cocartésien. En appliquant w a ce diagramme et en remarquant
que w préserve les produits tensoriels et les colimites finies, on obtient le diagramme
du pushout-produit de w(a) et w(b) dans Cplx (Mod(K')). Comme « préserve les mo-
nomorphismes, w(a) et w(b) sont des cofibrations de Cplx (Mod(K')), ;. Le morphisme
w(allg, 5 b) s'identifie &

inj*

(@) Uyyaye, o) @(b) 1 (0(A) @k w(B)) Uyae, we) (9(A) @ w(B)) = w(A') @ w(B')

qui est un monomorphisme d’apres Or un morphisme f : X — Y d’une catégorie 6 est
un monomorphisme si et seulement si le carré

X=X
| )

est cartésien. Comme w est fidéle et exact, il est conservatif. Un foncteur conservatif détecte
les limites représentables qu’il préserve et il s’ensuit que

allpg pb:(A'®yB)lg, 5 (A®,B) > A ®, B

est un monomorphisme, c’est-a-dire une cofibration de Cplx (7). Si 'on suppose de
plus que a ou b est un quasi-isomorphisme, c’est-a-dire une cofibration triviale, alors
a Uxg,p b est un quasi-isomorphisme parce que le foncteur fidele et exact w détecte les
quasi-isomorphismes et, encore une fois, parce que la structure de $l-modeles projective sur
Cplx (Mod(K")) est monoidale symétrique. Enfin, l'unité 1., comme tout objet de Cplx (T),
est injectivement cofibrant et 'on conclut que Cplx (), est une catégorie de {-modeéles
monoidale symétrique. L'axiome du monoide est satisfait grace a[1.2.10[ii). O

2. On renvoie a m pour une discussion de cet axiome.
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Lemme 1.0.8. Soient (7, ®5,hom,,, 1,) une {-petite catégorie tannakienne, 7 := Ind (7,)
et K le corps de caractéristique nulle hom,, (15,1,). Alors il existe un foncteur K-linéaire,
monoidal symétrique fort canonique Cplx (Mod(K)) — Cplx () et ce foncteur est de Quillen
a gauche par rapport aux structures de {-modéles injectives sur la source et le but.

Démonstration. D’aprés [Del90, 1.12], J, est équivalente a la catégorie QCoh (%)" des fais-
ceaux quasi-cohérents, localement libres de rang fini sur une gerbe affine ¢ sur CAlg (K):;; o
De méme, on peut identifier Mod(K) a la catégorie des faisceaux quasi-cohérents sur
Spec(K) ou, de maniere équivalente, sur la gerbe affine triviale sur CAlg (K);; o On dis-
pose du foncteur monoidal symétrique fort d'image inverse par le morphisme canonique
9 — 1, ou 1 désigne la fpqc-gerbe triviale sur CAlg (K)", qui correspond alors a un foncteur
Mody, (K) — 5. On peut reformuler la situation de la fagon suivante. La catégorie Mody, (K)
des K-modules de type fini est canoniquement équivalente a la catégorie des foncteurs carté-
siens 1 — Mod(—)", ou Mod(A)Y désigne la catégorie des A-modules fortement dualisables,
ol A est une K-algébre commutative de type fini. La catégorie J, est canoniquement équiva-
lente a la catégorie de foncteurs cartésiens ¢ — Mod(—)". Le foncteur Mody (K) — T, est
le foncteur de pré-composition avec ¢ — 1. Ce foncteur est exact puisque toute suite exacte
courte dans Mody, (K) se scinde et 'assertion en résulte aprés passage aux complexes dans
les catégories des ind-objets. O

Remarque 1.0.9. Soient (7, ® 5, hom,,, 1, ) une i-petite catégorie tannakienne neutralisable,
K = hom,, (1,,15) et o : Fy — Mod(K) un foncteur exact et monoidal symétrique fort.
Alors J, est équivalente a la catégorie des représentations de dimension finie de aut (w) dans
Mod(K) et le foncteur de Quillen a gauche de associe a un complexe de K-modules le
méme complexe de K-modules muni de I'action triviale de aut () en chaque degré. L'adjoint
a droite de ce foncteur est le foncteur des aut (w)-invariants.

Lemme 1.0.10. Soient (7, ®,,hom,,1,) une i-petite catégorie tannakienne et J :=
Ind (). Si Fy est de Ext-dimension < d, € Z, alors, pour tous V€ ob(J) et n > d,, ona
Exty (15,V) =0.

Démonstration. D’apres [IV06), 6.34], Exty, (1,5, ) : 7 — J préserve les U-petites colimites
filtrantes pour tout n € Zs. Par définition de 7 = Ind (), on peut écrire V = colimye, V,
avec A une $-petite catégorie fitrante et V, € ob (J;) pour tout a € A. Par suite, pour tout
n>d,,ona

Exty,(15,V) = Extg(lg,c2£grlva) = cgleit{nExt"g(lg,Va) =0
puisque J, est supposé de Ext-dimension < d. ]

Proposition 1.0.11. Soit (J,®5,hom,,1;) une iU-petite catégorie tannakienne de Ext-
dimension < d, € Zs, et 7 := Ind (F,). Alors lobjet 1, € ob (Gplx (ﬂ)mj) est homoto-
piquement X,-présentable.

Démonstration. 1l faut montrer que le morphisme canonique
(1.0.11.1) Leolim Rhom,, (1,,K,) — Rhom,, (19, Leolim Ka)

est un quasi-isomorphisme pour tout i-petit diagramme filtrant a — K, : A — Cplx (7).
D’apres (1.0.10] le foncteur additif et exact a gauche hom,, (1,,—) : 7 — Ab vérifie les
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hypotheses de [[SV00, 0.3]. Il en résulte que les suites spectrales

E;’S =5 Rhomg (19’ h’ Lco?el/imKa) = [)r+s Rhon‘l{7 (lg,LC(f)eljimKa)
(E.);” = b°Rhom,, (1,,h"K,) = h""* Rhom,, (1,,K,)

sont fortement convergentes pour tout a € A. De plus, comme les il-petites colimites
filtrantes dans & sont exactes, on a colim,, K, = Leolim,, K, dans D(Z), d’ot

b° Rhom,, (19, l)rLco?elnga) = b*Rhom,, (ly,cgleign[)r Ka)

= Ext;, (lg, c(glei}{n " Ka)
&~ cglei/{nEXt} (15,5"K,)

= colim b* Rhom,, (17,5"K,)

grace a(1.0.10, On a donc un isomorphisme entre la page E, et la colimite colim ., (E, ), des
pages (E,),. On en déduit un isomorphisme entre les aboutissements

colim h"** Rhom,, (1,,K,) = "™ Rhom,, (lg,LcolimKG) .
acA acA

Quitte a choisir une construction fonctorielle des colimites indexées par A, le foncteur exact
colimyc, : 7 — 7 induit un foncteur t-exact D(F) — D(T), de sorte que

cgleignbr“ Rhom,, (1,,K,) = p™* colim Rhom,, (15,K,) .

Par conséquent, le morphisme ((1.0.11.1) est un quasi-isomorphisme. ]

Corollaire 1.0.12. Soient (%,,®4,hom,, 1,) une {U-petite catégorie tannakienne de Ext-
dimension < dy, € Zoq et 7 :=Ind (F).

(D) La classe ¢ := {V[n] | V€ ob(J),n € Z} S ob (Gplx(?)) est une Y-petite fa-
mille génératrice et homotopiquement génératrice d’objets cofibrants, ¥X,-présentables,
homotopiquement R -présentables, fortement dualisables et homotopiquement fortement
dualisables.

(i) Un objet de Cplx (Ind (%) ),,; est homotopiquement fortement dualisable si et seulement
s’il est homotopiquement X-présentable.

Démonstration.

(i) Par définition de Ind (F), ob (F) S ob () est une U-petite famille génératrice formée
d’objets X,-présentables. On en déduit aisément que ¥ engendre Cplx(J) et que ses
éléments sont X -présentables. La t-structure naturelle sur D(Ind (7)) est non dégénérée
et il en résulte que ¥ est aussi homotopiquement génératrice. De plus, le foncteur 7, — 7
étant monoidal symétrique fort et les objets de 7, étant fortement dualisables, on voit que
les éléments de ¥ sont fortement dualisables dans Cplx (). Par définition de la structure
de {I-modeles injective, tout objet de Cplx (7) est cofibrant. Cela entraine que les éléments
de ¢ sont homotopiquement fortement dualisables : V[n] ® , W[m] = V[n] ®§7 W[m] dans
D(Ind (7)), de sorte que le dual fort dans Cplx (F) d’'un complexe dans & est également
un dual fort dans D(Z ), munie du produit tensoriel ®;. Autrement dit, le foncteur de
localisation Cplx (7) — D(T) est monoidal symétrique fort et préserve donc les objets
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fortement dualisables. D’aprés|1.0.11}, 1., est homotopiquement X,-présentable et il suffit de
remarquer que

Rhom,, (V[n],Lco?el[{mKa) = Rhom,, (19,(V[n])v ®% Lco?elnga)

= Rhom,, (lg,Lco?el}i\m ((V[n])v ®L9 KQ))
= Lcot)elli\mRhomg (19, (V[n])" ®L9 Ka)
= Leolim Rhom,, (V[nl],K,)

pour tout V[n] € ¢ et pour tout i-petit diagramme filtrant a — K, : A — Cplx (7).

(i) En remplagant V[n] dans la démonstration de (i) ci-dessus par un objet homotopique-
ment fortement dualisable quelconque, on voit que tout objet homotopiquement fortement
dualisable est homotopiquement X,-présentable. Inversement, (i) montre que D(J) est
engendrée par la famille ¢4 d’objets homotopiquement X-présentables. D’apres le théoreme
de Thomason [Nee01], 4.4.9], la sous-catégorie triangulée épaisse de D(T ) engendrée par ¥
est donc la sous-catégorie pleine engendrée par les objets homotopiquement X-présentables.
D’autre part, les objets homotopiquement fortement dualisables sont homotopiquement X,,-
présentables. La sous-catégorie pleine de D(Z ) engendrée par les objets homotopiquement
fortement dualisables est donc comprise entre ces deux sous-catégories égales et 'assertion
en résulte. O

Définition 1.0.13 ([[Ayo07al, 4.4.23]). Rappelons que J. Ayoub appelle catégorie de coeffi-
cients une catégorie de {-modeles ./ vérifiant les conditions suivantes :

(1) la catégorie de {I-modeles .# est propre a gauche, cofibrement engendrée et stable ;
(i1) les équivalences faibles de .# sont stables par coproduits finis ;

(iii) il existe une % -petite famille ¢4 C ob(.#) homotopiquement génératrice formée
d’objets homotopiquement X,-présentables.

Corollaire 1.0.14. Soient (7, ®4,hom,,, 1,) une $-petite catégorie tannakienne de Ext-
dimension < d, € Z et 7 :=Ind (). La catégorie de $-modéles Cplx (7 );,;, munie de la
U-petite classe 4 := {V[n] | V€ ob (J)}, est une catégorie de coefficients.

Démonstration. La condition (i) (resp. (iii)) de[1.0.13| résulte de (resp. [1.0.12(i)).

Dans une catégorie abélienne, les coproduits finis préservent les limites finies et les colimites
finies. Du coup, les coproduits finis préservent les quasi-isomorphismes et la condition (ii)
de[1.0.13l est aussi satisfaite. O

Remarque 1.0.15. Soit (./,® ,,hom ,1 ) une catégorie abélienne, monoidale symétrique
K-linéaire, ou K est un corps. On appelle foncteur fibre de .o/ tout foncteur monoidal
symétrique, K-linéaire, exact et fidele de la forme w : ./ — Mod(A), ol A est un anneau
commutatif unitaire, a valeurs dans la sous-catégorie pleine Mod(A)" € Mod(A) engendrée
par les modules projectifs de présentation finie. Comme on I'a déja remarqué dans la
démonstration de si (7, ®5,hom,,, 1, ) est une U-petite catégorie tannakienne, alors
il existe un foncteur fibre de la forme w : Jy — Mod(K’) pour une certaine extension
hom,, (1,1,) := K< K'. D’apres la démonstration de ce foncteur induit un foncteur
w :Ind (7)) — Mod(K') qui est également exact, fidele et monoidal symétrique fort et qui
préserve les l-petites colimites.
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On remarque que ce foncteur w : Ind () — Mod(K') ne préserve pas les 4-petites
limites en général. En effet, si w préserve les il-petites limites, alors il est adjoint a droite
d’apres le théoréme du foncteur adjoint pour les catégories localement i{-présentables. Dans
ce cas, si  désigne 'adjoint a gauche de w, alors 1 préserve les objets X,-présentables car
w préserve les colimites. On en déduit que I'image du K’-espace vectoriel unité 1, est un
objet projectif et X,-présentable, puisqu'un foncteur dont I'adjoint a droite est exact préserve
les objets projectifs. Or les objets X,-présentables de Ind (7)) sont les objets de 'image
essentielle du plongement canonique J, — 7 et {1y est donc un objet projectif de F,. En
revanche, la catégorie des structures de Hodge mixtes est une catégorie tannakienne sans
objet projectif non nul.

1.1 PREFAISCEAUX

Résumé. Dans ce numéro, on rappelle quelques définitions et résultats fondamentaux de la
théorie des catégories enrichies glanés de [Kel05/]. On ne prétend a aucune originalité.

Plan. On commence par rappeler la définition d’'une catégorie enrichie sur une catégorie
monoidale symétrique ¥ et de quelques constructions élémentaires, telles que le
plongement de ¥-Yoneda et la ¥-catégorie libre associée a une catégorie ((1.1.2)). On rappelle
également la notion de catégories tensorisées et cotensorisées sur ¥ (1.1.3).

Ensuite, on étudie le cas particulier essentiel de la catégorie des préfaisceaux a valeurs
dans ¥ (1.1.4). On conclut le numéro par quelques remarques sur la fonctorialité de telles
catégories de préfaisceaux ((1.1.5).

Définition 1.1.1. On rappelle qu'une ¥-catégorie (¢ ,morz;) est une catégorie ¥ munie
d’un bifoncteur mor), : 6" x 6 — ¥, d’'un élément ¥-identité id}, : 1,, — mor’, (X,X) pour
tout X € ob(%) et d'un morphisme de ¥-composition

oxyz : mor,, (Y,Z) ®, mor,, (X,Y) — mor), (X, Z)

pour tout triplet (X,Y,Z) € ob (¥ ). Ces données sont soumises a des conditions qui assurent
que la ¥-composition est associative et que les éléments ¥ -identité sont des éléments
identité par rapport a la loi de composition donnée. On renvoie a [Kel05, 1.2] pour les
diagrammes commutatifs d’associativité et d’identité. On fera ’abus de désigner une ¥-
catégorie (€ ,moré) par la catégorie sous-jacente 6.

Un ¥-foncteur f : ¢ — 2 entre deux ¥ -catégories 6 et 2 est la donnée d’'une applica-
tion f : ob(€) — ob(2) et, pour tout (X,Y) € ob(%)?, d’'un morphisme fxy: mor"‘(; X,Y) —
mor"’gj (f(X),f(Y)) de ¥ compatible aux éléments ¥-identité id;? et aux morphismes de
¥ -composition oyy,. On trouve les diagrammes commutatifs exprimant ces conditions,
ainsi que la définition d’une transformation ¥-naturelle entre deux ¥ -foncteurs de mémes
sources et buts dans [Kel05) 1.2]. Une catégorie ou un foncteur est donc une Set-catégorie
ou un Set-foncteur, respectivement, ou Set est la catégorie des il-petits ensembles munie
de la structure monoidale symétrique associée au produit cartésien. On dira que f est
pleinement fidéle lorsque fyy est un isomorphisme pour tout (X,Y) € ob (% )%. On définit
une ¥-adjonction par des morphismes unité et co-unité comme dans le cas ou ¥ = Set.

Remarque 1.1.2.

(@) Si (%,morzg) est une ¥-catégorie, alors on définit la Set-catégorie sous-jacente, no-
tée 6,, par mor., (X,Y) := mor,, (la,/,moré (X, Y)). On vérifie sans difficulté que la ¥-
associativité et les éléments ¥-identité induisent I'associativité et les éléments identité de ;.
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Si f : 6 — 2 est un ¥-foncteur, alors on obtient un Set-foncteur sous-jacent f, : 6, — %,.
Sif:% 2 %: g estune ¥-adjonction, alors f, : 6, 2 %, : g, est une Set-adjonction.

@) Si (¥ ,morz;) est une ¥-catégorie, alors la ¥-catégorie opposée (6 Op,moréop) est dé-
finie par ob (‘501)) = ob (%), moréop (X,Y) := mor?; (Y,X) et les choix évidents pour les
morphismes de ¥-composition et les éléments ¥ -identité. On signale quand méme que si ¥
n’est pas tressée, alors on peut toujours définir une notion de ¥-catégorie, mais on ne pourra
plus définir une notion de ¥-catégorie opposée. Autrement dit, en passant de € a 6", on
est obligé d’appliquer le tressage de ¥ afin de construire les morphismes de ¥-composition.
C’est une difficulté génante. Par exemple, on aurait besoin de la ¥-catégorie opposé pour
démontrer le lemme de ¥-Yoneda.

(iii) Soient f, g : 6 — 2 deux ¥-foncteurs et supposons que ¥ soit i-petite. Alors la fin
morgun'y(‘g,@) (f’ g) = J morg (f (X)s g(X))
Xeob(2)

munit la classe Fun” (¢, 2) des ¥ -foncteurs € — 2 d’une structure de ¥-catégorie ([Kel05)
2.2]).

(iv) Soient % une -petite ¥-catégorie, X € ob(%) et y, (X) : ¥~ — ¥ le ¥-foncteur
mor,, (—,X) représenté par X. Alors la régle X — y,, (X) se prolonge en un ¥-foncteur cova-
rianty, : 6 — Fun” (‘éop, 4 ) Le lemme de ¥-Yoneda fort de [Kel05, 2.4] est ’assertion
que, pour tout ¥-foncteur f : 6" — ¥, il existe un isomorphisme ¥ -naturel

mor;/unv(ﬁf‘)p,"t/) (Y«;/ (_);f) = f.

En particulier, le ¥-foncteur y,, est pleinement fidele et on 'appelle plongement de ¥'-
Yoneda covariant.

(v) La catégorie ¥ est i-cocomplete et 'on peut donc associer a toute Set-catégorie €
une ¥-catégorie %, de maniere fonctorielle. Ce foncteur « ¥-catégorie libre » est adjoint
a gauche du foncteur (=), : ¥-Cat — Cat de (i), c’est-a-dire il existe une équivalence de
Set-catégories

Fun” (6y,92), = Fun (€, 9,)

pour toute ¥-catégorie 2. De plus, (—), envoie i-petite Set-catégorie sur i-petite V-
catégorie. On renvoie a [Kel05, 2.5] pour les détails de la construction de %,. Grace a
cette construction, on peut vérifier que, pour tout X € ob(%), le préfaisceau y, (X) €
ob (Fun” (¢”,)) est donné par y, (X)(Y) = mor, (Y,X)= Lo, v L

i) Si(#,®,,1,) est une catégorie monoidale symétrique et f, : ¥ — # un foncteur
monoidal faible, alors on obtient un 2-foncteur ¥- Cat — # - Cat. Plus précisément, a une V-
catégorie (6, mor?,) on associe la # -catégorie (¢, mor,) ott mor, (X,Y) := f, mor), (X,Y)
pour tous (X,Y) € ob(%)%. Si X € ob (%), alors I'élément # -identité id;’(’/ est le composé

n(f.) feid} v W
1, — f.1, — f.mor,, (X,X) = mor,, (X,X),

ol n(f,) est le morphisme provenant de la structure monoidale faible sur f,. On définit les

morphismes de #'-composition oY, , par

, oo},
fomor, (Y,2) ®, f.mor), (X,Y) 2 f,(mor, (Y, 2) ®, mor), (X, Y)) —> f, mor), (X, Z),
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ou u(f,) provient de la structure monoidale faible sur f,. Les conditions d’associativité et
d’unité imposées sur f, induisent les conditions analogues pour OZY,Z et id;’/ .

Si f, admet un adjoint a gauche f* qui est monoidal fort, alors la Set-catégorie sous-
jacente a (¢ ,moré) est canoniquement isomorphe a la celle sous-jacente a (6, f, mor?;).
Un cas particulier important est celui du foncteur d’oubli f, := v : Ab — Set. Son adjoint
a gauche, a savoir le foncteur « groupe abélien libre », est monoidal symétrique fort par
rapport au produit tensoriel dans Ab et le produit cartésien sur Set. Il s’ensuit que v
est monoidal faible. Si (¥, morf,b) est une Ab-catégorie, alors il existe un isomorphisme
canonique d’ensembles rU(morf},b (V,W)) = mor,, (V,W) pour tout (V,W) € ob(¥ ). Par
suite, toute ¥-catégorie (6 ,moré) est naturellement une Ab-catégorie de telle maniere
que le 2-foncteur « Set-catégorie sous-jacente » ¥- Cat — Cat se factorise par les 2-foncteur
« Set-catégorie sous-jacente » Ab-Cat — Cat. Suivant la convention historique, on écrit
homé (X,Y) au lieu de moré (X,Y) lorsque ¥ est naturellement une Ab-catégorie.

Définition 1.1.3. On dira qu'une ¥'-catégorie (¢, moré) est tensorisée lorsqu’elle est munie
d’un bifoncteur @é 1Y X 6 — €6 et d'isomorphismes ¥ -naturels

mor}; (V Oy X, Y) ~ mor,, (V, mor, (X, Y))

pour tout (V,X,Y) € ob(¥) x ob(%¢)*. Dualement, on dira que (¢, moré) est cotensorisée
lorsqu’elle est munie d’un bifoncteur ) : ¥ ¥ x ¢ — € et d’isomorphismes ¥-naturels

mor"f; (X, rh:; (v, Y)) = mor,, (V, moré (X, Y))

dans ¥ pour tout (V,X,Y) € ob(¥) x ob(%)>. On dira que (%€, morf;) est bitensorisée si
elle est tensorisée et cotensorisée. Dans ce cas, le triplet (moré, @?;, rh?;) est une adjonction
a deux variables dans la terminologie de [Hov99, 4.1.12].

Proposition 1.1.4. Soit 6 une i-petite Set-catégorie avec un objet final *. Alors la catégorie
PSh(€,V) des préfaisceaux sur € a valeurs dans ¥ admet une structure naturelle de V-
catégorie monoidale symétrique fermée, bitensorisée.

Démonstration. La structure de ¥-catégorie résulte des remarques (iii) et (v) de La
structure monoidale symétrique fermée est la suivante : on définit le produit tensoriel ®qg;,
objet par objet, c’est-a-dire (F g, G)(X) := F(X) ®, G(X) pour tout X € ob (%) ; I'unité 1,g,
est le préfaisceau constant de valeur 1, ; et le bifoncteur d’exponentiation est donné par

mor,, (F,G) := mory, (yy (—) ®g, F,G).

Signalons que I'on peut calculer les sections de ce préfaisceau a I'aide de la formule rappelée
dans iii). La propriété d’adjonction entre ®qg, et mor,,, résulte de 'observation que
chacun des deux ¥ -foncteurs

mor;fSh(cg’m ((-) ®s, F,G), mor;fSh(cgﬂ,) (—,m%h(%ﬂ,) (F, G)) - PSh(6, V)" — ¥

est extension de Kan a gauche du foncteur mor;fSh(%y) (yy (=) ®ps F,G) : €¢" — ¥ le long
de 'opposé du plongement de ¥-Yoneday, : 6 — PSh(%€, V).

On dispose d’'une ¥-adjonction csty : ¥ 2 PSh(€, V) : T'(x,—), ol csty (V) est le
préfaisceau constant de valeur V € ob(¥) et I'(x,F) := F(x) est le foncteur « sections
globales ». Comme * est un objet final de la Set-catégorie ¢, c’est un objet ¥-final de la
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¥/ -catégorie 6y, Cest-a-dire mor,, (X, *) = 1, pour tout X € ob (6y ). De plus, le foncteur
csty, est monoidal symétrique fort. Par conséquent, y,, () = csty (1, ) et

I'(x, mor,, (F,G)) = mor;’,fSh(cgm (yay (%), mor,,, (F, G))
= mor;;sm%,m (csty (14) ®gs, F,G)

— v4
= MOTyg 4 ) (F,G).

On définit des bifoncteurs tje, (V,F) := mor,, (csty (V),F) et VO, F:= csty (V) @y, F.
Les propriétés de ¥-adjonction résultent de la ¥'-adjonction entre ®yg, et mor,, et de ce
que cst,, est monoidal symétrique fort. O

Proposition 1.1.5. Soit f : € — €’ un foncteur entre {i-petites Set-catégories admettant des
objets finaux.

(1) Le foncteur f induit une ¥-adjonction f* : PSh(€,V) 2 PSh(€’,V) : f, entre les
structures de ¥-catégorie de Le foncteur f, est monoidal symétrique fort. Si les
produits finis sont représentables dans 6 et que f les préserve, alors f* est également
monoidal symétrique fort.

(ii) Si f : € — ¢’ admet un adjoint a gauche g, alors f* est est V-adjoint a droite du
V-foncteur f;:= g".

Démonstration.

(i) Le Set-foncteur sous-jacent a f, est donné par composition : f,F(X) := F(f(X)). Le
morphisme d’égalisateurs suivant fait de f, un ¥ -foncteur :

23



(& )1ows(,X—X)

(0N (@) a) “Tom* (&°8) o ) “Tom —— (((09°004) *ToT (xx) “}20ur) *Tow

cy

I I

(,%)q9094 g%owx
(R HD((R)H)a) “Tom

(X)D ‘(X)) *Tow

| |

(£)q02x (,2)905%
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Ll

Dans ce diagramme, F et G sont des objets de PSh(€’,¥), les colonnes sont les égalisateurs
qui apparaissent dans la construction de la fin de [Kel05, (2.2)], mt, est la projection, T, est
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le morphisme induit par les projections sur les facteurs

mor, (mor}, (f(¥),£(¥)) ,mor, (E(f (Y)), G(F(Y)))
suivies des morphismes de pré-¥-composition avec les morphismes
mor; (Y,Y) — mor;,y (F(Y),f(Y))

et f, est le morphisme induit par la propriété universelle de I'égalisateur. En identifiant
les fins [, ., mor, (F(X),G(X)) et [,_ . mor, (F(f(Y)),G(f (Y))) & mor)y, . ,, (F,G)
et mor;fSh((g’v) (f.F, f.G), respectivement, comme dans iii), le lecteur peut vérifier que
f. préserve les éléments ¥-identité et la ¥-composition. On a donc un ¥-foncteur f,.

Le ¥-foncteur f, est adjoint a droite si et seulement si le ¥-foncteur

MOty o 4, (F, £.(=)) : PSh (€, %) > ¥

est co-représentable pour tout F € ob (PSh (%, ¥)). 1l suffit de montrer que la cofin

Xeob(¥)
fF= J F(X) O, ¥y (f (X))

du bifoncteur
F(—) 0}, ¥y (=) : 6" x € > PSh (€', ¥)

co-représente mor;fSh((g ) (F, f.(—)). Or cela découle du calcul suivant :

Xeob(%)
mor?&h(%’:f/) (f'F.G) := morzsmw,v/) ( f F(X) ®gg, ¥y (f (X)), G)
- J MOr), s 3, (FX) @y ¥y (f (X)), G)
Xeob(%)
= J MV (F(X): mor;(gh(cg’y/) (Y“t/ (f (X))J G))
Xeob(¥)

_ J mor,, (F(X), (£.G)(X)
Xeob(¥)

= mor;fSh(cm,) (F, f.G),

ou l'avant-derniére identification est le lemme de ¥-Yoneda iv).
SiF,Ge€ob(PSh(6’,¥)) et que X € 0b(¥), alors

fi(F ®qpgn G)(X) = (F ®psp, G)(f (X))
=F(f (X)) ®y G(f (X))
= (f.FX) ®y (£.G)X)
= ((f.F) ®gpgp (f.G)(X).

Le lecteur peut vérifier la commutativité des diagrammes d’unité, d’associativité et de
symétrie et en déduire que f, est un foncteur monoidal symétrique fort.
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Supposons que les produits finis soient représentables dans 6 et que f les préserve. Si
F,G € ob(PSh(¥,V)), alors le calcul suivant nous fournit un isomorphisme f*(F ®qg, G) —
(f*F) ®qg,, (f *G) qui permet de conclure :

Xeob(€)
frF®psy G) = f" (F ®psh f G(X) @), ¥y (X))
Xeob(%)
=f" (J F ®gpsp (G(X) Qs Yy (X)))

Xeob(%) pX'€ob(%)
=f" U f (FX) @), ¥y (X)) @91 (GX) @, ¥y (X)) )

r Xeob(%)

r Xeob(¥)

~ Xe0b(6)

r Xeob(¥)

r Xeob(¥)

~ Xeob(6)

r Xeob(¥)

rX’EOb(‘g)

J Fr((FX) ®y G(X)) O, ¥y (X) gy ¥y (X))
rx/eob(%)

J (F(X) ®y G(X)) Oy f 1y, (X' xX)
rX’eob(%’)

(FX) ®y G(X)) @), ¥y (F (X x X))
Jr X'€ob(€)

J (FX) ®y G(X)) @), ¥y (F (X) x £ (X))
rx’eob(%)

(F(X) ®y G(X)) O, ¥y (f X)) ®gs1 ¥y (f (X))
Jr X €ob(%)

(F(X) Opgy, ¥y (f (X)) g5, (G(X) @, vy (f (X))

J

(f F) ®psp, (GX) @, ¥y (f (X))

= (f"F) ®pgi, (fG).

Dans ce calcul, on a utilisé
en chaque variable. D’apres

les faits que f* préserve les cofins et que ®qg, préserve les cofins
I’assertion duale de [Kel05, 3.73], pour vérifier ces compatibilités

aux cofins, il suffit de vérifier que ces foncteurs commutent aux tenseurs @}fSh et aux colimites
coniques, ce qui est vrai car un adjoint a gauche préserve les colimites coniques et f* et ®qgy

sont manifestement compatibles a ®

v
Psh*

(i) Supposons que f admette un adjoint a gauche g. D’apres I'assertion duale de [Kel05),
3.73], le ¥-foncteur mor;fSh(%ﬂ,) (yy (X),—) préserve les cofins. Du coup, pour tous F €
ob(P8h(€,7)), X € ob(€’), on a un isomorphisme (g,F)(X) = (f*F)(X) donné par le
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calcul suivant :

mor;fSh(%,y) (vy (X),g.F) = mor;fSh(%,y) (vy (g(X)),F)

Yeob(6)
= mor;Sh(&f,«V) (y"f/ (&(X)), f F(Y) @, Vv (Y))
rYeob(%)
= MOryg, s ) (V5 (§(X)), F(Y) @), vy (V)
[ YEob(%)
= F(Y) ®y morgg . ) (¥4 (€(X)), ¥y (Y))
('Yeob(%)
= F(Y) ®, mory, (g(X),Y)
rYeob(%)

= FY)®, mor‘% (X, £(Y))

rYGOb(‘K)
= MOTgy v ) (y,, (X),F(Y) @y, ¥y (f (Y)))

Yeob(€)
= mor;Sh(&f',«;/) (Y"I/ (X), J F(Y) Q;sh yy (f (Y)))

_ 4
- mor?gh({/’"[/) (Y"t/ (X):f*F) )
ce qui acheve la démonstration. ]

Proposition 1.1.6. Soit g : €’ — € : f une adjonction entre entre deux i-petites Set-
catégories. Supposons que les produits finis soient représentables dans € et dans 6’ et que f et
g les préservent. Soit

a:g((=)xf(=)=g(=)x(-)
un isomorphisme naturel de bifoncteurs 6’ X € — €. Alors il existe un isomorphisme ¥ -naturel
de ¥-bifoncteurs PSh(€’,¥) x PSh(€,¥) — PSh(€,V)

Fi((=) Bpsicsr vy f(=)) = fi(=) ®gsnes ) (—)-

Démonstration. Le lecteur pourra adapter facilement la démonstration de [[Ayo07b, 4.5.17]
a la présente situation. O

1.2 STRUCTURES DE MODELES GLOBALES

Notation 1.2.0. Dans ce numéro, (¥, ®,y,mor,, 1,) désigne une catégorie de {-modeles
monoidale symétrique au sens de [Hov99), 4.2.6] telle que 'unité 1., soit cofibrante.

Résumé. On rappelle quelques notions de la théorie des catégories de modeles et 'on étudie
les structures de modeles projective et injective « globales » sur les catégories de préfaisceaux
a valeurs dans une catégorie de modeles monoidale symétrique.

Plan. Apres avoir rappelé les notions d’accessibilité et de présentabilité d'une catégorie
et de combinatorialité et de tractabilité d’une catégorie de modeles, ainsi que la notion
d’une catégorie de modeles enrichie sur une catégorie de modéles monoidale symétrique, on

27



introduit les structures de modeles projective et injective sur la catégorie des préfaisceaux a
valeurs dans ¥ (1.2.7). On étudie le comportement de ces structures de modeles vis-a-vis le
produit tensoriel et les foncteurs d’image inverse et d’image directe (1.2.12)).
Enfin, on montre que la catégorie homotopique des structures de modeéles projective et injec-
tive admet souvent une famille homotopiquement génératrice d’objets homotopiquement
X,-présentables lorsqu’il en est ainsi de ho (¥) (1.2.14).

Définition 1.2.1. Suivant [Bar10, 1.27], on appelle ¥-catégorie de I-modéles toute ¥ -
catégorie (€, mor"‘%ﬁ, @"‘%/,, rh;) bitensorisée munie d’une structure de {-modeles sur € telle
que le triplet (@%,moré,mf;) soit une adjonction de Quillen a deux variables au sens
de [Barl0, 1.27.1]. Etant donné deux ¥-catégories de {-modeles (%,moré,@%,mé) et
(2, mor),©”9,M}), un ¥-foncteur de Quillen a gauche (resp. a droite) f : € — 2’ est
un ¥-adjoint a gauche (resp. a droite) dont le Set-foncteur sous-jacent est de Quillen a
gauche (resp. a droite).

Remarque 1.2.2. Si (¢, mor),,®%, M) est une ¥-catégorie de tl-modeles, alors la catégorie
homotopique ho (¢) est naturellement une (ho (%), ®5%,Rmor , 1, )-catégorie bitensorisée

. ) . . \ . b4 “t/,]_, v
via 'adjonction a deux variables (Rmor.,, ®, ", R h..).

Définition 1.2.3. Soit A un i-petit cardinal régulier. Une localement i-petite catégorie €
est dite A-accessible si les Ll-petites colimites K-dirigéesﬂ sont représentables et qu’il existe
un $-petit ensemble d’objets K—présentables qui engendre ¥ par colimites A-filtrantes.
Si ¥ est A-accessible pour un certain i-petit cardinal régulier A, alors on dit que 6 est
Y-accessible.

Définition 1.2.4. Soit A un 4-petit cardinal régulier. Une localement iI-petite catégorie €
est dite localement A-présentable lorsque % est LI-cocomplete et A-accessible. On dit que
% est localement $I-présentable lorsque ¥ est localement A-présentable pour un certain
i-petit cardinal régulier A.

Définition 1.2.5. Soit A un i-petit cardinal régulier. On dit qu'une catégorie de {{-modeles €
est A-combinatoire si 6 est localement A-présentable et qu'’il existe des i-petits ensembles I
et J de cofibrations génératrices et de cofibrations triviales génératrices de ¢, respectivement,
de sources et de buts A-présentables. Une catégorie de i{-modeles est dite {[-combinatoire
si elle est A-combinatoire pour un certain i-petit cardinal régulier A.

Définition 1.2.6 ([Bar10} 1.21]). Soit A un i-petit cardinal régulier. On dit qu'une catégorie
de {I-modeles € est A-tractable si 6 est localement A-présentable et qu’il existe des Ll-petits
ensembles I et J de cofibrations génératrices et de cofibrations triviales génératrices de €,
respectivement, de sources et de buts cofibrants et A-présentables. On dit qu'une catégorie de
iI-modeles 6 est i-tractable si elle est A-tractable pour un certain i-petit cardinal régulier

3. Dans [Barl0], il y a également une condition sur les résolutions cofibrantes de 'unité 1., mais on
supposera toujours que l'unité est cofibrante, auquel cas la condition de Barwick et trivialement satisfaite.

4. Une colimite \-dirigée est une colimite indexée par la catégorie associée a un ensemble A-dirigé, c’est-
a-dire un ensemble partiellement ordonné dont toute partie de cardinal < A admet une borne supérieure.
D’aprés [[AR94} 1.5, 1.21], les colimites A-dirigées sont représentables dans une catégorie % si et seulement si
les colimites A-filtrantes sont représentables dans % .

5. On dit qu’un objet X d’'une catégorie ¥ dans laquelle les i-petites colimites A-filtrantes sont représen-
tables est A-présentable si mor., (X, —) préserve les {l-petites colimites A-filtrantes. Si 6 est une catégorie
de {-modeles, alors on dit que X est homotopiquement A-présentable si Rmor., (X, —) : ho (¢) — ho (Setn)
préserve les {l-petites colimites homotopiques A-filtrantes, o Set, désigne la catégorie des $i-petits ensembles
simpliciaux.
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A. En particulier, si 6 est A-tractable (resp. 4I-tractable), alors elle est A-combinatoire (resp.
$l-combinatoire).

Proposition 1.2.7. Soient 6 une i-petite Set-catégorie admettant un objet final et ¥ une
catégorie de {I-modéles monoidale symétrique {A-combinatoire (resp. iI-tractable). La catégorie
PSh (€, ) est une V-catégorie de $i-modéles I-combinatoire (resp. U-tractable) et propre a
gauche lorsqu’on la munit de la structure de ¥-catégorie de et de l'une des structures de
$l-modeéles suivantes :

(@) la structure de $-modeéles projective PSh(6, V), dont les équivalences faibles et les
fibrations sont les équivalences faibles et les fibrations objet par objet, respectivement,
c’est-a-dire les morphismes f : F — G tels que fy : F(X) — G(X) soit une équivalence
faible ou une fibration, respectivement, pour tout X € ob(%);

(i1) la structure de LI-modéles injective PSh (6, ¥),,;, dont les cofibrations et les équivalences
faibles sont les cofibrations et les équivalences faibles objet par objet, respectivement.

Le foncteur idypgp 4 vy : PSh (G, Y )proj — PSh (6, ¥ )i est une équivalence de Quillen a gauche.
Si ¥ est une catégorie de {I-modéles stable (resp. propre a gauche, resp. propre a droite), alors
il en est de méme de PSh( 6,V ), et de PSh(EC, ¥V )yy;.

proj

Démonstration. Si 6 est i-combinatoire (resp. {-tractable), alors ces classes de morphismes
définissent des structures de {{-modeles {I-combinatoires (resp. U-tractables) d’apres [Bar10,
2.14, 2.16]. Ce sont des ¥ -catégories de {-modeles d’apres [Barl0, 4.50]. Tout morphisme
vérifiant la propriété de reléevement a gauche par rapport aux fibrations triviales objet par
objet est forcément une cofibration objet par objet. Cette remarque et 'observation que
PSh(E,V )pro; €t PSh(E, ¥ )y ont la méme classe d’équivalences faibles montrent que
lidentité PSh(E,¥ )i — PSh(F, V), est une équivalence de Quillen a gauche. Si ¥
est stable, alors il en est de méme des structures injective et projective sur PSh(€,¥)
d’apres [[AyoO7bl 4.4.21]. Les assertions concernant la propreté des structures de {{-modéeles
projective et injective résultent de [Bar10, 2.18]. O

Proposition 1.2.8. Soient ¢ une i-petite Set-catégorie admettant un objet final et ¥V une
catégorie de $I-modeéles I-combinatoire (resp. i-tractable), monoidale symétrique. Alors, munie
de la structure monoidale symétrique de PEN (6, V )y est une catégorie de L-modéles
monoidale symétrique. Si les produits finis sont représentables dans 6, alors PSh(6, ¥ ), est
également une catégorie de $1-modéles monoidale symétrique.

Démonstration. On renvoie a [Bar10, 4.51, 4.53]. O

Définition 1.2.9 ([SSOQ, 3.3]). Une catégorie de t(-modeles monoidale (¢, ®, mor,,, 1)
vérifie 'axiome du monoide si la classe de morphismes faiblement saturée engendrée par
ceux de la forme id, ® . f, oL A € 0b(¥) et ol f est une cofibration triviale de %, est incluse
dans la classe des équivalences faibles de %.

Remarque 1.2.10.

(i) Laxiome du monoide facilite la construction de structures de {-modéles sur les catégories
des algebres et des modules sur une algebre d’une catégorie de {{-modeles monoidale.

(i}) Dans une catégorie de $l-modeles monoidale dont tout objet est cofibrant, 'axiome du
monoide est conséquence des axiomes des catégories de {-modéles monoidales.

6. On rappelle que, suivant [Lur09a, A.1.2.2], la classe faiblement saturée engendrée par une classe G
de morphismes d’une catégorie ¥ est la plus petite classe de morphismes contenant G et stable par 4-petite
compositions transfinies, rétractes et sommes amalgamées.
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Lemme 1.2.11. Soient 6 une i-petite Set-catégorie admettant un objet final et ¥ une catégorie
de $I-modeéles {I-combinatoire (resp. -tractable), monoidale symétrique. Si ¥ vérifie 'axiome
du monoide, alors il en est de méme de PSh (6, ¥ ),,. Si les produits finis sont représentables
dans €6, alors PSh(6,V )., vérifie laxiome du monoide.

proj

Démonstration. D’apres [1.2.6, I'identité PSh(E, ¥ ), — PSh(E, ¥ )y est de Quillen a
gauche et les deux structures de {-modeles ont la méme classe d’équivalences faibles. Il
suffit alors de montrer que P8h (€, ¥),,; vérifie 'axiome du monoide. Comme les colimites,
rétractes de morphismes, équivalences faibles injectives, cofibrations injectives et produits
tensoriels dans PSh (6, ¥) se définissent objet par objet, on est ramené a vérifier 'axiome
du monoide dans V. O

Proposition 1.2.12. Soient 6 une $l-petite Set-catégorie admettant un objet final, ¥ une caté-
gorie de $-modéles $i-combinatoire (resp. {i-tractable), monoidale symétrique, f : € — €’ un
foncteur entre deux U-petites Set-catégories dans lesquelles les produits finis sont représentables
et ¥ une catégorie de {I-modéles monoidale symétrique, $I-combinatoire et propre a gauche.

(1) La ¥-adjonction f* - f, de i) est de Quillen par rapport aux structures de $i-modéles
projectives.

(it) Si f admet un adjoint a gauche, alors la ¥-adjonction f; - f* de i) est de Quillen
par rapport aux structures de $1-modeles projectives.

Démonstration. C’est évident que f, préserve les cofibrations, les équivalences faibles et les
fibrations objet par objet. En particulier, f, est de Quillen a gauche par rapport aux structures
de {-modeles projectives. De plus, si f admet un adjoint a droite g, alors f* = g, d’aprées
et 'on vient de montrer que g, est de Quillen a droite par rapport aux structures
projectives. O

Lemme 1.2.13. Soient 6 une ii-petite Set-catégorie admettant un objet final et ¥ une catégorie
de $I-modeéles U-combinatoire (resp. i-tractable), monoidale symétrique dont l'unité 1, est
cofibrante. Alors y, (X) est cofibrant dans PSh(€,¥ ), et dans PSh(E€, V), pour tout
X €ob(%).

Démonstration. D’apres|1.2.7] tout objet injectivement cofibrant est projectivement cofibrant
et il suffit de montrer que le morphisme csty, (@5 ) — y, (X) est une cofibration objet par
objet, ou @, désigne l'objet initial de ¥. Ory,, (X)(Y) = morf; (Y,X) = ]_[mor(g(Y’X) 1, d’apres
v). L'unité étant cofibrante et les cofibrations étant stables par {l-petits coproduits, on
gagne. U

Proposition 1.2.14. Soient 6 une il-petite Set-catégorie admettant un objet final et ¥ une
catégorie de $I-modeéles I-combinatoire (resp. LI-tractable), monoidale symétrique et stable dont
lunité 1., est cofibrante et dont les équivalences faibles sont stables par L-petites colimites fil-
trantes. Si ¢ C ob (V) est une U-petite famille homotopiquement génératrice d’objets cofibrants
et homotopiquement X-présentables, alors

Y0” € :={G0O) yy (X)|GE Y, X 0b(6)}

est une i-petite famille homotopiquement génératrice d’objets homotopiquement X ,-présentables
dans PSh (6, V )y, et dans PSh(E, ¥ )iy

proj
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Démonstration. Soit F € ob(PSh(%,V)) tel que homho(%h((g D) (G @;fgh Yy (X)[n],F) =
> 7 Jinj

0 pour tous G € ¢4, X € ob(¥) et n € Z. D’apres [[Hov99, 1.3.10], (—) Q;fé];l vy (X) est adjoint
a droite du foncteur Rmor;fSh(cg i (yy (X),—) pour tout X € ob (%) et l'on en déduit que
> 7 Jinj

hom, (G[”]’ Rhom;Sh(%,V)mj (yy (X, F)) =0

pour tous G € ¢4, X € ob(%) et n € Z. Comme ¥ est génératrice dans ho (%), on a
0= Rmo1r;fgh(<m,)inj (yy (X),F) pour tout X € ob(%). Si F — F, est une résolution fibrante

dans la structure de modeles injective ou projective, alors on a
0= Rmorggh(%’«y)inj (Y“I/ (X): F) = mOl‘;gh(g;y) (Y"V (X), 1:‘ﬁb) = Fﬁb(X):

car y, (X) est injectivement et projectivement cofibrant d’apres Il S’ensuit que
Fg, est faiblement équivalent au préfaisceau nul objet par objet, c’est-a-dire isomorphe
a 0 dans ho (CPSh(%,”V )mj)- Il sensuit que ¥4 ®” ¥ engendre la catégorie triangulée
ho (PSh(€, ¥ )i)-

Il reste & montrer que les éléments de 4 ®” ¥ sont homotopiquement X,-présentables
dans ho (?Sh(%, “l/)inj) .On fixe F: A — PSh (%6, ¥ ) un U-petit diagramme filtrant, G € ¢
et X € ob(%). Alors

v .
homho(%h(‘g:“l/ Jin) (G Oggh Yy (X), chém F(a))
~J /1/ .
= hOmho(‘t/) (G; RlnorfPSh(%,"V)pmj (YA;/ (X), Lco?elim F(a)) )

par adjonction. Les éléments de ¥ étant homotopiquement X,-présentables dans ho (¥)
par hypothese, il suffit de montrer que Rmor;fSh((g ) (yy (X),—) préserve les il-petites
> 7 Jproj

colimites homotopiques filtrantes. Quitte a remplacer F par un objet F’ simultanément
cofibrant et fibrant dans PSh (AOP, PSh(%6, ¥V )Proj)proj et faiblement équivalent a F, on peut

supposer que colim ., F(a) = Leolim ., F(a) et que F(a) est projectivement fibrant pour
tout a € A. On remarque que

Lco?elli\m Rm°r¥5h(%,7)p,oj (yy (X),F(a)) = cglei[{n morz‘Sh((gw) (yy (X),F(a))

dans ho (¥), parce que les équivalences faibles dans ¥ sont supposées stables par iI-petites
colimites filtrantes. Soit colim ., F(a) — F’ une résolution projectivement fibrante. En
particulier, on a une équivalence faible fonctorielle (colim ., F(a))(X) — F/(X) dans ¥ pour
tout X € ob(%). Du coup, on a un diagramme homotopiquement commutatif

colim,c, anor;‘.fSh((lg’“l,)pmj (v, (X),F(a)) — colimge, mor;fSh(%y) (yy (X),F(a)

mor%Sh(ﬁg,v/) (Y"t/ (X), colim,ep F(OL))

lN

Rmor;fSh(%%proj (yy (X), colim,p F(a)) ——— mor;{gﬂ(g% (y, (X),F),

ce qui acheve la démonstration. O
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1.3 STRUCTURES DE MODELES NISNEVICH-LOCALES

Notation 1.3.0. Dans ce numéro, (¥, ®y,mor,,, 1,) désigne une catégorie de {-modeles
monoidale symétrique, i-tractable et propre a gauche. Afin de faciliter 'exposition, on
supposera que tout objet de ¥ est cofibrant.

Par convention, on entend « {{-schéma » par « schéma ». On fixe un 4-schéma B noethérien
de dimension de Krull finie et I'on note $ch™|B la catégorie des B-schémas de type fini. On
fixe une l-petite sous-catégorie § C Sch™|B stable par produits finis et tirés-en-arriére le long
des morphismes de Sch|B et I'on suppose que $ contient les B-schémas quasi-projectifs.

Résumé. La construction de la catégorie homotopique stable de E Morel et V. Voevodsky
([MV99]) consiste en trois étapes : la localisation de la catégorie des préfaisceaux simpliciaux
sur Sm|S par rapport aux hyper-recouvrements Nisnevich, ce qui force I'existence de suites
exactes longues a la Mayer-Vietoris ; la localisation de cette nouvelle catégorie par rapport a
la droite affine, ce qui force la propriété d’invariance par A'-homotopie ; et 'inversion de
la cofibre de la section a I'infini o, : B — Pll?' par rapport a la structure monoidale. Dans
ce numéro, on effectue la premiere étape en remplacant les préfaisceaux simpliciaux par
les préfaisceaux a valeurs dans la catégorie des complexes de ind-objets d’'une catégorie
tannakienne munie de la structure de modeles injective (1.0.4(ii)).

Signalons que J. Ayoub réalise dans [[Ayo07b, §4.4] une construction nettement plus
générale pour les préfaisceaux a valeurs dans une catégorie de coefficients . (1.0.13).
Ici, on ne localise pas par rapport a la méme classe de morphismes que celle de [[Ayo07b],
mais plutdt par rapport a une classe qui nous permet de montrer que la localisation res-
pecte les objets homotopiquement R,-présentables (1.3.9). On s’en servira ultérieurement
pour en déduire que la catégorie homotopique stable enrichie 83(,, (S) a coefficients dans
une catégorie tannakienne de Ext-dimension finie admet une famille homotopiquement
génératrice d’objets homotopiquement X,-présentables (1.5.23). Ce résultat n’est démontré
dans [[Ayo07b, 4.5.67] que dans le cas ol ./ est la catégorie de modeles des S*-spectres
symétriques ou celle des complexes de R-modules avec R un anneau commutatif. On montre
que notre localisation est égale a celle d’Ayoub lorsque 1'on considere les préfaisceaux a
valeurs dans la catégorie des complexes de ind-objets d’une catégorie tannakienne ((1.3.18).

On signale d’ailleurs I'existence d’une tierce approche de cette localisation de Bousfield
de nature topologique, a savoir celle de [[CD09], qui consiste a considérer les complexes de
faisceaux au lieu des complexes de préfaisceaux. Cette approche a le bon gofit de faciliter
I’étude de la fonctorialité par rapport aux foncteurs d’image inverses et d'image directe et
aussi par rapport a 'adjoint a gauche f; du foncteur d’image inverse f* pour f un morphisme
lisse. Malheureusement, l’existence de la structure de modeles de [CD09|] parait nécessiter
une variante du théoréme de I'hyper-recouvrement de Verdier ([Bro73, Theorem 2]) que
l'auteur du présent ne sait pas démontrer pour les préfaisceaux a coefficients ind-tannakiens.

Plan. On commence par rappeler la définition des carrés Nisnevich-distingués (1.3.2)).
En utilisant un résultat de [Bar10] sur I'existence de localisations de Bousfield a gauche
enrichies, on introduit les structures de modeéles projective et injective Nisnevich-locales sur
la catégorie des préfaisceaux a valeurs dans une catégorie de modéles monoidale symétrique
¥ (1.3.3). On étudie le comportement de ces localisations par rapport aux structures
monoidales et par rapport aux foncteurs d’image inverse et d’image directe
(1.3.7) [1.3.8). On vérifie que ces catégories de modeles admettent souvent des familles
homotopiquement génératrices d’objets homotopiquement X -présentables lorsqu’il en est
ainsi de V.

Le but principal du reste de ce numéro est de démontrer|1.3.18}, qui permet d’identifier
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les structures de modéles de a celles de [[AyoO7b), 4.4.34]. Dans on rappelle
deux variantes de la notion d’équivalence faible Nisnevich-locale. Dans|1.3.12} on compare
ces deux dans le cas des préfaisceaux a valeurs dans les complexes de groupes abéliens
en passant par le résultat principal de [DHIO4]. Ensuite, on étudie le comportement des
foncteurs fibres vis-a-vis les foncteurs « faisceau Nisnevich associé » (1.3.15). On s’en sert
dans pour donner une caractérisation « fibre par fibre » des équivalences faibles
Nisnevich-locales au sens de [[Ayo07bl, 4.4.28] pour les préfaisceaux a valeurs dans les
complexes de ind-objets d'une catégorie tannakienne. On en déduit des équivalences de

localisations de Bousfield a gauche (1.3.18).

Définition 1.3.1 ([[CD12b, 1.0]). Soient § C Schf|B une il-petite sous-catégorie et P C
mor(8) une classe de morphismes de 8. On dit que P est admissible si elle vérifie les
conditions suivantes.

(1) Tout isomorphisme de & appartient a P.
(i) La classe P est stable par composition.
(iii) La classe P est stable par tirés-en-arriere : si(p : T —S) € Petque (f : X— S) €
mor(8), alors le produit fibré T x s X est représentable dans 8 et (px) : T XX — X) € P.
Si P € mor(8) est une classe admissible et que X € ob (8), alors on note P|S la sous-catégorie
pleine de 8|S engendrée par les objets (p : X — S) € P. On note yy, 5 : P{S — PSh(P|S,¥)
le plongement de ¥-Yoneda covariant.

Le lecteur pourra inoffensivement supposer que 8 = Sch®|B est la catégorie des B-
schémas séparés de type fini et que P = Sm € mor(Sch®™|B) est la classe des morphismes
lisses. Le cas ou P désigne la classe des morphismes de type fini n’est pas sans intérét (voir
par exemple [[CD12b, §6]), mais on n’exploitera pas cette possibilité dans ce texte.

Définition 1.3.2. Soit S € ob(8) et P € mor(8) une classe admissible. Un carré Nisnevich-
distingué dans P|S est un carré cartésien Q de P|S de la forme

(1.3.2.1) V—Y

ou p est étale, j est une immersion ouverte de complémentaire réduit Z C X et le morphisme
induit pzy : Y Xy Z — Z est un isomorphisme. On dit que X est la base du carré Q. On note
¥y s (Q) la somme amalgamée homotopique du diagramme y,, ¢ (U) < y, s (V) =y, 5(Y)
dans PSh (8|S, ¥),,; ou dans PSh (8|S, ¥),,, de sorte que 'on a un carré homotopiquement
cocartésien

proj

Yy.s UM
Yy.s V) — Yys (Y)

Yyv.s (P/)L l

Yys U)— Yys Q)

et un morphisme y, s (Q) — y, 5 (X). Si ¢ < ob(¥) est une U-petite famille d’objets, alors
on appelle équivalence faible Nisnevich-locale génératrice un élément de la classe de
morphismes

Y O Ly;(PLS)
=1{V @}fSh Yys(Q)—V G);fSh Yys(X) |V E ¥, Q un carré Nisnevich-distingué dans P|S}
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dans P|S.

Proposition 1.3.3 ([Bla01, 4.3], [CD12b) §5.1.c], [DHI04, A10]). Soient (¥,®,,mor,,1,)
une catégorie de {I-modéles monoidale symétrique, $I-tractable et propre a gauche dont tout
objet est cofibrant, 4 C ob (V) une U-petite famille d’'objets, S € ob(8) et P € mor(8) une
classe admissible contenant les morphismes étales. Alors la catégorie PSh(P|S, V) est une
V-catégorie de $1-modéles $-tractable et propre a gauche lorsqu’on la munit de la structure de
V-catégorie de et de l'une des structures de {{-modeéles suivantes :

() la structure de 4-modéles projective Nisnevich-locale PSh (P|S, ¥ )yis propp Cest-a-dire
la localisation de Bousfield a gauche ¥ -enrichie[] de PSh(P|S, ¥ ), par rapport a la
classe de morphismes 4 ®” Ly;(PLS);

(i) la structure de t-modeles injective Nisnevich-locale PSh(P|S, ¥ )yisinj Cest-a-dire la
localisation de Bousfield a gauche ¥ -enrichie de PSh(P|S, ¥ ), par rapport a la classe
de morphismes 9 ®” Ly;(PlS).

Lidentité PSh (PLS, ¥ Inisproj — PSh(PLS, ¥ yis.iny €st une équivalence de Quillen a gauche. Si
¥ est stable, alors il en est de méme de PSh(P|S, ¥ )yis proj €t de PSh(PLS, ¥ yig.ing-

Démonstration. Lexistence, la propreté a gauche et la {-tractabilité des localisations de
Bousfield ¥ -enrichies par rapport a la i-petite classe 4 ®” Ly;(P|S) résultent aussitot
de [Barl0, 4.46]. En effet, les ¥ -catégories de {-modeles projectives et injectives sont
i-tractables et propres a gauche d’apres L'identité est de Quillen a gauche parce que
les deux structures de {[-modeles ont la méme classe d’équivalences faibles et les cofibrations
d’une localisation de Bousfield a gauche ¥ -enrichie L4, 6 de €6 par rapport a H sont les
cofibrations de ¢ d’apres [Barl0, (4.46.3)].

Montrons que les structures de {i-modeles projective et injective Nisnevich-locales sont
stables. D’apres [1.2.7, PSh(P|S,¥),,,; est stable. Notons L' : ho (fPSh(fPlS, “l/)proj) —
ho (fPSh (PlS, v )proj) le foncteur de suspension. Alors ©'F est Ly;(P|S)-local si F 'est. En
effet, F est ¥ ®” Ly (P|S)-local si et seulement si, pour tout (V @%Sh Vys(Q) =V @;fSh
Yy s(X)) € Y07 Ly (PLS), le morphisme induit

% ¥ % %
Rmor%hmsy)pmj (V Opgp, Yv,s (X), F) - RmoriPSh(?lS,“t/)pmj (V O Yv,s (Q), F)

est un isomorphisme dans ho (). Or le foncteur Rmor;fgh(fp 1S (G, —) est triangulé pour
> ¥ Jproj

tout G, puisque PSh(P|S, ¥),,; est stable. En particulier, ce foncteur commute a %! Dasser-
tion en résulte aussitot. Par adjonction, on en déduit que ! et son inverse Q' préservent la
classe Wy;; des équivalences faibles 4 ©” Ly;(P|S)-locales. Autrement dit, ils induisent des
foncteurs

ho (PSh(PLS, ¥ )pre; ) [Wih

Nis

] — ho (PSh(PLS, ¥ )y ) [Wiih

Nis-*

Grace a [Barl0, (4.46.5)], cette localisation s’identifie a la catégorie homotopique de
PSh (PLS, ¥ Inisproj- 11 S€nSUIL que les structures projective et injective Nisnevich-locales sont
stables. O

Remarque 1.3.4.

7. Suivant [BarI0l 4.42], si € est une ¥-catégorie de {-modeles et que H est un U-petit ensemble de
classes d’homotopie de morphismes de %, alors on appelle localisation de Bousfield ¥ -enrichie a gauche
de ¢ par rapport a H une ¥-catégorie de {[-modeles L/, munie d'un ¥-foncteur de Quillen a gauche
6 — L4 € initial parmi les ¥-foncteurs de Quillen a gauche F: ¢ — € tels que F transforme les éléments
de H en équivalences faibles dans %’.
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(1) Iy a plusieurs variantes de cette localisation. Par exemple, on aurait pu localiser non
par rapport a la classe des carrés Nisnevich-distingués mais plutét par rapport a la classe
des hyper-recouvrements par rapport a la topologie Nisnevich ou par rapport a la classe
des équivalences faibles au sens de [[Ayo07b, 4.4.28]. Pour une catégorie de {-modeles
monoidale symétrique quelconque, I'auteur ne sait pas montrer que les trois localisations
coincident. On montera néanmoins que c’est le cas lorsque ¥ est la catégorie de complexes
de ind-objets dans une {l-petite catégorie tannakienne (1.3.18)).

(i1) Comme tout objet de ¥ est supposé cofibrant, il revient au méme de localiser par rapport
a Ly;(P1S) ou par rapport & ¢ ®” L(P|S). Effectivement, si V € ob (¥), alors V®¥Sh —) est
de Quillen a gauche par rapport a la structure de modeles localisée par rapport a Ly;(PLS)
et tout morphisme de la forme y, 5 (Q) — yy 5 (X) est une équivalence faible entre objets
cofibrants dans cette structure de modeles, de sorte que V@;Sh Yy s(Q) =V G%h Yy s (X)
est une équivalence faible. Ceci explique pourquoi la classe ¢ n’est pas indiquée par la
notation P8h (PS, ¥ )yis proj- ON verra dans qu’en choisissant une classe ¢ adapté a
une situation donnée, on peut faciliter certaines preuves, tout comme un bon choix d’'une
base d’un espace vectoriel peut faciliter des calculs matriciels, mais deux classes ¥ et ¥’
induisent la méme localisation de Bousfield.

Proposition 1.3.5. Soient (¥, ®,,mor,, 1,) une catégorie de {-modéles monoidale symé-
trique, {-tractable et propre a gauche dont tout objet est cofibrant, ¢ C ob (V) une i-petite
famille d’objets, S € ob(8) et P € mor(8) une classe admissible contenant les morphismes étales.
Si 4 est stable par ®., alors PSh(PLS, ¥ Inis proj €6 PSN(PLS, ¥ Inis.inj SONL des ¥-catégories de
$I-modéles monoidales symétriques.

Démonstration. Grice a les catégories de $[-modeles globales PSh(P|S,¥),,; et
PEh(PLS, ¥);,; sont monoidales symétriques. D’apres [Barl0, 4.47] et|1.2.14} il suffit de
vérifier que mor,,, (V Oeh Yy s (Y, F) est 9 ©” Ly (PLS)-local pour tous V € ¢, Y €
ob(P|S) et F € ob (PSh(P|S,¥)) avec F injectivement fibrant et ¢ ®” Ly;(P|S)-local. Soit

(WOpg Vs (Q) = WO vy s (X)) € Ly (PLS). Par ¥-adjonction, le morphisme

v % ¥
RInorTSh(fPlS,“l/)mj (W O V.5 (X), mor,o, (V Opgp, Vs (Y), F) )

|

4 ¥ 4
Rmor%h(ms,wmj (W Opgp, Vy,s (Q), mor,e, (V Opgp, V5 (Y), F) )
s'identifie au morphisme

v %
RmOTgg; 51,9y, ((V ®y W) Opgp, ¥y s (X X5 Y), F)

|

Rmor%hmsy)mj ((V ®y W) O, ¥y s (Q X Y), F) .

Alors (V®y W) Ol ¥y s(QXsY) = (V®, W) Ol ¥y s (XXsY)) € 907 L (PLS) et
lassertion en résulte. O

Lemme 1.3.6. Soient (¥,®.,mor,, 1,) une catégorie de {-modéles monoidale symétrique,
$l-tractable et propre a gauche dont tout objet est cofibrant, ¢ C ob (V) une -petite famille
d’objets, S € ob(8) et P C mor(8) une classe admissible contenant les morphismes étales. Si ¢
est stable par ®., alors PSh(PLS, ¥ Inis proj €t PSh(PLS, ¥ Inisinj Vérifient laxiome du monoide.
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Démonstration. Comme dans [1.2.11} il suffit de traiter du cas injectif. Tout objet de la
catégorie PSh (P|S, ¥) est cofibrant objet par objet pour la structure de {I-modeles injective,
puisque tout objet de ¥ est cofibrant. Les cofibrations injectives sont les cofibrations injectives
Nisnevich-locales. D’apres [1.2.10(ii), on gagne. O

Lemme 1.3.7. Soient f*: € 2 ¢’ : f, une ¥-adjonction de Quillen entre V-catégories de
$I-modéles et S € mor(% ) un U-petit ensemble tel que la localisation de Bousfield a gauche
V-enrichie Lig,4,6 de 6 par rapport a S existe. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(@) le foncteur f* : Lig )6 — 6’ est de Quillen a gauche;
(ii) le foncteur f, : 6’ — L(s/y)6 préserve les objets fibrants;

(iii) le foncteur f* : Lig/4)6 — 6’ transforme les équivalences faibles entre objets cofibrants
en équivalences faibles ;

(iv) le foncteur Lf* : ho (¢) — ho (6’) transforme les éléments de S en isomorphismes.

Démonstration. En appliquant les descriptions de [Barl0, 4.46] des cofibrations, des équiva-
lences faibles et des objets fibrants dans L, %6, on se raméne a la situation des localisations
de Bousfield Set-enrichies de [Hir03, 3.1.6, 3.3.17]. O

Proposition 1.3.8. Soient (¥,®.,mor , 1) une catégorie de il-modeéles monoidale symé-
trique, $i-tractable et propre a gauche dont tout objet est cofibrant, ¢ C ob (V) une i-petite
famille d’objets stable par ®., S € ob(8), P € mor(8) une classe admissible contenant les
morphismes étales et (f : T — S) € mor(8).

(D) La ¥-adjonction f* : PSh(PLS, ¥ Inisproj = PSh(PLT, ¥ yisproj * f+ induite par le fonc-
teur
P:X—>8)—=>(pm:XXsT—T):P|S—>PIT

est de Quillen.
(i) Sif € P, alorsla V-adjonction f; : PSh(PIT, ¥ Inisproj — PSh(PLS, ¥ Inisin; : f* induite
par le foncteur
(p:X—>T)—(fp:X—S):P|T—DP|S

est de Quillen.

Démonstration.

(i) D’apres f* 4 f, est de Quillen par rapport aux structures projectives. D’apres
il suffit de montrer que f* transforme les éléments de ¥ ®” Ly;(P|S) en éléments de
9 ©®” Ly(PLT), ce qui résulte de ce que le morphisme f*(VOJ ¢ v, s(Q) = VOI, v, s (X))
sidentifie & (VO ¥y 1 (Q XsT) > VO ¥y 1 X XsT)) € 907 Ly, (PLT).

(i)) On raisonne de la méme facon. Dans ce cas, il suffit de remarquer que f,(V ®¥Sh
Yy 1(Q) = VO, vy 1 (X)) s'identifie d VO, vy s (Q) = VO ¥y s (X). O

Proposition 1.3.9. Soient (¥, ®,,mor,, 1,) une catégorie de {-modéles monoidale symé-
trique, $-tractable et propre a gauche dont tout objet est cofibrant, ¢ C ob (V) une i-petite
famille d’objets stable par ®., S € ob(8) et P € mor(8) une classe admissible contenant les
morphismes étales. On suppose de plus que ¥ est stable, que les équivalences faibles de V" sont
stables par -petites colimites filtrantes et que ¥ est une famille homotopiquement génératrice
d’objets homotopiquement R-présentables. Alors 4 ®” (P|S) est une famille homotopique-
ment génératrice d’'objets homotopiquement R-présentables dans PSh(P|S, ¥ Iyis proj €t dans
PSh(PLS, ¥ s
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Démonstration. Le fait que ¥ ®” (P|S) engendre ho (TSh (PlS, v )Nis_inj) se démontre de

la méme fagon que l'assertion analogue de|1.2.14mutatis mutandis. Montrons que V@}fg}h

Yy s (X) est homotopiquement X,-présentable dans ho ( PSh (P|S, ¥ )Nis-inj) pour tous V€ ¥,
X € ob(P|S). Encore une fois, on imite la preuve de(1.2.14, On fixe F : A — PSh(P|S, V)

un U-petit diagramme filtrant, V€ ¢ et X € ob(P|S). Par ho (¥ )-adjonction entre (—) Q;@I}‘I

578 _ _ 7 e1e, 7 .
Yy s (X) et Rmor (7SHPLS. Yy (yﬂ,/,s X), ) et la X,-présentabilité homotopique de V dans

ho (#), on est amené a montrer que

acA

. ’1/ ’1/ .
Lcolim Rmorg, 159 s (yay’s (X), F((x)) — Rmorgg 159 D (ya,/’s (X), Lco?elkm F(OL))

est un isomorphisme dans ho (). Quitte a remplacer F par un diagramme simultanément
cofibrant et fibrant dans PSh (Aop, PSh(PLS, ¥ )Nis_proj)pmj, on peut supposer que colim ., =
Leolim, ., F(a) et que F(a) est fibrant pour la structure projective Nisnevich-locale pour tout
a € A. De plus,

. v
Leolim, anorho (PSh(PLS.H s (Y«y,s (X), F(a))

colim,, Rmorz; (515, ) (yq,,’s (X), F((l)) ,
puisque les équivalences faibles de ¥ sont stables par il-petites colimites filtrantes. Cette
stabilité par i-petites colimites filtrantes entraine aussi que la -petite colimite filtrante
colim, ., F(a) d’objets ¢4 ®” Ly;(P1S)-locaux et projectivement fibrants est ¢ ®” Ly (PLS)-
locale. Effectivement, si (W @}, ¥y s(Q) = WO ¥y s (Y)) € 9O Ly(PS), alors on a
un diagramme commutatif

37



¥y.s (Q),F(a))

oy
P8h

|

Rmorgfgh(?ls"”)proj (W OFsn Vs (¥); colimen F(a)) Rmor;%h(?ls,v/)pmj (W Ot V5 (Q), colimgep F(G))

|

. ¥ b4 : vV
colim,c, Rmoryg 159D (W Opgn ¥y .s (Y), F(a)) — colim, ¢, Rmoryg 159 (W O]

dans ho (%) dont les fleches verticales sont des isomorphismes d’apres et dont la
fleche horizontale supérieure est un isomorphisme en tant que i-petite colimite filtrante
d’équivalences faibles. On fixe une résolution fibrante p : colim,.,F(a) — F’ dans la
structure projective Nisnevich-locale. En tant qu’équivalence 4 ®” Ly;(P|S)-locale entre
objets ¥ ®” Ly (PlS)-locaux, p est une équivalence faible objet par objet. Du coup, on a un
diagramme homotopiquement commutatif
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colimye, Rmorgg, o, 15 M (yq,,,s (X), F(a)) — colime, morgyg, 159 Msme (yay,s (X), F(a))

Rmorgsm, 15 M (yn,/,s (X), colim, F(OL))

ce qui acheve la démonstration. [

Lemme 1.3.10. Soient 6 une catégorie de i\-modéles $I-combinatoire et propre a gauche et
S € mor(6) un U-petit ensemble de morphismes tel que la localisation de Bousfield a gauche
A =1idy : € — Ly 6 de 6 par rapport a S existe.

(i) Si A est une $-petite catégorie et F : A — 6 un diagramme dans 6, alors U'image de
la colimite homotopique LeolimF de F dans 6 par le foncteur ho (6) — ho (L, 6) est
isomorphe a la colimite homotopique Lecolim A o F.

(ii) Si les équivalences faibles de 6 sont stables par ii-petites colimites filtrantes, alors les
équivalences faibles S-locales sont aussi stables par ii-petites colimites filtrantes.
Démonstration.

(i) Le foncteur de localisation A : 4 — Lg% est de Quillen a gauche et préserve les
équivalences faibles. Par conséquent, le foncteur dérivé LA = A préserve les colimites
homotopiques.
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(i) Soient F,G : A — ¥ deux i-petites diagrammes filtrants dans ¢ et f : F — G un
morphisme de diagrammes tel que f, : F(a) — G(a) soit une équivalence faible S-locale
pour tout a € A. On choisit un carré commutatif

dans Fun (A, 6),; tel que py et pg soient des résolutions cofibrantes. On obtient un dia-
gramme commutatif

. colim pg . .
colimF =—— colimF' =——colimA o F/
colim f l colim f’ l jcolim Aof’

colimA oG’

colim G =<— colim G’
colim pg

dont le carré de droite s’identifie au carré

LeolimF ——LcolimA oF

Leolim f l LeolimAof

LcolimG —— LeolimA o G

dans ho (Lg ¢) dont les fleches horizontales sont des isomorphismes d’aprés (i). De plus,
comme les équivalences faibles de 6 sont stables par 4-petites colimites filtrantes, Lcolim f =
colim f dans ho (¢) et donc colim pg et colim pg sont des équivalences faibles de € : py et
pg sont des équivalences faibles objet par objet. Il ne reste qu’a remarquer que Lcolim A o f
est un isomorphisme de ho (Lg ¢) par définition de la colimite homotopique, de sorte que
Leolim f et colim f sont des isomorphismes de ho (Lg €). O

Notation 1.3.11. Soient ¥ une i-petite catégorie et T une topologie de Grothendieck sur
% . On munit la catégorie Cplx (Ab) des complexes de $I-groupes abéliens de la structure de
{l-modeles $I-combinatoire et propre de [Bek00, 3.13] dont les cofibrations et les équiva-
lences sont les monomorphismes et les quasi-isomorphismes, respectivement. La catégorie
PSh (‘6 , Cplx (Ab)) admet deux structures de {-modeles i{-combinatoires et propres a

gauche, dites « globales » : la structure projective PSh (‘5 , Cplx (Ab))pmj, dont les équiva-

lences faibles et les fibrations sont les équivalences faibles et les fibrations objet par objet ; et
la structure injective PSh (‘6 , Cplx (Ab))inj, dont les cofibrations et les équivalences faibles

sont les cofibrations et les équivalences faibles objet par objet, respectivement.

Soit p : & — X un t-hyper-recouvrement. En particulier,  est un préfaisceau sim-
plicial donné par un il-petit coproduit de représentables en chaque degré simplicial. Si
U =[], U, € PSh(%¥,8et) est un 4U-petit coproduit d’objets représentables, alors on
pose y; (U) := @, ¥z (U,), ot 'y, : € —€ PSh(%¥,Ab) désigne le plongement de Ab-
Yoneda. On note y, (%) la colimite homotopique Lcolim, o (y;(Z,)[0]), ou (—)[0] :
Ab — Cplx (Ab) est le foncteur qui associe a un groupe abélien A le complexe donné par
A concentré en degré 0. Cette colimite homotopique est représentée par le complexe dont
'objet placé en degré n est y, (&) et dont les différentielles sont les sommes alternées des
morphismes faces. On remarque que p induit morphisme y, (p) : y; (Z) — y; (X).
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On dit qu'une classe S de t-hyper-recouvrements dans PSh (6, Set, ) est dense si tout
t-hyper-recouvrement p : Z — X admet un raffinement par un élément p’ : ' — X de S.
D’apres [[DHIO4, Proposition 6.4], il existe un 4-petit ensemble S, de tT-hyper-recouvrements
dans P8h (¢, Set,) qui est dense.

On dispose de deux structures de Cplx (Ab)-catégorie de {-modeles LI-combinatoire et

propres a gauche, dites « t-locales » : 1a structure projective t-locale PSh (‘5 , Cplx (Ab)) -

localisation de Bousfield a gauche de PSh (%,Gplx (Ab)) o Par rapport a la YU-petite

pr
classe y;(S;) = {yz (p)[n] : yz(2)[n] = y,X)[n] | (p: X = X)€S;,n€Z};etla
structure injective t-locale PSh (‘6’ , Cplx (Ab) S -inf’ localisation de Bousfield a gauche de

PSh (‘6 , Cplx (Ab))irlj par rapport a la classe y, (S,).
On dispose aussi de deux structures de {-modeles t-locales au sens de Jardine, c’est-a-
dire les structures de {-modéles définies dans [[Ayo07b, 4.4.34], que I'on notera

PSh (6,Cplx(Ab)) et PSh(6,Cplx(AD)) .
Enfin, on dispose de deux structures de ${-modeles

Sh, (6,Cplx(Ab)) et Sh, (6,Cplx(AD))

proj

sur la catégorie Sh, (‘6, Cplx (Ab)) des t-faisceaux de complexes de groupes abéliens sur
% et, d’apres [[Ayo07b, 4.4.43], de deux équivalences de Quillen a gauche

a .
proj

*: P8h (%, Cplx (Ab)),c_proj — 8h, (¢, Cplx (Ab))
et a:PSh(6,Cplx(Ab)) — Sh, (6, Cplx (Ab))

inj’
ou a; désigne le foncteur « T-faisceau associé ». Il existe un isomorphisme de catégories

Sh, (%, Cplx (Ab)) = Cplx (8h, (%, Ab))

et 'on remarque que, pour tout n € Z et tout K € ob (Gplx (8h, (%”,Ab))), le n-ieme
faisceau de cohomologie h" K est le faisceau associé au préfaisceau

X—homy, g, o ap)) (y,(X[-n],K),

ou D(8h, (¥, Ab)) est la catégorie dérivée de la catégorie abélienne de $-Grothendieck
S8h. (€, Ab). Par conséquent, les catégories

ho (S, (6, eplx(4b)), ) et ho (8h, (%,Eplx(Ab)), )

sont équivalentes a D(Sh, (¥, Ab)), car les équivalences faibles de ces deux catégories de
$l-modeles sont les quasi-isomorphismes de complexes de faisceaux.

Proposition 1.3.12. Les notations et les hypothéses sont celles de |1.3.11} Les structures de
gl-modeles PSh (€, Cplx (Ab)) org €L P8 (6, eplx (Ab))r_pmj sont égales. De méme, les

structures de ${-modéles PSh (‘6 , Cplx (Ab)) S, -in et PSh (‘6 , Cplx (Ab)) cini sont égales.
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Démonstration. On traite du cas projectif, le cas injectif étant formellement identique. Les
deux structures de ${-modeles sont des localisations de Bousfield a gauche de la structure
projective globale PSh (%’ , Cplx (Ab))proj. En particulier, elles ont la méme classe de cofi-

brations. D’aprés la conjecture d’Illusie [lJar86, 2.5] et la correspondance de Dold-Kan, les
morphismes de y, (S,) sont des équivalences faibles de PSh (‘5 , Cplx (Ab)) o Grace a

T-p
1.3.7] le foncteur

id : PSh (6, Eplx (ADb)) L~ Psh (6, plx (Ab))

S, -pr T -proj

est de Quillen a gauche. Du coup, ce foncteur est une localisation de Bousfield a gauche et il
préserve les équivalences faibles. On en déduit un foncteur pleinement fidele

ho (‘J)Sh (cg’ Cplx (Ab))T_prOj) — ho (iPSh (‘6, Cplx (Ab))sT _proj)

et il suffit de montrer qu'’il est essentiellement surjectif.
Soit F un objet fibrant et, en particulier, y, (S, )-local de PSh (‘5 , Cplx (Ab)) 5. proj” On

fixe une résolution fibrante py : F — F’ dans la structure projective t-locale et 'on pré-
tend que C’est une équivalence faible y;, (S, )-locale, voire une équivalence faible objet par
objet, ce qui revient au méme parce que la source et le but sont y, (S,)-locaux. Le mor-
phisme py est une équivalence faible t-locale par définition. Pour tout n € Z, on note
=" : PSh (‘6 , Cplx (Ab)) — Cplx=" (PSh (¥, Ab)) le foncteur qui associe & un complexe de
préfaisceaux K le complexe

--—>K"‘2£>Kn_12ker(d”)—>0—>0—>---

concentré en degrés < n et 'on note I'S" : Cplx=" (PSh (%, Ab)) — PSh(%,Ab), I'équi-
valence de Dold-Kan. On constate que I'>" t=" transforme les objets y, (S, )-locaux en pré-
faisceaux d’ensembles simpliciaux S.-locaux. De plus, I'=" t=" transforme les équivalences
faibles t-locales en équivalences faibles t-locales, c’est-a-dire en morphismes de préfaisceaux
d’ensembles simpliciaux qui induisent des isomorphismes sur les t-faisceaux d’homotopie.
Il en résulte que I'>" =" p;, : t="F — t="F’ est une équivalence faible t-locale entre objets
S.-locaux. D’aprés [DHIO4, Theorem 6.2], I'>" t=" pp est une équivalence faible S, -locale
et donc une équivalence faible objet par objet pour tout n € Z. Il en résulte que t=" py est

une équivalence faible objet par objet pour tout n € Z. On a = colim,,¢z_, t=" a et il suffit de
remarquer qu'une $i-petite colimite filtrante d’équivalences faibles de PSh (‘6 , Cplx (Ab))pmj
est encore une équivalence faible. ]

Corollaire 1.3.13. Les notations et les hypothéses sont celles de|1.3.11} Le foncteur « T-faisceau
associé » induit des équivalences de Quillen a gauche

a; : P8h (6,Cplx(Ab))  — 8h, (%, Cplx(Ab))

T T -pr
et a;:PSh(6,Cplx(Ab))  — Sh, (6,Cplx(Ab)), .

T -inj
Démonstration. Cela résulte aussitot de|1.3.12|et de [[Ayo07b, 4.4.43]. ]

Lemme 1.3.14. Soient 6 une i-petite catégorie, .of une catégorie abélienne de $1-Grothendieck,
% C ob(.«f) une \-petite famille de générateurs denses et X,-présentables et T une prétopologie
de Grothendieck sur € tell que, pour tous X € ob(¢), % € Cov.(X), (f :U—->X) e et
(g : Y = X) € mor(%¥), le produit fibré Y xy U soit représentable dans €. Alors Uinclusion
a., :8h, (6, o) — PSh(€,.o/) admet un adjoint a gauche exact a’.
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Démonstration. Pour tout X € ob(¢), on note cov.(X) 'ensemble de t-recouvrements de X.
Un morphisme de t-recouvrements h : {f, : U, = X}, or — {g, : V,» = X}.ov est la donnée
d’'un morphisme d’ensembles o : I' — I'" et, pour y € I', d’'un morphisme h, : U, — V,,
tel que f, = g(h,. Ces morphismes de t-recouvrements font de cov,(X) une i-petite
catégorie. Comme remarqué dans [Art62] §2.1, Remark 1], cov,(X) n’est pas filtrante et 'on
est amené a considérer la catégorie C,(X) définie par le pré-ordre > suivant : % > 7 si et
seulement s’il existe un morphisme % — 7 dans cov_ (X). La catégorie C_(X) est filtrante : si
% =1f,:U, > X}, ret? ={g,:V, > X} o sont deux t-recouvrements de X € ob (%),
alors {U, Xx V., — X}, \nerxr est une borne supérieure de {%, 7'} et il en résulte que C,(X)
est un ensemble ordonné filtrant.
Soit F € ob(PSh (%€, .9¢)) et considérons H°(—, F) : cov,(X)” — .o/ défini par

HO({f, : U, = Xhor, F)i=ker | | [FUD S [ ] FOU, %0y |,

Yer (y,y)er?

ou les deux fleches paralleles sont celles induites par les projections canoniques U, Xy U, —
U, et U, Xy U, — U,.. D’apres [Ser55| §21, Proposition 3], deux fleches paralléles % = 7
dans cov,(X) induisent le méme morphisme H(Z,F) — H%(%, F). Autrement dit, H(—, F)
se factorise de maniére unique par le foncteur canonique cov,(X)” — C.(X)”. On pose
F*(X) := colimyc_x) HO(%,F). Pour tout f : X — Y dans 6 et pour tout % € ob (C.(Y)),
on a un morphisme H(%,F) — HY(% xX,F) qui induit un morphisme bien défini F*(Y) —
F*(X) qui fait de F* un objet de PSh(%,.e7). Cette construction dépend fonctoriellement de
F et 'on en déduit un endofoncteur (—)* : PSh(€, o) — PSh(€,.«). Vu que les i-petites
colimites filtrantes, les produits et les noyaux préservent les limites finies, le foncteur (—)*
est exact a gauche.

Pour tous X € ob(%), = {U, = X}, € 0b(C.(X)) et F € ob(P8h(¥,.9)), le
morphisme F(X) — F(U,) induit un morphisme canonique F(X) — ]_[Yer F(U,) qui se
factorise canoniquement a travers H°(%, F) par fonctorialité. Cela nous fournit un morphisme
M : idpsp(4, ) — (—)*. On rappelle qu'un préfaisceau F est dit t-séparé lorsque my : F — F*
est un monomorphisme.

On prétend que F* est T-séparé pour tout F € ob (PSh (%, .«¢)), c’est-a-dire que F(X) —
(Ft)*(X) est un monomorphisme pour tout X € ob(€). Il suffit de vérifier que, pour tout
G € ¢, onahom,, (G, ker(nF+(X))) = 0. Par définition, la famille {hom , (G, —)}sey est
conservative et tout élément de cette famille préserve les i-petites limites. Il s’ensuit que

hom , | G, ker l_[F(UY):K l_[ F(U, xxU,)

Yer (y,y)er?

= ker l_[homd (G, F(UY)) = l_[ hom , (G, F(U, xXUY/))

yer (y,y)er?

pour tout G € 4. De plus, hom , (G, —) préserve les U-petites colimites filtrantes pour tout
G € ¥ car ¥ est supposé formé d’objets X-présentables. Par suite, hom , (G, —) commute a
(—=)". Les foncteurs hom , (G, —), G € ¥, étant exacts a gauche, on a

homﬂ« (G, ker(ﬂp+,x)) =ker (homﬂ (G’ nF+,X)) = ker (nhomﬁ(G,Fﬁ,x) =0,
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ot la derniére égalité résulte de [JArt62, Lemma 2.1.2(i)], qui dit que I'image de (—)* :
PSh(€,Ab) — PSh(%,Ab) est formée de préfaisceaux t-séparés. La conservativité de la
famille {hom , (G, —)}scy entraine que ker(ng+x) = 0 et donc que F* est t-séparé.

On prétend que F' est un t-faisceau lorsque F € ob (PSh(%,.e/)) est t-séparé. Pour le
démontrer, il faut établir que le diagramme

0-F ) -] [Frwy= [ Fu, U,
ver (v,y)er?
est exact pour tous X € ob (%), {f, : U, = X}, € cov,(X). La propriété universelle du
noyau induit un morphisme canonique

Fre) —ker | [ [FrU) = [ U, xU,)
ver (r.)er?
et il faut montrer que c’est un isomorphisme. Les foncteurs hom (G, —), G € ¢, commutent
a (—)* et forment une famille conservative, de sorte qu’il suffit de montrer que

hom_, (G,F)" (X) > ker | | [hom_, (G,F)*(U)= ] hom,, (G,F)' (U, x4U,)

yer (y,y)er?

est un isomorphisme pour tout G € 4. Or cela résulte de [Art62, Lemma 2.1.2(ii)]. Effective-
ment, hom , (G, F) € ob(PSh(%,.o/)) est T-séparé et hom , (G, F)" est donc un t-faisceau.

En résumé, il existe un foncteur exact a gauche a; : PSh(%,.o#) — 8h, (¢, .«/) donné par
((=)*")* et un morphisme ¢ : idpgp (4, ) — Q. @;. Par construction, si F € ob (8h, (¢, .«)),
alors m, y : a.,F — (a,F)" est un isomorphisme : F(X) = H°(%,F) pour tout % €
ob (C,(X)) puisque F est un t-faisceau. Les morphismes T]:*F fournissent un morphisme
€:a,a,, — idg, (4,4 et on laisse au lecteur le soin de vérifier que m et ¢ sont 'unité et la
co-unité, respectivement, d’une adjonction a; - a,. O

Lemme 1.3.15. Les notations et les hypothéses sont celles de On suppose que, pour tout
X € ob (%), l'ensemble cov.(X) est formé d’ensembles finis. Soient A un anneau commutatif
unitaire et w : ./ — Mod(A) un foncteur exact et fidéle qui préserve les -petites colimites
filtrantes. Alors le foncteur ¢ : PSh(€,.o7) — PSh (6, Mod(A)) donné par post-composition
par w : .of — Mod(A) préserve les t-faisceaux et commute aux foncteurs a;.

Démonstration. Soient X € ob(€6), % = {f, : U, = X}, o € cov,(X) et F € ob (8h, (€, .«)).
Alors la suite

(1.3.15.1) 0-FX) — [ [Fwy= ] FU, xcU,)

YEr (y,y")er?

est exact dans ./. Par hypothese, les produits dans ce diagramme sont finis. Comme w
préserve les limites finies, le diagramme

0 wFX) - | [oFU) = || «FU, xcU,)

el (v.y)er?

s'identifie au diagramme

0 - WF(X) = w (]_[ F(UY)) so| [] R, xUp)

ver (y,y/)er?
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et ce dernier est exact en tant qu’'image de (1.3.15.1) par le foncteur exact w. Par conséquent,
w préserve les tT-faisceaux.
On prétend que le carré

a*

PSh(€,.o/) * . Sh.(€,.9)

wl jw

PSh (6, Mod(A)) — 8h, (6, Mod(A))

est commutatif a isomorphisme pres. Pour le vérifier, il suffit de vérifier que w commute au
foncteur (—)* de la preuve de|1.3.14} parce que a = ((—)")". Or cela résulte de ce que w
préserve les $l-petites colimites filtrantes et les limites finies. ]

Définition 1.3.16. Soient S € ob(S8) et ¥ une catégorie localement {l-petite. On note
&t € mor(8) la classe des morphismes étales.

(1) Pour tout x € S, on note nbdy;(x) la U-petite catégorie filtrante des voisinages Nisnevich
de x € Set(—), : PSh(Et|S,€¢) — ¥ le foncteur, bien défini a isomorphisme naturel pres,
donné par F, = colimerb(nbdNiS(x)) F(U). On appelle F, la fibre de F en x.

(i) On appelle pré-morphisme de sites f : (¢’,1') — (€6,7) un foncteur f : € — €’
entre deux sites tel que le foncteur (—)o f : PSh(€’, Set) — PSh(€, Set) transforme les
t’-faisceaux en t-faisceaux.

(iii) Suivant [Ayo07bl 4.4.50], on appelle pseudo-morphisme de sites un pré-morphisme
de sites f : (¢’,%") — (¢, 1) tel que le foncteur induit f* : Sh, (¥, Set) — Sh.. (€', Set)
préserve les produits fibrés et les égalisateurs.

(iv) On appelle morphisme de sites un pseudo-morphisme de sites f : (6’,1") — (6, ) tel
que f* préserve les limites finies.

(v) Soit Sm € mor(8) la classe des morphismes lisses. Pour tout X € ob(8m|S), on note

abusivement py : (Sm|S)y;s — (Et |X)y;s le pseudo-morphisme de sites induit par le composé
(EtIX) = (PIX) — (PIS).

Lemme 1.3.17. Soient S € ob(8), (J,®5,hom,,1,) une U-petite catégorie tannakienne,
T :=Ind (F) et 9 :={V[n] |[Veob(J),neZ} Cob (Gplx (9’)). Alors un morphisme
f :F— F dans PSh (SmlS, Cplx (7 )inj) est une équivalence faible Nisnevich-locale au sens de

[Ayo07b), 4.4.28][?]31' et seulement s’il induit un quasi-isomorphisme f, : px.(F), — px.(F'),
dans Cplx (F) pour tous X € ob(Sm|S), x € X.

Démonstration. Soit f : F — F/ un morphisme dans PSh (SmlS, Cplx (7 )inj). On rappelle
que f est une équivalence faible Nisnevich-locale au sens de [[Ayo07b) 4.4.28] si et seulement
si, pour tous V € ob (90), n € Z, le morphisme de faisceaux Nisnevich a valeurs dans Set
associé¢ au morphisme de préfaisceaux donné sur U € ob(8m|S) par hom,, ., (V[n], fy)
est inversible. On rappelle également que les il-petites colimites filtrantes préservent les
quasi-isomorphismes dans la catégorie abélienne de -Grothendieck Cplx (7 ), de sorte
qu’'une telle colimite est une colimite homotopique dans Cplx (7 ),,. D’autre part, 'objet

8. On rappelle que la catégorie de {-modéles Cplx (7 );,; est une catégorie de coefficients (1.0.14) et I'on
peut donc appliquer les résultats de [[Ayo07b, §4.4].
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V[n] est homotopiquement X,-présentable d’apres|1.0.12| pour tous V € ob (F,), n € Z. Par
suite, pour tous X € ob(8m|S), x € X et G € ob (ZPSh (SmlS, Cplx (9))), ona

colim hom,,,, (V[n],F(U))=  colim _§°Rhom, (V[n],F(U
Ueob((nbdy;s(x)) D(g)( ), F(0) erb(nbdms(x))b g( L] E(D)

=ph° Leolim Rhom, (V[n],F(U))
erb(nbdNis(x))

= h°Rhom,, (V[n], Lcolim F(U))

Ucob( nbdy;s(x))

~ hom V[n], colim F(U) |.
9(9)( [ ]erb(nbdms(x)) ( ))

Comme l'unité 1 : G — ay;,.ay;,G induit un isomorphisme 1, : G, — (ay;.ay;G), pour tous

X eob(8m|S), x € X, G € ob(PSh(Et|X, Set)), on a un diagramme commutatif
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colim
UGob(nbdNiS(x))

—~
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—
N
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Ve N ~ |
S S
= = =
= = =
g = =
ES > —~
_—_ 0 —r (3\
N — N\
o 3 S a
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colim
erb(nbdNis(x))

(Bom,y ) (VIn], F(-))) (©) —~

colim
UEob(nbdNis(x))

Ve N\ N
N N
— —
p— p—
= =
N b}
~ [ |
5 ]
E S
=3 <
ST =
©z 2 ) 2
U a
= g
— o
= = -
—_ o—
> *UZ
N— >
N Z
) S
a
g
)
)

colim
erb(nbdms(x))

dont les fleches horizontales sont celles induites par f : F — F. La fleche horizontale
supérieure est inversible si et seulement si la fleche horizontale inférieure I'est. Comme ¥ est
une famille homotopiquement génératrice et comme un morphisme de faisceaux Nisnevich
est un isomorphisme si et seulement s’il induit un isomorphisme en chaque fibre, on en

déduit que
fe:Fy= colim FU)—F = colim F(U)
erb(nbdNiS(x)) erb(nbdNis(x))

est un isomorphisme dans D () pour tous X € ob(8Sm|S) et x € X si et seulement si f est
une équivalence faible Nisnevich-locale au sens d’Ayoub. ]
Proposition 1.3.18. Soient (7, ®5,hom,, 1,) une -petite catégorie tannakienne, J :=
Ind (%), ¢ := {V[n] | V € ob (%), n € Z} < ob (Eplx(7)) et S € ob(S). Alors les
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localisations de Bousfield a gauche Cplx (7 );,-enrichie de PSh (SmlS, Cplx (7 )inj)proj (resp.

PSh (SmlS, Cplx (7 )inj)inj) par rapport aux trois $-petites classes de morphismes suivantes
sont égales :

(@) la classe H, := ¢ @°P*(7) £ . (Sm|S);

(i) la classe Hy := 9 @PXT)y_ (Sy;,), olt Sy;s désigne un $U-petit ensemble dense d’hyper-
recouvrements par rapport a la topologie Nisnevich sur P|S;

(iii) la classe Hy := ¢ @PX(7) ¢ Jardine Nis (S S) des équivalences faibles Nisnevich-locales au
sens de [[Ayo07b), 4.4.28].ﬂ

Démonstration. On traite du cas projectif et 'on remarque que le cas injectif se démontre
de la méme facon. On déduit de [[CD12b, 3.2.10] et de la variante [[CD12bl 3.3.2] du
théoréme [[MV99, 3.1.16] que les localisations de Bousfield par rapport aux classes ¢ @P*(7)
Lris(SmS) et ¢ @7y, (Sy;) sont égales.

On fixe un foncteur fibre w : 7, — Mod(K’) avec K’ une extension du corps de caractéris-

tique nulle hom,, (15,1,). D’apres|1.3.14, il existe un foncteur « faisceau Nisnevich associé »
ay;, : PSh(8m|S, Cplx (9)) — Shys (Smls, Cplx (9)) qui est exact et qui commute a w
d’apres (1.3.15| Pour tout (p : £ — X) € Sy, le morphisme ag, .y, (p) : ay, y» (Z) —
ay;, Vo (X) est un quasi-isomorphisme. En effet, on a un carré commutatif

way; Y7 (p)

waltlis Yo (‘%) (.L)Cl;;is Yo (X)
a?\}g“Yﬂ (%) al*\uswyy () a;ﬁsw Y9 (X)

dont la fleche horizontale inférieure s’identifie au morphisme ay, yx (p) puisque wy, (—) =
yi (—). Or ay,, yx (p) est un quasi-isomorphisme d’apres la conjecture d'Illusie [Jar86), 2.5].
Par suite, way, y, (p) est un quasi-isomorphisme et il reste & rappeler que w détecte les
quasi-isomorphismes d’apres|1.0.6, Par conséquent, Ly, / CpIx(7 i) PSh (SmlS, Cplx (7 )inj)

proj
est une localisation de Bousfield & gauche de L, / epix(7),,) PSh (SmlS, Cplx (7 )inj)proj etil

suffit de montrer que le foncteur pleinement fidele

ho (Lisy oty PSh (SmIS, €px (7)) )

ho (Lisy, cpis(),y PSh (SmIS, €px (7)) )

est essentiellement surjectif.
Soit F € ob (L(H1 / Cplx(7)y) TN (SmlS, Cplx (7 )mj) ) un objet fibrant. On note 7 :

1{0)
F — ay;.ay, F le morphisme unité et I'on fixe une résghjltion fibrante y : aj, F — F dans
la structure de {{-modeéles projective Nisnevich-locale de [[Ayo07bl 4.4.43] sur la catégo-
rie Shy;, (SmlS, Cplx (7 )mj). Alors ay;,,y est une équivalence faible H;-locale et, comme
ayis« €st de Quillen a droite, ay;,F' est un objet fibrant de la catégorie de ${{-modeles

L, /@plx(g)mj)fPSh (SmlS, Cplx (7 )iﬂj)proj‘ De plus, M est une équivalence faible H;-locale

9. D’apres|1.0.14; Cplx (7 );,; est une catégorie de coefficients au sens d’Ayoub et donc les hypotheses de
[Ayo07bl 4.4.32] sont satisfaites, de sorte que cette localisation de Bousfield existe.
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d’aprés [[Ayo07b, 4.4.40]. Du coup, (ay;.Y)N : F — ay,F’ est une équivalence faible H-
locale. 11 suffit de montrer que c’est aussi une équivalence faible H;-locale. Comme F et ay;,,.F’
sont H;-locaux, il revient au méme de montrer que c’est une équivalence faible objet par
objet, c’est-a-dire un quasi-isomorphisme de préfaisceaux. Pour cela, il suffit de montrer qu’il

en est de méme de w((ay;.y)N)- D’apres|1.3.17} py.((anis<Y)N), €st un quasi-isomorphisme
dans Cplx () pour tous X € ob(8m|S), x € X. Comme w commute aux foncteurs py,,

(—)x> aniss €t ay;, et comme il préserve les i-petites colimites filtrantes, |1.3.17|entraine que
w((ayisxY) est une équivalence faible Nisnevich-locale au sens d’Ayoub. La source w(F) et le

but ay;,, w(F") sont w(¥) @Cpx(Med()) Lyis(8m|S)-locales. Grace a(1.3.12} on peut vérifier
que w((ay;ss)y) est une équivalence faible w (%) @Cpix(Mod (X)) Lyis(8m|S)-locale. Par suite,
ce morphisme est une équivalence faible objet par objet. Cela achéve la démonstration. []

Définition 1.3.19 ([[CD12al, 1.1.1]). Soit S € ob(8). On dira qu’une sous-catégorie pleine
(8m°|S) € (8m|S) est Nisnevich-cofinale dans Sm|S si elle vérifie les conditions suivantes.

(i) Pour tout n € Z,, on a Aj € ob(8Sm°|S).

(ii) Pour tout X € ob(Sm°|S) et tout morphisme étale X' — X dans Sch|S, il existe un
recouvrement Zariski Y — X’ tel que Y € ob(8m°|S).

(iii) Pour tout morphisme lisse (p : X — Y) € mor(8m°|S) et tout (f : Y — Y) €
mor(8m°|S), le produit fibré X x, Y’ est représentable dans Sm°|S.

(iv) Les coproduits finis sont représentables dans la catégorie Sm°|S.

(v) Pour tout X € ob(8m|S), il existe un recouvrement Nisnevich q : U — X dans mor(8Sm|S)
tel que U € ob(8Sm°|S).

Le lecteur est invité & supposer que Sm°|S désigne la sous-catégorie pleine de Sch'|S
engendrée par les S-schémas affines lisses.

Proposition 1.3.20. Soient (7, ®5,hom,,, 1,) une Y-petite catégorie tannakienne, I :=
Ind (), S€ob(8) et v : (Sm’|S) — (8Sm|S) une sous-catégorie pleine Nisnevich-cofinale.

(1) Le foncteur v, : PSh (SmlS, Cplx (9)) — PSh (Sm"lS, Cplx (9)) défini dans [1.1.5
induit une équivalence de catégories

e : Shys (SmUS, €plx (7)) — Shy (SmS, Eplx (7)) .

(i) Si PSh (Sm°lS, Cplx (7 )inj)Nis—proj désigne la structure de $1-modéles projective Nisnevich-
locale au sens de [|Ayo07al, 4.4.34], alors le foncteur

. : PSh (Sm|S, €plx (7)) . — PSh (Sm°LS, Cplx (T )y )

Nis-proj Nis-proj

est une équivalence de Quillen a gauche monoidale symétrique forte.

Démonstration.

(i) Les conditions de [1.3.19| impliquent que la topologie Nisnevich sur Sm|S induit une
topologie de Grothendieck sur Sm°|S. L’assertion est conséquence facile de [1.3.19(v).

(i) D’apres [[Ayo07b, 4.4.43], les catégories des faisceaux Nisnevich Shy, (SmlS, Cplx (T ))
et Shy; (Sm°|S, 7) admettent des structures de {i-modeles Shy, (SmlS, Cplx (T ))proj et

Shys (Sm"lS, Cplx (7 ))proj, respectivement, par rapport auxquelles les foncteurs « faisceau
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Nisnevich associé » ay,, sont des équivalences de Quillen & gauche. On dispose du carré
essentiellement commutatif

Ui

Shys (8mlS, Cplx (9))pmj Shys (8m°|S, Cplx (7))

ANis * j j ANis *

PSh (SmlS, Cplx (7)) ... —— PSh (Sm°US, Cplx (7))

Nis-proj U

proj

Nis-proj

et il suffit donc de montrer que la fleche horizontale supérieure induit une équivalence sur
les catégories homotopiques associées, puisque la fleche horizontale inférieure est de Quillen
a gauche d’apres D’apres (i), il s’agit d’'une équivalence de catégories et il reste a
montrer qu’il préserve et détecte les équivalences faibles Nisnevich-locales. Cela résulte des

raisonnements de O

Proposition 1.3.21. Soient (¥, ®,,mor,, 1) une catégorie de {-modéles monoidale symé-
trique, -tractable et propre a gauche dont tout objet est cofibrant, 4 C ob (V) une iI-petite
famille d’objets stable par ®. et S € ob(8). Alors PSh(8m|(—), ¥ s proj €5t Une catégorie de
$I-modeéles $U-combinatoire, Sm-prémotivique [[CD12bl 1.4.2]) sur 8 qui vérifie la propriété de
descente par rapport a la topologie Nisnevich.

Démonstration. D’apres|1.3.8] tout (f : X — S) € mor(8) induit une ¥-adjonction de Quillen
f* f, et tout morphisme (p : T — S) € Sm|S induit ¥-adjonction de Quillen f, 4 f*. Le
foncteur (—) XgT:8m|S — Sm|T admet un adjoint a gauche

(g:Y->T)—(pg:Y—S):8Sm|T — Sm|S

et 'on vérifie aisément que la condition de et satisfaite. On en déduit que la catégorie
Sm-fibrée PSh (Sm|(—), ¥ Inis proj VErifie la formule de projection. Raisonnant comme dans
[Ayo07b, 4.5.48], on vérifie également que le morphisme de changement de base lisse
pé f™ — f*py est inversible et qu’il en est de méme de sa variante dérivée LpéL f" — LfLp,,
oup’ :XxgT—Xet f':XxgT— T désignent les projections canoniques. La propriété de
descente par rapport a la topologie Nisnevich est satisfaite par construction. [

1.4 STRUCTURES DE MODELES Al-LOCALES

Notation 1.4.0. Dans ce numéro, (¥,®,,mor,,1,) désigne une catégorie de {[-modeles
monoidale symétrique, {-tractable et propre a gauche dont tout objet est cofibrant. De plus,
on fixe :

(1) une i-petite famille 4 C ob () stable par ®., ;

(i) un $-schéma B noethérien de dimension de Krull finie;

(iii) une $l-petite sous-catégorie 8 C Sch™™|B contenant les B-schémas quasi-projectifs et
stable par produits finis et tirés-en-arriéres le long des morphismes de Sch™|B;

(iv) S€ob(8); et
(v) une classe admissible P € mor(8) contenant les morphismes étales.

Essentiellement tous les énoncés de ce numéro sont des modifications légeres de ceux du
numéro précédent et 'on ne réproduira pas les démonstrations. Il s’agit a chaque fois d’'un
énoncé bien connu de la théorie des localisations de Bousfield a gauche.

50



Résumé. On procede a la deuxieme étape de la construction de la catégorie homotopique
stable a coefficients ind-tannakiens, a savoir la localisation par rapport a la droite affine.
Contrairement au numéro précédent, ot 'on a di aborder certains détails techniques, rien
n’est ni surprenant ni original dans ce numéro.

Plan. On rappelle la définition des équvalences faible A'-locales génératrices . On
applique encore une fois un résultat de [Bar10]] sur 'existence de localisations de Bousfield
a gauche enrichies et on en déduit des structures de modéles projective et injective Al-
Nisnevich-locales sur la catégorie des préfaisceaux sur Sm|S a coefficients dans une catégorie
de modeles Y-tractable et propre a gauche ¥ (1.4.2). On remarque que cette localisation
se comporte bien par rapport aux structures monoidales (1.4.4]), par rapport aux foncteurs
d’image inverse et d'image directe (1.4.5)), et par rapport aux générateurs homotopiques

homotopiquement X ,-présentables ((1.4.6)).

Définition 1.4.1. On appelle équivalence faible A'-locale génératrice tout élément de la
classe des morphismes de la forme

Vv G;gh Y“I/,S (TEX) Y G;‘gh Y“I/,S (A)lg) -V ®¥gh Y"I/,S (X),

ou Ve ob(¥9), X € ob(P|S) et my : A)1( — X désigne la projection canonique. On note
LA (PlS) € mor (PSh(PS,¥)) la classe de telles morphismes.

Proposition 1.4.2. La catégorie PSh(P|S, V) est une ¥-catégorie de iI-modéles i-tractable
et propre a gauche lorsqu’on la munit de la structure de ¥-catégorie de et de U'une des
structures de $i-modéles suivantes :

() la structure de $I-modéles projective A'-Nisnevich-locale PSh(P|S, ¥ ) Nis-proj» € €St-
a-dire la localisation de Bousfield a gauche ¥-enrichie de PSh(P|S, ¥ )yis proj PAT rapport
a la classe de morphismes 4 ®” L1 (P|S);

(ii) la structure de $1-modéles injective A'-Nisnevich-locale PSh(P|S, ¥ ) Nis-inj € €St-Q-
dire la localisation de Bousfield a gauche ¥-enrichie de PSh(P|S, ¥ )yisin; par rapport a
la classe de morphismes ¢ ®” £, (P|S).

Lidentité PSh(PLS, ¥ )ar nisproj — PSh(PLS, ¥ )a1 nis.inj €5t une équivalence de Quillen a gauche.
Si ¥ est stable, alors il en est de méme des structures projective et injective A'-Nisnevich-locales.

Démonstration. Comme dans 'existence, la il-tractabilité et la propreté a gauche des
localisations de Bousfield a gauche ¥ -enrichies résultent de [Bar10, 4.46]. Les structures
de YI-modeles projective et injective Al-Nisnevich-locales ont la méme classe d’équivalences
faibles d’apres [Bar10, (4.46.5)], de sort que l'identité est une équivalence de Quillen a
gauche. Les raisonnements de [I.3.3|montrent que les deux structures sont stables lorsque ¥
lest. O

Remarque 1.4.3. Comme on I'a déja remarqué dans|1.3.4] cette localisation ne dépend pas
du choix de 9.

Proposition 1.4.4. Les ¥-catégories de I-modéles
Psh (TlS, IV)AI -Nis-proj et PSh (fPlS, /V)Al -Nis-inj

sont monoidales symétriques qui vérifient U'axiome du monoide.

Démonstration. Une modification évidente des arguments de|1.3.5[et de|[1.3.6/montre que les
hypothéses de [Bar10, 4.47] sont satisfaites et que les catégories de {{-modeéles monoidales
symétriques ainsi obtenues vérifient ’axiome du monoide. ]
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Proposition 1.4.5. Soit (f : T — S) € mor(8).

(D) La ¥-adjonction f* : PSh(PLS, ¥ )a1 nisproj = PSh(PIT, ¥ a1 Nisproj : fi induit par le
foncteur
(P:X—=8)—=>(Pm:XXsT—T):P|S—>PIT

est de Quillen.

(it) Sif €'P, alors la ¥-adjonction f; : PSh(PLT, ¥) a1 nisproj = PSh(PLS, ¥ )a1 Nisproj - [
induit par le foncteur

(p:X—>T)—(fp:X—S):P|T—DP|S
est de Quillen.
Démonstration. La preuve de s’adapte facilement. O

Proposition 1.4.6. Supposons que V¥ soit stable, que les équivalences faibles de ¥ soient
stables par \-petites colimites filtrantes et que ¥ soit une famille homotopiquement génératrice
d’objets homotopiquement X-présentables de V. Alors 4 ®” (P|S) est une famille homotopi-
quement génératrice d’'objets homotopiquement X,-présentables dans PSh(P|S, ¥ )a1 i proj €t
dans PSh(PS, V) a1 Nis-iny:

Démonstration. On renvoie a|1.3.9pour I'idée de la démonstration. Les deux démonstrations
sont formellement semblables parce qu’il s’agit dans les deux cas d’une localisation de
Bousfield par rapport a un 4-petit ensemble de morphismes de sources et de buts cofibrants,
X,-présentables et homotopiquement X,-présentables. ]

Proposition 1.4.7. La catégorie PSh(Sm|(—), ¥)a1 nisproj fibrée sur § est une catégorie de
$I-modéles Sm-prémotivique qui vérifie la descente par rapport a la topologie Nisnevich et la
propriété d’invariance par A'-homotopie.

Démonstration. En appliquant et les raisonnements de on trouve que l'on a
bien une catégorie de {-modeles Sm-prémotivique sur S et il reste a établir les propriétés de
descente par rapport a la topologie Nisnevich et d’invariance par A'-homotopie. La propriété
d’invariance par Al-homotopie est satisfaite par construction([[CD12b, 2.1.2]) et celle de
descente par rapport a la topologie Nisnevich est héritée de PSh(Sm|(—), ¥ )yis proj- Effecti-
vement, les carrés homotopiquement co-cartésiens de PSh (Sm|(—), ¥ )yis.proj induisent des
carrés homotopiquement co-cartésiens de PSh (Sm|(—), ¥ )a1 nisproj PArce quun foncteur
de localisation de Bousfield a gauche est de Quillen a gauche, et il suffit d’appliquer [CD12b),
3.2.17,3.3.2]. U

Remarque 1.4.8. Par définition, les objets £,1(P|S)-locaux de PSh(P|S,¥) sont les objets F
tels que le morphisme canonique

4 14 v % 1
RMOTp51,5 15,9 ) (VoI5 ¥r.s 0 F) - RIMOT 15155 s pr (VO35 ¥ys (A F)

est un isomorphisme dans ho (iPSh (PlS, v )Nis_proj) pour tous V € ob(¥%), X € ob(P|S).
L’argument de [[Ayo07bl 4.5.11] montre que c’est le cas si et seulement si F est £,:1(P|S)-
local en tant qu’objet de PSh(P|S, ¥ )pmj, c’est-a-dire si et seulement si

vV v vV vV 1
Rmor%hmsy)pmj (V O V.5 (X, F) - Rmor%h(msy)pmj (V Opgp, Vs (Ax), F)

est un isomorphisme dans ho (iPSh (PlS,v) ) pour tous V€ ob(¥), X € ob(P|S).

proj
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1.5 SPECTRES SYMETRIQUES ET L’AXIOME DU MONOIDE

Notation 1.5.0. Dans ce numéro, on fixe une localement i-petite Set-catégorie {-bicomplete
%. Lorsque ¥ est munie d’une structure de ${-modeles, on note W(¥¢) et M(%) les
classes des équivalences faibles et de monomorphismes de %, respectivement. On aura
a considérer les conditions suivantes sur la catégorie de {[-modeles monoidale symétrique
(@, ®¢,Mmor,,, 1,).

(i) Les réunions des sous-objets dans % sont effectives, c’est-a-dire si

Unve—-—0U U
lu
V—s qu\v i
N
Vv , X

J

est un diagramme commutatif dans lequel i et j sont des monomorphismes, le carré
extérieur est cartésien et le carré intérieur est cocartésien, alors u, v et w sont des
monomorphismes. Autrement dit, UUV est la borne supérieure de U et V dans le
réseau des sous-objets de X.

(ii) La classe M(%) est stable par {-petites compositions transfinies.
(iii) La catégorie de {-modeles 4 est L-tractable, $i-cellulaire et propre a gauche.

(iv) Les classes M(%) et W(%) sont stables par i-petites colimites filtrantes et les classes
M(€) et M(€)NW(€) sont stables par sommes amalgamées.

(iv") Lintersection M(6¢) N W(%) est stable par U-petites compositions transfinies et par
sommes amalgamées.

(v) Les classes M(¢) et M(6)N'W(%) sont stables par coproduits finis.

(vi) Le quadruplet (6, ®, mor, 1) est une catégorie de {-modeles monoidale symé-
trique, ou Gy est la structure de {-modéles sur ¢ dont les classes des cofibrations et

des équivalences faibles sont M(%) et W(¢ ), respectivement.
(vi’) Pour tout C € ob (%), le foncteur C®, (—) : € — 6, est de Quillen a gauche.
(vii) La catégorie de ${l-modeéles ¥ est stable.
(vii’) La catégorie 6 est pointée.

Evidemment, on a les implications suivantes : (iv) = (iv'); (iii) + (vi) = (vi’); (vii) =
(vii’).

Résumé. La troisiéme étape de la construction de la catégorie homotopique stable consiste
a stabiliser par rapport a P'. Au lieu de procéder directement & cette construction dans le
cas auquel on s’intéresse, on introduit ici quelques généralités qui nous seront utiles, voire
essentielles. Plus précisément, dans ce numéro, suivant [HovO1]], on rappelle la construction
des catégories des suites symétriques et des S-spectres symétriques avec S un objet d’'une
catégorie monoidale symétrique 4. On sera amené dans §2.2 a considérer la catégorie des
modules sur un monoide commutatif d’'une catégorie de spectres symétriques. En particulier,
il faudra munir cette catégorie de modules d’une structure de modeles. L'une des seules
maniéres de construire de telles structures de modeles et celle de [[SSOQ]]. Cette construction
repose sur 'axiome du monoide et 'on est donc obligé d’établir cet axiome dans les cas qui
nous intéressent. A cette fin, on généralise et I'on axiomatise la méthode de [J[CD09, 7.9].
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On se tache de I'établir dans une généralité optimale, mais le lecteur est invité a supposer
que ¥ est la catégorie des complexes de ind-objets d’'une catégorie tannakienne munie de la
structure de modeles injective (1.6.2)).

Plan. Apreés avoir introduit les suites symétriques (1.5.2)) et les spectres symétriques (1.5.3)),
on rappelle la définition de la structure de ${-modeles projective niveau par niveau ((1.5.4) et
'on étudie sa fonctorialité élémentaire ([1.5.5)).

On applique un théoréme de J. Smith ([Bek00, 1.7]) a la construction d’une structure
de modéles injective niveau par niveau dont on se servira afin d’établir 'axiome du
monoide. De[1.5.9|a(1.5.12} on étudie le comportement de ces structures par rapport a la
structure monoidale. On rappelle la définition de la structure de modeéles projective stable
(1.5.13), ainsi que sa variante injective (1.5.16). Suivant la méthode de [[CDQ9, 7.9], on
déduit des résultats précédents 'axiome du monoide dans la catégorie de modeles projective
stable (1.5.18)) sous les hypothéses de[1.5.0]

Apres quelques remarques sur les Q*-spectres (1.5.21), on vérifie I'existence de gé-
nérateurs homotopiques homotopiquement X,-présentables dans la structure de modeles
projective stable dans les cas qui nous intéressent (1.5.23).

Définition 1.5.1. Soit G un groupe fini. On appelle G-objet de ¢ un foncteur G — %,
ol G est regardé comme un groupoide réduit a un seul objet. On note €€ la catégorie
des G-objets de 6. Si A € ob(¥), on note G X A := ]_[geGA le G-objet dont I’action de

G donnée par permutation des composantes. Etant donné un sous-groupe H < G et un
H-objet p : H — aut,, (A), on notera parfois G X A la représentation induite indg(p). En
particulier, G X A = ind{c’l}(A). On remarque que le foncteur indg : €% — €C est adjoint
a gauche du foncteur de restriction pour tout morphisme de groupes H — G. Dualement,
tout morphismes de groupes H — G induit un foncteur de co-induction coindg 1 6% — 6™
adjoint a droite du foncteur de restriction.

Définition 1.5.2 ([[HovO1l, 6.1]). On note & le groupoide dont les objets sont les ensembles
n:={r €Z,,|1=<r <n} pour n > 0 et dont les morphismes sont les bijections n — n.
La catégorie des suites symétriques dans € est la catégorie €° des foncteurs & — %.
En particulier, une suite symétrique dans % est une famille d’objets (A;),cz_, telle que,
pour tout n € Z,, A, soit muni d’'une action du groupe symétrique &,.. Un morphisme de
suites symétriques (A, )pez., — (Bplnez,, €st une famille de morphismes &,-équivariants
f, : A, — B, dans ¥. Alternativement, on peut considérer le groupoide &’ dont les objets
sont les ensembles finis et dont les morphismes sont les bijections. Linclusion évidente
S — & est une équivalence et induit donc une équivalence € — %°.

En tant que catégorie de préfaisceaux a valeurs dans une catégorie ${-bicompléte, €° est
{I-bicompete et les {-petites limites et colimites dans 6° se calculent objet par objet. De
méme, si 6 est localement 4-présentable, alors il en est ainsi de €°.

Pour tout r € Z,, on dispose d’un foncteur A, — A {—r}: 6€° — ¥° donné par

| GyXe, A, sinZ=r
Aterh = { Deg sin<r,
oll @, désigne l'objet initial de 4. Evidemment, (A {—r}){—s} = A {—r — s} pour tous
1,8 € L. Sir € Z,, alors le foncteur (—){—r} est adjoint a droite du foncteur A. — A {r}, ol
A{r},:=A,,, pour tout n € Z., muni de l'action de &, induite par l'inclusion &, — &,
On en déduit, pour tout r € Z,, un foncteur € — 4° qui associe a4 A € ob(¥) la suite
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symétrique
G, XA sin=r

Al=rhy = { D sin#r,

adjoit & gauche du foncteur d’évaluation ev, : €° — € donné par A — A,.

Supposons que (¢, ®,mor,,, 1) soit une catégorie monoidale symétrique fermée. On
définit une structure monoidale symétrique sur € et, par transport de structures, sur €°
par

(A8 BYN):= | | a®) @, BQ.
PLIQ=N
Lunité 1, est le foncteur &’ — 6 qui correspond a 1,{0} € ob (6°). La catégorie
monoidale symétrique (6, ® e/, 1 4o ) est fermée si on la munit du bifoncteur (6%)” x
€% — €% associé au bifoncteur (4°)” x € — € suivant :

mor, . (A,B), := | [ mor, . (A.B,.),

r€Zs

ot mor,,  (C,D) est I'égalisateur des deux fleches évidentes
mor,, (C,D) =3 mor,, (S, xC,D)

pour tous C,D € ob (4°r). On constate que le foncteur (—){0} : € — €°, adjoint a gauche
de ev,, est monoidal symétrique fort.

Définition 1.5.3 ([Hov0I, 6.2]). Supposons que (¥, ®,mor,,, 1) soit une catégorie
monoidale symétrique fermée et que S € ob(¢). La catégorie SpsG (€) des S-spectres symé-
triques dans % est la catégorie Mod(Sym (S)) des modules dans 6°, munie de la structure
monoidale symétrique précédente, sur le monoide commutatif libre Sym (S) engendré par
la suite symétrique S{—1}. Explicitement, Sym (S), = S®" pour tout n € Z,, et G, agit par
permutation. On trouve que la donnée d’'un S-spectre symétrique consiste en une famille
(A, O )nez., de &,-objets A, et de morphismes o, : S®, A, — A, de € tels que, pour
tous m,n € Z,, le composé

480, oim_
S®m ®<€ An i) S®( 2 ®<6 An+1 Tt S ®‘€ Am+n—1

id ®0nt1 id ®Cmtn—2 Om+n—1

— S A

m-+n

soit &, X &,-équivariant. Un morphisme (f,)nez., : (Ap, Oplnez., = (B, Trnez., de S-
spectres symétriques est une famille de morphismes f, : A, — B, &,-équivariants telle que
le carré

On
S ®<€ An - An+1

id ®fn l lfn-*—l

S ®<€ Bn Tn) Bn+1

soit commutatif pour tout n € Z.,. En tant que catégorie de modules sur un monoide
commutatif dans une catégorie monoidale symétrique fermée, $i-bicompléte, Spf (€6) est

une catégorie monoidale symétrique fermée, LI-bicompléte. On note ®spe> mor et 1g,e le
S

produit tensoriel, le bifoncteur d’exponentiation et 'unité de SpsG (%), respectivement.
On suppose que € est localement $-présentable. Il en est de méme de € et la catégorie
Mod(Sym (S)) est la catégorie des algebres sur la monade (Sym (S)®gpg (=5 Nsym(s)> Wsym(s))>
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OU TMgym(s) €t Usym(s) désignent le morphismes d’unité et de multiplication du monoide
Sym (S), regardés comme transformations naturelles

idge — Sym(S) ®ye (—) et Sym(S) ®ye (Sym(S) ®ye (—)) — Sym(S) ®ye (),

respectivement. En outre, le foncteur Sym(S) ® ¢ (—) préserve les il-petites colimites.
Par conséquent, [Bor94, 5.5.9] montre que Sps6 (¢) = Mod(Sym(S)) est localement 4I-
présentable.

On dispose d’un foncteur canonique 6° — SpsG (%) qui associe a une suite symétrique
(A;)nez., 1a suite symétrique Sym (S) ®e (A, ) ez, munie de l'action de Sym (S) induite par
WUsyms- Ce foncteur est adjoint a gauche du foncteur d’oubli de I'action de Sym (S). Pour tout
n € Z,, il existe un foncteur d’évaluation ev, : SPSG (%) — € défini par ev,(A,, 0,)nez., =
A,. Ce foncteur, étant le composé du foncteur d’oubli v : Sps6 (6) — €° et du foncteur
d’évaluation ev, : €° — %, est adjoint & droite du foncteur A — Sym (S) ® ,s (A{—r}). On
remarque que le foncteur Sym (S) ®e (=) : €° — Spg’ (€6) est monoidal symétrique fort.
On note %3 le composé
SRILI AP Sym(S)®,e (—)

€

8pg (6)

et 'on note Qg° son adjoint a droite. Le foncteur Xg° est monoidal symétrique fort.

Grace aux adjonctions (—){0} - ev, et I 4 Q, les catégories €° et Sps6 (€) sont
naturellement des 6 -catégories bitensorisées et le foncteur Sym (S)® s (—) : €° — Spf (¥)
est un %¢-adjoint a gauche. Effectivement, les foncteurs

COYc A:=C{0} ®ye A,
morgG (A,B) :=evy(mor,_e (A, B)),

et hfs (C,A):=mor,_.(C{0},A)
forment une adjonction a deux variables qui fait de ¢ une %¢-catégorie bitensorisée. De
méme, Sps6 (%) est la 6-catégorie bitensorisée associée a 'adjonction a deux variables entre
les bifoncteurs

3 —— =
COps ) A= (B7C) @y A,

mor;isg(%) (A,B) :=QY mor, (A,B),
€ . 00
et rhspg((g) (C,A):= MOTe o ) (Z}S C, A) .

Supposons que 6 soit localement i-présentable. On remarque que les -petites limites
et colimites dans Sp;5 (€6) se calculent niveau par niveau, c’est-a-dire que le foncteur ev, :
Sp? (6) — 6 préserve les 4-petites limites et colimites pour tout r € Z,. Effectivement, le
foncteur ev, : Sps6 (¥¢) — € est un adjoint a droite et aussi a gauche comme remarqué dans
[HovO1,, 6.4]. Son adjoint a droite est donné par

mor.,, (Sym (S),—r, coind%}(A)) sir<n
*op sir>n,

(1.5.3.1) R.(A), := {

muni des morphismes d’assemblage o, : S ®4 R.(A) — R,.(A),; évidents, ol *,, désigne
I'objet final de €. Il s’ensuit que le foncteur d’oubli v : Sps6 (6) — 6° préserve les 4-petites
limites et colimites. On a déja remarqué que €€ et Sps6 (%) sont localement 4(-présentables
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et le théoreme du foncteur adjoint pour les catégories localement L-présentables implique
alors que le foncteur d’oubli v : Sps6 (€) — 6° est adjoint a gauche et a droite.

Si 6 est une catégorie de $-modeles, alors on dira qu'un morphisme f : (A,, Op)nez,, =
(By> Trnez., de Sps6 (%) est une cofibration niveau par niveau (resp. équivalence faible
niveau par niveau, resp. fibration niveau par niveau) lorsque f, : A, — B, est une
cofibration (resp. équivalence faible, resp. fibration) de 6 pour tout n € Z.,,.

Proposition 1.5.4 ([Hov01, 7.2, 7.3]). Soient (6, ®, mor.,, 1,,) une catégorie de {l-modéles
monoidale symétrique U-cellulaire et propre a gauche dont l'unité 1., est cofibrante et S € ob (€)
un objet cofibrant. Munie des classes des équivalences faibles niveau par niveau et des fibrations
niveau par niveau, la catégorie SpsG (6) est une 6€-catégorie de {-modeéles monoidale symétrique,
$l-cellulaire et propre a gauche. On Uappelle structure de {I-modeles projective niveau par
niveau et on la note <Sps6 (6 )iprojr

Démonstration. Ces classes de morphismes définissent une structure de {{-modeles monoi-
dale symétrique, U-cellulaire et propre a gauche d’apres [Hov01, 7.2, 7.3]. Se donner une
6 -catégorie de {I-modeles revient a se donner un foncteur de Quillen a gauche monoidal sy-
métrique fort € — Sps6 () d’apres [Bar10, 1.31]. Le foncteur composé L : 6 — Sps6 (%)
est monoidal symétrique d’apres les remarques de|1.5.2| et de|1.5.3| Son adjoint a droite Q¢°
est de Quillen a droite puisqu’il préserve les propriétés définies niveau par niveau : c’est le
foncteur d’évaluation (A, 0,,) ez, — Ao- O

Lemme 1.5.5. Soient (6,®, mor,, 1..) une catégorie de {I-modéles monoidale symétrique,
-cellulaire, {I-combinatoire et propre a gauche dont l'unité 1, est cofibrante et S € ob (%) un
objet cofibrant. Pour tout r € Z,, les foncteurs suivants sont de Quillen a gauche :

Q) (—){—T’} 16— ((gg)proj;
(i) Sym(S)®4s (=) : (6)proj = SP (€iviprojs
(ii)) T : 6 — 8pg (6)iproj

De plus, si les équivalences faibles de 6 sont stables par produits finis, alors on peut rajouter a
cette liste le foncteur

(lV) ev, : SPSG ((g)lvl-proj — .

Démonstration. Les foncteurs (—){—r} et Sym (S) ® 4« (—) sont de Quillen a gauche puisque
leurs adjoints a droite respectifs ev, et v préservent les fibrations et fibrations triviales
par définition. Le foncteur %g° est le composé de ces deux foncteurs de Quillen a gauche
pour r = 0. Si les équivalences faibles de ¢ sont stables par produits finis, alors, d’aprées la
construction de I'adjoint a droite R, de ev,, il suffit de noter que coind{el“}(A) est un
produit de n! copies de A muni de I'action de &, par permutations et que les fibrations et les
fibrations triviales sont stables par produits finis. O

Proposition 1.5.6. Soient (6,®,mor.., 1,) une catégorie de {-modéles monoidale symé-
trique, $-combinatoire, i-cellulaire et propre a gauche dont lunité 1, est cofibrante et
S € ob(%¥) un objet cofibrant. Si la catégorie de $I-modéles € est stable et qu’elle vérifie
l'axiome du monoide, alors Spf (6)iproj €St stable.

Démonstration. On suppose que % est stable. Si *,, désigne 'objet nul de €, alors la suite
symétrique donnée par *, & chaque niveau est un objet nul de €° et elle admet une
structure canonique de Sym (S)-module parce que Sym(S) ®, *, = *,, pour tout n € Z,,.
La catégorie Spg’ (%) est donc pointée.
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Il reste a montrer que le foncteur de suspension
21 :ho (SPSG ((g)lvl—proj) — ho (SPS ((g)lvl—proj)

est inversible. La structure de 4-modeles injective (6°°);,; est monoidale symétrique, Y-
combinatoire et stable d’apres [1.2.7]'°| et [1.2.8| Elle vérifie axiome du monoide d’aprés
D’apres [SS00, 4.1], la catégorie Mod(Sym (S)) admet une structure de ${-modéles
monoidale symétrique, {{-combinatoire dont les équivalences faibles et les fibrations sont
les équivalences faibles et les fibrations dans (¢ 6)inj. En particulier, les équivalences faibles
sont les équivalences faibles niveau par niveau. La condition d’inversibilité de %! pour une
structure de modeles donnée ne dépend que de la classe des équivalences faibles et 'on peut
donc remplacer SPSG (6 )proj PAr Mod(Sym (S)). En appliquant [[AyoO7b, 4.1.58], on vérifie
aisément que Mod(Sym (S)) est stable. O

Proposition 1.5.7. Soient (6,®, mor,, 1,) une catégorie de {-modéles monoidale symé-
trique, {-combinatoire vérifiant les conditions (i), (ii), (iii) et (iv") de et S€ob(¥) un
objet cofibrant.

(1) Il existe une structure de $1-modéles $-cellulaire et propre a gauche sur Spf (€), appelée
structure injective niveau par niveau et notée Spf (6)iinj dont les cofibrations et
les équivalences faibles sont les monomorphismes et les équivalences faibles niveau par
niveau, respectivement.

(i) Le foncteur idg,s () : 8ps (6 Dvi-proj — 8pg (6 wiinj €St une équivalence de Quillen a
gauche.

Démonstration.

(1) On applique le théoréme de J. Smith que I'on trouve dans [Bek00, 1.7]. Afin d’obtenir
un ensemble de cofibrations génératrices, on vérifie que les hypotheses de [Bek00, 1.12]
sont satisfaites. Comme on I'a remarqué dans comme % est localement {-présentable,
il en est de méme de Sps6 (). Les réunions des sous-objets dans SpsG (%) sont effectives
et les monomorphismes dans Sp;5 (%) sont stables par compositions transfinies puisque les
monomorphismes dans Sps6 (%) sont les morphismes qui sont des monomorphismes niveau
par niveau. Effectivement, le foncteur d’oubli v : Sps6 (6) — 6° est conservatif d’aprés
[Bor94, 4.14]. Par suite, v détecte les petites limites qu’il préserve. Or c’est un adjoint a
droite, de sorte qu’il préserve et détecte les i-petites limites. En particulier, il préserve et
détecte les monomorphismes grace a 'argument donné dans la démonstration de Les
monomorphismes dans la catégorie de foncteurs 6° étant les morphismes qui sont des
monomorphismes objet par objet, on en déduit que les monomorphisme dans SpsG (%) sont
les monomorphismes niveau par niveau. Les réunions des sous-objets dans 6 sont effective
d’apres i) et il s’ensuit que les réunions des sous-objets dans €° sont effectives. Les
produits fibrés, les sommes amalgamées et les monomorphismes dans Spé5 (%) étant définis
objet par objet, on en déduit que les réunions des sous-objets dans Spg} (%) sont effectives.
Ces remarques montrent de plus que les monomorphismes dans Sps6 () sont stables par
l-petites compositions transfinies. Par conséquent, on a un i{-petit ensemble I de morphismes
de Sps6 (%) tel que cof(I) = llp(rlp(I)) est la classe des monomorphismes, ou llp(S) (resp.
rlp(S)) désigne la classe des morphismes vérifiant la propriété de relevement a gauche (resp.
a droite) par rapport a 'ensemble de morphismes S.

10. Le groupoide & n’a pas d’objet initial, mais I'hypothese d’existence d’'un objet final dans n’était mise
que pour faciliter 'étude des préfaisceaux représentables et I'on peut toujours définir la structure de ${-modéles
injective (€' )ip-
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Montrons que les hypotheses de [Bek00, 1.7] sont satisfaites. La stabilité de la classe
des équivalences faibles niveau par niveau par rétractes et la propriété de deux-sur-trois
résultent de[1.5.4] Si f € rlp(1), alors f vérifie la propriété de relévement & droite par rapport
a la classe des monomorphismes. D’apres @ iii) et EI, 8ps (6 Jviproj €St LU-cellulaire
et il s’ensuit que f vérifie la propriété de relevement a droite par rapport a la classe des
cofibrations de Sp(s5 (6 )iproj» de sorte que f est une fibration triviale niveau par niveau
et en particulier une équivalence faible niveau par niveau. Les sommes amalgamées et
les {-petites compositions transfinies dans Spf (¢) se définissent niveau par niveau. Par
conséquent, les sommes amalgamées et les il-petites compositions transfinies d’équivalences
faibles monomorphes sont des sommes amalgamées et des $l-petites compositions transfinies
d’équivalences faibles monomorphes dans % niveau par niveau et donc des équivalences
faibles monomorphes niveau par niveau d’apres[1.5.0[(iv"). Enfin, la classe des équivalences
faibles niveau par niveau est $l-accessible d’apres [[Lur09al, A.2.6.6] et 'on en déduit qu’elle
vérifie la condition du « solution set » d’aprés [Bek00, 1.15]. En appliquant [Bek00, 1.7],
on obtient la structure de {l-modeles il-cellulaire voulue. La propreté a gauche de cette
structure résulte de ce que tout objet et cofibrant, de sorte que tout carré cocartésien dont
une fleche est une cofibration est homotopiquement cartésien.

(i) 1l suffit de remarquer que Sps6 (6 )niproj €St U-cellulaire d’apres et en particulier
ses cofibrations sont des monomorphismes. ]

Remarque 1.5.8.

(1) Une variante simplifiée de la démonstration de montre que les hypotheses[1.5.0[1),
(i1), (iii) et (iv") ensemble impliquent que 6 admet une deuxiéme structure de {-modéles,
appelée structure injective et notée 6,;, dont les équivalences faibles sont celles de € et
dont les cofibrations sont les monomorphismes.

(if) Lauteur ne connait pas de critére général et utile sur 6 qui garantit que la structure
de $/-modeles injective niveau par niveau <Sps6 (6 )iu1.in €St monoidale symétrique. Dans les
situations ou I'on peut le démontrer, on en déduit que Spg (6 ivtiing €t 8pg (€ Jiviproj VETifient
I'axiome du monoide. On établira 'axiome du monoide dans les cas qui nous intéresseront
dans la suite en adaptant des argument de [[CD09, §7].

Lemme 1.5.9. Soient (6¢,®, mor,,, 1) une catégorie de {-modeéles monoidale symétrique,
{l-combinatoire dont l'unité 1, est cofibrante qui vérifie les conditions (i), (ii), (iii), (iv’),
(v) et (vi’) de|1.5.0et S € ob(6) un objet cofibrant. Alors, pour tout E € ob (Sps6 (‘6)), le
foncteur E ®g,s (=): Spg5 (6 )riproj — SpS6 (6)i1inj €St de Quillen a gauche.

Démonstration. D’apres [Hov99, 2.1.20], il suffit de vérifier que E ®gpe (=) transforme une
famille de cofibrations génératrices (resp. cofibrations triviales génératrices) en cofibrations
(resp. cofibrations triviales). Si I (resp. J) est une famille de cofibrations génératrices (resp.
cofibrations triviales génératrices) dans %, alors

Is :={Sym(S) ®¢e f{—1}|f €L r €Zs}
(resp. Jg:={Sym(S)®ys f{—-1}|f €K, r€Z;,})

est une famille de cofibrations génératrices (resp. cofibrations triviales génératrices) dans
Spf(‘g Jniproj d’apres [HovO0T, 7.2]. On prétend que, pour tous (f : A — B) € Ig (resp.
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(f :A—B)€Jg) et r € Z, le morphisme

E®gye (Sym(S) @ e A{—r}) =EQ® e A{—r}
jidg®f{—r}
E®y e B{—r} =E ®sps (Sym(S) ® ;¢ B{—r})

est un monomorphisme (resp. équivalence faible monomorphe niveau par niveau). Comme
on 'a remarqué dans la preuve de les monomorphismes de SpsG (%) sont les monomor-
phismes niveau par niveau. Si n > r, alors le morphisme id; ® f {—r} est donné au niveau n
par le morphisme

idg,_, ®(&,%f)
6“ ><6nerGr (En_r ®(g (Gr X A)) - 6Tl XGn,rXGr (En—r ®<€ (61‘ X B))‘

D’apres v), c’est un monomorphisme (resp. une équivalence faible monomorphe)

lorsque
idg,  ®(6,xf)
_—

En—r ®%,” (Gr X A) En—r ®‘€ (6r X B):

en est un (resp. une), ce qui est le cas lorsque

idg,_, ®f
En—r ®<€ A—— En—r ®<€ B

en est un (resp. une). Cette derniére condition est vraie grice a I’'hypothése (vi’). Pour n < r,
I'assertion est triviale parce que (E ® ,¢ A{—r}), = @, dans ce cas. O

Proposition 1.5.10. Soient (6,®, mor,, 1) une catégorie de t-modeéles monoidale symé-
trique, {-combinatoire dont l'unité 1., est cofibrante qui vérifie les conditions (i), (ii), (iii),
(iv"), (v) et (vi’) de et S € ob (%) un objet cofibrant. Alors Sps6 (6 )iviproj VErifie laxiome
du monoide.

Démonstration. Cela résulte aussitot de O

Lemme 1.5.11. Soient (6, ®,, mor,,, 1,) une catégorie de {-modeles monoidale symétrique,
${l-combinatoire dont Uunité 1, est cofibrante qui vérifie les conditions (i), (ii), (iii), (iv"), (v),
(vi) et (vii’) de S € ob(¢) un objet cofibrant, 1 un i-petit ensemble de cofibrations
génératrices dans €6, (f : A— B) €1, cofiber(I) la cofibre de f et E € ob (Sps6 (€ )). Alors le
morphisme canonique

E ®]§pg (Sym (S) ®s cofiber(f){—r}) = E ®spe (Sym(S) ®e cofiber(f){—r})

est un isomorphisme dans ho (Spg’ (€ )M_proj) pour tout r € Z,,

Démonstration. Pour tout r € Z,, le foncteur (—) Qe cofiber(f ){—r} : €° — €° préserve
les équivalences faibles niveau par niveau. En effet, par définition, le carré

f

A B

|

*, — cofiber(f)
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est cocartésien et f est une cofibration, donc cofiber(f) est cofibrant. D’aprés[1.5.5(i), le
foncteur {—r} préserve les objets cofibrants. Si g : E — E’ est une équivalence faible niveau
par niveau dans €°, alors en imitant les arguments de on se rameéne a montrer que,
pour n > r, le morphisme

. 8n—r ®idcoﬁber(f) ’ .
E,_, ® cofiber(f) —  E,__®., cofiber(f)

n—r

est une équivalence faible dans €, ce qui est vrai d’apres vi) car tout objet de G, est
cofibrant.
On choisit une résolution cofibrante g : E — E’ dans SPSG (6 )iiproj- Comme E’ et

Sym (S) ® e cofiber(f ){—r} sont cofibrants dans Sps6 (6)iproj POUT toOUL T € Z5, ON @
E ®§pe (Sym (S) ® e cofiber(f){—r}) S E ®spe (Sym (S) ® e cofiber(f){—r})

dans ho (SpsG (€ )M_proj). D’ailleurs, on a un carré commutatif

E' ®gpe (Sym (S) ® e cofiber(f){—r}) LY ®gpe (Sym (S) ® e cofiber(f){—r})

l l

E' ® 4o cofiber(f){—r} E Qe cofiber(f){—r}

g®id

dans 6°. La fleche horizontale inférieure est une équivalence faible niveau par niveau car
(—) ®e cofiber(f ){—r} préserve les équivalences faibles niveau par niveau et les fleches
verticales sont des isomorphismes. O

Lemme 1.5.12. Soient (6, ®¢, mor,,, 1,) une catégorie de {-modéles monoidale symétrique,
{l-combinatoire dont l'unité 1, est cofibrante qui vérifie les conditions (i), (ii), (iii), (iv’), (v),
(vi) et (vii) de|1.5.0et S € ob(€) un objet cofibrant. Pour tous E,F € ob (Sps6 (%)M_proj), si
E ou F est cofibrant, alors le morphisme canonique

L 5
E®;,c F > E®g;F

est un isomorphisme dans ho (SPSG (€ )M_proj).

Démonstration. D’apres [1.5.6, Sps6 (6)miproj €St stable, de sorte que ho (Sps6 (€ )M_proj)
est une catégorie triangulée. Le spectre symétrique E induit deux foncteurs triangulés
®, ¥ : ho (Spf (%)lvl_pmj) = ho (Spf (€ )M_proj) définis comme suit : ®(F) := E tX)IS‘p6 F:=
E’ ®spe F/, ou E' — E et F/ — F sont des résolutions cofibrantes; et ¥(F) := E (Ei;sspg F,
ou F' — F est une résolution cofibrante. Autrement dit,  est déterminé par le foncteur
dérivé gauche du bifoncteur (—) ®sps (=) et W est le foncteur dérivé gauche du foncteur
E ®gps (—) : 8pg (6 Dviproj — 8ps (€ Jwiin» lequel est de Quillen & gauche d’apres
Par construction, il existe un morphisme canonique de foncteurs ® — W et 'on prétend
que C’est un isomorphisme. D’apres ®(F) — W¥(F) est un isomorphisme lorsque
F est de la forme Sym(S) ®s cofiber(f){—r}, ot f est une cofibration génératrice et
r € L. D’apres [Hov99, 7.3.1], les objets de cette forme engendrent la catégorie triangu-
1ée ho (Spé5 (€ )M_proj). Comme la sous-catégorie pleine de ho (Spg5 (€ )lvl—proj) engendrée
par les objets F tels que ®(F) — W(F) est un isomorphisme est localisanteE], il en résulte

11. On dit qu’'une sous-catégorie pleine I’ C 7 d'une catégorie triangulée dans laquelle les i-petits
coproduits sont représentables est localisante si 7’ est une sous-catégorie triangulée stable par i-petits
coproduits.
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que ®(F) — Y(F) est un isomorphisme dans ho (Sps6 (€ )lvl—proj) pour tout F. L’assertion
en découle parce que, si F est cofibrant, alors le morphisme ®(F) — ¥(F) est donné par

L
E®, o F—~E®goF. O

Définition 1.5.13 ([Hov01, 7.7]). Soient (¢, ®, mor,,, 1) une catégorie de {-modeles
monoidale symétrique, i-tractable, il-cellulaire et propre a gauche dont l'unité 1, est
cofibrante, I une $l-petite famille de cofibrations génératrices de sources et de buts cofibrants
et S € ob(%) un objet cofibrant. La catégorie de {I-modeéles projective stable Sps6 (6)stproj
est la localisation de Bousfield a gauche de Sp? (6 )iviproj PAr Tapport a la U-petite classe de
morphismes stab(S) définie par

{Sym(S) ®4e (C®4 S){—r — 1} — Sym(S) ®4es C{—r} | C € dom(I) U codom(I), r € Z,},

ot dom(I) (resp. codom(I)) désigne I'ensemble des sources (resp. buts) des éléments de I.
On appelle équivalences faibles stables et fibrations projectives stables les équivalences
faibles et les fibrations, respectivement, de Sps6 (6 )st-proj-

Proposition 1.5.14 ([Hov01, 7.11]). Soient (¢, ®,mor.,, 1) une catégorie de {-modéles
monoidale symétrique, $U-tractable, ii-cellulaire et propre a gauche dont lunité 1 est cofi-
brante, 1 une i-petite famille de cofibrations génératrices de sources et de buts cofibrants et
S € ob (%) un objet cofibrant. Alors Sps6 (6 )seproj €St une catégorie de {U-modeles monoidale
symétrique, i-tractable, -cellulaire et propre a gauche. Si € est stable, alors il en est de méme
de Sp(: ((g)st—proj'

Démonstration. On renvoie a [[HovO01, 7.11] pour la démonstration. Le fait que cette
structure de $l-modeles soit {l-tractable résulte des considérations de [[Hov04, 4.3] ou
de [Barl10, 4.12]. La stabilité de SpsG (6 )seproj dans le cas oli 6 est stable résulte de [Ayo07b,
4.3.77]. ]

Lemme 1.5.15. Soient (6, ®¢, mor,,, 1) une catégorie de {l-modéles monoidale symétrique
vérifiant les conditions (i), (ii), (iii) et (iv) de et S € ob(6) un objet cofibrant. Alors la
classe des équivalences faibles stables monomorphes dans SpsG (6)st.proj €St Stable par sommes
amalgamées et par $-petites colimites filtrantes.

Démonstration. On considére un carré cocartésien

E'—~E'II;F

dans Sps6 (¢¥¢) avec i un monomorphisme. Dans Spé5 (6 )wiimj> les objets E, E’ et F sont co-
fibrants et i est une cofibration. Le carré est donc homotopiquement cocartésien dans
ho (SPS ((g)lvl-inj) = ho (SPS ((5)1v1-proj)- Lidentité Spse((g)lvl—proj - SPS (6 )stpro €St de
Quillen a gauche et préserve donc les colimites homotopiques et en particulier les car-
rés homotopiquement cocartésiens. Par suite, i’ est une équivalence faible stable si i en est
une. D’apres[1.5.0(iv), les monomorphismes de % sont stables par sommes amalgamées. Les
monomorphismes de Sps6 (€¢) sont les monomorphismes niveau par niveau et les sommes
amalgameées se calculent niveau par niveau. Du coup, les monomorphismes de Sps6 (€) sont
stables par sommes amalgamées et i’ est donc une équivalence faible stable monomorphe
dés que i en est une.
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On considére ensuite deux U-petits diagrammes filtrants F,G : A =3 Sp;5 (€6). Les colimites
dans Spé5 () se calculent niveau par niveau, de sorte que iv) entraine que le foncteur
colim : Fun (A, 8p§5 (€ )) — Sps6 (€) préserve les équivalences faibles niveau par niveau.
Par conséquent, le morphisme Lcolim F — colim F induit par un choix de résolution cofibrante
dans Jun (A, Spé5 (€ )lvl_proj)pr _ est un isomorphisme dans ho (.SpsG (% )M_proj). C’est donc

)

a fortiori un isomorphisme dans ho (Sps6 (€ )St_pmj). D’apres [1.3.10| et la remarque que

les colimites homotopiques dans ho (Spf (‘é)st_proj) transforment les équivalences faibles
stables objet par objet en équivalences faibles stables, si f : F — G est un morphisme de
A-diagrammes qui est une équivalence faible stable objet par objet, alors on a un carré
homotopiquement commutatif

Lcolim Fmﬂj Leolim G

| |

colimF prmys colim G
dans lequel Leolim f et les fleches verticales sont des isomorphismes. Comme les L(-petites
colimites filtrantes préservent les monomorphismes d’apres [1.5.0(iv) et comme les mo-
nomorphismes dans Sps6 (€) sont les monomorphismes niveau par niveau, les {-petites
colimites filtrantes préservent les monomorphismes dans Sps6 (€). L'assertion en résulte. []

Proposition 1.5.16. Soient (¢, ®,mor.., 1,,) une catégorie de {[-modéles monoidale symé-
trique vérifiant les conditions (i), (ii), (iii) et (iv) de et S € ob(%6) un objet cofibrant.
Alors la catégorie Sps6 (¢) admet une structure de {I-modéles $I-tractable, $I-cellulaire et propre
a gauche dont les cofibrations et les équivalences faibles sont les monomorphismes et les équi-
valences faibles stables, respectivement. On Uappelle structure injective stable et on la note

SPS (€)stin-

Démonstration. On vérifie que les conditions de [Bek00, 1.7] sont satisfaites. D’apres
il existe un 4-petit ensemble I de cofibrations génératrices parce que les cofibrations de
SpsG (6 )se.inj SON celles de SpSG (6)niimj- La classe des équivalences faibles stables est stable
par rétractes et vérifie 'axiome de deux-sur-trois puisque c’est la classe des équivalences
faibles de Sp§ (€ )stproj- ON sait que la classe rlp(T) est contenue dans la classe des équi-
valences faibles niveau par niveau, donc a fortiori dans la classe des équivalences faibles
stables. D’apres la classe des équivalences faibles stables monomorphes est stable par
$l-petite composition transfinie et par sommes amalgamées. Enfin, la classe des équivalences
faibles stables vérifie la condition du « solution set » parce que c’est la classe des équivalences
faibles de la catégorie de {-modéles U-combinatoire Spg (€ Dst-proj O

Proposition 1.5.17. Soient (6, ®, mor,,, 1) une catégorie de t-modeéles monoidale symé-
trique vérifiant les conditions (i), (it), (iii), (iv), (v),(vi) et (vii) de[1.5.0]et S € ob (%) un
objet cofibrant. Alors, pour tout E € ob (SPS (€ )), le foncteur E ®g,e (—-): Sps6 (6)seproj —
Spf (6 )st.inj €St de Quillen a gauche.

Démonstration. D’aprés|1.5.9] le foncteur composé

5 id
SPS (€ )lvl—proj SP; (%6 )lvl-inj - SPSG (¢ )st-inj

est de Quillen a gauche. II suffit de montrer que la condition (iii) de est satisfaite
par rapport 4 la localisation de Bousfield Spg (6 Diviproj — Spf (6 )stproj- SOit f : F — F une
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équivalence faible stable entre objets cofibrants de SpéG (6)st.proj- On @ un carré commutatif
dans ho (Sps6 (¢ )St_proj)
id®tf

L L @
E®SP§F—>E®SP§F

| l

/
E®SPSG Fld_®f>E®SPSG F

dont les fleches verticales sont induites par le choix d’une résolution cofibrante fonctorielle.

D’apres|1.5.12} ces fleches verticales sont des isomorphismes. La fleche horizontale supérieure

étant un isomorphisme par définition de ®]§p6’ I'assertion en résulte. ]
S

Théoreme 1.5.18. Soient (6, ®,mor.,, 1,) une catégorie de {-modéles monoidale symé-
trique vérifiant les hypothéses de et S € ob(€¢) un objet cofibrant. Alors Spg’ (6)stproj
vérifie 'axiome du monoide.

Démonstration. L'assertion résulte aussitot de et de[l.5.15 O

Définition 1.5.19. Soient (¢, ®,,mor,,, 1) une catégorie de {-modeles monoidale symé-
trique, U-tractable, $l-cellulaire et propre a gauche et S € ob (%) un objet cofibrant.

(1) La localisation de Bousfield a gauche Spf (6)se.proj A€ Spé5 (6)miproj PAT Tapport a la
classe stab(S) définie dans existe d’apres On dira qu'un objet E = (E,, 0,)nez_,
de SpsG (€) est un QZ-spectre si, pour tout n € Z,, E, est un objet fibrant de € et que
ladjoint &, : E, — mor,, (S,E,;;) du morphisme d’assemblage o, est une équivalence faible.
D’apres [HovO1] 7.8], les 2*-spectres sont les objets fibrants de Sps6 (6 stproj-

(i) Plus généralement, on appelle Q*-spectre faible un objet stab(S)-local de Sps6 (6).
Evidemment, un Q®-spectre est un Q®-spectre faible. On peut caractériser les Q®-spectres
faibles (E,, 0,,)nez., Par la propriété suivante : pour tout n € Z, le morphisme canonique
G, :E, — Rmor,, (S, E,;1), adjoint du morphisme o, : S®4E, — E,,;, est un isomorphisme
dans ho (¢). La théorie des localisations de Bousfield montre que les Q2*-spectres sont
précisément les 2*°-spectres faibles qui sont fibrants dans Sps6 (6 )iproj-

(@i)) Soit E = (E,, 0y)nez., €0b (SpéG (€ )). On note E(1) le S-spectre symétrique
E(1) = mor ¢ (14{-1},E) = mor . (Sym(S){-1}E).

Explicitement, E(1) = (E(1),,, 5(1),),ez_, €st le S-spectre symétrique donné par E(1), = E, 4
et 0(1), = 0,41, ou l'action de &, sur E,,, est celle induite par I'inclusion &, — &, ;.
Il existe un morphisme canonique o : X°S ®gpe E = S{0} ®,s E — E(1) donné par le
morphisme o, au niveau n € Z,.,. On peut itérer la construction(—)(1) : on pose E(0) :=E
et 'on note E(n) le S-spectre symétrique (E(n — 1))(1) pour tout n € Z,. Evidemment, les
morphismes d’assemblage o, induisent un morphisme canonique ¢" : (£g° S)®e" ®sps E — E(n)
pour tout n € Z.

Lemme 1.5.20 ([[CDQ9, 7.11, p. 255]). Soient (¢, ®, mor.,, 1) une catégorie de t-modéles
monoidale symétrique vérifiant les hypothéses de S € ob(¢) un objet cofibrant, E €
ob (Sps6 (‘6)) un Q®-spectre et r € Z. Alors le morphisme canonique o : (£°S)®" ®gps E—
E(r) est une équivalence faible stable.
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Démonstration. Le cas r = 0 est trivial. Si E est un Q*-spectre, alors il en est de méme
de E(1), parce que Sym(S) {—1} est cofibrant d’apres|1.5.5|et mor,  est un bifoncteur de
S

Quillen. Du coup, par récurrence, il suffit de traiter du cas r = 1. Par adjonction, on peut
factoriser o en

counit

id®s 0
£S,E(1)) — E(1),

23S ®gps E— E°S Qs mor o (
ou ¢ est le morphisme adjoint de o. D’apres [1.5.12)}, il existe un isomorphisme d’endo-
foncteurs X3°S ®gpe (=) = XS ®§p§’ (—) de ho Spf ((5)1V1.proj)- Par conséquent, d’apres
[Hov01, 9.3], la deuxieme fleche est une équivalence faible stable. Comme %°S ®spe (=)=

nXS QL . (—) préserve les équivalences faibles niveau par niveau, il reste & constater que E

est un Q*-spectre si et seulement s’il est fibrant dans SPSG (6)iproj € qUE G est une équiva-

lence faible niveau par niveau, ce que I'on peut vérifier facilement a I'aide de l'identification

mor o (Z‘S’OS, E(1)) = mor, o (Sym(S) ®4s S{—1},E). O
S S

Proposition 1.5.21 ([[CD09, 7.16]). Soient (¢, ®,mor.., 1,) une catégorie de {I-modéles
monoidale symétrique vérifiant les hypothéses de S € ob(¢) un objet cofibrant, E =
(Ens Opdnez,, € 0D (Sps6 (%)) un Q*-spectre faible et r € Z,,

(i) Le morphisme canonique " : (3S)®" ®gpe B — E(r) est un isomorphisme dans

ho (SPSG ((g)st-proj)'
(ii) Il existe un isomorphisme canonique RO ((X°S)®" ®spe E) 2 E, dans ho (%).

Démonstration.

(1) Lassertion est vraie si E est un Q*-spectre d’apres Sinon, il existe une résolution
fibrante p : E — E’ dans Sps6 (6 )st.proj- Comme les Q> -spectres faibles sont les objets stab(S)-
locaux, ’équivalence faible stable p est une équivalence faible niveau par niveau. Il en
résulte que le morphisme induit p(r) : E(r) — E'(r) est une équivalence faible niveau par
niveau. Comme le foncteur (X3°S)®" ®sps (—) préserve les équivalences faibles niveau par
niveau ([1.5.21} on est ramené au cas ou E est un Q*-spectre.

(i) C’est une conséquence immédiate de (i). ]

Corollaire 1.5.22. Soient (¢,®¢,mor,,, 1) une catégorie de {l-modéles monoidale symé-
trique vérifiant les hypothéses de S € ob(6) un objet cofibrant et 4 < ob (%) une
famille homotopiquement génératrice d’objets homotopiquement X,-présentables. Si G ®]:g S est
homotopiquement X,-présentable pour tout G € ¥, alors les Q™-spectres faibles dans Sp(s5 (¥)
sont stables par $-petites colimites filtrantes.

Démonstration. D’apres iv), les {-petites colimites dans SpS6 (%) sont des 4I-petites co-
limites homotopiques dans Sps6 (6 )se.proj- SOit @ — E; 1 A— Sps‘;G (€6) un U-petit diagramme
filtrant tel que E, soit un Q*-spectre faible pour tout a € ob(A). Alors on prétend que le
morphisme canonique

&, :colimE, ., — Rmor., [ S, colimE
n QEA a,n peiebdell 4 ’ QEA a,n+1

est un isomorphisme dans ho (¢) pour tout n € Z.,. Comme S est supposé homotopiquement
X,-présentable, on a un isomorphisme canonique

cgleilin Rmor,, (S,Ea,nﬂ) — Rmor,, (S,cgleign Ea,n+1)
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pour tout n € Z, grice a l'existence de la famille ¢ et la X-présentabilité des objets G ®, S.
L’assertion en résulte. O

Lemme 1.5.23. Soient (6¢,®, mor.,, 1,,) une catégorie de tl-modéles monoidale symétrique
vérifiant les hypotheses de S € ob(¢) un objet cofibrant, ¢ C ob(%€) une i-petite
famille génératrice et homotopiquement génératrice d’objets cofibrants, ¥,-présentables et
homotopiquement R -présentables. Si G®", S est homotopiquement X,-présentable dans € pour
tout G € 9, alors {Sym(S) ®4s G{—1} |G € Y, r € Z,,} est une i-petite famille génératrice
et homotopiquement génératrice d’objets X -présentables et homotopiquement X,-présentables
dans Sps ((g)st—proj'

Démonstration. 11 est facile de voir que les objets G{—r}, G € ¥, r € Z.,, engendrent €°
et il en résulte que les objets Sym(S) ®,¢ G{—r} engendrent Mod(Sym (S)) = SpS6 (¥6).
L’argument de [[Ayo07b, 4.5.67] montre que la famille de tels objets est également homoto-
piquement génératrice.

D’ailleurs, les objets G{—r} sont X,-présentables dans € parce que les -petites coli-
mites dans 6° se calculent niveau par niveau. Comme le foncteur d’oubli v : Spg’ (6)— 6°
préserve les {-petites colimites, il en résulte par adjonction que Sym(S) ® ¢ G{—r} est
R,-présentable pour tous G € ¥, r € Z.,. Montrons qu'un objet de cette forme est ho-
motopiquement X,-présentable. Soient G € ¥, r € Z,,et a — E, : A — SPS (¢) un
i-petit diagramme filtrant. Sachant que les i-petites colimites filtrantes sont des colimites
homotopiques dans Spg’ (6)st.proj> ON prétend que le morphisme canonique

colim,, Rmorspg((g)spproj (Sym(S) ® 4 G{—r},E,)
RmorSpsG(%)st-proj (sym (S) ®(gG G{—I‘}, COlimQEA Eﬂ)

est un isomorphisme dans ho (Set, ). Le foncteur (—){—r} préserve les colimites et I'on
peut donc supposer r = 0 en remplagant E, par E,{—r} pour tout a € A. De plus, on peut
évidemment supposer que E, est un Q2*-spectre faible pour tout a € A. D’apres [1.5.22]
colim,, E, est un Q*-spectre faible. Il reste a remarquer que

colimRmor,
acA Spg(%)st—proj
~ 1.
= colim Rmor,, (G, Ea,O)

acA

(Sym(S) ®es G{0},E,)

= Rmor,, (G, cgleifl\n Ea,O)

= Rmor,, (G, (Cglelf{nE“)o)
= Rmorspg(%)st_proj (Sym (S) ®,e G{0}, cglelf{n Ea) ,

grace a|l.5.21fet a ’hypothese que les éléments de ¥ sont cofibrants. O

Lemme 1.5.24. Soient (6, ®., mor., 1,,) une catégorie de tl-modéles monoidale symétrique
vérifiant les hypothéses de et S € ob(6) un objet cofibrant. Alors Spé5 (6 )se-proj €St
naturellement une 6-catégorie de {-modéles. De plus, si (V,®,,mor,,, 1) est une catégorie
de $1-modéles monoidale symétrique dont lunité 1, est cofibrante et que 6 est une ¥-catégorie
de {-modéles, alors SpS (€ )st.proj €St naturellement une ¥-catégorie de {-modéles.
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Démonstration. On applique [Bar10, 1.31]. Plus précisément, comme on I'a remarqué dans
'adjonction %g° 4 Q22 induit une structure de ¢-catégorie sur SpS6 (€) et, munie de
cette structure, Spf (6)st.proj €5t UNe G-catégorie de L-modeles car X est de Quillen a
gauche. La deuxieme assertion se démontre de la méme facon : la structure de ¥-catégorie
de {l-modeles sur ¥ induit un foncteur de Quillen a gauche monoidal symétrique fort
(-) @Y 14 : ¥ — ¢ d’aprés [Barl0, 1.31] et le composé ZX((—) ©) 14) : ¥V — Sps6 (¢6)
induit une structure de ¥ -catégorie de {[-modeles sur Spf (6 )st-proj- O

On rappelle encore un théoreme utile de M. Hovey dont on aura besoin.

Théoreme 1.5.25 ([[Hov01l, 8.3]). Soient f* : € — %’ un foncteur de Quillen a gauche
monoidal symétrique fort entre catégories de $1-modéles monoidales symétriques $I-tractables,
-cellulaires et propres a gauche et S € ob(6) un objet cofibrant. Alors f* induit un foncteur
de Quillen a gauche monoidal symétrique fort Spf (f) : Spf (6)seproj — Sp?*s (6 )seproj- De
plus, SpSG (f*) est une équivalence de Quillen dés que f* en est une.

1.6 STRUCTURES DE MODELES P!-STABLES

Notation 1.6.0. Dans ce numéro, on fixe les données suivantes :
(1) un Y-schéma B noethérien de dimension de Krull finie;

(ii) une sous-catégorie pleine 8 C Sch™|B stable par produits finis et par tirés-en-arriére le
long des morphismes de Sch™|B et contenant les B-schémas quasi-projectifs ;

(iii) la classe admissible Sm C mor(8) des morphismes lisses ;

(iv) une i-petite catégorie tannakienne (7, ®7,hom,, 1, ) de Ext-dimension < d, € Z5;

(v) la catégorie 7 :=Ind (7,) des ind-objets de T ; et

(vi) la catégorie Cplx (7 );,; des complexes dans J munie de la structure de {-modéles

injective.

En particulier, ces données vérifient les hypotheses de d’aprés Pour tout
S € ob(8), on désigne par 1,5 € ob (iPSh (SmlS, Cplx (7)) ) l'objet unité, a savoir le
préfaisceau constant de valeur 1,, et par K le corps de caractéristique nulle hom,, (15,1, ).

Résumé. On achéve la construction de la catégorie homotopique stable a coefficients ind-
tannakiens en stabilisant les structures de modeles projective et injective A'-Nisnevich-locales
de §1.4 par rapport a P'. Il s'agit de résumer les résultats des numéros précédents dans
le cas particulier auquel on s’intéresse au prochain chapitre, a savoir celui des spectres
symétriques a coefficients ind-tannakiens. Par ailleurs, I'existence des adjonctions de et
nous permet de relier tres fructueusement la catégorie homotopique stable 8-, (S)
a coefficients dans J aux catégories SJ, (S) et 8H, (S) lorsqu'il existe un foncteur fibre
w : Jy — Mod(K’) avec K’ un corps de caractéristique nulle.

Plan. On commence par vérifier que la catégorie Cplx (7 ), satisfait aux diverses hypothéses
introduites dans les numéros précédents et 'on en déduit 'existence d’une
catégorie homotopique stable a coefficients ind-tannakiens jouissant des propriétés attendues
(1.6.7). Dans on construit une adjonction 8, (S) 2 87(,, (S) induite par celle de
Une conséquence heureuse est 'existence d’une famille homotopiquement génératrice
d’objets homotopiquement fortement dualisables de 8J(,, (B), ou B = Spec(k) est le spectre
d’un corps parfait (1.6.9). On vera dans que l'existence d’un foncteur fibre w : 7y —
Mod(K") avec K’ un corps de caractéristique nulle induit une adjonction w* : 8}, (=) 2
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8H, (=) : Rw, de catégories motiviques ([ICD12b, 2.4.45] dont I'adjoint & gauche est
conservatif.

Proposition 1.6.1. Soit S € ob(8). Les catégories de $i-modéles
(i) PSh(8mls, Cplx (9)inj)pmj, PSh (Sm|s, Eplx (9)mj)mj,

(ii) PSh (SmlS, Cplx (T )iy) s PS (S, €PIx (7))
(ii) PSh (SmlS, Cplx (7))

sont monoidales symétriques, $-tractables, stables et propres a gauche et elles vérifient 'axiome
du monoide. De plus, si ¢ := {V[n] | V € ob (), n € Z}, alors ¢ @°**7) (Sm|S) est
une -petite famille génératrice et homotopiquement génératrice d’objets X,-présentables et
homotopiquement X -présentables dans chacune de ces structures de ${-modéles.

Nis-inj’

et PSh (SmlS, Cplx (7))

Al -Nis-proj Al -Nis-inj

Démonstration.

(i) La premiére assertion résulte de [1.0.7 [1.2.7] [1.2.8|et[1.2.1]] et la seconde de[1.0.12
et|1.2.14. On remarque que les {-petites colimites filtrantes sont exactes dans la catégorie
abélienne de 4-Grothendieck Cplx (), de sorte que les hypothéses de1.2.14{sont satisfaites.

(i) La premiere assertion résulte de|1.3.3](1.3.5/et[1.3.6| et la seconde de|1.0.12|et(1.3.9]
(iii) La premiere assertion résulte de et et la seconde de1.0.12|et [1.4.6] O

Lemme 1.6.2. Soit S € ob(8). Alors les catégories de {-modéles

PSh (SmlS, Cplx (7))

vérifient les hypothéses de

Démonstration.

et PSh (SmlS, Cplx (9)inj)

Al -Nis-proj A! -Nis-inj

() Les réunions sont effectives dans une catégorie abélienne.

(i1) Les monomorphismes sont stables par il-petites compositions transfinies, voire par
$l-petites colimites filtrantes, dans une catégorie abélienne de {-Grothendieck.

(ii)) La i-tractabilité et la propreté a guache ont été constatées dans Pour la -
cellularité, il suffit de remarquer que les localisations de Bousfield a gauche par rapport
aux U-petites classes de morphismes préservent cette propriété d’apres [Hir03, 4.1.1] et
que PSh (SmlS, Cplx (7 )mj)proj et PSh (SmlS, Cplx (7 )inj)mj sont {-cellulaires parce qu’il
en est ainsi de Cplx (7 ),,;. En effet, tout monomorphisme dans une catégorie abélienne est
effectif.

(iv) Dans une catégorie de complexes dans une catégorie abélienne de i-Grothendieck, les
monomorphismes et les quasi-isomorphismes sont stables par il-petites colimites filtrantes.
D’aprés [1.3.10, les équivalences faibles de PSh (SmlS, Cplx (7 )mj) Al Nisproj ST stables
par i-petites colimites filtrantes. Dans une catégorie abélienne, les monomorphismes sont
stables par sommes amalgamées. Si f : K — L est une équivalence faible monomorphe de
PSh (SmlS, Cplx (7 )inj) et que g : K — K’ et un morphisme quelconque, alors le

carré cocartésien

Al -Nis-proj

g

K——K

|k

L——= LI K
% K
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Al Nis-nj €St PTOPIE @

gauche d’apres (iii) et sa classe de cofibrations est la classe des monomorphismes. Il en
résulte que f’ est une équivalence faible et 'on a déja remarqué qu’il est monomorphe.

est homotopiquement cocartésien parce que PSh (SmlS, Cplx (7 )inj)

(v) Un coproduit fini de monomorphismes ou de quasi-isomorphismes monomorphes dans la
catégorie abélienne Cplx (7) est forcément un monomorphisme ou un quasi-isomorphisme
monomorphe, respectivement. Par suite, les monomorphismes et les équivalences faibles
monomorphes de PSh (SmlS, Cplx (7 )ini)proj sont stables par coproduits finis. Il est évident
que cette stabilité par coproduits est respectée par les localisations de Bousfield a gauche :
il suffit de se rappeler de la définition des morphismes S-locales, ou S est une classe de
morphismes d’une catégorie de {[-modeles.

(vi) Les cofibrations de la catégorie de {-modeles PSh (Smls, Cplx (7 )mj) . sont les

Al -Nis-inj
monomorphismes et cette structure de {-modeles est monoidale symétrique d’apres|[1.4.4]

(vii) La catégorie de {-modéles PSh (SmlS, Cplx (T )inj) Al Nisiinj 5t stable d’apres|1.4.2l [

Théoréme 1.6.3. Soient S € ob(8) et T € ob (rPSh (smis, eplx (9)mj)pmj) un objet cofi-
brant. Alors les Cplx (T );y-catégories de t-modéles monoidales symétriques

SpS (TSh (Smis, Cplx (7))

Al —Nis—proj) SE-proj

et Sp§ (s (smls, €plx (7))

Al -Nis-inj ) st-proj

sont stables, U-tractables, iU-cellulaires, propres a gauche et vérifient U'axiome du monoide.

De plus, elles sont parfaites au sens de [[CD12bl, 7.2.3] et, si (V G)gglff(m Vs (X)) ®" T est

homotopiquement X,-présentable pour tous V € ob (J), X € ob(8m|S), alors
{Sym (T) ®pgpe (VIn] @7, v, X){—r} | Veob(F), n€Z,Xeob(8mlS), r € Z,4}

est une famille génératrice et homotopiquement génératrice d’objets cofibrants, X,-présentables
et homotopiquement X -présentables.

Démonstration. On commence par remarquer que ce sont des Cplx (7);,;-catégories de 4I-
modeles monoidale symétriques d’apres [1.5.14] et [1.5.24] La premiére assertion résulte
aussitot de et de [1.5.18] On rappelle qu'une catégorie de il-modéles monoidale
symétrique . est dite parfaite si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) A est U-tractable;

(ii) A vérifie 'axiome du monoide ;

(iii) pour toute équivalence faible R — S de monoides dans ., le foncteur S ®; (—) :
LMod (R) — LMod (S) est une équivalence de Quillen a gauche, ou £LMod (—)
désigne la catégorie des modules a gauche, munie de la structure de ${-modeles de
[SS00, 4.17;

(iv) les équivalences faibles de .# sont stables par 4-petits coproduits.

Dans notre cas particulier, (i) résulte de|1.5.14} (ii) de la remarque précédente, (iv) de la
preuve de(1.5.15|et (iii) de [[CD12b, 7.2.9], (iv) et|1.5.12| La derniére assertion résulte de
M1.5.23, [1.0.12, [1.2.13] et [T.4.6. 0

Définition 1.6.4. Soit S € ob(8).
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(1) On appelle objet de Tate 1, 5(1) la co-suspension cofiber(y, s (c,))[—1] de la cofibre du
morphisme y, (o) : 155 =y55(S) = ¥4 5 (G, s) dans PSh (iPLS, Cplx (ﬁ)inj) induit par
la section unité o, : S — G, 5. On remarque que y, s (0;) est un monomorphisme scindé en
tant que section de y, s (p), ou p : G, s — S désigne la projection canonique. Par conséquent,
cofiber(y, ¢ (0;)) est cofibrant dans chacune des structures de modéles de en tant
que rétracte de l'objet y,» 5 (G,,5), qui est cofibrant d’apres Comme le foncteur de
co-suspension (—)[—1] préserve les objets cofibrants, 1, 5(1) est cofibrant par rapport a ces
structures.

(i}) On note Spi(l) (S, 7) la catégorie Spis(l) (S, Cplx (7 )) et on l'appelle catégorie des
spectres de Tate symétriques sur S. Cette éatégorie admet une structure de Cplx (7 )y-
catégorie de {[-modeles

SPS, 1y (S P = 8PS, 1y (PSh (SmS, €plx (F)y)

—Nis—proj) St-proj

monoidale symétrique, $l-tractable, i(-cellulaire, stable et propre a gauche dont I'unité est
cofibrante et qui vérifie 'axiome du monoide d’apres [1.5.14} [1.5.24] et [1.6.2] On note
8H,, (S) sa catégorie homotopique. On remarque que l'objet 1, 5(1) est X,-présentable et
homotopiquement ¥,-présentable en tant que rétracte d’'un objet X,-présentable et homoto-
piquement X -présentable. Par ailleurs, V@;igl;:(g) Yo (X)®% 15 5(1) est homotopiquement
X,-présentable pour tous V € ob (%), X € ob(8m|S). En particulier, 8P169(1) (S, T stproj ad-
met une 4-petite famille homotopiquement génératrice d’objets cofibrants, X,-présentables
et homotopiquement X,-présentables d’apres|(1.6.3

Notation 1.6.5. Soit S € ob (8).
(1) On fera I’'abus de supprimer le foncteur Z‘i‘;s(l) de la notation lorsqu’on I'applique aux

objets projectivement cofibrants, e.g. si F € ob (TSh (SmlS, Cplx (T )inj)proj) est cofibrant,
alors on désignera par F I'objet Zi‘;s(l)F lorsqu’aucune confusion n’est a craindre.

(i) On fera aussi ’'abus de noter Qgpe le produit tensoriel dans Spi,u),s (S, ), hornSPG le

bifoncteur d’exponentiation hom et 1, ¢ l'objet 1 S 1(8.7)"
: s (S

SpG

N CE S

(iii) Pour tous E € ob (Sﬂ-Cg (S)) et r € Z, on note E(r) I'objet E ®g e 1, 5(1)®". Rappelons
que 1, (1) est ®-inversible dans 8K, (S) d’apres [Hov01, 9.1]@ et donc E(r) est bien
défini a équivalence preés méme pour r < 0.
Proposition 1.6.6. Soit (f : T — S) € mor(8).

(1) La Cplx (T )-adjonction

f>I< = Spi,»(l) (f*) : Spi(l) (S: 9)st-proj <:> Spi/.(l) (T, g)st-proj : Spi?(l) (f*) = f*

induite par la Cplx (7)-adjonction f* - f, de|1.4.5(i) est de Quillen et f* = Spi(n (f")
est monoidale symétrique fort.

(i) Si f € 8m, alors la Cplx (T )-adjonction

f]i = Spiﬂl) (fﬁ) . Sp(fg(l) (T7 <9.)st-p1roj 2 Spfq(l) (87 <9.)st-p1roj : Spfg(l) (f*) = f*
induite par la Cplx (7 )-adjonction f, 4 f* de[1.4.5ii) est de Quillen.

12. En effet, [HovO1} 9.1] montre que 15 (1) ®§p6
donc un objet F € ob (89{9 (S)) tel que 1, (1) ®gp6 F=1,;.

(=) est une auto-équivalence de 8X,, (S) et il existe
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Démonstration.

(i) Cela résulte aussitot de et de(1.5.25

(i1) Une fois que l'on a vérifié que c’est une Set-adjonction de Quillen, on en déduit facile-
ment que c’est une Cplx (7 );,-adjonction de Quillen. Montrons que 'on a une Set-adjonction
de Quillen. II s’agit d’'une application de [[Ayo07b| 4.3.34]. En effet, d’apres

f;: P8h (SmlT, €plx (7);y) — PSh (SmlS, €plx (7 );y)

Al -Nis-proj Al -Nis-proj

est de Quillen a gauche et il faut construire un isomorphisme naturel

15 5(1) ®psp fiF = fi(15 1(1) ®ysp, F).

Pour cela, on constate que f*1, (1) = 1, (1) parce que f* préserve les cofibres et les
co-suspensions et que f*y, s (X) =y, 1 (X Xg T) pour tout X € ob(8m|S). Lisomorphisme
naturel voulu est donc fourni par la formule de projection qui est assurée par le fait que
PSh (Sml(—), Cplx (7 )mj) . est une catégorie Sm-prémotivique (1.4.7). ]

A -Nis-proj

Proposition 1.6.7. La donnée 5p1667(1) ((=)5 T )stproj €St une catégorie de L-modeles U-tractable,
Sm-prémotivique sur 8§ dont la catégorie homotopique 8H 7 (—) est une catégorie motivique
au sens de [[CD12D, 2.4.45] dont chaque fibre 8}, (S), S € ob(8) est engendrée en tant

que catégorie triangulée par les objets homotopiquement X,-présentables de la forme V@?p o

Y7s(X)(=r), V € ob (%), X € ob(8m|S), r € Z,, clest-d-dire une catégorie motivique
engendrée par la famille des twists ob (Fp) X Z<y := {VO7 . 1,(r) |VE 0b(T,), r € Z_o}

$p®
([CD12Bb, 1.1.41)).
Démonstration. D’apres (1.3.18| cette catégorie fibrée est équivalente a celle définie dans

[Ayo07b, 4.5.52] avec M := Cplx (7). Les résultats de [Ayo07b, §4.5] montrent qu’il
s’agit d'une catégorie motivique. La derniére assertion résulte de1.5.23 ]

Rappelons que I'on note K le corps de caractéristique nulle hom,, (15,1,).

Proposition 1.6.8. Il existe un morphisme canonique de catégories de {I-modéles monoidales
symétriques, K-linéaires, Sm-fibrées, completes sur 8 ([CD12b, 1.2.4])

(1* M Spi((l) (S, MOd(K))St-pI‘Oj (:> Sp(f7(1) (SJ g)st-proj . a*.

Démonstration. D’apres|1.0.8] il existe un foncteur de Quillen a gauche K-linéaire, exact,
monoidal symétrique fort canonique a* : Cplx (Mod(K)), . — Cplx (7 Jinj- Alors a* induit
un foncteur canonique, noté abusivement

inj

a* : PSh (Sm|S, Eplx (Mod(K)) ) — PSh (SmlS, Cplx (7))

défini par F — a* o F. Ce foncteur est adjoint a gauche du foncteur F — a, o F, noté
abusivement a,. Cet adjoint a droite o, préserve les fibrations et les fibrations triviales objet
par objet, de sorte que a, est de Quillen a gauche par rapport aux structures projectives
globales. D’ailleurs, pour tous S € ob(8), X € ob(8m|S), on a oy s(X) =y, s (X) parce
que a*1; = 1, et a* préserve les {l-petites colimites. Comme a* préserve les équivalences
faibles objet par objet, il se dérive trivialement et en particulier a* préserve les colimites
homotopiques. Par suite, a* préserve les équivalences faibles Nisnevich-locales génératrices
(1.3.2) ainsi que les équivalences faibles Al-locales génératrices (1.4.1). D’apres

a*: PSh (Sm|S, Cplx (Mod(K)),,;) — PSh (8m/S, Cplx (7);y;)

Al -Nis-proj Al -Nis-proj
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est de Quillen a gauche. Gréace a(1.5.25] on en déduit un foncteur de Quillen a gauche
monoidal symétrique fort

a* . Sp?l((l) (S’ MOd(K))st.proj - Spfq(l) (SJ g)st-proj

pour tout S € ob(8).

Le foncteur a* commute aux foncteurs d’'image inverse f* au niveau des catégories de
préfaisceaux et donc aussi au niveau des catégories de spectres de Tate symétriques. Par suite,
on dispose d'un morphisme cartésien et monoidal symétrique fort de catégories monoidales
symétriques fibrées Spi(l) ((—),Mod(K)) — Spfgm ((-), 7). D’apres [CD12b, 1.2.13],
pour que a* 4 a, soit un morphisme de catégories monoidales symétriques, Sm-fibrées,
completes, il faut et il suffit que le morphisme canonique a*Zf{)S(l)yK’S X)— Z‘f;’s(l)ygys X)
soit inversible pour tous S € ob(8), X € ob(8m|S), ce qui est vrai pour les raisons déja
évoquées. ]
Corollaire 1.6.9. On suppose que B = Spec (k) est le spectre d’un corps parfait. Alors la
$I-petite famille d’objets homotopiquement fortement dualisables

4 :.={V @ZJG Yo X)(=r)|Veob (%), X ob(8Sm|B) projectif, r € Z,}

est homotopiquement génératrice dans Spi_m (B, T )seproj Par conséquent, tout objet homotopi-
quement X ,-présentable de Spi(l) (B, 7 )st.proj €St homotopiquement fortement dualisable.

Démonstration. D’apres [Rio05, 1.4], la famille
{yks X)(—7) | X € ob(8m|B) projectif, r € Z,}

est homotopiquement génératrice et formée d’objets homotopiquement fortement dualisables
dans Spf’K(l) (B, Mod(K)), - Le foncteur a* de|1.6.8| étant monoidal symétrique fort, La*
préserve les objets homotopiquement fortement dualisables. Il en est de méme du foncteur
V@IS“;Z (—) pour tout V € ob (7).

D’apres [1.6.3] les objets V@?p6 Y75 (X)(—1), V€ ob (%), X € ob(8m|B), r € Z, en-
gendrent 8J{,, (B). D’apres le théoréme de Thomason [Nee0T, 4.4.9], il suffit de montrer
que pour tous V € ob (), X € ob(Sm|B) et r € Z., 'objet VG)ZP6 Yo 5 (X)(—r) appartient
a la sous-catégorie épaisse de 8H(,, (B) engendrée par ¢. Lobjet yy g (X) étant cofibrant pour
tout X € ob(8m|B), on a La*ygp(X) = a*ygxp (X) =y, 5 (X). D’apres [Rio05, 1.4], pour
tous X € ob(8m|B), r € Z, 'objet yg 5 (X)(—r) est un rétracte de la colimite homotopique
d’un diagramme fini de suspensions et de co-suspensions d’objets de la forme y (X)(—s),
ot X € ob(8m|B) est projectif et s € Z.,. Comme La* préserve les rétractes et les colimites
homotopiques, on en déduit que y, g (X) = La*yi g (X) est un rétracte de la colimite homo-
topique d'un diagramme fini de suspensions et de co-suspensions d’éléments de 4. Cela
achéve la démonstration, parce que la sous-catégorie épaisse de 8J(,, (B) engendrée par
9 est stable par I'endofoncteur V @255 (—) et 'on vient de montrer que tout objet de cette

sous-catégorie est homotopiquement fortement dualisable. [

Lemme 1.6.10. Soient ¢ un \l-petite catégorie dans laquelle les produits finis sont repré-
sentables et w : ¥ — V' un foncteur monoidal symétrique fort entre catégories monoidales
symétriques fermées $A-cocomplétes. On suppose que > préserve les $-petites colimites. Alors il
existe un isomorphisme canonique

o (mot,g, (vy (X),F)) 2 moryg, (w(yy (X)), (F)
dans PSh (6, V") qui dépend fonctoriellement de X € ob(6) et de F € ob (PSh (€, V¥)).
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Démonstration. Par adjonction, se donner un tel morphisme revient a se donner un mor-
phisme

w (Mot (5 (X),F)) @y (¥, (X)) = 0 (moryg, (v (X), F) @ yy (X)) = w(F)

et le candidat évident pour un morphisme de cette forme est 'image du morphisme d’éva-
luation par w. Rappelons que wy.,, (Y) =y, (Y) pour tout Y € ob(¢), puisque w préserve
I'unité et les Ll-petites colimites. Afin de montrer que I'on obtient un isomorphisme, il suffit
de remarquer que la famille

{mor;féh((gﬂ,,) (4 (Y),—) | Yeob (‘6)}
est conservative et que
mor;gh((gy,) (yv/’ (Y), o (M%h (vy (X),F) ))
=w (mor$8h(%,v) (Y“I/ (Y), mor,g, (y4 (X),F) ))
=w (mOIgSh(%,"t/) (¥y (Y) ®gs1, ¥y (X), F))
=w (mor;fSh(%ﬂ,) (v, (Y x X), F))
= mor%h(%:fﬂ) (v, (Y x X), w(F))
= mor;fslh(%y,) (@ (yy (V) ®gs ¥y (X)) , w(F))
= MOr)g s 4y (V5 (V) s, (3 (X)), ()
= mor;gh(%,“l/’) (W (Y), mor,g; (e(yy (X)), ‘D(F)))
pour tout Y € ob (%). O

Proposition 1.6.11. Soient K — K’ une extension de corps et w : Jy — Mod(K") un foncteur
fibre. Alors w induit un foncteur de Quillen a gauche, monoidal symétrique fort

@ 1 8p7 1y (8, T seproj = 8P ) (S, Mod (K'))

st-proj
qui préserve et détecte les équivalences faibles. En particulier, son dérivé w* = Lw”™ est conservatif.

Démonstration. D’apres w induit un foncteur de Quillen a gauche, monoidal symé-
trique fort, conservatif et homotopiquement conservatif Cplx (7 );,; — Cplx (Mod(K’))inj. Le
foncteur induit

w*: PSh (Sms, plx (9)im.)proj — PSh (8m/S, Cplx (Mod(K ))mj)proj
est aussi de Quillen a gauche, monoidal symétrique fort, conservatif et homotiquement
conservatif. En effet, I'adjoint a droite w, du foncteur w* : Cplx (7) — Cplx (Mod(K))
induit un adjoint a droite

w, : PSh (Sm|s, plx (Mod(K’))mj)proj — PSh (8mlS, Cplx (7);y;)

proj
qui préserve les fibrations et les fibrations triviales objet par objet.

Il est clair que w* préserve les équivalences faibles Nisnevich-locales génératrices (1.3.2)
ainsi que les équivalences faibles A'-locales génératrices (|1.4.1), de sorte qu’il est de Quillen
a gauche entre les localisations de Bousfield a gauche

w": PSh (SmS, Cplx (7)) — PSh (8m/S, Cplx (Mod(K)),,)

Al -Nis-inj Al -Nis-inj
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d’aprés Cela montre de plus que w* préserve les équivalences faibles. D’aprés|1.5.25|
ce foncteur induit un foncteur de Quillen a gauche, monoidal symétrique fort

" : PSh (Sm|S, Cplx (9)im.)lmj — PSh (8m/S, Cplx (Mod(K)),,)

proj *

A l'aide de|1.4.7|et[1.6.10| on vérifie aisément que ce foncteur préserve les objets Nisnevich-
locaux et Al-locaux.

Montrons que w* est homotopiquement conservatif. Les deux catégories de {l-modéles
étant stables, il suffit que le foncteur dérivé w* = Lw™* détecte les objets nuls. Soit E =

(En» Opnez., € 0D (Spi(l) S, 7 )St_proj). On peut supposer que E est cofibrant et fibrant. En

particulier, E est un Q®-spectre faible qui est Nisnevich-local et Al-local niveau par niveau.
En utilisant on peut montrer que w‘E = Lw*E est un Q%-spectre faible qui est
Nisnevich-local et Al-local niveau par niveau d’apres les remarques précédentes. Par suite,
si Lw*E est faiblement équivalent a I'objet nul 0, alors il est faiblement équivalent a O
dans PSh (SmlS, Cplx (J\/[od(K’))mj)proj niveau par niveau. Comme w* détecte les quasi-

isomorphismes, cela entraine que E est quasi-isomorphe a 0 niveau par niveau. ]

74



2 THEORIES DE WEIL MIXTES ENRICHIES

Notation 2.0.0. Dans ce chapitre, on fixe les données suivantes :
(1) un U-schéma B noethérien de dimension de Krull finie;

(ii) une sous-catégorie pleine 8§ C Sch™|B stable par produits finis et par tirés-en-arriére le
long des morphismes de Sch™|B et contenant les B-schémas quasi-projectifs ;

(iii) la classe admissible Sm C mor(8) des morphismes lisses ;
(iv) une Y-petite catégorie tannakienne (%, ®,hom,, 1,) de Ext-dimension < d, € Z,
etK:=hom, (1,,1,);
(v) la catégorie 7 :=Ind (F,) des ind-objets de 7 ;
(vi) la catégorie Cplx (7 );,; des complexes dans 7 munie de la structure de {-modeéles
injective ; et
(vii) pour tout S € ob(8), une sous-catégorie pleine (Sm°|S) € (8m|S) Nisnevich-cofinale
(1.3.19).
Sauf mention expresse du contraire, pour tout S € ob(8), la catégorie Spi(l) (S,T) est
supposée munie de la structure de ${-modeles Spi,»(l) (S, T )seproj e Par exemple, le

: Cplx(7 [ (s . : eplx(7
bifoncteur Rhom_ "¢ ) désigne le foncteur dérivé du bifoncteur de Quillen hom "o 7)
‘Sply(l)(s,g) Splg(l)(ssg)

dans cette structure de {-modéles.

Résumé. Dans [[CD12al, 2.1.4], D.-C. Cisinski et E Déglise introduisent la notion d’'une
théorie de Weil mixte. Il s’agit d'une axiomatisation des propriétés des cohomologies de
Weil analogue a I'axiomatisation d’Eilenberg-Steenrod en topologie algébrique. Une théorie
de Weil mixte est donc un préfaisceau de dg-K-algébres commutatives avec K un corps
de caractéristique nulle. Cette formulation ne permet pas de retenir certaines structures
supplémentaires sur les cohomologies de Weil classiques, e.g. I'action du groupe de Galois
absolu sur la cohomologie £-adique, la structure de Hodge mixte sur la cohomologie de Betti
sur un C-schéma de type fini ou la structure de F-isocristal sur la cohomologie rigide d'un
F,-schéma avec q = p’, p,r € Z,, p premier.

Dans ce chapitre, on propose une généralisation de la définition de [[CD12al] qui consiste
a remplacer la catégorie Mod(K) des espaces vectoriels sur le corps de caractéristique
nulle K par la catégorie ind-tannakienne & . Dans un premier temps, on s’'intéresse a la
représentabilité dans 83, (B) des théories de Weil mixtes a coefficients dans 7 .
Le premier, et seul a '’heure actuelle, exemple d’'une théorie de Weil mixte qui sort du
cadre de [[CD12al] est celui associé a la théorie de Hodge mixte. On construit dans un
préfaisceau de dg-algebres dans la catégorie des complexes de ind-Q-structures de Hodge
mixtes polarisables en passant par les complexes de Hodge mixtes polarisables de [Bei86),
3.9] et I'on vérifie qu’il s’agit d’une théorie de Weil mixte.

On étudie ensuite la théorie des coefficients constructibles canoniquement associée a une
telle 7 -théorie de Weil mixte. En particulier, on examinera le formalisme des six opérations
de Grothendieck dans ce contexte-1a, ainsi que la construction de structures de poids au sens
de [Bonl0, 1.1.1] sur la catégorie des coefficients constructibles associée a une J -théorie
de Weil mixte.
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2.1 AXIOMES ET REPRESENTABILITE

Résumé. Dans ce numéro, on définit la notion d’'une & -théorie de Weil mixte (2.1.1) et 'on
vérifie que toute 7 -théorie de Weil mixte sur B est représentée par un monoide commutatif
de SplG (B, T) |l On construit une théorie de Weil mixte du type « de Hodge mixte »

dans

Définition 2.1.1 ([[CD12a, 2.1.4]). On appelle J,-théorie ou 7 -théorie de Weil mixte sur
B un monoide commutatif E; de PSh (Sm"lB, Cplx (7 )) vérifiant les axiomes suivants.

(W1) Le préfaisceau Eg vérifie la propriété de descente par rapport aux hyper-recouvrements
Nisnevich.

(W2) Pour tout X € ob(8m°|B), la projection canonique p : A)l( — X induit une équivalence
faible Ex(X) — Eg(Ay) dans Cplx (7).

(W3) Lunité ng, : 1, 5 — Ep induit une équivalence faible 1, — Eg(B) dans Cplx (T ).

(W4) Si o, : B— G, p désigne la section unité et que 1,(—1); := ker(Ez(o,))[1], alors
1,(—1); appartient au coeur de la t-structure naturelle sur D(J) et 1,(—1); ®Lg (-)
est une auto-équivalence de D(T).

(W5) Pour tous X,Y € ob(8m°|B), le morphisme canonique Eg(X) ®'§ Eg(Y) = Eg(X X5 Y)
est une équivalence faible dans Cplx (7 ).

Remarque 2.1.2.

(1) Plus généralement, on peut définir de la méme maniére une ¥-théorie de Weil mixte en
remplagant Cplx (7 ),,; par une catégorie de {[-modeéles monoidale symétrique plus générale,
éventuellement munie d’une t-structure sur sa catégorie homotopique.

(i) Les conditions (W1) et (W2) entrainent que Ey est faiblement équivalent objet par objet
a une résolution fibrante dans PSh (Sm°lS, Cplx (7 )inj)

(iii) Dans (W4), l'objet 1,(—1); est bien défini parce que le morphisme Egz(o;) est un
épimorphisme scindé. La surjectivité essentielle de 1,(—1); ®, (—) implique qu’il existe un
objet 1,(1)g de Cplx (7) tel que 1,(—1)g ®Lg 1,(1); = 1, dans D(T). Par suite, le foncteur
1,(1); ®% (—) est quasi-inverse de 1,(—1); ®%, (=) et donc 1,(1); = Rhom,, (1,(-1),1,)
dans D(7). Lobjet ®. -inversible 1,(—1); est a fortiori homotopiquement fortement dua-
lisable. D’aprés 1,(—1); est homotopiquement X,-présentable. Comme 1,(—1)g
appartient au coeur D(F)Y de la t-structure naturelle, on peut 'identifier 4 un objet de F, et
par suite on peut identifier 1,(1); au dual de 1,(—1); dans . Pour tout r € Z, on appelle
r-iéme twist de Tate (relatif a Eg) 'objet

Al -Nis-proj”

1,(—1)%" sir<o0
hom,, (1,(—=r),1,) sir>0

15(r)g = {

de J,. Pour tous K € ob (Gplx (?)), r € Z, on introduit la notation K(r); :=K ®Lg 1,(r)g.

(iv) Le morphisme de (W5) est le morphisme de Kiinneth. C’est le morphisme canonique
induit par la propriété universelle du coproduit Eg(X) ® » Eg(Y) = Eg(X) ®%, Eg(Y) de Eg(X)
et E5(Y) dans la catégorie des monoides commutatifs de Cplx (7).

(v) Au vu de (ii) ci-dessus et de ce que, pour tout X € ob(8m°|B), le préfaisceau repré-
sentable y,, (X) est cofibrant dans PSh (Sm"lB, Cplx (7 )inj) ,, on déduit de (W5) la

Al -Nis-proj
variante suivante de la formule de Kiinneth :
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(W5*) Pour tous X,Y € ob(8m°|B), le morphisme canonique

eplx(7) eplx(7) eplx(7)

Rhom,g, (¥, (X),Eg) ®5 Rhomyg ™ (v, (Y),Eg) — Rhomyg, (v (X x5 Y), Eg)

est un isomorphisme dans D(7).

Lemme 2.1.3. Soient Ey un objet de CAlg (PSh (Sm°|B, Cplx (7)), (Fy,®,,hom,,, 1,/)

une $-petite catégorie tannakienne, 7' := Ind (90’ ), w : Jy — T, un foncteur monoidal
symétrique fort, exact.

(1) Si Eg est une T -théorie de Weil mixte, alors w o Eg est une 7'-théorie de Weil mixte.

(ii) Inversement, si w o Eg est une J'-théorie de Weil mixte et que 1,(—1)g est homotopique-
ment X,-présentable, alors Eg est une 7 -théorie de Weil mixte.

Démonstration.

(1) Le foncteur w induit un foncteur monoidal symétrique fort w : 7 — J’ qui préserve donc
les monoides commutatifs. Comme w est exact (1.0.6), le morphisme induit Cplx (7) —
Cplx (7') préserve les fibres et les cofibres homotopiques. D’apres [[CD12b, 3.3.2], w o Eg
vérifie la propriété de descente par rapport aux hyper-recouvrements Nisnevich, c’est-a-
dire w o Eg vérifie la condition (W1). Les conditions (W2), (W3), (W4) et (W5) résultent
de l'observation que w : Cplx (F) — Cplx (F”’) est monoidal symétrique fort et préserve
les quasi-isomorphismes et son foncteur dérivé est t-exact par rapport aux t-structures
naturelles.

(ii) Le foncteur w : Cplx (F) — Cplx(T’) préserve et détecte les quasi-isomorphismes
(1.0.6). En particulier, il détecte les limites homotopiques et les colimites homotopiques
qu’il préserve. On en déduit tous les axiomes de sauf (W4). L'objet 1,(—1); de D(7)
appartient au cceur de la t-structure naturelle, car w est t-exact est conservatif. Par hypothese,
1,(—1)g est homotopiquement X -présentable et, de maniére équivalente, homotopiquement
fortement dualisable (1.0.12(ii)). Notons 1,(1); son dual fort homotopique et

"
1; = 15(-1) ®]§ 1,(-1) et 15(-1) ®I§ 1,(=1) = 1y

les morphismes canoniques. Alors w(m) et w(e) sont des isomorphismes de D(F”’), puisque
1,(—1)g est ®Lg,—inversib1e, de sorte que 1 et ¢ sont des isomorphismes de D (7). Il s’ensuit
que 1,(—1); est ® -inversible et Ey vérifie (W4). O

Théoréme 2.1.4. Soit Ey € ob (CAlg (PSh (Sm°|B,Cplx(7)))) une F-théorie de Weil
mixte. Alors il existe un monoide commutatif & de Spi(l) (B, T) et un isomorphisme canonique

Cplx(7)
8Py, 1)(8:7)

Rhom (v (X), &(r)) = Eg(X)(r)g

dans D(Ind (7)) pour tous X € ob(8m°|B), r € Z. De plus, &g est un Q>-spectre faible.

Démonstration. On peut supposer que Eg est fibrant dans PSh (Sm°lB, Cplx (T )inj)proj' Ef-

fectivement, d’apres [[CD12b, 7.1.8], la catégorie CAlg (TSh (Sm”lB, Cplx (7 ))) admet
une structure de {-modeles dont les équivalences faibles (resp. fibrations) sont les mor-
phismes de monoides qui sont des équivalences faibles (resp. fibrations) dans la catégorie de
$I-modeles PSh (Sm"lB, Cplx (7 )inj) . et les axiomes de|2.1.1|sont respectées parcette

o ’ Al -Nis-proj
classe d’équivalences faibles.
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On note Ly le préfaisceau constant sur Sm°|B de valeur homggf(y) (1 78(1), EB). Pour

tout n € Z5,, on pose &g, := hom,,, (L?”,EB). La Cplx (7 )-adjonction csty 4 I'(B, —) et
I'identification

homf’};i(((sgn)l"l&eplx(ﬂ)) (19’3(1), EB) =T (B’ M(Pgh (1?,B(1)5 EB))

induisent un morphisme canonique Ly — hom,,., (1 78(1), EB), d’ott des morphismes cano-
niques Lg ®5g, 15 3(1) — Ej et

Lg ®psh 17 5(1) ®psp, homy,, (LE’", EB) — Ep ®gg, hom,g, (LS’”, EB) — hom,g, (Lfn: EB)

pour tout n € Z,,. La seconde fleche est 'adjoint du composé
Ep ®pgy hom,g, (L§ % EB) ®gsh Ly — Ep ®psy Eg — Ep

du morphisme d’évaluation avec la multiplication sur Eg. Par adjonction, on obtient un
morphisme canonique G, : 15 5(1) ®qpgy, g, — &g ,y1- On vérifie aisément que & :=
(681> Ondnez,, €St un Sym (1 y7B(1))—modu1e, c’est-a-dire un spectre de Tate symétrique.
De plus, les morphismes d’assemblage o, et le morphisme unité 1, : Sym (1 9’3(1)) 0=
cstg (1,) — Ep = &, induisent un morphisme unité 1 : Sym (1 9,3(1)) — & par récurrence.
Pour construire un morphisme de multiplication sur &, il suffit de constuire une famille
compatible de morphismes y,, v : g, ®psp, Ep v — Ep i POUT tous n,n’ € Z,. Pour cela,
on considere les fleches diagonales des diagrammes commutatifs de la forme

n n ®(n+n’
homg, (L§ > EB) ®ggp hom,,g, (L§ ’EB) >hom,,, (LB(n " ), Eg ®psh EB)

T

®(n+n’)
hom,, (LB ,EB) ;

ol la fleche horizontale est 'adjoint du morphisme d’évaluation et la fleche verticale est celle

induite par la structure de monoide commutatif sur Eg. On vérifie que le spectre &5 est une

Sym (1 3’3(1)) -algebre lorsqu’on le munit de ces morphismes d’unité et de multiplication.
Montrons que & est un Q*-spectre faible. On fixe n € Z, et I'on note &, : &, —

Rhom,,q, (1 78(1), 8, +1) I'adjoint du morphisme d’assemblage o,. Il faut montrer que &,

est un isomorphisme dans ho (TSh (Sm"lB, Cplx (7 )inj) Al _Nis_pmj)
T = Mod(K), alors I'assertion n’est autre que celle de [CD12al, 2.1.6]. On peut toujours se
ramener a cette situation de la maniére suivante.

D’apres [Del90, 7.1], il existe une extension de corps K — K’ et un foncteur fibre
w: T — Mod(K'). D’apres Fp := wE; est une Mod(K')-théorie de Weil mixte. On
note Fy := (Fp 1, Tnnez., le monoide commutatif de Spi/(l) (B, Mod(K")) associée a Fy.

. On remarque que, si

Comme on vient de le rappeler, T, : #3,, — Rhom,,., (11(',3(1): gB,n+1) est un isomorphisme
de ho (?Sh (Sm"lB, Cplx (Mod(K")) inj)Al _Nis_ij) d’apres [[CD12a, 2.1.6]. On utilisera cet

isomorphisme et la conservativité de w afin de montrer que G,, est aussi un isomorphisme.
Comme Ej est projectivement A'-Nisnevich-localement fibrant, on a

hom,,, (lﬂ,B(l), gB,n-i—l) = Rhom,, (19,3(1), gB,n+1) >
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11 faut et il suffit que 6, : 63, — hom,,¢, (1 78(1), 8, +1) soit un quasi-isomorphisme, car la
source et le but sont A!-Nisnevich-locaux. Cela revient a montrer que

Cplx(7)
h M psh(sme 1B,Cpix(7)) (Yﬂ,B (X, 5’3,,1)

jl"(x,én)

Cplx(T)
PSh(Sm° 1B.Cplx(7)) (Yﬂ,B (X) ®psn 17,8(1), gB,n—H)

hom
est un quasi-isomorphisme pour tout X € ob (8Sm°|B). D’apres il suffit de montrer que
wI'(X, §,) est un quasi-isomorphisme pour tout X € ob (8m°|B). D’aprés il revient
au méme de montrer que I'(X, t,) est un quasi-isomorphisme pour tout X € ob(Sm°|B), ce
qui résulte de [[CD12bl 2.1.6].
Il reste a vérifier que & représente la 7 -théorie de Weil mixte Ez. On a

Cplx(7)
Rhom e ) (Y78 (%), 63(1)
_ Cplx(7) 0
o Rhom?Sh(Sm"lB,eplx(y)) (y9 5 X), Rng’B(l)(gB(r)))
— Cplx(7) ®r
- Rhom?Sh(Sm"lB,Gplx(ﬂ)) (y<7 8 (X), hom,, (LB > EB))
~ Cplx(7) or
o Rhom?Sh(Sm°lB,€plx(9)) (yﬂ B X), Rhﬂ%h (LB > EB))
. Cplx(7) L or
o Rhom?Sh(5m°lB,€plx(9)) (y«? B (X ®psh LB > EB)
~ Cplx(7) L Cplx(T) r
>~ Rhom?gh(sm’ 1B.CpIx(7)) (Y9,B (x), EB) ®, RhomTSh(Sm"lB,Gplx @) (LB , EB)
= Ep(X) ®]§ 15(r)g = Eg(X)(1)g,

ol la deuxiéme ligne résulte de ce que &g est un Q*°-spectre faible, la troisiéme de ce que Ly
est cofibrant et Ey fibrant ; et 'avant-derniére ligne de 'axiome (W5). [

Exemple 2.1.5. On renvoie a [[CD12al, §3] pour la construction de théories de Weil mixtes des
types suivants : de De Rham algébrique ([[CD12a, 3.1.5]) et analytique ([[CD12al 3.1.7]) ;
rigide ([[CD12a, 3.2.10]) ; et £-adique ([[CD12a, 3.3.5]).

Remarque 2.1.6. Chacune des théories de Weil mixtes de[2.1.6]est & coefficients dans Mod (K)
avec K un corps de caractéristique nulle et peut donc se construire sans passer par la théorie
plus générale de la catégorie homotopique stable a coefficients ind-tannakiens. Il n’en est
pas de méme de I'exemple suivant.

Notation 2.1.7.

(i) On note MHS8, la catégorie des Q-structures de Hodge mixtes ([Del71, 2.3.8]) et

J\/[fHS%OI C MHS la sous-catégorie pleine engendrée par les Q-structures de Hodge mixtes
polarisables ([Bei86), §2]). Elles sont essentiellement $l-petites, abéliennes, monoidales sy-
métriques fermées et leurs objets sont tous fortement dualisables. L'inclusion de M.‘J{Si’;l
dans MH S8 est monoidale symétrique forte. Les foncteurs d’oubli MHS8, — Mod(Q) et

J\/[J-CS%OI — Mod(Q) qui associent a une Q-structure de Hodge mixte le Q-espace vecto-
riel sous-jacent sont monoidaux symétriques forts, exacts, fideles et Q-linéaires. D’apres
[DM89, 2.11], MHS,, et MJ{SE’;I sont tannakiennes. D’aprés [PS08, 3.35], elles sont de
Ext-dimension < 1. En particulier, elles vérifient les hypotheses de
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(i) On note GI;E’Q la catégorie des Q-complexes de Hodge mixtes bornés et JCI;(’Q la loca-
lisation de G';{,Q par rapport aux homotopies de chaines telles qu’elles sont définies dans
[Bei86, 3.2, 3.3]. La catégorie KIJD{,Q est triangulée et munie d'un foncteur cohomologique
canonique §" : .’JC';{,Q — MHS8, pour tout r € Z. On appelle quasi-isomorphisme un mor-
phisme f de ‘53'3( tel que b" f soit un isomorphisme de MH8,, pour tout r € Z. Si QJso
alors on note Db o o 1a (00, 1)-catégorie
feQ QJSO) et l'on note Db, bola
catégorie homotopique de @ 5.0 Plus précisément, D 5,0 €St une résolution fibrante dans
la structure de modeles de Joyal set Set, ([Lur09a, 2.2.5.1]) de l'image de la catégorie
avec équivalences faibles (G2 o QJso) par le composé du foncteur de localisation simpli-
ciale de Dwyer-Kan WCat — SetA Cat défini dans [[DK80, 2.1, 3.4] avec le nerf simplicial
N, : Set, - Cat — Set,.

On vérifie facilement que le produit tensoriel des Q-complexes de Hodge mixtes ([Bei86),
3.8]) préserve les quasi-isomorphismes en chaque variable. On déduit alors de [Rob13]
3.1.7,3.2.2] que D?fg se prolonge en une (00, 1)-catégorie monoidale symétrique Db’og’®

désigne la classe des quasi-isomorphismes de Gg{ Y

stable associée a la catégorie avec équivalences faibles (C2

telle que le (o0, 1)-foncteur de localisation N (Gb ) - D?fg se prolonge en un (oo, 1)-

foncteur monoidal symétrique fort N ((3 Q) — D€ o1 1a source est la (0o, 1)-catégorie

HQ
monoidale symétrique associée a la catégorie monoidale symétrique (G}C Y ®) ([Lurl2]

2.1.2.21]). D’aprés [Bei86), 3.4], le foncteur évident Cplx” (MU-CSQ) — G';{,Q induit une
équivalence de (0o, 1)-catégories D™ PMIHEH) = 2)% o ol Db’o"(Mﬂ-CSQ) désigne la (00, 1)-

catégorie associé i la catégorie avec équivalences faibles (Cplx” (M%SQ) ,9Js0). De plus,
ce foncteur est compatible aux structures monoidales symétriques et I'on en déduit une
équivalence de (00, 1)-catégories monoidales symétriques @b’m(MU{SQ)@’ — D';(OS@’, ou
@b’oo(J\/[ﬂ-CSQ)® est la structure monoidale symétrique associée a la structure monoidale sur
MHS,.

(iii)) On note € PQ la catégorie des Q-complexes de Hodge mixtes bornés polarisables définie
dans [Bei86), 3.9]. On dispose de la localisation de cette categorle par rapport aux homotopies
de chaines ([Bei86) 3.10]) et de la classe QJsoP® € mor(@ ) des quasi-isomorphismes.

b,pol
On note D po ® la (00, 1)-catégorie stable associée a la categorle avec équivalences faibles

b,pol . b,pol L .
(€3> QJSOPOI) On fera attention que D;/ "™ n’est pas une sous-(co, 1)-catégorie pleine

de @b‘x’ ([Bei86, 2.5]). Comme dans le cas non polarisable, on dispose d’'une structure

bpoloo® bpoloo

de (oo, 1) -catégorie monoidale symétrique D, sur Do; et d’'une équivalence de

(00, 1)-catégories monoidales symétriques D> Oo(fMﬂ-CSp(’l) 2 bp oL (Bei86) 3.11]).
j'f ,Q

(iv) Les constructions de la preuve de [Lev98| V, 2.3.10] fournissent un préfaisceau sur
Sm|C a valeurs dans CAlg (G';Eg) qui associe a X € ob(8m|C) un Q-complexe de Hodge
mixte polarisable dont la cohomologie s’identifie a la structure de Hodge mixte polarisable
sur la cohomologie de Betti rationnelle de X construite par P Deligne ([Del71, 3.2.5]). On
notera ]::Hdg’spec(c) ce préfaisceau d’algébres commutatives.

Théoréme 2.1.8. Il existe une MJ{SQOI—théorie de Hodge mixte Eygq spec(cy Surr Spec(C) telle
que B" Egqg spec(cy(X) s’identifie a la structure de Hodge mixte polarisable sur la cohomologie de
Betti rationnelle H. _.(X, Q) pour tous X € ob(8m|C), r € Z.

Betti

Démonstration. D’apres iii), il existe une équivalence de (oo, 1)-catégories monoidales
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symétriques
Ind (@bm(fmmg’l)) =~ Ind (D75
De plus, d’apres [[Oor64], on a une équivalence de (00, 1)-catégories monoidales symétriques
0. ® ~ o0 0.
Ind (D>®(MHSE)) ™ =5 D*(Ind (MHSh"))®,

ou le but est la (00, 1)-catégorie monoidale symétrique dont la (oo, 1)-catégorie sous-jacente
est celle associée a la catégorie avec équivalences faibles (Cplx (Jnd (MJ{SI(’)OI)) ,QJs0) et

dont la structure monoidale symétrique est induite par celle sur MU-CSP(’;I de la facon évidente.
Par suite, on a une équivalence de (oo, 1)-catégories

CAlg (D>>(Ind (MHSE'))®) = CAlg (Jnd (D5r ) .
On en déduit une équivalence de (0o, 1)-catégories

Fun (N (SmlC)", €Alg (D*(Ind (M3SY"))®))

Fun (N (SmlC)”,CAlg (Jnd (@b pol )) ’

ou Fun (¢, €’) désigne la (0o, 1)-catégorie des (0o, 1)-foncteurs entre les (0o, 1)-catégories
% et 6¢’. Le préfaisceau ]::Hdg’spec(c) de iv) induit un objet du but de cette équivalence et
donc un (o0, 1)-foncteur N (Sm|C)" — CAlg (@‘”(Jnd (MJ—CSEOI) )®). D’apres le théoréme
de rectification [[Lurl2] 4.4.4.7], on a une équivalence de (00, 1)-catégories

N (CAlg (Cplx (Ind (MHSY")))) [W,1,] = CAlg (D*(Ind (MHSH'))®),

ou W, est la classe des morphismes de monoides commutatifs de Cplx (Jnd (J\/[J-CS%OI))

qui sont des quasi-isomorphismes des complexes sous-jacents. Le préfaisceau Eygg spec(c)
induit donc un (oo, 1)-foncteur

N(SmlC)” — N (CAlg (Cplx (Ind (MHSE")))) [W

calg

D’apres la formule (41) de [Rob13] 2.2.2], généralisation de [[Lur09a, 4.2.4.4], on a une
équivalence de (o0, 1)-catégories

N (Psh (Sm|C, CAlg (Cplx (Ind (MHSY"))))) [W,..

lN

Fun (N (SmlC) N (@Alg (eplx (jl‘ld (M%SPOI)))) calg )

PrOJ

ou W, désigne la classe des équivalences faibles objet par objet et ou la catégorie
CAlg (Gplx (Jnd (MJ{SEOI))) est munie de la structure de modeles {l-combinatoire de
[CD12b, 7.1.8] associée a la structure de modeéles injective sur Cplx (Jnd (J\/[J-CS%OI))

(1.0.4(ii)). En particulier, Ejgq spec(c) induit un objet de la catégorie
Psh (8m|C, €Alg (Cplx (Ind (MHSE))))
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que l'on notera Eyygg gpecc)- 11 reste a vérifier les axiomes de Or en composant avec le
foncteur fibre
ol
Cplx (‘Jnd (MG-CS% )) — Cplx (Mod(Q)),

on obtient un préfaisceau qui représente la cohomologie de Betti rationnelle. D’apres
2.1.3(i1), Eyggspec(cy €St Une Mf}CSE;l-théorie de Weil mixte. O

2.2 FORMALISME DES SIX OPERATIONS DE GROTHENDIECK

Notation 2.2.0. Dans ce numéro, on fixe une 7 -théorie de Weil mixte Eg, objet de la catégorie
CAlg (CPSh (Sm"lB, Cplx (9))). De plus, on note &, € ob (GAlg Spi(l) (B, Cplx (9)) ))
le spectre de Tate symétrique qui représente Eg construit dans On remarque que la
catégorie de {[-modeles monoidale symétrique Spli(l) (B, Cplx (7)) vérifie les hypothéses

de [ICD12b) 7.1.8] d’apres|1.6.3| Par conséquent, CAlg (Spi(l) (B, Cplx (57))) admet une
structure de -modéles telle que le foncteur d’oubli

CAlg (Spi(l) (B, Cplx (9))) — Spi(l) (B, Cplx (9))

détecte les équivalence faibles et les fibrations. De plus, ce foncteur préserve les objets
cofibrants. On fixe une résolution cofibrante & — &, dans CAlg (Sp‘fg(l) (B, Cplx (T )))

C’est une résolution cofibrante aussi dans Spim (B, Cplx (T )). En particulier, la régle
(my : X = B) — & := m{ &y définit un monoide commutatif cofibrant, cartésien et ho-
motopiquement cartésien de la catégorie de i{-modeles Sm-prémotivique, il-tractable sur
S.

Résumé. Dans ce numéro, on examine le formalisme des six opérations de Grothendieck
canoniquement associé a la 7 -théorie de Weil mixte Eg. En particulier, on vérifie qu’elles
préservent les objets homotopiquement X,-présentables ; que la catégorie motivique associée
est séparée et continue ; et que le spectre de cohomologie absolue &, p associée a Ep est
orientable et donc une algebre sur le spectre de cohomologie motivique de Beilinson.

Plan. Aprés avoir remarqué dans que le spectre &5 fournit une catégorie motivique
D(&_)) canoniquement associée a la 7 -théorie de Weil mixte Ey ainsi qu'un systéme
de foncteurs de réalisation canoniques 8}, (X) — D(&x) qui forment un morphisme de
catégories motiviques, on étudie la catégorie D(&g). En particulier, on montre qu’elle est
engendrée en tant que catégorie triangulée, pseudo-abélienne par une famille d’objets
homotopiquement fortement dualisables et Pon en déduit qu’elle est canoniquement
équivalente & D(7) (2.2.7). Ce dernier résultat, qui généralise [CD12a, 2.6.2], affirme en
quelque sorte que la catégorie des « coefficients constructibles, triangulés » associée a Eg sur
B n’est autre que la catégorie des « constantes ». En particulier, avec|2.1.8] cela fournit un
foncteur de réalisation de Hodge mixte a coefficients rationnels sur Spec(C) .

La construction des catégories D(&y) et des six opérations la-dessus sont compatibles
aux foncteurs fibres (2.2.9). On en déduit que D(&_,) est séparée (2.2.10). D’autre part,
la théorie de dualité développée dans [[CD12b, §4.4] s’applique a D(&_,) (2.2.11|et I'on
en déduit que les six opérations de Grothendieck préservent les objets homotopiquement
X,-présentables et les objets géométriques de D(&_)) (2.2.12).

On montre dans que le spectre de cohomologie absolue associée a une 7 -théorie
de Weil mixte est orientable. Comme corollaire, la catégorie des modules homotopiquement
Ro-présentables sur le spectre de cohomologie absolue &, x est canoniquement équivalente
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a la catégorie des modules géométriques sur & et, en particulier, on obtient un
foncteur de réalisation canonique DMj x (X) — D, (6x) compatible aux six opérations de
Grothendieck.

Pour terminer ce numéro, on étudie le comportement de la catégorie fibrée @xo(é’(_))
par rapport aux i-petites limites filtrantes dans Sch|B. Dans on vérifie que les
objets homotopiquement X,-présentables D (&) sont constructibles en ce sens qu’elles sont
«localement constants » sur une stratification de X.

Proposition 2.2.1.

(1) La régle X — Mod(&y) se prolonge en une Cplx (T )-catégorie de $i-modéles monoidale
symétrique, {l-combinatoire, stable, Sm-prémotivique sur 8 dont la catégorie homotopique
D(&) est une D(T )-catégorie motivique.

(i) Pour tout X € ob(8),

{6x ®gpe (V ®s 6 Yox(Y)(=1))|Veob(Z),Yeob(8m’|X), r € Zsy}

est une famille génératrice et homotopiquement génératrice d’'objets X-présentables et
homotopiquement X -présentables de Mod(&y), c’est-a-dire que Mod(&y) et D(&) sont
engendrées par la famille des twists ob (7)) X Z,.

(iti) Le foncteur monoidal symétrique fort & ®gye (—) : Spli(l) (X, T) — Mod(&y) est un
morphisme de catégories de $i-modeéles Sm-prémotiviques et son dérivé &x ®I§p6 (=) :

8H,, (X) — D(&) est un morphisme de catégories motiviques.
Démonstration.
() Les structures de catégories enrichies sur Cplx (7 );,; et sur D(7), respectivement, sont
induites par les adjonctions de Quillen évidentes

Gplx (9)111] <— 1 (1) (X 9) «— MOd(gX)

La premieére assertion résulte aussitot de [[CD12b, 7.2.11] et de La seconde résulte de
[CD12bl 2.4.47, 7.2.13, 7.2.18],[1.6.3 et[1.6.7] et (ii) ci-dessous.

(i1) Le foncteur d’oubli v : Mod (&) — Sp1 L) (X, T) (resp. Rv) est conservatif et préserve
les 4U-petites colimites filtrantes (resp. les fTd petites colimites homotopiques filtrantes).

(iii) Cela résulte de [[CD12b, 7.2.13, 7.2.14]. O
Notation 2.2.2. On note hom le bifoncteur hom, d(&)> ON Note (Mod (&), ®¢,hom ., &)
la structure monoidale symetrlque sur Mod(&y) et 'on note (Mod(&x), hom ep x7) @Z , rh?

) la structure de Cplx (Z)-catégorie bitensorisée. De plus, on désigne par ygS (X) I'objet
&s ®sps Yo x (X) pour tous S € ob(8), X € ob(Sm|S).

Définition 2.2.3. Soient (¥,®.,1,) et (€, mor?;, ®, 1) une catégorie monoidale symé-
trique et une ¥ -catégorie monoidale symétrique, respectivement. On dira que A € ob(¢)
est fortement ¥ -dualisable s'il existe un objet AV € ob(€) et une ¥-adjonction (—) ®, A -
AY ®, (—) de ¥-endofonteurs de 6. Dans ce cas, on dira que A" est le ¥-dual fort de A.
Un ¥-dual fort est unique a unique isomorphisme pres s'il existe et, si A est un ¥-dual fort
de A, alors A est un ¥-dual fort de AY. Dans le cas ou € est fermée, A € ob(€¢) admet un
¥-dual fort si et seulement si la transformation ¥-naturelle

mor,, (A, 1¢) ®¢ (—) — mor,, (A, )
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induite par la ¥-adjonction a deux variables (mor:g, ®,mor, ) est un isomorphisme. On
peut ainsi identifier AV & mor,, (A, 14). Comme le montrera ci-dessous, si 6 est
tensorisée sur ¥, les ¥-duaux forts sont précisément les Set-duaux forts. Par conséquent,
sous cette hypothése, on parlera simplement de « duaux forts ».

Lemme 2.2.4. Si (¥,®y,mor,, 1,) est une catégorie monoidale symétrique fermée et que
(@, mor?;, ®, G)?;,mor%, 1.) est une V-catégorie monoidale symétrique fermée, tensorisée,
alors un objet A € ob(6¢) admet un ¥-dual fort si et seulement si A admet un Set-dual fort.

Démonstration. Si AY est un ¥-dual fort de A, alors on a

mor,, (B® A,C) = mor,, (1,,mor), (B® A,C))
= mor,, ( 1y, mor, (B,A" ® C))
= mor,, (B,A" ® C)
pour touts B, C € ob (%) et 'on en déduit aisément que A" est également un Set-dual fort de
A. Inversement, si A est un Set-dual fort de A, alors on a
mor,, (V, mor,, (B®q A, C)) = mor,, (V OLB®yA, C)
= mor,, (VO B,A’ ® C)
= mor,, (V, mor,, (B,AY ® C))

et le lemme de ¥-Yoneda entraine que A" est un ¥-dual fort de A. O

Lemme 2.2.5. Pour tout X € ob (8) projectif et lisse sur B, Uobjet y (X) de D (&) est fortement
dualisable.

Démonstration. D’apres [[CD12D, 2.4.31], y, 5 (X) est fortement dualisable dans SH, (B). 11
s'ensuit que yy s (X) = yo 5 (X) ®o K est fortement dualisable dans 83, (B). Il reste a rappeler
que les morphismes La* : 83, (B) — 83(, (B) de(1.6.8/et & ®]§pe (=) : 83, (B) = D(&3)
sont monoidaux symétriques forts et que les morphismes monoidaux symétriques forts
préservent les duaux forts. ]

Lemme 2.2.6.

X P 7 . Ve .
(i) Le foncteur Rhomfﬂz1 ) (- &) : (D(gB)V) — D(T) est une équivalence de catégories

triangulées, monoidales symétriques, ot D(&)" désigne la sous-catégorie localisante
engendrée par les objets fortement dualisables.

(i) Le foncteur Rhomgslx(m (&5, —) : D(&)Y — D(T) est une équivalence de catégories

triangulées, monoidales symétriques.
Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que celle de [[CD12al 2.6.2]. ]

Théoreme 2.2.7. Supposons que B = Spec(k), oll K est un corps parfait. Alors les foncteurs
Rhomy?™ 7 (=,6,) : D(&)" = D7) et Rhomg™” (&,-) : D(&)' — D(7)

sont des équivalences de catégories triangulées, monoidales symétriques.
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Démonstration. D’aprés et i1), la catégorie triangulée D( &) est engendrée par
les objets de la forme y, (X)(—r) avec X un B-schéma projectif, lisse et r € Z.,. D’apres

2.2.5| ces objets sont fortement dualisables. Par suite, D(&) = D (&)Y et 'on déduit alors

cpl cpl o . .
de|2.2.6/que Rhom, 7V (=, &,) et Rhom o “7) (&,,—) sont des équivalences triangulées,

monoidales symétriques. O

Grace a|2.2.7} on achéve I’étape 0 de notre programme de construction de foncteurs de
réalisation motiviques enrichis sur une catégorie tannakienne de Ext-dimension finie.

Corollaire 2.2.8. Supposons que B = Spec(k), oll K est un corps parfait. Alors il existe un
foncteur triangulé, monoidal symétrique fort, Q-linéaire canonique STHQ (B) . D(T) qui
transforme lUobjet LTy ;Qx = yo g (X) en Eg(X) pour tout (my : X — B) € ob(8m|B).

Démonstration. Cela résulte aussitot de [1.6.8] iii) et O

Proposition 2.2.9. Soient K — K’ une extension de corps et w : Ty — Mod(K') un foncteur
fibre.

() Lobjet o (8p) = ((8p,4), 0(0,))nez., € OD (Gﬂlg (Spi/(l) (B, Mod(K’)))) représente
la Mod(K')-théorie de Weil mixte wEg et le foncteur w induit un morphisme de catégories
de $I-modéles Sm-prémotiviques

qui est homotopiquement conservatif sur chaque fibre.

(i) Si B = Spec(k) est le spectre d'un corps parfait, alors le morphisme de catégories
motiviques w* commute aux six opérations de Grothendieck lorsqu’ils sont évaluées en
des objets homotopiquement X,-présentables : Lf*, Rf,, f, f' pour f € mor(8) un
morphisme séparé, ® ¢ et Rhom .

Démonstration.

(1) D’apres wEg est une Mod(K')-théorie de Weil mixte. Il est clair que le spectre
symétrique (w(&p ), w(0,))nez., €St isomorphe au spectre construit dans parce que
w préserve les équivalences faibles A'-Nisnevich-locales. De plus, le foncteur de Quillen
a gauche, monoidal symétrique fort w* : Sp(fy(l) (B,7) — Spi,(l) (B, Mod(K")) induit un
foncteur de Quillen a gauche w* : CAlg (Spi(l) (B, 9)) — CAlg (Spi/m (B, Jv[od(K’))).
En particulier, w* & = w(&p) est cofibrant. Gréice a[1.6.11|et[2.2.1] on dispose d’'un carré com-
mutatif de foncteurs de Quillen a gauche entre catégories de {-modeles Sm-prémotiviques

é”(_)®§pg

Splsg(l) ((_)) 9) MOd(g(—))

| o

81316,(,(1) ((—=), Mod(K")) Mod(w(&y)).

(6-))®,6

Il reste a montrer que Lw* : D(&) — D(w(&y)) est conservatif pour tout X € ob(8). Or

la fleche verticale de gauche du carré ci-dessus est homotopiquement conservative d’apres
1.6.11} 1l suffit de constater que le carré

Sp]Gg(l) (Xs 9) - MOd(gX)

wt o

8PT. 1) (X, Mod(K")) =5— Mod(e>(&))
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est commutatif, ot v désigne le foncteur homotopiquement conservatif d’oubli.
(i) Cela résulte de [[Ayo10, 3.5, 3.6, 3.7]. O

Corollaire 2.2.10. Supposons que B = Spec(k), ot K est un corps. Alors la catégorie motivique
D(&_,) est séparée au sens de [ICD12b, 2.1.7]. Autrement dit, pour tout morphisme surjectif
de type fini (f : X —Y) € mor(8), le foncteur Lf* : D(&;) — D(&) est conservatif.

Démonstration. On choisit une extension de corps K < K’ et un foncteur fibre w : 7, —
Mod(K'). D’apres :2.2.9[, il suffit de montrer que D(w(&_,)) est séparée. Cela résulte de
[CD12a, 2.2.8] et [CD12b, 12.2.10, 14.2.16]. O

Lemme 2.2.11. Supposons que B = Spec(k), ot K est un corps parfait. Si U'on note tg la
famille de twists V@‘Z &s(r), Ve ob (%), r € Z, alors la catégorie motivique D(E_,)) est
t-engendrée ([[CD12bl 1.1.41]) et t-dualisable ([CD12b, 4.4.13]).

Démonstration. D’apres ii), D(&._,) est T-engendrée. Montrons que D(&_,) vérifie
les conditions de [[CD12b, 4.4.13].

(1) La premiere condition est que D(&_,) est T-compatible. Cela veut dire que i!(VQ’Z &x(1))
est homotopiquement X,-présentable pour toute immersion fermée i : Z — X de § avec
Z et X réguliers et pour tous r € Z, V € ob (%), et que Rhom,, (V G‘Z &E(r), —) préserve
les objets homotopiquement X,-présentables pour tous X € ob(8), Ve ob (%), r € Z. La
premiére assertion résulte de (ii) ci-dessous, car i'(V @‘Z, &(r)) = V@‘Z (i'&)(r). La seconde
résulte de ce que V@Z &x(r) est homotopiquement fortement dualisable pour tous X € ob (8),
Veob (%), rel.

(ii) La deuxiéme condition est que l'objet i'&y de D(&,) est ®f;,,—inversib1e pour toute im-
mersion fermée i : Z — X de § avec Z et X réguliers. On peut supposer que X et Z sont
équidimensionnels. Soient 1y : X — B et m; : Z — B les morphismes structuraux, qui sont
alors lisses et de dimension relative pure dim (X) et dim (Z), respectivement. D’apres [[CD12b),
2.4.50], on a

"6 =1m;8
=i'm, &5(—dim (X)) [—2dim (X)]
= 1, &(— dim (X))[—2 dim (X)]
= (n;6p(dim (Z2))[2dim (Z)])(— dim (X)) [—2 dim (X)]
= &,(— codim(i))[—2 codim(i)]

et ce dernier est manifestement ®{;,,-inversible.

(iii) La derniére condition est que le morphisme canonique
V®7 &(r) — Rhom, (Rhom, (Vo7 &(r), &), &)
est un isomorphisme de D(&) pour tous X € ob(8), Ve ob (%), r € Z. Or
Rhom, (V©7 M,N) = V' 7 Rhom, (M, N)

pour tous V € ob (J), M,N € ob (D(é"x)) ,ou V" désigne un dual fort homotopique de V. On
se raméne donc au cas ott V = 1, et l'assertion résulte de ce que &(r) est ®-inversible. [
Proposition 2.2.12 ([[Ayo07al, 2.2.34]). Supposons que B = Spec(k), ot K est un corps
parfait.
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(i) Les sous-catégories pleines on(é"x) C D(&x), X € 0ob(8), formées des objets homotopi-
quement X,-présentables sont stables par les six opérations de Grothendieck.

(ii) Les sous-catégories triangulées épaisses @gm(é”x) C D(&), X € ob(8), engendrées par les
objets de la forme fy;6y(r), (f : Y — X) € Sm|X, r € Z, sont stables par les six opérations
de Grothendieck. On appelle cette sous-catégorie motivique la sous-catégorie des objets
géomeétriques.

En particulier; elles forment une catégorie motivique.

Démonstration. La stabilité de ses sous-catégories par les opérations Lf*, Rf,, f, et f'
résulte aussitot de [2.2.11] et de [[Ayo07a, 2.2.34]. La stabilité par ®, et hom, résulte des
raisonnements des [[Ayo07al 2.3.60, 2.3.61]. O

Définition 2.2.13. On fixe une résolution simultanément cofibrante et fibrante &; de &,
dans CAlg (Spim (B, 9)). Le foncteur d’oubli CAlg (Spi/(l) (B, ?)) — Spi(l) (B, 7) pré-
serve les objets cofibrants et fibrants d’apres [[CD12b, 7.1.8]. On note &, une résolu-
tion cofibrante du monoide commutatif a,& = Ra,.&, image de & par le foncteur a., :
Spi(l) (B,7)— Spi(l) (B, Mod(K)) de|1.6.8|et on 'appelle spectre de cohomologie abso-
lue associé & Eg. Pour tout (my : X — B) € 0b(8), on pose &y x := My &y - C'est un monoide
commutatif cofibrant, cartésien et homotopiquement cartésien de Spim ((—), Mod(K)).
D’apres les résultats de [[CD12b, §7.2], on obtient une catégorie de {-modeles monoi-
dale symétrique, {I-combinatoire, Sm-prémotivique sur 8 dont la fibre sur X € ob(8) est
Mod (&, x)- De plus, la catégorie homotopique D (&, (—)) := ho (Mod(é”abs,(_))) est une
catégorie motivique.

Définition 2.2.14. Pour tout S € ob(8), il existe une décomposition canonique y, g (Pé) =
15,5 ® 15 5(1)[2] dans 8K, (S). Effectivement, la démonstration est la méme que celle de
l'assertion analogue de [[CD12b, 1.3.7]. D’apres (W5), le morphisme unité n : 1,5 — &
induit un morphisme n(1)[2] : 1, 5(1)[2] — &(1)[2]. On appelle pré-orientation I'élément
de homg, ) (vx (Ph), Eus5(1)[2]) induit par n(1)[2].

Cplx(7)

8Py, 1y (B:7)

Lemme 2.2.15. Pour tout r € Z-,, Rhom (lg’B(r), é”B) est canoniquement quasi-

isomorphe a 1,(—r)[0].

Démonstration. D’apres (W4) et (W5), on a

.
Cplx(T) ~ Cplx(T)
RhomSpleym(B,?) (19’B(r)’ gB) - g RhomSPleym(Bﬂ) (19’3(1)’ gB)

= X)1,(-1)
a=1
= 19("‘)&

ce qu’il fallait démontrer. O

Lemme 2.2.16. Pour tous m < n dans Z, soit \,, , : Pg' — P} 'immersion fermée donnée par
(xgirixp)—=(xg:e ix,:0:---:0).

(i) Pour tout n € Z.,, on a h*Eg(Py) = O pour s € Z impair et pour s € [0,2n], ou b°
désigne le foncteur de cohomologie en degré s associé a la t-structure naturelle sur D(T).
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(i1) Sim,n,s € Z,, et que m < n, alors le morphisme L;’n : b*Eg(Pg) — b*Eg(PR) est un
isomorphisme dans J lorsque s < 2m.

Démonstration. Sachant que y, g (Pll?') =1,5® 1, 3(1), les assertions (i) et (ii) sont vraies
pour n = 1. D’apres et [CD12a, 1.3.7], on a un triangle distingué canonique

Yf7,B (Ln,n+1)

Y78 (Pg) — Y78 (P,’;“) — 1,p(n+ D2n+2] — Y78 (PI;)[l]

dans 83, (B) pour tout n € Z,,. Les assertions (i) et (ii) découlent de |2.2.15|et (W3) par
récurrence. [

Lemme 2.2.17. Soient n € Z, n > 2, ¢ une permutation de {0, ...,n} et notons abusivement
o : Py — Pg le morphisme (xq : -+ 1 x;) = (Xgq0) 1 =" 1 Xg(n))- Alors 6™ : h>Eg(P2) —
b2 Eg(P}) est lidentité.

Démonstration. La démonstration est la méme que celle de [[CD12al 2.2.4]. O

Définition 2.2.18. Comme 8J{,, (B) est une catégorie monoidale symétrique, le carré du
morphisme de tressage

T: 15 5(1)[1] ®§pe 1, (D[1] = 15 5(1)[1] ®§pe 1, p(D)[1]
est l'identité : ©2 = id. Par conséquent, T correspond a un élément

€€ homsﬂy(m (19’3, 19,3)

tel que ¢ = id. Les projecteurs ¢, := (1 —¢)/2 et e_ := (1 + ¢)/2 induisent des objets
1,5, :=im(e,) et 1,5 _ := im(e_), respectivement. Evidemment, si w : J, — J; est un
foncteur monoidal symétrique fort entre $l-petites catégories tannakiennes et que J’ :=
Ind (90’), alors w induit un foncteur monoidal symétrique fort w* : 8K, (B) — 83(,, (B)
tel que w*(15p54) =155, et W (1yp_) = 15 5_. Pour tout objet M € 8K, (B), on pose
M, :=M ®§p6 1,5, etM_:=M ®'§p€, 1,5 .

Proposition 2.2.19. Le morphisme canonique &,,s5 — Eps g + St un inversible dans SH, (B).

Démonstration. Sile projecteur idg ®§p6£+ est un isomorphisme, alors son image est ca-
noniquement isomorphe a &, ®'gp5 1 g. D’apres [Mor04, 6.1.1], pour tous X € ob (Sm|B),

r € Z,,ets € Z, on a un carré commutatif
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— —
A m
1%} -

wv
< 5
to &
— b
N )
—_ L
N —
— —
— N}
A M
i N
L —
1))
o 9%
= R = %

(id @' (id +0))*

E

homyyeay (Ve CO(—r = D5 ~2]
oy, (Vs CO(—r = Dls —2] @

~
—_—

(id®@ve )" L
homyg, ) (¥ice CO(=)s], Eups) —

homS}CK(B) (YK,B (X) ( - T') [S] s é‘aabs,B)

ol o : 1g(1)[2] — 1g(1)[2] désigne le morphisme associé au morphisme pointé (x : y) —
(y:x): Pll3 — Plla. Les objets de la forme yg  (X)(—1), X € 0b(8m|B), r € Z,, engendrent
SH, (B) et il suffit donc de montrer que la fleche verticale de droite est un isomorphisme
pour tous X, r et s. D’apres (W5), on a

homeHK(B) (yK,B (X)(=r)[s] ®I§pe 1xp(1)[2], 5’abs,3)
=homgy ) (YQ,B (X)(—r)[s] ®§pe 1, 5(1)[2], 6"3)

Cplx(7)
= homy, (13[51, Rhom "7 (Y25 (O(-7) ©} 0 15a(D)[2], gB))

o o (Y78 (O(=1), ) @Y b’ EB(P;)[—z]) :

17(1)

= homD(g) (lg[s],Rhom
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parce que

Cplx(7)
Rhom, " (7,5 (1), &) % b* Ep(PL[-2]

17(1)

~ Cplx(7) L Cplx(7)

SRhomg o (¥75 (X)(=r), &) @ Rhom e (155(1)(2], 65)
~ Cplx(7) L

= Rhom 27, (375 00(-1) 8L 1,5(1)[2],6)

d’aprés[2.2.15| Grace 4(2.2.17| le morphisme o induit 'identité sur > EB(P}}) et 'assertion
en résulte. O

Corollaire 2.2.20. Le spectre &,y est un motif de Beilinson au sens de [[CD12b, 14.2.1]. De
maniére équivalente,

(1) &, p Vvérifie la propriété descente par rapport a la topologie h;
(i1) &, p et orientable au sens de [[CD12b, 12.2.2] ;
(iit) il existe un morphisme de monoides commutatifs Hy — &,,, 5 dans Spim (B, Mod(Q)),
ott Hy; est le spectre de cohomologie motivique de Beilinson défini dans [[CD12b, 13.1.2].

Démonstration. C’est une conséquence de|2.2.19|et [[CD12b} 14.2.16, 16.1.3, 16.2.13]. [

Proposition 2.2.21. Supposons que B = Spec (k), ou K est le spectre d’un corps parfait. Alors
le morphisme canonique de catégories motiviques E®Y. . P (=) : D(Eps—y) — D(EH)
induit une équivalence de catégories motiviques on(é"abs,(_)) =~ 'ng((g’(_)) qui commute aux
six opérations de Grothendieck, ott Dy, (&g () désigne la sous-catégorie pleine de D (&g ()

engendrée par les objets homotopiquement X,-présentables.

Démonstration. Pour la pleine fidélité et la surjectivité essentielle, on laisse au lecteur le soin
d’adapter 'argument de [[CD12b) 17.1.5] a la présente situation. Grace a2.2.10} [2.2.20| et
la seule différence entre nos hypothéses et celles de [[CD12b, 17.1.5] est que D(&_,)
n’est pas engendrée par les twists de Tate, mais[2.2.12(ii) nous permet de remédier a cet
obstacle. La commutation aux six opérations de Grothendieck est conséquence de [[CD12b),
4.4.25]. O

En posant &y, := Ty Eys p POUr tout (my : X — B) € ob(Sch|B), on obtient un monoide
commutatif de la catégorie SH(, (—) fibrée sur Sch|B. Dans cette situation, on a intérét a
étudier le comportement des catégories D (&, x) vis-a-vis des limites filtrantes & morphismes
de transition affines lisses dans Sch|B.

Proposition 2.2.22.
(1) La catégorie motivique D (&, ) est continue au sens de [[CD12b, 4.3.1].
(ii) Les catégories motiviques SH,, (—) et D(&_,) sont T-continues, oit T désigne la famille
des twists de la forme V7 &(r), Ve ob (%), r € Z.
Démonstration.

(1) Plus généralement, si .# est une catégorie de i{-modeles monoidale symétrique, iI-
combinatoire, Sm-prémotivique sur 8§ vérifiant 'axiome du monoide dont la catégorie
homotopique est une catégorie motivique, t-engendrée pour T une famille de twists ho-
motopiquement X,-présentables et t-continue et que .o/ € ob (CAlg(#)) est un monoide
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commutatif homotopiquement cartésien, alors D(.«/) := ho (Mod(.«/)) est une catégo-
rie motivique, T-engendrée et t-continue. En effet, cela résulte aussitot de la définition
[CD12b, 4.3.2], puisque hom,,, | (szx e", lﬂ(x){n},M) =hom, . ,, (lﬁ(x){n},M) pour
tous X € ob(8), n € t, M € ob (Mod(.<%)).

(i) Largument de (i) nous rameéne au cas de 83(, (—). On remarque d’abord que, si
w : Jy — Mod(K’) est un foncteur fibre avec K — K’ une extension de corps, alors le
foncteur induit w* : 8K, (=) — 83, (—) commute a Rf, pour tout morphisme (f : T —
S) € mor(8ch|B). En effet, soient X € ob(8m|S), r € Z_, et M € ob (89{3 (T)). Alors,
sachant que w* préserve les Q®-spectres faibles (cf. et que RQ™ commute &
Rf, car LX® commute a Lf*, on a

eplx(Mod(K)) i}
RhomSpr,(l)(s,K') (YK',s X)(r), w Rf*M)

. eplx(Mod(K)) . _
= RhomsplGK/ S(])(S!K/) (YK/’S (X)J w Rf*M( r))
eplx(Mod(K))
P8h(8m|S,Eplx (Mod (K’
eplx(Mod(K))
?8h(8m|S,eplx(Mod(K)))

@Plx(g) (yg’s (X), RQOORf*(M(—T'))))

TSh(Smls,eplx(y))

P (yy’ (X, Rf*RQ‘X’(M(—T‘))) )

= (R
( ‘J’Sh(SmlS,@plx(ﬁ))
= (R
= (Rhe

= Rhom ) (YK’,S (X), RQOOQ)*Rf*(M(—r)))

> Rhom (35 (30, " RQ*RF(M(-1)))

m P (L7375 (X, RO(M(-1))) )

fPSh(SmlS,Gplx(ﬂ))

igf((sgn)us Cplx(7)) (yy,T (X x5 T), RQOO(M(_r))) )
eplx(Mod(K))
?Sh(SmlS eplx (Mod (K’
eplx(Mod(K))
?Sh(Smls eplx(Mod(K)))

eplx(Mod(K)) .
5 o SK) (YK’ X)(r),Rf.w M) .

— Rhom ) (i1 (X X5 T), 0" RQ®(M(—1)))

= Rhom (s ), Rf. 0" RQ™®(M(—1)))

= Rhom

On considere des lors un schéma S € ob(Sch|B) et un i-petit systeme projectif a — S,
A — Sch|B a morphismes de transition affines tels que S = lim,c, S,. Soient V € ob (%),
reZ,a,€AetM, €ob (Sﬂ{y (Sao)) et notons M et M, les images inverses de M, sur S
et sur S, pour tout a > a,, respectivement. Il faut montrer que le morphisme canonique

colimhomsg{g(sa) (V @Zpe lg’sm(r),Mu) - homsg{g(s) (V Ggpe lg,s(r),M)

a=og

est inversible. Les foncteurs V¥ G?p s (—) et (—)(—r) commutant aux images inverses, il suffit
par adjonction de montrer que le morphisme canonique
cohmhommg(S ) (195 , M, ) — homsg{ ) (19 S5 )

az=a,

est inversible. Notons f, : S, — S, et f : S— S, les morphismes de transition pour a > a.
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Alors ce morphisme s’identifie a

colimgsq, homsg{g (50, (1 7,84y R fa*Ma)

~

homSC}{f,(Sao) (ly’suo ’ LCOlimaZao Rfu*Ma)

homwg(sao) (lg’suo , Rf*M) .

I suffit donc de montrer que le morphisme canonique Leolim; o Rfq. My — Rf.M est un
isomorphisme, ou encore que son image par w* en est un, puisque w" est conservatif (1.6.11]).
Comme w* préserve les colimites homotopiques et commute aux foncteurs Rg,, cela résulte
de la continuité de §J(,, (—) par adjonction. O

Proposition 2.2.23. Supposons que B = Spec(k), otl K est un corps parfait. Soit ./ une caté-
gorie de $I-modéles $I-combinatoire, Sm-prémotivique sur Sch|B dont la catégorie homotopique
ho () est une catégorie motivique Q-linéaire, séparée, t-continue et t-compatible ([CD12b),
4.2.20]) pour une famille © de twists homotopiquement fortement dualisables stable par twists
de Tate négatifs. On suppose de plus que ho (.# ) admet une $l-petite famille homotopiquement
génératrice d’objets homotopiquement X,-présentables et que Rf, commute aux twists dans T
pour tout f € mor(8ch|B) projectif. Alors, pour tous X € ob(8ch|B), M € ob (ho (#) (X)), il
existe une immersion ouverte dense j : U < X dans Sch|B telle que j*M soit homotopiquement
fortement dualisable.

Démonstration. Quitte a rétrécir X, on peut supposer que X est lisse sur B. Par suite, on
peut supposer que X est lisse sur B et irréductible. Comme ho (.#) est séparée, on peut
supposer que X est réduit et donc integre ([[CD12b, 2.1.9]). Soit n € X le point géné-
rique. Alors @, = x(m) est un corps. On note k()P la cloture parfaite de x(m) et
B : Spec (K(n)l’erf) — Spec (x(n)) le morphisme canonique. D’aprés [[CD12b, 4.3.15],
LB* : ho () (Spec (k(1))) — ho (4 ) (Spec (K(T])Perf)) est une équivalence de catégories
triangulées, monoidales symétriques.

D’apres [CD12b), 4.2.29], si j,, : Spec (@X,n) — X désigne le morphisme canonique, alors
L j;M est homotopiquement X-présentable. Par suite, L[S*Lj;M est homotopiquement Y-
présentable dans ho (.# ) (Spec (K(T] )Perf) ). D’apres [[CD12b), 4.4.3], la catégorie triangulée
ho () (Spec (K(T])perf)) est engendrée par les objets de la forme Rf.(1 ,y,{n})[r] =
(Rf.1 4)int[r], ou f : Y — Spec (K(n)perf) est un morphisme projectif lisse et r €
Z et n € t. Comme tout objet de cette forme est homotopiquement X,-présentable et
homotopiquement fortement dualisable ([[CD12b, 2.4.26, 2.4.28, 2.4.31]), on déduit du
théoreme de Thomason [Nee0O1) 4.4.9] que tout objet homotopiquement X,-présentable
de ho () (Spec (K(n )perf)) est homotopiquement fortement dualisable. Par conséquent,
LRA"L j;M etL j;M sont homotopiquement fortement dualisables.

Le schéma Spec (k(n)) = Spec (@Xm) est la limite du systeme projectif des ouverts
non vides de X et donc ho (.# )y, (Spec (k(m))) est la 2-colimite filtrante des catégories
ho (A )y, (U) indexées par les ouverts non vides U € X d’apres [CD12D), 4.3.4], ou l'indice
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R, désigne les sous-catégories pleines engendrées par les objets homotopiquement ¥,-
présentables. Ainsi, on peut étaler le dual fort homotopique de L j;]“M sur un ouvert non vide
j : U< X et 'on obtient de cette facon un dual fort homotopique de j*M. ]

Définition 2.2.24. Soit X € ob(Sch|B). On appelle stratification récursive de X une parti-
tion finie X de X en sous-schémas localement fermés, réguliers et équidimensionnels telle
que, pour toute strate S € ¥, son adhérence S dans X soit réunion de strates de .

Corollaire 2.2.25. Les notations et les hypothéses sont celles de Quels que soient
X € ob(8ch|B) et M € ob (ho (#) (X)) homotopiquement R,-présentable, il existe une stra-
tification récursive X de X telle que Lh*M soit homotopiquement fortement dualisable dans
ho () (S) pour toute strate h : S — X de ..

Démonstration. On procede par récurrence noethérienne. Si dim (X) = 0, alors I'assertion
résulte de En général, il existe un ouvert dense j : U < X tel que j*M soit homoto-
piquement fortement dualisable et le complémentaire réduit Z := X — U est de dimension
< dim (X). ]

Proposition 2.2.26. Les notations et les hypothéses sont celles de |2.2.23| Soit X € ob(Sch|B).
Pour tout x € X, on note i, : Spec(x(x)) — X le morphisme canonique. Alors la famille
{Li’ :ho (L4 ) (X) — ho (L&) (Spec(xk(x))) | x € X} est conservative.

Démonstration. Pour tout x € X, on note j, : Spec (@’X’x) — X et h, : Spec (@’;x) — X les
morphismes canoniques, ou @’)gx désigne I'hensélisé de I'anneau local & ,. D’apres [[CD12b,
4.3.9], la famille {Lh : ho (.#)(X) — ho (.#)(Spec (@’;x)) | x € X} est conservative. Les
morphismes h, se factorisent par les morphismes j,, de sorte que les foncteurs Lk se
factorisent par les foncteurs Lj;. En particulier, si M € ob (ho () (X)) et L j.:M = 0 pour
tout x € X, alors Lk, M = 0 pour tout x € X et la conservativité des Lh’, entraine que M = 0.
Du coup, les foncteurs Lj7, x € X, forment une famille conservative. On peut supposer
que X est intégre, car ho (/4 ) est séparé ([[CD12b, 2.1.9]). Soit M € ob (ho (/) (X)) tel
que Li'M = O pour tout x € X. En particulier, si 1 € X est le point générique, alors
Li:‘]M =L sz = 0. Par continuité de ho (), il existe un ouvert dense j : U — X tel que
J*M = 0. Soiti : Z := X—U < X I'immersion fermée complémentaire induite réduite. Comme
ho () vérifie la propriété de localisation, le couple (j*,Li*) est conservatif. I suffit donc de
montrer que Li*M = 0. Par récurrence noethérienne, on se ramene au cas ot dim (X) =0,
ou l'assertion est évidente. O

2.3 STRUCTURES DE POIDS

Notation 2.3.0. Dans ce numéro, on fixe les données suivantes :
(1) un corps parfait K et son spectre B := Spec (k) ;
(i) une 7 -théorie de Weil mixte E; € ob (GAlg (iPSh (SmAfle, Cplx (T )) )) ; et
(7ii) un monoide commutatif cofibrant & € ob (Gﬂlg (Spi(l) B,T ))) qui représente Eg.
On suppose que Eg vérifie la condition suivante :
(W6) Pour tous X € ob (SmAff|B), r,s € Z, si 2r <s, alors hom,, (15, Eg(X)(r)g[s]) =0.

Avec la notation de [2.2.13| cette condition équivaut a la suivante :

(W6’) Pour tous X € ob (SmAff|B), r,s € Z, si 2r < s, alors homD( ) (é”abs’x, 5abs,x(7‘)[5]) =
0. ’
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Résumé. Dans ce numéro, on vérifie que, sous une certaine condition sur la 7 -théorie de
Weil mixte satisfaite, par exemple, par celle de les catégories D (&, ) admettent une
structure de poids compatible a celle sur DM (X) et aux six opérations de Grothendieck.
Les preuves, essentiellement identiques a celles de D. Hébert pour la structure de poids sur
DM (X) ([Hébl1, 3.3, 3.7]), sont omises.

On rappelle la définition suivante.

Définition 2.3.1 ([Bonl0, 1.1.1]). Soit ¥ une catégorie triangulée. Une structure de poids
sur % est la donnée d’un couple (6=+°, €>+°) de sous-catégories pleines de € vérifiant les
conditions suivantes :

(i) Les sous-catégories €=+° et €=+° de € sont stables par réctractes.
(ii) La sous-catégorie €=+° (resp. 6>+°) est stable par 'endofoncteur (—)[—1] (resp.
(=)[1D.
(iii) Ona €=°C L(¥>9).

(iv) Pour tout M € ob (%), il existe un triangule distingué
A—M—-B—A[1]

de € tel que A € ob (¢=°) et B[—1] € ob (6>+°).
On appelle tv-catégorie une catégorie triangulée munie dune structure de poids. On dira
qu’un foncteur triangulée f : € — 6’ entre tv-catégories est m-négatif (resp. ro-positif) si
f envoie €=+° dans €’~+° (resp. €¥>+° dans €’>+°).
Théoreme 2.3.2 ([Héb11, 3.3]). Soit X € ob(8).

(i) Il existe une unique structure de poids (D=*°(E,psx)s D (Eapsx)) sUr D(E,sx) telle que
Rf.Emsy(1r)[2r] € 0b (@zwo(é’ab&x)) pour tous r € Z, (f : Y — X) € mor(8) projectif
avec Y régulier.

(ii) La structure de poids de (i) en induit une sur on(gabs’x) par restriction.
(iii) Le cceur D:owo(é’abs,x) = ®§:O(gabs,x) N @ié“o(é’abs’x) est la plus petite sous-catégorie

pleine de on(é’abs,x) contenant les objets Rf, &y v(r)[2r], r € Z, (f : Y — X) € mor(8)
projectif avec Y régulier; stable par ii-petits coproduits finis et par rétractes.

Démonstration. La démonstration de [[Heb11, 3.3] s’applique mutatis mutandis. En particu-
lier, ’axiome (W6) de remplace la condition K,,(S) ®, Q=0pourneZ_, et S€ob(8)
régulier rappelée dans [Heb11, §2, 7]. Grace a notre hypothése de projectivité, il n’est pas
nécessaire d’établir 'analogue de [Héb11, 3.1]. O

Théoreme 2.3.3 ([Hebll, 3.7]). Soit (f : X — Y) € mor(8). On munit on(gabs,x) et
Dy, (avs,y) des structures de poids de W
(D) Les foncteurs Lf™ et f, ainsi que Lfy lorsque f est lisse, sont to-négatifs.
(ii) Les foncteurs Rf, et f', ainsi que f* lorsque f est lisse, sont vo-positifs.
(iii) Le bifoncteur ®%, (resp. Rhom,) est wo-négatif (resp. w-positif).
(iv) Pour tout r € Z, Uendofoncteur (—)(r)[2r] est w-négatif et vo-positif.

(v) Linvolution de Verdier Dy est vo-négative et vo-positive.

Démonstration. La preuve de [Héb11, 3.7] s’applique telle quelle. O
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Corollaire 2.3.4. Soit X € ob(8). Le foncteur &y, x ®y ()1 DM, (X) = Dy, (Epsx) est
tu-négatif et vo-positif par rapport aux structures de poids de [Héb11) 3.3] et

Démonstration. Rappelons que &,,;x est bien une Hp x-algébre d’apres [2.2.20, D’apres
[CD12b, 4.4.25], le morphisme de catégories motiviques & ®§F (=) commute aux

six opérations de Grothendieck. II suffit d’appliquer la remarque [Heb11, 3.5]. ]
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3 COEFFICIENTS DE DE RHAM

Notation 3.0.0. Dans ce chapitre, on fixe les données suivantes :
(1) un Y-corps k de caractéristique nulle et son spectre B := Spec(k);

(ii) pour tout Y-schéma S, la catégorie Sch®|S des S-schémas quasi-projectifs et la
catégorie Sm%™ |S des S-schémas quasi-projectifs, lisses;

(iii) pourtoutS € ob (SchqprOle) régulier, le faisceau Zariski de @5-modules quasi-cohérent
s, défini dans, par exemple, [Bor87, VI, 1.2], et les catégories LMod (95 /K) et

RMod con (95 /K) des I, .-modules quasi-cohérents a gauche et a droite, respective-
ment.

Résumé. Dans le chapitre précédent, on a vérifié que les constructions de D.-C. Cisinski et
E Déglise [[CD12b] fournissent un formalisme des six opérations de Grothendieck canoni-
quement associée a toute 7 -théorie de Weil mixte. Dans les cas des cohomologies de Weil
classiques, ces constructions sont précédées historiquement d’autres notions de coefficients
constructibles, telles que les catégories DE(X(C)“, Q), @E(X, Q/), @ﬁ(@x/c), DP(MHM(X)),
et il n’est pourtant pas évident du tout en général quel lien pourrait exister entre la nouvelle
construction et son analogue classique. Dans [[CD12b, 17.1.7], on trouve un foncteur de
comparaison dans le cas de la cohomologie de Betti. Dans ce chapitre, on s’'intéresse au cas
de la cohomologie de De Rham algébrique.

Dans §3.1, on rappelle quelques définitions de la théorie des &-modules holonomes
et 'on raffine la théorie des six opérations dans ce contexte en la transposant au cadre
des (00, 1)-catégories monoidales symétriques. Dans §3.2, on rappelle quelques notions
d’équivalence faible dues a L. Positselski et 'on étudie le comportement de la formule de
Kiinneth en cohomologie de De Rham algébrique par rapport a ces équivalences faibles.
Dans §3.3, on construit un foncteur de réalisation de S}CRO (X) a valeurs dans DE(@X/K), la
catégorie dérivée bornée, holonome des P /,-modules quasi-cohérents pour X quasi-projectif,
lisse sur k un corps de caractéristique nulle. Si &4 x est le spectre de Tate sur X associé a la
cohomologie de De Rham algébrique, alors on vérifie que on(é"dR,X) est une sous-catégorie

pleine de D'ﬁ(@x/,{). Comme corollaire, on en déduit dans §3.4 une correspondance de
Riemann-Hilbert.

3.1 &J-MODULES HOLONOMES

Notation 3.1.0. Dans ce numéro, on fixe un morphisme (f : T — S) € mor(Sm¥® | k).

Définition 3.1.1.
(0 La (0o, 1)-catégorie D, (Zs/,) des L -modules quasi-cohérents est celle associée &
la catégorie avec équivalences faibles (Cplx (LModqcoh (95 /K)) , QJs0), ot QJso désigne la
classe des quasi-isomorphismes.

(i) On note Dz’;oh(gs /) la sous-(o0, 1)-catégorie pleine de D | (Zs, ) engendrée par les
complexes a cohomologie bornée. Elle est stable par (0o, 1)-colimites finies et contient I'objet
nul, de sorte qu’elle est stable.

(iii) On note DE’C’O(@S ) € Dz’cffh(gs /x) 1a sous-(0o, 1)-catégorie pleine engendrée par les
complexes a cohomologie holonome ([Bor87, VI, 1.12]).

(iv) On notera D qcoh(gs /i) DP

qco
V4 . b’ b’ .
catégories 932011(95 i) Dqﬁ(@s ) et D (Dy ), respectivement.

2(Zs ) D(Zs 1) les catégories homotopiques des (oo, 1)-
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Remarque 3.1.2.

(i) D’apres [Bek00, 3.13], la catégorie homotopique de cette (00, 1)-catégorie stable est
localement $l-petite et il en résulte que @:‘éoh(gs /) est aussi localement -petite.

(i) La (oo, 1)-catégorie @gﬁoh(@S/K) est équivalente a la (oo, 1)-catégorie associée a la

catégorie avec équivalences faibles (Cplx (RModqcoh (95 /K)) ,QJso) d’apres [Bor87, VI,
3.3]. On fera I'abus de ne pas distinguer entre les deux.

Définition 3.1.3. D’apres [Bor87, VI, 2.6], Dz’cﬁ](QZS/K) est équivalente a la sous-(00, 1)-
catégorie pleine engendrée par les complexes bornés a composantes @g-plates. Les arguments
de [Bor87, VI, §4] impliquent qu’il existe un (oo, 1)-foncteur d’image inverse exceptionnelle
e @2’5)1(95 ) = @Z’C?h(.@T/K) qui préserve les (0o, 1)-colimites finies et que, si (g : X —
T) € mor(Sm% k), alors il existe une équivalence naturelle g'f' = (fg)' de (o0, 1)-
foncteurs vérifiant une condition de cocycle a homotopie prés@ Au niveau des catégories
homotopiques et en oubliant les actions de I, et de Iy, f' s'identifie & f "[dim (T) —
dim(S)], ou f' désigne le foncteur d’image inverse de complexes de @-modules quasi-
cohérents. Signalons qu’ici et dans la suite on entend par dim (T) et dim(S) des fonctions
localement constantes sur les k-schémas lisses de type fini T et S, respectivement. D’apres
[Bor87, VII, 10.1(iii)], f et f' induisent des (00, 1)-foncteurs @E’OO(QS/K) — @E’m(@T/K).

Définition 3.1.4. Le foncteur d’image directe dans la théorie des &-modules est le composé
d’un foncteur dérivé droit et d'un foncteur dérivé gauche. Par conséquent, il n’est pas
manifestement le dérivé au sens classique d’'un foncteur défini au niveau des complexes de
Z-modules. On peut néanmoins définir un (oo, 1)-foncteur d’image directe

f* : ‘DZ;ZCL(@T/K) - 92;?h(gS/K)

en appliquant les raisonnements de [Bor87, VI, §5]. Effectivement, c’est 'un des grands
avantages des (0o, 1)-foncteurs par rapport aux foncteurs de Quillen. C’est un (oo, 1)-
foncteur exact et 'on déduit de [Bor87, VII, 10.1(ii)] que f, induit un (oo, 1)-foncteur
exact DE’M(QT/K) — @E’OO(QS /x) que I'on notera toujours f,.

Il reste la question de l'existence d’'une équivalence naturelle (f g), = f.g. de (00, 1)-
foncteurs vérifiant une condition de cocycle a homotopie pres lorsque (g : X — T) €
mor(Sm¥™ | k). D’aprés [Bor87, VI, 6.4], une telle équivalence naturelle existe au niveau
des catégories homotopiques, mais 'auteur ne sait pas en déduire une équivalence naturelle
de (o0, 1)-foncteurs. Pour répondre a cette question, signalons que cette compatibilité a
la composition se simplifie si I'on travaille avec la (0o, 1)-catégorie associée a la catégo-
rie avec équivalences faibles (Mod (€2 /K),WCO), ot Mod (2 /K) désigne la catégorie des
dg-Q /K-modules quasi-cohérents et ou W, désigne la classe des morphismes a cone co-
acyclique ([[Pos11] 3.3]). On renvoie a [[Pos11, B.2] et a [BD0OO, 7.2.10, 7.3.10] pour les
détails, mais explicitons brievement la situation. Comme on le rappellera dans la
(00, 1)-catégorie stable D (€2, /K) associée a (Mod (€2 /K), W,,) est équivalente a D:ﬁoh(.@S /1)
d’apres un résultat de L. Positselski. Par ailleurs, A. Beilinson et V. Drinfel’d montrent que le

morphisme f induit un (oo, 1)-foncteur exact f, : Dzoh(Q'T /K) — D:Zoh(ﬂ's /K) qui induit un

13. On tient a ce que « a homotopie prés » ne veut pas dire la méme chose qu’« 8 homotopie cohérente pres ».
Autrement dit, il faut travailler plus pour montrer que cette construction fournit une fibration cartésienne de
(00, 1)-catégories ([Lur09al §2.4]). Cependant, on a bien un pseudo-foncteur Sm%®" |k — Cat associant au

, . . . / . . b b,00 .
K-schéma quasi-projectif lisse S la catégorie homotopique D qcoh(gs /) de choh(gs /x) et au morphisme f le

foncteur induit f*' : choh(gs /x) = ®Zcoh(9T/K)'
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foncteur isomorphe a f, : qcoh(gT ) = qcoh(@S /x) sur les catégories homotopiques via
I’équivalence de L. Positselski. Or le foncteur f, : D qcoh(QT /K) qcoh(ﬂs /K) est le foncteur
d’image directe d’'un morphisme de sites dg-annelés, d’ou la compatibilité a la composition
voulue.

Définition 3.1.5. D’apres [Bor87, VI, 3.6, 3.7], il existe une involution
Dy : @E’w(gs/x) — QE’W(QS/K)OP)

dite de Verdier.

D’aprés [Bor87, VII, 10.2], le (0o, 1)-foncteur composé, dit d’image directe exception-
nelle ou d’'image directe a support propre, f, := Dgf Dy : DE’OO(QZT/K) — DE’“(@S /) est
adjoint & gauche de f' et il existe une (0o, 1)-transformation naturelle f, — f, qui est une
équivalence lorsque f est propre.

Dualement, le (0o, 1)-foncteur composé, dit d’image inverse,

f* = DTf!DS : @E’oo(gs/,() - QE’OO(QT/K)

est adjoint a gauche de f,. Si f est lisse de dimension relative pure d, alors il existe une
équivalence naturelle f*[—2d] =% f' d’aprés [Bor87, VII, 9.14] et f* est donc adjoint a
droite de f; := fi[2d].

Comme f, et f' sont compatibles a la composition & homotopie pres, il en est de méme
de leurs adjoints f* et f,.

Définition 3.1.6. D’apres [Bor87, VI, 2.6, 3.4] et [Rob13| 3.2.2], le produit tensoriel ®§ sur
la catégorie des I, -modules, c’est-a-dire le produit tensoriel des ¢-modules sous-jacents,
permet d’étepdre ®2’czoh(95 /x) en une (0o, 1)-catégorie monoidale symétrique @2;‘231(95 /K)®T
On notera 1; I'unité de cette structure monoidale. Concrétement, c’est le complexe donné
par @ en degré 0.

Il nous sera commode de décaler le produit tensoriel ® en posant K ®!S L := (K®;
L)[—dim(S)]. On note 1’S := 1;[dim (S)] I'unité de la structure monoidale associée a ®’S
et @2&1(95 /x )®' 1a (o0, 1)-catégorie monoidale symétrique associée a ce produit tensoriel
décalé. L'intérét de ce décalage est le suivant : f T induit un (oo, 1)-foncteur monoidal
symétrique fort D qcoh(.@S /K)®' qcoh(QZT /K)@’T et f' induit un (oo, 1)-foncteur monoidal
qcoh(gs /K)@’ qcoh(QT/K)@’ En effet, f et ®" sont les foncteurs d’image
inverse et de produit tensoriel de @-modules, respectivement. On appelle ®" et ®' les
bifoncteurs de f-produit tensoriel et de produit tensoriel exceptionnel, respectivement.

Pour tous S,S’ € Sm¥ |k, les produits tensoriels « internes » induisent les produits
tensoriels externes

T ! b,00 b,00
le,S” IZS,S’ qcoh(gs/l() X ®qcoh(9 //K) - ®qcoh(9(sxxsl)/K)

symétrique fort D

définis par

KR{L:=nK® o nil, et KR{L:=mnKe, L,

Sx S’ ﬂs’

oumg:Sx,S —Setmy:Sx,S — S désignent les projections canoniques. Si 'on note
A : S — S x, S 'immersion diagonale, alors on des équivalences naturelles

(3.1.6.1) (ML) = AT (DR (7)) et (2@ (—) = A(F) Ry (),
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parce que A' est A' sont monoidaux symétriques forts par rapport a ®; ¢ et ®% ., respec-

tivement. Si M et N sont des modules cohérents sur I, et Dy, respectivement, alors le
support singulier ([Bor87, VI, 1.9]) du 9(5sz/) /x-module a gauche M &;S, N est le produit
des supports singuliers de M et N. On en déduit que x‘;,s, et &‘S’S, préservent les complexes
bornés & cohomologie holonome. De plus, d’apres [[Bor87, VII, 10.1(iii)] et les équivalences
naturelles de (3-1.6.1), ®; et ®}, préservent les complexes bornés & cohomologie holonome.

Le formalisme habituel des six opérations de Grothendieck comprend deux adjonctions
f* - f, et f, 4 f' pour chaque morphisme de la catégorie des espaces ou des schémas § et une
structure monoidale symétrique fermée (®g, hom,, 1) telle que f* soit monoidal symétrique
fort. Du coup, on ne peut pas demander qu'un foncteur de réalisation hypothétique SH (S) —

@E’OO(QS /x) soit monoidal symétrique fort par rapport au produit tensoriel exceptionnel
®' et quil commute & f'. On est donc amené a définir une troisiéme (oo, 1)-catégorie
monoidale symétrique DE’OO(QS /K)®* par rapport a laquelle le foncteur d’image inverse
fr DE’OO(QS ) = Dﬁ"’o(QZT /) sera monoidal symétrique fort.

D’apres [Lurl2, 2.4.2.7], la (00, 1)-catégorie opposée DE’OO(.@S/K)OP s’étend en une (00, 1)-
catégorie monoidale symétrique (@E’w(QZS /K)op)g’! duale de @E’m(.@S /K)®! et unique a équiva-
lence pres. Linvolution de Verdier Dy : DE’OO(QS ) = @E’OO(QS ) étant une équivalence
de (o0, 1)-catégories, on peut étendre DE’OO(@S /x) en une (oo, 1)-catégorie monoidale symé-
trique DE’“(@S /K)®* telle que Dg induise une équivalence de (o0, 1)-catégories monoidales
symétriques Dy : DE’OO(QS /K)®* — (@E’OO(QS /K)Op)@’!. Cette structure de (00, 1)-catégorie mo-
noidale symétrique est unique a équivalence preés. On note 13 :=Dg1; = 1.[—2dim (S)] =
1{[—dim(S)] l'unité.

Pour vérifier que f* est un (0o, 1)-foncteur monoidal symétrique fort par rapport a ®,
on remarque que

f°K ®'>;f*]“ = DTf!DS(K) ®¥ DTf!DS(L)
= D.(f 'Ds(K) ®; f 'Dg(L))
= D.f ' (Ds(K) ®¢ Dg(L))
= D.f'Ds(K & 1)
= f*(K ®; L).

La (00, 1)-catégorie monoidale symétrique DE’OO(.@S ) est fermée, c’est-a-dire le (oo, 1)-
endofoncteur (—) ®; K admet un adjoint a droite

homg (K, —) := Dg(K ® (—)) = Ds(K ® Ds(—))

pour tout objet K. Effectivement, d’apres [Bor87, VII, 9.8], quels que soient K,L,M €
ob (DE’“(@S /K)), si 'on note mg : S — B le morphisme structural, alors on a

! ~ ! !
hom,, g, (K, Dg(L) ® M) = 5, (Ds(K) ®% Dg(L) ® M)
= 116, (Dg(K ®% L) ®; M)
= homDE(QZS/K) (K ® L, M)

via l'identification de ®qcoh(@3 i) @ D(Mod(x)). 11 suffit de remarquer que deux (oo, 1)-
foncteurs a* : ¥ — P et a, : 2 — € entre (00, 1)-catégories stables qui préservent les
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(00, 1)-limites finies ou, de maniére équivalente, les (0o, 1)-colimites finies sont adjoints I'un
de l'autre s’ils le sont au niveau des catégories homotopiques, car

T, map,, (X,Y) = n,map,, (X"X,Y) = hom ) (Z"X,Y)

ho(€¢

pour tous n € Z, X,Y € ob (%) lorsque 4 est stable.

Proposition 3.1.7.
(i) Soient (g:X— S) € mor(Sm¥® | k) tel que X x T soit régulier et

X xg T ——=X
|
T S

le carré cartésien associé dans 8. Aors il existe une équivalence naturelle canonique a
homotopie prés g*f, — f/g"* de (00, 1)-foncteurs @E’OO(QT/K) — @E’M(QX/K).

*

(i) Pour tous K € ob (@E’“’(@T/K)), Le€ob (DE’“(@S /K)), il existe des équivalences cano-
niques a homotopie preés

f(K®LfL)™S fKO,L et fK®:LS f(K®:fL).

_—
f

(iii) Soient (i : Z — S) € mor(Sm¥® | k) une immersion fermée et j : U :=8 —7Z < S
limmersion ouverte complémentaire. Alors, pour tout K € ob (@E’“’(.@s /K)), les carrés

jj*K——K et i,i'K K
0 i,i"K 0——j,j'K

sont cartésiens ou, de maniére équivalente, cocartésiens, ou les fleches non nulles sont les
unités est co-unités des (0o, 1)-adjonctions.

Démonstration.

(i) Le morphisme ex(g*,f,) : g*f. — f/g" est 'adjoint du morphisme composé f, —

f.g.g"™ = g.f!g"”. Léquivalence f,g. =% g.f/ est unique a homotopie prés d’apres Le
carré cartésien de ’énoncé se factorise en deux carrés cartésiens

X xgT——=X' x T—~T

7

X X' X, S—=S,

ou g = pi, i est une immersion fermée, X’ € ob (qupr"jlk) et p est la projection canonique.
En effet, g est quasi-projectif. D’aprés [[SGA73, Exposé XII, 4.4] ou [[CD12b, 1.1.7], a
homotopie pres, le morphisme naturel g*f, — f/g’* est compatible a la composition en g,

c’est-a-dire on a un diagramme commutatif a homotopie prées

ex(g".f)

(p)*f. £y
S

b 3 %
L p f*ex(p*,f*)l f* p ex(i*,f*”) *l p *
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Par suite, il suffit de montrer que ex(p*, f,) et ex(i*, f/) sont des équivalences. Le cas de
la projection p est traité dans [HTTO08|, 1.7.3], ou les auteurs traitent également du cas du
7271

morphisme de changement de base f/i" =5 i'f”. On en déduit par dualité que ex(i*, ) est
aussi une équivalence.

(i) Les deux assertions sont équivalentes par dualité et la premiére résulte de [[Bor87, VII,
9.9].

(iii) Les deux assertions sont équivalentes par dualité et la seconde résulte de [Bor87, VI,
8.3]. O

Remarque 3.1.8. Certains auteurs prétendent que (i) et (ii) entrainent 'existence d’'une
équivalence naturelle canonique f/g" — g'f, de foncteurs @th(gT/K) — Dlsoh(QZX/K) pour
tout g € mor(8). Cependant, comme remarqué dans [HTTO8, 1.7.6], la construction de cette
équivalence « canonique » dépend a priori du choix d’une factorisation g = pi avec i une
immersion fermée et p une projection canonique de la forme T’x, S — S, T' € ob (quprojlk).
En effet, on ne peut pas raisonner comme dans [[SGA73| Exposé XII, 4.4] pour montrer que
le morphisme de changement de base du composé g = pi est le composé des morphismes
de changement de base par i et p parce que, dans la théorie des &-modules, le morphisme
de changement de base par une immersion fermée i provient de 'adjonction i, - i', alors
que le morphisme de changement de base par une projection p : T' X, S — S provient de
ladjonction p'[2dim (T’)] 4 p,. Comme le montre si I'on se restreint aux complexes a
cohomologie holonome, alors on obtient des morphismes de changement de base canoniques
grace au formalisme plus complet des six opérations de Grothendieck dans ce cadre, qui
n’existe pas pour les complexes & cohomologie &' -cohérente.

Proposition 3.1.9. Les foncteurs f; pour f lisse, f*, f,, ®; et homg font de Dlﬁ(@(—) /) une
catégorie triangulée Sm-prémotivique sur Sm%®" |k ([CD12b, 1.4.2]).

Démonstration. D’apres les foncteurs triangulés f* fournissent une structure de
pseudo-foncteur Sm® |k — Cat a valeurs dans les catégories triangulés et f* admet
un adjoint a gauche f; lorsque f est lisse. La propriété de changement de base lisse ([CD12b),
1.1.9]) résulte de i) par adjonction. On a donc une catégorie triangulée Sm-fibrée
sur Sm%®% |k ([CD12b, 1.1.10]). D’aprés f* admet un adjoint a droite f,, de sorte
que cette catégorie Sm-fibrée est compléte ([[CD12b, 1.1.12]). D’apres et [3.1.7ii),
il s’agit d’'une catégorie triangulée monoidale fermée Sm-fibrée ([[CD12bl 1.1.27, 1.1.29]),
c’est-a-dire une catégorie triangulée Sm-prémotivique. O

Définition 3.1.10. Rappelons que I'on note Ind (DE’OO(@S /K)) la (00, 1)-catégorie des ind-
objets de DE"’O(.@S/K) ([Lur09al, 5.3.5.1]). Elle est stable d’apres [Lurl2, 1.1.3.6] et lo-
calement {-présentable d’apres [[Lur09al 5.5.1.1]. D’apres [BZNT1], 3.5], Db’m(gs/,() est

coh
idempotent-complete et il en est donc de méme de la sous-(o0, 1)-catégorie pleine@'fl’m(@s /i)

stable par rétractes. D’aprés [Lur09a, 5.4.2.4], TDE’OO(QS/K) C Ind (DE’OO(QS /K)) est la sous-
(00, 1)-catégorie pleine engendrée par les objets X,-présentables. D’apres [[Lur09a, 5.3.5.10],
les (0o, 1)-adjonctions f* - f, et f, - f' de se prolonge en des (0o, 1)-adjonctions entre
Ind (D‘ﬁb’m(gs /K)) et Jnd (@E’Oo(@T/K)). De plus, les équivalences naturelles de [3.1.7| se
prolongent aux ind-(oo, 1)-catégories.

D’apres [Lurl2) 6.3.1.13], on peut munir IJnd (DE’OO(QZS/K)) d’une structure de (o0, 1)-

catégorie monoidale symétrique Ind (’DE’OO(QS /K))® telle que le (0o, 1)-foncteur canonique
@E’OO(QS ;) — Ind (DE’“(@S /K)) se prolonge en un (0o, 1)-foncteur monoidal symétrique

101



fort DE’OO(QZS /K)@’* — Ind (DE’“(@S /K))® et telle que le produit tensoriel ® préserve les
$I-petites (00, 1)-colimites en chaque variable. De plus, cette (0o, 1)-catégorie monoidale
symétrique est fermée. On notera homy le (oo, 1)-bifoncteur de la structure fermée.

Proposition 3.1.11. Les données ho (Jnd (@E’w(gs/]())), fy pour f lisse, f*, f,, fi, f', ®; et
homy forment une catégorie triangulée Sm-prémotivique sur SmP | k.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de[3.1.9 et des remarques de[3.1.10] [

Proposition 3.1.12. Soient r € Z, {e, : Uy = X}1<q<, € mor(Sm®* | k) un recouvrement
étale avec U, affine pourtout 1 <a <r,e:U:= ]_[15“9 U, — X le morphisme induit par les
e, et X, le n?rf de Cech de e. Alors le (00, 1)-foncteur canonique @E’OO(@X/K) — lim @E"’O(QX. /i)
induit par e = e* est une équivalence. E

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que les équivalences naturelles f'g' = (f g)'
évoquées dans[3.1.3| vérifient une condition de cocycle a homotopie cohérente pres lorsque
les morphismes en question sont tous étales. Autrement dit, on dispose d'un (oo, 1)-foncteur

Y — @Z’Cﬁl(gym) :N (Stqpmj lX) N Cat™, ot1 Et%™ |X désigne la sous-catégorie pleine de
Sm%P™ | X engendrée par les X-schémas étales. Effectivement, pour tout morphisme étale f :
Y — X, le foncteur f' : Cplx (LMoquOh (QX/K)) — Cplx (LModqcoh (gy/K)) est exact et
se dérive trivialement. Par suite, la condition de cocycle résulte de ce que f' = f est I'image

inverse des @-modules sous-jacents. Le (0o, 1)-foncteur N (Stqpr"j lX) " Cat™ voulu est
I'image du pseudo-foncteur Y — (Cplx (LModqcoh (9%()) ,QJs0) : (Et%™ |X)” — WCat
par le composé du foncteur de localisation simpliciale de Dwyer-Kan WCat — Set, - Cat
([DK80, 2.1, 3.4]), ot WCat désigne la 2-catégorie des catégories avec équivalences faibles,
et avec le nerf simplicial N, : Set, - Cat — Set, ([Lur09al 1.1.5.5]). Bien entendu, il faudra
éventuellement post-composer le foncteur de localisation de Dwyer-Kan avec une résolution
fibrante dans la structure de modeles de Joyal sur Set, ([Lur09al 2.2.5.1]) afin d’obtenir
une quasi-catégorie, c’est-a-dire une (0o, 1)-catégorie stricto sensu.

Rappelons que C. Simpson définit dans [[SIm96]] le champ de De Rham X : CAlg (k) —
Set par X4z(A) := mor, Ix (Spec(A/nil(A)),X), ot nil(A) désigne le nilradical de A. Cette
construction fournit un foncteur Sch|k — Fun (CAlg(x),Set). On peut définir une caté-
gorie abélienne QCoh (Xgr) de faisceaux quasi-cohérents sur Xy et, d’aprés [Lur09b, 0.4],
il existe une équivalence Dgﬁ(@xm) ~ D>*(QCoh (X4g)). De plus, si g : X — Y est un
morphisme dans Sch|k, alors le morphisme g4z : X4z — Ygg induit un (oo, 1)-foncteur
gl : D>®(QCoh (Ygr)) — D>®(QCoh (X4z)) qui s'insére dans un diagramme commutatif
de (00, 1)-catégories

D> (Y) —= D>*(QCoh (Yar))

qco.

| |
g &ar

D>*® (X) —— D>*(QCoh (X4r)).

qcoh

On déduit de [GR11] 3.4.3] que DZ;Z?](QX/K) 5 lim @2;?11(9& /x)- Le foncteur e* préserve

et détecte les complexes a cohomologie holonome et il en résulte que DE’”(@X/K) =~
lim DP™( Dy - O

14. On renvoie a [Lur09a, Chapter 4] pour la définition de la (oo, 1)-limite d'un diagramme de (oo, 1)-
catégories.
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3.2 ForMULE DE KUNNETH

Notation 3.2.0. Dans ce numéro, sauf dans on fixe un k-schéma affine, lisse S €
ob (8mAff| k). Pour tout X € ob(8m|x), on note £ I le complexe de De Rham de X sur
Spec(x). Lorsque X = Spec(A), on note / 1a complexe des sections globales de €y, .

On rappelle que, pour A € CAlg (), &, 1 €st une algebre commutative de la catégorie de
{I-modéles monoidale symétrique Cplx (Mod(k)). Cette catégorie de {I-modéles monoidale
symétrique vérifie 'axiome du monoide et [[SS00, 4.1] fournit une structure de ${-modeéles
monoidale symétrique sur Mod(£2, /K). Sauf mention expresse du contraire, Mod (2, , ) est
munie de cette structure de modeles. On note D (2, /K) sa catégorie homotopique.

Si R est un U-anneau commutatif, A = (A’,d,) une dg-R-module et M = (M, d);) un dg-A-
module, alors on notera A’ := @ _, A" et M? := @, _, M" la R-algébre graduée sous-jacente
et le A"module gradué sous-jacent, respectivement.

A/

Définition 3.2.1. Soient R un anneau commutatif, unitaire et A = (A", d,) une dg-R-algebre
dg-commutative.

(1) On note Mod(A) la catégorie des dg-A-modules, c’est-a-dire la catégorie des modules
sur le monoide commutatif A de la catégorie monoidale symétrique Cplx (Mod(R)). Evi-
demment, Mod(A) est une Cplx (Mod(R))-catégorie.

(ii) On note Z°(Mod(A)) la catégorie dont les objets sont ceux de Mod(A) et les mor-

Cplx( Mod(R)
Mo d(( N )(M, N) tels que

f = 0. C’est une catégorie abélienne de $-Grothendieck.

phismes f : M — N les éléments du complexe de R-modules hom

d «
homGpl (Mod(R))

Mod (A) (M,N)

(iii) On note H°(Mod(A)) la R-catégorie dont les objets sont ceux de Mod(A) et dont les
R-modules de morphismes sont

110 eplx(Mod(R))
homy oy roqcay M N) :=H (homMod(A) (M, N)) )

On dit que M € ob (Mod(A)) est contractile s'il est isomorphe a l'objet nul dans la catégorie
H°(Mod(A)). Cest une catégorie triangulée dans laquelle les $i-petites coproduits sont
représentables.

n—2 n—1 n n+1
(i) Soit M :=[--- = M"2 25 M* 5 M 2 ...] un complexe dans Z°(Mod(A)).
Alors on définit sont dg-A-module &-total tot®(M) de la maniére suvante : la composante
de degré n € Z du R-module gradué sous-jacent est donné par

tot®(M)" == P M,
r+s=n

la différentielle est induite par les morphismes
digeop | M™ i=a’ +(=1)"dy,

et I'action de A est celle induite par I'action de A sur M" pour tout r € Z. On peut vérifier
que ces conventions de signes font de tot®(M) un dg-A-module. Cette construction est
fonctorielle par rapport aux morphismes de complexes dans Z°(Mod(A)). Dualement, le
dg-A-module II-total tot" (M) est celui donné par

ot" (V)" := P M™,  dympp | M™ 1 &+ (=1)"d,..

r+s=n

15. On suppose que A est dg-commutative afin d’éviter de parler de modules a gauche et a droite. Cette
hypothése n’est pas nécessaire.
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(v) On dira qu'une dg-A-module a droite M est absolument acyclique s’il appartient a la
sous-catégorie épaisse acycl®™(A) de H'(Mod(A)) engendrée par les dg-A-modules ®-totaux
des suites exactes courtes dans Z°(Mod(A)).

(vi) On dira qu'un dg-A-module est co-acyclique (resp. contra-acyclique) s’il appartient a
la plus petite sous-catégorie triangulée stable par il-petits coproduits (resp. L-petits produits)
acycl®(A) (resp. acycl®(A)) de H°(Mod(A)) engendrée par les dg-A-modules ®-totaux
(resp. TI-totaux) des suites exactes courtes de Z°(Mod(A)). De plus, on note W, (resp. W.,,
resp. W) la classe des morphismes de Z°(Mod(A)) & cone absolument acyclique (resp.
co-acyclique, resp. contra-acyclique). Ce sont des modifications de la définition classique de
acycl(A), la sous-catégorie pleine de H°(Mod(A)) engendré par les dg-A-modules acycliques.

(vii) On note D, (A) (resp. D_ (A), resp. D (A)) la localisation de la catégorie triangulée
H°(Mod(A)) par rapport & W, (resp. W, resp. W,,) et on l'appelle catégorie dérivée
absolue (resp. catégorie codérivée, resp. catégorie contradérivée) de A. Il revient au méme
de quotienter H(Mod(A)) par la sous-catégorie épaisse acycl®™(A) (resp. acycl(A), resp.
acycl®(A)) et il en résulte que ces localisations sont des catégories triangulées.

(viii) On dira que M € ob (Mod(A)) est plat si M®Q§/ (—) préserve la sous-catégorie pleine
acycl(A).

Remarque 3.2.2.

() Les définitions[3.2.1(v), (vi) et (vii) sont dues & L. Positselski [[Pos11], 3.3]. On prendra
garde que D, (A), D_(A) et D (A) ne sont pas localement -petites a priori. Dans certains
cas, on peut munir Z°(Mod(A)) d’une structure de ${-modéles dont les équivalences faibles
sont les morphismes a cone absolument acyclique, co-acyclique ou contra-acyclique, respec-
tivement, mais en général ces constructions reposent sur des hypotheses de finitude sur la
dg-R-algebre A.

(i) On s’intéressera aux dg-k-algebres

X/
de type fini. Dans ce cas, 'anneau gradué Q]u3 1 SOus-jacent aQ, / €St une B-algebre de

b
B/x

est engendré par Qé / €N tant que B-algebre. En particulier, Q}i / €St un anneau gradué
noethérien a gauche et a droite. D’apres [[Pos11, 8.3, Remark], il existe une structure de
$l-modeles sur Zo(fMod(Qi3 /K)) dont les cofibrations sont les monomorphismes et dont les
équivalences faibles sont les morphismes a cone co-acyclique.

ol X = Spec(B) est un k-schéma affine, lisse

type fini : le B-module 9113 e €St de type fini car B est une k-algébre de type fini et Q

(iii) Dualement, avec les notations de (ii), si de plus on suppose que card(k) < X, avec
n €Z.,, alors le fait que Qi / SOit un anneau gradué noethérien a droite et, en particulier,
cohérent a droite entraine qu'il existe une structure de (-modeles sur Z°(Mod(£2; /K)) dont
les cofibrations, les équivalences faibles et les fibrations sont les monomorphismes dont le
Q]i /K—module gradué sous-jacent au conoyau est projectif, les morphismes a cone contra-
acyclique et les épimorphismes, respectivement, d’apres [Pos11), 8.3, Remark].

(iv) Les sous-catégories acycl(A) et acycl®(A) de H°(Mod(A)) sont contenues dans la sous-
catégorie pleine acycl(A) engendrée par les dg-A-modules acycliques et elles contiennent
acycl™(A). En particulier, la catégorie dérivée D(A) := H°(Mod(A))/acycl(A) est une
localisation de D_ (A) et de D (A) et ces dernieres sont des localisations de D, (A).

Lemme 3.2.3. Soit R un anneau commutatif et notons CAIg(R)>° la catégorie des dg-R-
algébres commutatives, co-connectives, c’est-a-dire des dg-R-algébres commutatives A = (A’,d,)
telles que A" = 0 pour tout n € Z_. Alors le foncteur A — 0,  : CAlg (R) — CAlg(R)> est
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adjoint & gauche du foncteur B = (B',dg) — B°. En particulier; A — 0, . préserve les colimites

qui sont représentables dans CAlg (R).

Démonstration. Pour tous A € ob (CAlg(R)), B = (B,dy) € ob (GAIg(R)ZO), on a un
morphisme évident

A/R

: 0
home Alg(RY° (Q '\ /R,B) — home Alg(R) (A,B ) .
Si f,g € homg,, .0 (QA/R, ) induisent le méme morphisme f° = g°: A= QF , — B,

alors
f1(da(a)) = dp(f (@) = dp(g°(@)) = g'(da(@))
pour tout a € A. Comme I'anneau gradué sous-jacent a 2, p est engendré en tant que

A-algebre par les éléments de la forme d,(a), a € A, on a f = g. Dailleurs, si I'on se

donne f € hom, Als(R) (A,B%), alors f induit un morphisme de dg-R-algebres f: Q,r—B

uniquement déterminé par les conditions f° = f° et f1(d,(a)) = ds(f°(a)) pour tout
acA. ]

Proposition 3.2.4. Soient X = Spec(A) € ob(SmAff]S) et R := TI'(S,O;). Alors le QR/K

module gradué Q' Ak St plat a gauche et a droite.

Démonstration. On procede en trois étapes : le cas des S-schémas étales, celui des S-schémas
de la forme A{ — S, r € Z;, et le cas général. Soit (e : X — S) € mor(SmAff|S) un
morphisme étale. Alors le morphisme canonique A ®g Qlla\ K Q, /st un isomorphisme,
d’ot

r r
1 ~, 1 _
Q= /\QA/K /\(A®RQR/K)—>A®R/\QR/K—A@)RQ;{/K
a=0 o=

pour tout r € Zs, d’apres [Mat89, Appendix C, (4)]. Du coup, on a un isomorphisme de
Qf‘ /K—modules gradués a droite QE\ T A®g QE{ et ce dernier est plat, puisque A et R-plat.

Le méme argument montre que QE\ i =~ Qi e ®r A est plat en tant que QE{ /K-module gradué
a gauche.
Sir €Z,,etquep:X:=A; — S est la projection canonique, alors on a

— 0l ~
Q(R® K[tq,m.es D/x T (QR/K [tl’ te ]) ® (R ® Qk[t ,,,,, tr]/K)

d’apres [[Eis95), 16.5]. Par suite, on a

. i f i
KLty ]/ d’ott Qaren tr]/K_QR/K®KQK[t1 ..... t,1/x

Q

R[ty,....t;]/x _Q « O L2,

d’apres [Mat89, Appendix C, Theorem C2]. Or Q' est évidemment un k-module

K[yt ]/
gradué plat a gauche et a droite.

Dans le cas général, le foncteur d’oubli LMod (QE\ /K) — Mod(A) étant exact et conser-
vatif, pour que Qu . Soit un Qf{ /K-module gradué a droite plat, il suffit que le foncteur
b
QA/K
Zariski, le morphisme structural f :X— S se factorise en pe, ol e : Y — A est un morphisme
étale et p : A — S la projection canonique. La formation des complexes de De Rham et
des produits tensoriels étant compatibles a la localisation, I’assertion en résulte. Le méme

argument avec le foncteur (—) ®; QE\ I RMod (QE,{ /K) — Mod(A) montre que Qi 1 est
R/

plat en tant que module a gauche. ]

®Qu (-): LJ\/[od ( ) — Mod(A) soit exact. Localement sur X pour la topologie
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Lemme 3.2.5. Soient X = Spec(A),Y = Spec(B) € ob (SmAff|S) et R :=T'(S, G).

(1) Il existe un isomorphisme canonique €2, I ®QM Qp/ = A®B)/x dans CAlg (QR /K).

Q. = Q dans DCO(Q’R/K).

(it) Il existe un isomorphisme canonique €2, I ®§‘T (A®LB)/x

R/x

Démonstration.

() Dapres(3.2.3, le foncteur C— Q : CAlg (k) — CAlg (k)>° préserve les colimites. Or
A ®g B est la somme amalgamée de A et B sur R dans CAlg (k). De méme, 2, / ®ay, Q

i3/K
est la somme amalgamée de 2/ et Ly sur Qo dans CAIg(k)>°. Par conséquent, le
morphisme canonique

Qy/x ®QM Qp = Q'(A®RB)/K

est un isomorphisme de 0 /K-algébres.

(if) Précisons le sens de la notation €2, I ®Q4/ Q Lexistence de résolutions plates a cone
R/x

B/x*
co-acyclique est une question subtile et il ne semble pas vrai en général que tout dg-Q2

R/x~
module admette une telle résolution. Pourtant, si M est un dg-Q, /K—module tel que M soit

Qi -Plat, alors les foncteurs M ®q,, (=) et(—-) ®q,, M préservent W, et induisent donc

R/x

D’apres (i), il suffit de montrer que le morphisme canonique » ®?ZA
R/x

des endofoncteurs de D_ (€2, ) que I'on notera M ®5M (=) et(-) ®5M M, respectivement.

QiB/K - Q;\/K ®Qi{/K QiB/K

'R/K). D’apres [3.2.4, QE\/K et QQ/K sont plats en tant que

QE{ /K—modules gradués. [

est un isomorphisme dans D_ (2

3.3 REALISATION DE DE RHAM

Notation 3.3.0. Dans ce numéro, on fixe un k-schéma affine, lisse de type fini S = Spec(R) €
ob (SmAff| k). On note Uy, les sections globales de L.

Définition 3.3.1 ([Kap91]], [BD0O, 7.2.2], [Pos11, Appendix B.2]).

(1) On note Q : Cplx (iRMod (QR/K)) — Mod (£ ,.) le foncteur

ng/K (QR/K ®R 9R/K’ _) 5

ol Q) ® Ly, est le complexe de De Rham du Z,-module a gauche &/, muni des
structures de Q /K—module a gauche et de &y, -module a droite évidentes.

(i) On note I : Mod(Qk/K) — Cplx (fRMod (QR/K)) le foncteur (—) ®Qk/ (Q'R/K ®r D /x)-
(iii) 11 existe une adjonction évidente & - Q. D’aprés [Pos11, Appendix B.2], & en-
voie W, dans QJso, Q envoie QJso dans W,, et les foncteurs induits & : D_ (Q; /K) s
D(RMod (QR/K)) : Q sont des équivalences.

(iv) On note D (£, /K) (resp. D®(Zg /) la (00, 1)-catégorie associée a la catégorie avec

équivalences faibles (Mod(£2,, ), W) (resp. (Cplx (fR.’Mod (QZR/K)) ,QJs0)). On déduit de

R/k
(iii) des équivalences mutuellement quasi-inverses de (0o, 1)-catégories

9 : Dsg(QR/K) = ‘DOO(QR/K) = Dzioh(gs/K) 1 Q.

Notre hypothese que S soit affine est inutile. Quitte a définir la catégorie des dg-Q /K-modules
quasi-cohérents, 'équivalence précédente se généralise au cas ou S est quasi-projectif, lisse
sur K.
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Notation 3.3.2.

(1) On munit Cplx (LJ\/[od (@R/K)) de la structure monoidale symétrique associée au
produit tensoriel f-exceptionnel ®f; déduite de|3.1.6| et 'on munit Cplx (RMod (EJZR/K))
de la structure monoidale induite par ’équivalence naturelle (—) ®; wg : LMod (QR/K) =
RMod (QR/K) , ol wy désigne le R-module dualisant ([Bor87, 3.3]). On notera ®" le produit

tensoriel associé a cette structure monoidale symétrique sur Cplx (RMod (QR/K)). L'unité
est I'objet wg, vu comme complexe concentré en degré 0. On remarque que cette structure
monoidale induit une (00,1)- structure monoidale symetrlque canoniquement équivalente a
la variante affine D o (Dry)® " de la structure D qcoh(@S )% " def3.1.6,

qco

(i1) On note ®;. le produit tensoriel décalé M ®s'2. N := (M ®Q'/ N)[—dim(S)] sur
R/x R/x R/

Mod (2

(iii) On note ® et ® les produits tensoriels décalés sur les catégories Mod (2, I ) et
e

R/K)

Cplx (fRMod (QR/K)) respectivement, donnés par
M ®~Qk/ N:=(M ®;g./ N)[—dim(S)] = (M®q N)[-2dim(S)]
et M®,N:=(M®}N)[—dim(S)].

Lemme 3.3.3. Le foncteur €2 : Cplx (fRMod (QR/K)) — Mod(Q; ) ) est monoidal symétrique
fort par rapport aux structures monoidales ®; et ®;M. De méme, 2 est monoidal symétrique
fort par rapport a ®i‘ et ®§2M' Par conséquent, son adjoint a gauche ' est comonoidal faible
par rapport a ces structures.

Démonstration. Seule la premiére assertion nécessite une démonstration. On notera Q* :
Cplx (LMod (QR/K)) — Mod(Q; /K) le foncteur qui associe a un complexe de P y-

modules a gauche sont complexe de De Rham. Ce foncteur est monoidal symétrique fort
par rapport aux structures monoidales ® et ®Qk/ ([BDOO, 7.2.3(ii)]). Soient M,N €

ob (Gplx (RMod (QRK))). Alors Q(M) = Q*(w;* ®; M)[dim(S)] et l'on trouve que
oM@ QN)=aM) 8y QN)[-dim(S)]
= (2 (og! ®; M)[dim (S)] B, Qx(co_l ®r N)[dim (S)])[— dim (S)]
% O0Mow @y (M N))[dlm(S)]
~QM®'N).
D’ailleurs,

Qwp) = Qg O wp)[dim (8)] = Q' (R)[dim (S)] = 2y, [dim (S)].

R/ K [
On laisse au lecteur le soin de vérifier la commutativité des diagrammes de cohérence. []

Lemme 3.3.4. Soit M € ob (Mod(ﬂk/l{)). Si les composantes M', r € Z, sont R-plates et

presque toutes nulles, alors le foncteur (—) ®Q M préserve la sous-catégorie acycl®(€2, /K)

Démonstration. On note Z /« la structure de D w-module & droite sur &, induite par
la multiplication. On peut supposer que M" = 0 pour r < 0 et r > n. Le complexe de
D /x-modules a droite Z'(M) est le complexe

O_)Mo ®R91§/K _>M1 ®R99

R/K "_)MH®R91§/K_)O
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ou la différentielle est le morphisme
& — dy;5 : Diff (R, M") — Diff, (R, M" ")

via l'identification N ®g Zg/, = Diff, (R, N) pour tout R-module N. Le 2, -module QZ (M)
est le dg-Qp , -module @-total du complexe des (M’ ®g 7/ /). Silon note O/, le module

tangent de R sur k, dual de Q}, , la différentielle de Q(M" ®; Z /) est donnée en degré

s € Z_, par le morphisme

R/K’

—s —s+1

(M ®: Z8,) @, /\ Orj = (M @, ZF, ) &y [\ Ony

qui envoie m® &; A --- A & sur 'élément

D1 IME, ®E A ABG A A,
a=1
+ D DM@ ELEI AE A A A A A AE,

1<a<P<s

Or le dg-Q; /K-module @-total d’un complexe borné de dg-Q, /K-modules vérifie la conclusion
de I'énoncé deés que chaque composante dudit complexe la vérifie. Il suffit de montrer que
(=) ®QM Q(M" ®; R/K)) préserve acyclco(QR/K)

Le dg-Q, /K—module QM" ®g I /K) est isomorphe au complexe de De Rham décalé

e ®r (05" ® (M @, Zy,, ))[dim (S)]
du Dy, -module a gauche w;' ® (M" ®; Z, ) SiNeob (Mod(QR /K)), alors
N ®n Q « ®r (@_1 ®r (M" ®y }S/K)) =N®g (@1;1 ®r (M" ®y R/K))
muni de la différentielle donnée en degré s par
n®@m—dy(n)®@m+(—1)’n® ¢(m),
oln €N’, m € wy' ® (M®g Z, ) et
¢ op! @ (M" ®y Z), ) = Qe O 0y ® (M @, Zf )

est la connexion intégrable induite par la structure de &y, -module a gauche. Comme wy,
P . 4 -1 P 4

M’ et T 1 sont tous R-plats, il en résulte que (=) ®QM (g ®r (M ® T /K)) préserve les

suites exactes courtes dans Z°(Mod (€2, /K)). Il préserve également les L-petits coproduits, ce

qui acheve la démonstration. O

Proposition 3.3.5. Il existe un (00, 1)-foncteur monoidal symétrique fort
Qs : N(SmAFELS)* — DYX(Z ), )*

tel que @} (X) = fy1; pour tout X € ob (Sm.Aff]S).
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Démonstration. On dispose d’un foncteur (SmAff|S)” — Mod (2, /K) défini par
X = Spec(A) = Q, [2dim(S)].

D’apres | il se prolonge en un foncteur monoidal symétrique fort ((Sm.Aff|S)*)”

Mod(QR i ) , ol (SmAff]S)* désigne la structure monoidale symétrique associée au
produit cartes1en x¢ dans SmAff|S. En effet, pour tous X = Spec(A),Y = Spec(B) €
ob (SmAff]S), on a

[2dim(S)] ® Q) [2dim(S)]
= (QA/K[Z dim (S)] ®Q»
~ Qpo,B)/x [2dim(S)]

o [2dim (S)].

A/K

Q,, [2dim (S)])[-2dim (S)]
(A®gB)/x

Un foncteur monoidal symétrique fort est également comonoidal symétrique fort. En compo-
sant avec le foncteur comonoidal faible

!

g Mod(Q'R/K)%ia/x — Cplx (fRMod (QR/K))®

(3.3.3), on obtient un foncteur comonoidal faible

((SmAff}S))” — Cplx (RMod (@R/K))@

donné par X = Spec(A) — .E/Z(QA/K).
Le foncteur & n’est pas comonoidal symétrique fort, mais les morphismes structuraux

D9 [2dim(S)]) = 1§ et D(Q,, ®§2M Q) = D(Q,,) ® Z(Qy,)

sont des quasi-isomorphismes pour tous X = Spec(A) et Y = Spec(B) dans SmAff|S. En effet,
la co-unité de I'adjonction & (€2, » [2dim(S)]) =9 (Q(l;)) - lfs est un quasi-isomorphisme
d’apres [BDOO, 7.2.4]. La structure comonoidale faible sur & est le composé

gMe;, N)-ZOQZM S, 2IN)-TAZM) e, ZN) - Z(M) &, ZN)

des morphismes d’unité, de la structure monoidale sur 2 et de co-unité, respectivement. La
fleche au milieu est un isomorphisme, car 2 est monoidal symétrique. La fleche a droite est
un quasi-isomorphisme par [[BDOO, 7.2.4]. Le morphisme M ®Qk/K N — QI(M) ®QM QI (N)
se factorise en

M®, N—M® QZ(N)— oD (M) e, QZN).

Or QZ(%,,,) ®§2A/ (—) et (=) ®; o, QD (),
R/x

< envoie W, dans QJso, les morphismes de la structure comonoidale sur le foncteur

(SmAff1S)*)” — Cplx (fRMod (QR/K))@ sont des quasi-isomorphismes. De plus, ce fonc-

teur comonoidal faible est symétrique. On en déduit un foncteur monoidal symétrique faible
entre catégories monoidales symétriques avec équivalences faibles ((Sm.Aff|S)*,Jso) —

) préservent W., d’apres [3.3.4f Comme
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((Cplx (fRMod (QR/K)) )0p QJso") dont les morphismes de la structure monoidale appar-

tiennent & QJso . En passant aux (0o, 1)-catégories monoidales symétriques associées, on
obtient un (oo, 1)-foncteur monoidal symétrique fort

inR : N (SmAff|S)" — (®oo(9R/K)®!)Op.

On peut vérifier que (D‘X’(.@R/K)@!)(’p ~ (DOO(QZR/K)OP)@!. Sous I'équivalence évidente entre

D®(Dy i) et choh(.@S /), l'image essentielle du (oo, 1)-foncteur

N (SmAff]S) = (D (L))"

sous-jacent a g, est contenue dans la sous-(oco, 1)-catégorie pleine DE"’O(QS/K). Effecti-
vement, d’apres [[BD0O, 7.2.10], Q(QA/K[Z dim(S)]) £ f,1, pour tout X = Spec(A) €
ob (SmAff]S) et f, préserve les complexes a cohomologie holonome. En composant Q_éR :
N (SmAff|S)* — (DF(Ds /K)Op)®! avec l'involution de Verdier

Ds : (DX( D)™ )® % DD )

(3.1.6), on obtient le (0o, 1)-foncteur gy, ¢ voulu. De plus, si (f : X — S) € ob (SmAff]S) et
que l'on note d; la dimension relative de f, alors on a

Qars(X) =Ds(Z(2,, , )[2dim (S)])
= Dy(f.14[—2d,])
= fiDx(1x[—2d,])
=f!1§}[2df]
= fyly.

Cela achéve la démonstration. O

Corollaire 3.3.6. Soit X € ob (qupr"j lK). Alors il existe un (00, 1)-foncteur monoidal sy-
métrique fort Qg : N (SmAff|X)* — DE’OO(QX/K)@’* uniquement déterminé, a équivalence
pres, par la condition suivante : pour tout immersion ouverte j : U — X dans Sm|k avec
U € ob(SmAf]K), Qg est équivalent au (oo, 1)-foncteur de et Qgrx = Qarul ™

: N (SmAFf|X) — N (SmAFf|U) désigne le (00, 1)-foncteur donne par Y —Y Xy U.

Démonstration. SiX est affine, alors on définit g , par la construction de En général,
on choisit un recouvrement Zariski {j, : U, — X},<,<, avec U, € ob(SmAff]k). On note
j:U:=]1],.., U, — Xle morphisme induit par les j, et X, le nerf de Cech de j. D’apres
on a DE’O"(E/ZX/K) ~ lim DY (P, /). Pour toute immersion ouverte h : V. — W
dans SmAff|k, la construction de est compatible a h* en ce sens que I'on a un carré
commutatif

N (SmAffIW)* —% Sy — PP D)

N (SmAFLY)* —— Dy ™(Dyp)®

de (00, 1)-foncteurs monoidaux symétriques forts. On conclut grace a la propriété universelle
de la (00, 1)-limite. O

110



Notation 3.3.7.

(i) Lorsque €® et €’® sont deux (oo, 1)-catégories monoidales symétriques localement
{l-présentables, on note Fun (€, <€’) la (co,1)-catégorie des (oo, 1)-foncteurs € — €',
Fun® (6°®, 6'®) la sous-(oco, 1)-catégorie pleine de Fun (6%, 6'®) engendrée par les (oo, 1)-
foncteurs monoidaux symétriques forts et Fun®" (6%, 6’®) celle engendrée par les (00, 1)-
foncteurs monoidaux symétriques forts qui préservent les i-petites (0o, 1)-colimites. Comme
©€® et €’® sont localement U-présentables, cette derniere est la sous-(0o, 1)-catégorie pleine
de Fun® (6€°®, 6’®) engendrée par les (oo, 1)-adjoints & gauche, d’oti le « L ».

(i) Pour tout {(-schéma noethérien X, on note $H* (X)® la (0o, 1)-catégorie monoidale
symétrique, stable et localement U-présentable construite dans [Rob13, §5.3] et SH (X) la

(00, 1)-catégorie sous-jacente. Sa catégorie homotopique est la catégorie homotopique stable
S8H (X) de Morel-Voevodsky.

(iii) D’apres [[Ayo07b], pour tout morphisme f : X — Y de U-schémas noethériens de
dimension de Krull finie, on dispose d’une (00, 1)-adjonction f* : SH™ (Y) 2 SH* (X) : f,
et f* est de plus monoidal symétrique fort. En outre, si f est lisse, alors on a une (oo, 1)-
adjonction f; : SH™ (X) 2 §H™(Y) : f* et une formule de projection f;((—) ®x f*(—)) =
fi(=) ®y (—). En effet, les (o0, 1)-foncteurs f;, f* et f, sont présentés par des foncteurs
de Quillen. Bien entendu, ils induisent les foncteurs Lf;, Lf* et Rf, sur les catégories
homotopiques.

Théoréme 3.3.8 ([Rob13, 5.11]). Soient X un $i-schéma noethérien, €% une (0o, 1)-catégorie
monoidale symétrique, stable, localement $i-présentable. Le (00, 1)-foncteur

Fun"® (SH* (X)®,6®) — Fun® (N (SmAFfIX)*, 6°)

déduit du (oo, 1)-foncteur de Yoneda N (SmAff|X)* — SH™ (X)® est pleinement fidéle. Son
image essentielle est la sous-(00, 1)-catégorie pleine engendrée par les (00, 1)-foncteurs qui
vérifient les propriétés de descente par rapport a la topologie Nisnevich, d’invariance par
Al-homotopie et de P!-stabilité.

Théoréme 3.3.9. Soit X € ob (quprole).

(i) A équivalence preés, le (00, 1)-foncteur Qirx : N (SmAff|X)" — DE’OO(QX/K)@’* de|3.3.6
induit un unique (00, 1)-foncteur monoidal symétrique fort

* o0 ,00 ®"
Qur : SH (X)® — Ind (@E (QX/K))
qui préserve les ii-petites (00, 1)-colimites. On Uappelle réalisation de De Rham.
(i) Pour tout (f : X — Y) € mor(Sm¥™ | k), il existe une équivalence canonique
freary = Carxf”
de (00, 1)-foncteurs.

(iii) Pour tout (f : X — Y) € mor(8Sm®% k) lisse, il existe une équivalence canonique
fﬁng,X = QZR,Yfﬁ'

Démonstration.

(1) D’apres [3.1.10, Ind (@E’OO(QX/K))QD est une (o0, 1)-catégorie monoidale symétrique,
stable, localement {-présentable. D’apres il reste a montrer que Q}, , Vérifie les
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propriétés de descente par rapport a la topologie Nisnevich, d’invariance par A'-homotopie
et de P!-stabilité. Largument de [[CD12a, 3.1.3] montre que Qarx Vérifie la propriété de
descente par rapport a la topologie étale et donc a fortiori par rapport a la topologie Nisnevich.
Gréce a cette propriété de descente, il suffit de vérifier I'invariance par Al-homotopie dans
le cas ou X est affine. Si (f : Y — X) € ob(SmAff]X), alors on considere le diagramme
commutatif

/
1 g
AK

R

B~——Y—X

dans lequel le carré est cartésien et m, et g sont les projections canoniques. Alors 0}, Y(Aﬁl() =
Txy1,, d’apres(3.3.5) Par suite,
Y

Mg Ly = Txe 8 Ty = fi8 Mg 1

*

Spec(x)* Effectivement, dans la

et I'on peut déduire de [Bor87, VII, 9.8] que myl,, =1
catégorie homotopique DE(.@B) = ﬂio(Mod(K)), on trouve

Tgly = M1, [2] =Dym Dy (1;,)[2] = Dy, (Dy: (1,,) ®,, 1,,)[2]
1x d
=D, (Rhom_(o;pl(MO ) (1:}(, 1, ))
=Dy (Rhomg

" (1313, [13) [11) 12
eplx(Mod(x)) (1* 1 )

y 1 1
Q'A}( Al 2 Al

Gplx(Mod(K))

= Dz Rhom

Cplx(Mod(x)) (

La cohomologie du complexe Rhom,, 1,13 ) est la cohomologie de De Rham
AK

AL’ “AL
algébrique de A!, donc nulle sauf en degré 0 et canoniquement isomorphe a k en degré 0
([Har75, Proposition 7.1]). La P!-stabilité se démontre de la méme facon, se ramenant & B &
I'aide de la formule de projection.

(i) Léquivalence f i, = g f " résulte de ce que f oy y et Qi o f * induisent le méme
(00, 1)-foncteur
N (SmAFELY)* — Ind (D2=(Z))
a équivalence pres, puisque le (00, 1)-foncteur de est pleinement fidéle.
(iii) L’assertion résulte de [[CD12b, 1.2.13]. O

L’auteur remercie M. Robalo de lui avoir signalé la preuve de la proposition suivante.

Proposition 3.3.10. Soit f* : €% — €’® : f, une (o0, 1)-adjonction de (o0, 1)-catégories
monoidales symétriques, localement $-présentables telle que f* soit monoidal symétrique fort.
Alors elle se factorise de maniéere canonique en

(D)@ filey

f*
Mod(f, 1%’)® — ¢,

B

(6®

q& ® f. 14 est le (00, 1)-foncteur « f,1,,-module libre », v le (00, 1)-foncteur d’oubli et f* et
f. les (00, 1)-foncteurs canoniques.

112



Démonstration. Le (00, 1)-foncteur monoidal symétrique fort f* induit un (oo, 1)-foncteur
CAlg (6®) — CAlg(6’®) et, en particulier, f*f,1,, admet une structure naturelle de
monoide commutatif de €’®, d’oti le diagramme commutatif

©® i %

) (—)®%,/ 1%/
()®4 filyr (D)@ [ filgyr

J\/[od(f*Lg/)@D7>J\/[od(f*f*1<g/)‘® /Mod(lcg,)@’

(®s+1a,, 1

de (o0, 1)-adjoints a gauche monoidaux symétriques forts, ot 1,/ est munie de la structure
de f*f,1,.,-algébre commutative induite par la co-unité f*f, — id. Le (00, 1)-foncteur
(—) ® 1,/ est une équivalence et 'assertion en résulte. O

Notation 3.3.11. Soient (¢,®,mor.,, 1) une catégorie de {-modéles monoidale symé-
trique U-combinatoire vérifiant I'axiome du monoide et A € ob (CAlg(%)) un monoide
commutatif cofibrant. On suppose que % est additive et Q-linéaire et que 'unité 1., est
cofibrante.

(1) On munit CAlg (%) et Mod(A) des structures de {-modeles ${-combinatoires de [[CD12b,
7.1.8, 7.2.2]. On note 6€° C €, CAlg(€)" € CAlg(€) et Mod(A)® € Mod(A) les sous-
catégories pleines engendrées par les objets cofibrants et 'on note W € mor(6°), W, S
mor(CAlg (%)) et W, € mor(Mod(A)°) les classes des équivalences faibles.

(i1) Les (00, 1)-catégories N (6°), N (CAIg(€)) et N (Mod(A)¢) admettent des localisa-
tions N (6°) [W™'], N (CAlg (%)) [W;&g] et N (Mod(A)?) [W, '], respectivement, dont
les catégories homotopiques s’identifient aux catégories homotopiques de ¢, CAlg (%€ ) et
Mod(A), respectivement. On note A, A, €t A, les (0o, 1)-foncteurs de localisations asso-
ciés. Comme % et Mod(A) sont des catégories de modeles monoidales symétriques, on
peut étendre ces localisations en des (00, 1)-catégories monoidales symétriques munies de
(00, 1)-foncteurs de localisations monoidaux symétriques forts

AIN(G)® S N(E)[WI® et Ay:N(Mod(A))® — N (Mod(A)) [W,11°.

En particulier, A induit un (oo, 1)-foncteur A : CAlg (N (%)) — CAlg (N(%C) [W_l]).
D’aprés [[CD12b, 7.1.6] € est « freely powered » ([Lurl2) 4.4.4.2]), de sorte que le (o0, 1)-
foncteur canonique

¥ : N (CAIg(%)) [W,,] — CAlg (N(¢) [W])

alg
est une équivalence d’apres [Lurl2, 4.4.4.7].

Lemme 3.3.12. Les notations et les hypothéses sont celles de|3.3.11} Il existe une équivalence
canonique de (00, 1)-catégories monoidales symétriques

T4 : Mod(y(A)® = N (Mod(A)) [W,']®.
Démonstration. L'adjoint a gauche de la (00, 1)-adjonction canonique

N (%) [W 1% 2N (Mod(A)) [W;']®

A

est monoidal symétrique fort et y(A) est 'image de I'objet A,(A) par I'adjoint a droite dans
CAlg (N (€°) [W_l]). D’apres|3.3.10} on obtient une (0o, 1)-adjonction

Ta : Mod(v(A)® 2N (Mod(A)) [W,']1®: 5,
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telle que v, soit monoidal symétrique fort. D’apres [Lurl2, 2.1.3.8], pour que Y, soit une
équivalence de (00, 1)-catégories monoidales symétriques, il faut et il suffit que le (00, 1)-
foncteur sous-jacent y, : Mod(y(A)) — N (Mod(A)°) [W_ est une équivalence. Il revient
au méme de montrer que 5, : Mod(y(A)) — N (Mod(A)* ) ] en est une. Le diagramme
de (00, 1)-foncteurs

Mod(y(A))

N (Mod(A)) [W;

|

LMod (y(A)) =N (LMod (A)) [W,}

|

1(A) BMod v(14) -—N (A BMod 1%)) [WX,II%]

est commutatif, ot y BMod ¢ désigne la catégorie ou la (00, 1)-catégorie, selon le cas, des
(R, S)-bimodules, W s est la classe des morphismes de (R, S)-bimodules dont le morphisme
de € sous-jacent est dans W, les fleches verticales sont les (0o, 1)-foncteurs d’oubli et les
fleches horizontales sont les (00, 1)-foncteurs canoniques. Les fleches verticales sont des
équivalences d’apres [Lurl2] 4.3.2.8, 4.4.1.6]. Il reste a appliquer [Lurl2, 4.3.3.17] afin de
conclure que la fleche horizontale inférieure est une équivalence. O

Notation 3.3.13. Comme expliqué dans [[CD12b} 5.3.35, 5.3.36], il existe des adjonctions de
catégories triangulées Sm-prémotiviques

8H (=) 2Dpu(=) 2D, ()

induisant une équivalence naturelle SU-CQ( )= Al (=), ot D, (=) :=D,,,(—) estla
catégorie triangulée Sm-prémotivique définie dans [CD12b 5.3.31], ou SH, (S) désigne la
localisation de Verdier de SH (S) par la sous-catégorie localisante engendree par les objets
homotopiquement X,-présentables de torsion pour tout S € ob (Schftlk). On en déduit un
(00, 1)-adjoint a gauche monoidal symétrique fort SH™ (S)® — @f\‘i’Q(S)® que l'on notera
(=)o, ou Df\‘i’Q(S)@’ est la (00, 1)-catégorie monoidale symétrique associée a la catégorie de
$I-modeles monoidale symétrique, i{-combinatoire, stable utilisée dans la construction de
D (X).

Lemme 3.3.14. Pour tout X € ob qupr"le), le (00, 1)-foncteur monoidal symétrique fort
(=)o : Mod(dr x:15)® — Mod((oarx«15)0)® est une équivalence.

Démonstration. D’apres [[Lurl2] 2.1.3.8], il suffit de montrer que le (0o, 1)-foncteur sous-
jacent (=)o : Mod(Qgrx:1%) — Mod((@g4rx:1%)o) est une équivalence. Les objets des la
forme (Qgr x:1%) ®x Yser, x (Y)(1), Y € ob(SmALf|X), r € Z,, engendrent Mod(Qgr x:1%)
par i-petites (00, 1)- cohmltes et 'image de la famille des objets de cette forme par le
(00, 1)-foncteur (—), engendre Mod((Qgr x«1y)g) Par i-petites (0o, 1)-colimites. Comme le
(00, 1)-foncteur (—), préservent les (0o, 1)-colimites, il est essentiellement surjectif.
Montrons que (—), est pleinement fidéle. Comme 8H™ (X) et Dy (X) sont stables, il
en est de méme de Mod(Qgg x.1y) et Mod((Qgr x« 13 )o)- 11 suffit donc de montrer que, pour

tous M, N € ob (Mod(ng’X* 1;)), (=)o induit un isomorphisme

O * Moo MAPy g0 1) ML N) = Mo map, o 1oy (Mo, No) -
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D’aprés [Rob13, Remark 5.13] et [[Ayo07b, 4.5.67], les objets de la forme yg,,, x (Y)(r),
Y € ob (SmASf|X), r € Z,, forment une famille génératrice d’objets X -présentables dans
SH™(S). Il en est de méme de la famille des objets de la forme yqy (Y)(r) dans D Q(X)
d’apres [[CD12b) 6.2.2(ii)]. Du coup, grace a(3.3.12|et [CD12b, 1.3.21], il suffit de montrer
que oy est inversible pour M = ggg x. 1;} ®x ¥Yset, x (Y)(r)etN= Odr,xx 1;} ®x Yset, x Y.
On a (Yser, x (Y)(r))g = Yo x (Y)(r),
o AP 104 (0 4r 1 15) (QdR,X* 15 ®x Vser, x (Y1), Qarx 1y ®x Vser, x (Y’)(r’))
=m, Mapgqeox) (YSetA,X (Y)(r), 0arxx 1x ®x Vser, x (Y’)(r’))
o MAP 04 ((oup x, 11)0) ((QdR,X* 1 ®x Yset x (Y)(7))os (Qar x« 1 ®x Yset, x (Y/)(r/))Q)
= MAP 64 ((urx 1)) ((QdR,X* 13)o ®x Yox (Y)(1), (Rar x+13)o ®x Yox (Y’)(r’))

=, map@:ol o (YQ,X )(r), (QdR,X* 1:()Q ®x Yox (Y')(r'))

et ces équivalences sont compatibles a a,; . On est amené & montrer que

To mapgg{m(x) (YSetA,X (Y)(T'), QdR,X* 1;( ®X YSetA,X (Y/)(T'/))

jBM,N

Tomapy o (Yox (D), (e 1) OxVox (Y)(r))

est inversible. On a remarqué dans que D,, ,(X) est la localisation de Verdier de
S8H (X) par rapport a la sous-catégorie localisante ¥ engendrée par les objets homoto-
piquement X,-présentables de torsion. D’apres [KralO, 4.8.1], il suffit de montrer que
Qarx+ 1y ®x Vser, x (Y)(r’) appartient & I'orthogonale a droite & 1 de &, cest-a-dire que

0=m, MaPgge0x) (S; Odr,xx 1; ®x Yser, x (Y/)(r/))

pour tout S € . Tout objet de & est une i-petite (00, 1)-colimite filtrante de la forme
S =colim,, S,, avec S, un objet X -présentable de torsion pour tout a.. On trouve alors
To mapgg{w(x) (S’ QdR,X* 1;( ®X YSetA,X (Y/)(T‘/))

=m, Eg} MaPgg o0y (Sou Qarxs Ix ®x Yser, x (Y’)(r’))

et il suffit de montrer que 0 = mapg, ® (Sa, QdR X+ 1;‘() pour tout a € A. D’apres le théoreme

de Whitehead, il suffit de montrer que 0 = m, Mapg o x) (S, QdR X+ 1;"() pour tout objet Y-

présentable de torsion S, car SH™ (X) est stable.
Si M est un Qg x, 1y-module, alors mymap, dlog1t) (M, M) est une Q-algebre. Effective-
, ol

ment, par adjonction, T, MaPgj o) (lx, QdR X+ 1;"() 'identifie a k = H, (X/x), ott H}, (X/x)

désigne le r-ieme k-espace vectoriel de cohomologie de De Rham algébrique de X sur k. Par

suite, le morphisme canonique Qg x. 1y — homede - (M, M) induit un morphisme d’algebres
s Ao rxe 1%

K= To mapgg—(m(x) (IX: QdR,X* 1;) = Ty mapMod(ng,X* 1;‘() (edR,X* 1; QdR,X* 1;})

* —
— To mapMOd(QdR,X* 13) (QdR’X* IX’ _hodeR,X* 1% (M, M)) = To mapMOd(QdR,X* 13) (M, M).
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Par conséquent, si S € ob (SJ—C"O (X)), neZ.,etquen(idg) =0¢€ m, MaPg; o ) (S,S), alors

1 : n._.
0= —f(n(ids)) = — £ (ids) = f € 7o MaPge g, (S, M)
n n
pour tout f € Ty Mapgyy, (S,M). Cela achéve la démonstration. ]

Proposition 3.3.15. Pour tout X € ob (qupr‘)j lK), il existe un objet &z de la catégorie
CAlg (Spi(l) (X, MOd(K))) tel que le (0o, 1)-foncteur monoidal symétrique fort g , de
se factorise de maniére canonique par le (0o, 1)-foncteur monoidal symétrique fort
(=) ®x Earx : SHP(X)® = D¥(Erx)® ot D(Erx)® est la (o0, 1)-catégorie monoidale
symétrique N (Mod(é’gR X)) [W;;RX]® avec la notation de|3.3.11

Démonstration. D’apres (3.3.10, g}, se factorise de maniere canonique par le (oo, 1)-
foncteur monoidal symétrique fort canonique 8H* (X)® — Mod(ogrx:15)®. D'apres|3.3.14,
on obtient une factorisation a travers Mod((Q4r x«15)o)®- D’apres|3.3.11(ii), on peut rec-
tifier (Qar 1) Par un monoide commutatif cofibrant &y x de Spy (X, Mod(Q)). En
effet, on peut vérifier que les (0o, 1)-catégories monoidales symétriques de avec
T = Mod(Q) sont équivalentes a D Al,Q(X)®. D’apres [3.3.12} on a une équivalence cano-

nique Mod((Qurx1)o) =% N (Mod(&urx)°) [W; ] O

Earx- "

Définition 3.3.16.

(1) Pour tout X € ob (qupr"j lK), on appelle spectre de De Rham le monoide commuta-
tif &z de[3.3.14] Ce spectre n’est pas unique, mais la (0o, 1)-catégorie monoidale symé-
trique D™ (& x)® est déterminée a équivalence pres par la propriété universelle de|3.3.15
Drailleurs, comme fyo3, ¢ = @gpyf: Pour (f : X —=Y) € mor(Sm%® | k) lisse (3.3.9(iii)),
fredary«1y = earx.f 1§ et 'on peut choisir les 4 x de telle maniere qu’ils forment un
monoide commutatif homotopiquement cartésien de Spi(l) ((—), Mod(Q)). Pour étre un

peu plus exact, il faut remarquer que les (0o, 1)-adjonctions @}, = Qarxs €t f* 1 f, in-
duisent des adjonctions entre (0o, 1)-catégories des monoides commutatifs, parce que les
(00, 1)-adjoints a gauche sont monoidaux symétriques forts. On peut ensuite vérifier que les
morphismes d’'unité des deux (oo, 1)-adjonctions induisent des morphismes de monoides
commutatifs lorsqu’ils sont évalués sur des monoides commutatifs. Si &y g est cofibrant,
alors les &y x := Ty Eyp g forment un monoide commutatif cartésien et homotopiquement

cartésien, ot (1 : X — B) € ob (qupmle)-
(i) Etant donné un spectre de De Rham &y x sur X € ob (qupmle), on notera Yy

D¥(Erx)® — Ind (DE’OO(.@X))®' le (00, 1)-foncteur monoidal symétrique fort canonique et
on l'appellera (o0, 1)-foncteur de comparaison de De Rham.

(ii)) On note &y 5 € ob (Sp(f w (B, MOd(K))) un monoide commutatif cofibrant qui repré-
sente la Mod(«)-théorie de Weil mixte E; 5 donnée par X = Spec(A) — €, I SmAfflk —
CAlg (Gplx (MOd(K))) ([CD12a, 3.1.5]). Pour tout (Tty : X — B) € ob(8ch|k), on pose
Eqpx i= ﬂ;é;dR’B. On rappelle que, comme f* est un foncteur de Quillen a gauche, les ést’X
forment un monoide commutatif cartésien et homotopiquement cartésien de la catégorie
fibrée Spim ((—), Mod(k)). De plus, les catéNgories homotopiques D(é%dR’X) des catégories
de Y-modeles monoidales symétriques Mod(&yz x) forment une catégorie motivique. Enfin,
on note Do"(é?’dR’X)‘g’ la (00, 1)-catégorie monoidale symétrique associée a la catégorie de
$l-modeéles monoidale symétrique Mod(éng’X).
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Proposition 3.3.17. Soit X € ob (qup“’jlx). 1l existe une équivalence faible &y x — Egpx
dans CAlg (Spi(l) (X, MOd(K))).

Démonstration. Par définition, édR x est un monoide commutatif cartésien et homotopi-
quement cartésien, de sorte que I'on a une équivalence faible de monoides commutatifs
T =5 E4nx. De méme, comme on I'a remarqué dans 1) on peut supposer que
&4rx €st aussi un monoide commutatif cartésien et homotop1quement cartésien. Ainsi, il
suffit de traiter du cas X =B.

D’apres on a une équivalence de (00, 1)-catégories monoidales symétriques a :
D"o(é’dRB)® (DO"(Mod(K))®) Le méme argument montre qu’il existe une équivalence

: D¥(Epp)® =3 (D®(Mod(k))®)”. En effet, 8H, (B)® et donc D(Egrp) sont engen-
drees en tant que catégories triangulées par les objets simultanément homotopiquement
X,-présentables et homotopiquement fortement dualisables. Les catégories Mod(d‘f’dRB) et
Mod(&yg g) admettent des structures de Cplx (J\/[od(K)) -catégories de 4-modéles monoi-

dales symétriques. Le foncteur Rhom gdlx(MOd(K)) ( ngB) D(Erp) — D(Mod(x))” est

monoidal symétrique fort d’apres la formule de Kiinneth et la stratégie de [[CD12al, 2.6.2]
montre qu’il est donc pleinement fidele et essentiellement surjectif.
On considere le diagramme essentiellement commutatif
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—~ N
= )
T 28
RS
3 3

8 a
X

®

~

ng,B

D

N (SmAffK)*

de (00, 1)-catégories monoidales symétriques. Le carré est cartésien et les fleches diagonales
sont les fleches canoniques. En particulier, c est la fleche induite par la propriété universelle
du (00, 1)-produit fibré. On rappelle que la (0o, 1)-catégorie des (0o, 1)-catégories monoidales
symétriques, localement -présentables est stable par -petites (0o, 1)-limites ([Lur09al,
5.5.3.13], [Lurl2} 3.2.2.4]). La fleche c existe parce que les deux composés a((—) ® éN"dR,B) et
b((—) ® &z 5) sont canoniquement équivalents. Pour le voir, d’apres il suffit de noter
que les deux composés ay; et by, sont équivalents, ce qui est vrai essentiellement par la
construction de QzR)B donnée dans Toutes les (00, 1)-catégories du diagramme sont
localement {-présentables et toutes les fleches sont des (oo, 1)-adjoints a gauche, car elles
préservent les {l-petites (0o, 1)-colimites. On note a,, a., b,, b’ et c, les (00, 1)-adjoints a
droite de a, a’, b, b’ et c, respectivement.

Comme les fleches du carré cartésien sont des équivalences monoidales symétriques, il
en est ainsi de a,, a,, b,, b et c,. Par suite, on a des équivalences de monoides commutatifs
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a,8mp = 1= b Epp, ol 1 désigne 'unité de D*(E4z8)® X (peroaney® D (Earp)®, dol
les équivalences de monoides commutatifs

>4 ~ / ~ ~ / ~
Eqrp = €., Eqrp = C, b*ng,B = Sarp

de 8 (B)®. On en déduit une équivalence de monoides commutatifs de DY Q(B)® et,
quitte a rectifier cette équivalence en appliquant [Lurl2, 4.4.4.7], on obtient une équivalence
Emp — b de monoides commutatifs stricts de Spr(l) (B, Mod(Q)). O

Proposition 3.3.18. Les (00, 1)-foncteurs ygp y, X € ob (quprole) induisent un morphisme
de catégories triangulées Sm-prémotiviques 3, : D(&yr (—)) — ho (Jnd (@ﬁ’o"(@(_)))). En
particulier, le morphisme d’échange

fAary = XarxS
est une équivalence de (0o, 1)-foncteurs D(&yry) — Ind (@E’w(QZX/K)) pour tout (f : X —
Y) € mor(8m¥ % | k) et il en est de méme du morphisme

fiXarx = Yary St
lorsque f est lisse.

Démonstration. Cela résulte de(3.3.9](3.3.15|et [CD12b} 1.2.13]. O

Lemme 3.3.19. Soit (f : X — Y) € mor(Sm%% | k) un morphisme projectif. Le morphisme
d’échange i f« = fiXirx €St une équivalence de (0o, 1)-foncteurs.

Démonstration. On choisit une factorisation f = pi avec i : X < P}, une immersion fermée
et p : P, — Y un fibré projectif trivial. D’aprés [[Ayo07a, 1.2.5], on dispose d’un diagramme
essentiellement commutatif

XzR’Yf * f * XSR,X

NL lN

XdR’Yp*l* ’ p*XdR’p;l* > P*l*XdR’X

et il suffit de traiter des cas f = p et f =i. Le cas f = i résulte de ce que D(Esr () et
ho (DE’C’O(@(_) /K)) vérifient la propriété de localisation par rapport aux immersions fermées

dans Sm%®™ |k ([CD12b, 2.3.11, 7.2.17],[3.1.7(iii),|3.3.18). Si f = p, alors on obtient un
carré essentiellement commutatif

* *
XdR,Yp ! p ! XdR,p;

* *
XdR,Yp* > D XdR,p‘r{

ou a : p, — p, est le morphisme canonique et la fleche horizontale supérieure est le
morphisme d’échange canonique (cf. [Ayo10, 3.12]). Or les a,, sont des équivalences car p est
projectif et la fleche horizontale supérieure est aussi une équivalence car p, = py(—d)[—2r] =
py[—2r] d’aprés [CD12a, 2.1.6] et le morphisme d’échange puij,P; — Y4ryPy €St une
équivalence d’apres|(3.3.18 ]
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Théoreme 3.3.20. Pour tout X € ob (qupr‘)jlk), le (00, 1)-foncteur XZR,X : @i‘;(é"dmx) —
DE’OO(QX/K) est pleinement fidéle.

Démonstration. D’apres [[CD12b, 4.4.3] et [[CD12al, 2.1.6], les objets homotopiquement
X,-présentables de la forme Rf,. &gy, f : Y — X projectif, Y régulier, engendrent la caté-
gorie triangulée D (&g x). De plus, g fi6ury €st homotopiquement X,-présentable. Par
conséquent, x . , préservent les objets homotopiquement Xy-présentables d’apres le théo-
réme de Thomason [[NeeOl, 4.4.9]. On prétend que l'unité M — Xarx=XapxM €st une

équivalence pour tout M € ob (Dg‘l(é"d&x)). Cette propriété étant stable par (oo, 1)-limites
finies et par rétractes, il suffit de montrer qu’elle est satisfaite pour M de la forme f, &y y,

(f 1 Y — X) € mor(8Sm%® | k) projectif. D’aprés [[Ayo07a, 1.2.5], on a un carré essentielle-
ment commutatif

*
1«6 dR,Y XdR X+ XdR}Xf * ng,Y

| |

* *
f * XdR,Y* XdR,Yng,Y ~ XdR,X*f * XdR,Yng,Y’

ou la fleche verticale de droite est une équivalence d’apres(3.3.19| et la fleche horizontale
inférieure est une équivalence d’apres|(3.3.18] La fléeche verticale de gauche en est une parce

que Egpy = XdR,Y*X)dkR’Yng,Y = Aar,vs 1y d’apres|(3.3.17 u

Remarque 3.3.21. L'auteur ne sait pas montrer que XjR,X commute a f, pour f un morphisme
quelconque de k-schémas quasi-projectifs, lisses. Au vu de la stratégie serait de
montrer qu’il commutait & i' pour i une immersion fermée et d’appliquer la propriété de
localisation (3.1.7(iii)). En revanche, il parait que cette méthode nous ameéne a considérer
des schémas singuliers. Bien entendu, on peut facilement se ramener au cas ou ces schémas
singuliers sont des diviseurs a croisements normaux dans un schéma régulier, mais il faut
quand méme étendre le formalisme des six opérations sur les (0o, 1)-catégories DE’“(@X/K)
au cas ou X est un tel diviseur a croisements normaux.

3.4 CORRESPONDANCE DE RIEMANN-HILBERT

Notation 3.4.0. Soit (i : X — Spec(C)) € ob (SchqprOle).

(@) On pose B := Spec(C).

(i1) On note &y € 0b (Gfllg (Spi(l) (X, Mod(C)))) un monoide commutatif cofibrant

qui représente la Mod(C)-théorie de Weil mixte E4; associée a la cohomologie de De Rham
algébrique ([[CD12a, 3.1.5]) et &yp x := My &y p SON image inverse sur X.

(iif) On note ey p € Ob (GAlg (Spim (X, Mod(Q)))) un monoide commutatif cofibrant
qui représente I'image de I'unité par I'adjoint a droite du foncteur de réalisation de Betti

8Hy (B) = D(B(C)™, Q)

de [[Ayo10, 2.1], ot D(X(C)™, Q) désigne la catégorie dérivée des faisceaux analytiques de
Q-espaces vectoriels sur X. Un tel monoide commutatif strict existe d’apres [Lurl2, 4.4.4.7].
En particulier, gy spec(c) représente la cohomologie de Betti des C-schémas quasi-projectifs,
lisses d’apres [[Ayol10, 2.5]. On note &peyix := Ty Epenip SON image inverse sur X.
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(iv) SiX est régulier, alors on note Dy cym le complexe de De Rham analytique. Il s’agit d'un
faisceau de dg-C-algebres sur X(C)*". On en déduit un préfaisceau de dg-C-algeébres sur
SmAff|C donné par Egp ,,(X) := I'(X(C)™, Qk(C)an)- D’apres [[CD12b, 17.2.22], Egg ., €st une
Mod(C)-théorie de Weil mixte et il existe un morphisme canonique Eg g — Egg 45 qui st
un quasi-isomorphisme localement pour la topologie Nisnevich.

(v) On note Eyp 4,5 € Ob (C?Alg (Spi(l) (B, Mod(C)))) un monoide commutatif cofibrant

qui représente Egp ., €t E4p anx = TyEdr anp SON image inverse sur X. On déduit de [[CD12b,
17.2.22] une équivalence faible &y x = Eyp anx de monoides commutatifs.

(vi) On note &peyix ®g C € 0b (GAlg (Spi(l) (X, Mod(C)))) limage de &g par le fonc-
teur (—)®,C (1.6.11). Comme remarqué dans [[CD12b, 17.2.22], on a aussi une équivalence
faible de monoides commutatifs peyix ®g C = Egr anx-

(vii) On note ng(X(C)an, C) la sous-catégorie triangulée épaisse de D(X(C)*", C) engendrée
par les objets de la forme R(f)"Cy(cym, ot (f : Y — X) € mor(Sm%®|C). De méme, on
note ng(gx/c) la sous-catégorie triangulée .épaisse de DE(.@X/C) engendrée par les objets
de la forme f, 1, (f : Y — X) € mor(Sm%™|C). Ces sous-catégories sont stables par les
six opérations de Grothendieck. En effet, pour ng(X(C)an, C), il suffit d’appliquer [[CD12b),
4.2.29]. Pour D (Zxc), on n'est pas dans la situation de [[CD12b, 4.4.25], parce que
D, (Zx/i) West définie que pour X régulier et la condition [[CD12b, 2.0(b)] n’est donc pas
satisfaite. Néanmoins, on peut imiter la démonstration de [[CD12b, 4.4.25].

Théoréeme 3.4.1. Soit X € ob (qup“’jlc). Il existe une équivalence de catégories triangulées,
monoidales symétriques

Yrn * (D (X(C)™, C), ®¢) =% (D, (P> ®y)-

Si (f : X = Y) € mor(8Sm¥®|C), alors Apy commute a f*, a f, pour f lisse et a f, pour f
projectif.
Démonstration. On a des équivalences faibles &peyix ® C = Eyg anx €t Eur anx = Surx dans

CAlg (Spi(l) (X, Mod(C))). On en déduit une équivalence de catégories triangulées, mo-

noidales symétriques D (e x) = D(Eyr x)- On conclut en appliquant [[CD12b, (17.1.7.6)],
[3:3:18,[3.3.19] et [3.3:20] O

Remarque 3.4.2. Si, au lieu de considérer la théorie classique des &'-modules holonomes, on
préfere les catégories D (&4 x), alors I'analogue de reste vrai. En fait, tautologiquement,
cette correspondance de Riemann-Hilbert est vraie également sur les C-schémas singuliers
et elle commute a toutes les six opérations de Grothendieck.
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Réalisations tannakiennes des motifs mixtes triangulés

Résumé

On généralise la notion d’'une théorie de Weil mixte, due a D.-C. Cisinski et E Déglise
([[CD124a]), afin d’obtenir un formalisme de réalisations tannakiennes des motifs mixtes
triangulés au sens de V. Voevodsky sur un schéma de type fini sur un corps parfait. On
I'applique a la construction d’'un foncteur de réalisation de Hodge mixte rationnelle. Sur
un schéma X, quasi-projectif, lisse sur un corps de caractéristique nulle k, on obtient un
foncteur de réalisation de De Rham a valeurs dans la catégorie dérivée des P/, -modules
holonomes. Cela permet d’en déduire une correspondance de Riemann-Hilbert purement
algébrique.

Tannakian realizations of triangulated mixed motives

Abstract

We generalize the notion of a mixed Weil theory, introduced by D.-C. Cisinski and E Déglise in
[[CD12al], in order to obtain a formalism of Tannakian realization functors on V. Voevodsky’s
triangulated mixed motives over schemes of finite type over a perfect field. We apply this
formalism to the construction of a rational mixed Hodge realization functor. For a scheme X,
smooth, quasi-projective over a characteristic zero field k, we obtain a de Rham realization
functor with values in the derived category of holonomic &/, -modules. This allows us to
deduce a purely algebraic Riemann-Hilbert correspondence.
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