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COURS II

H-GROUPES ET FIBRATIONS

I1.1. H-groupes

Le but de cette section est de présenter une structure fondamentale sur I’espace des lacets d’un
espace pointé (exemple I1.1.3) et de montrer que les groupes d’homotopie m,(X) sont abéliens
pour n > 2.

II.1.a. Objets en groupes. —

II.1.1. — La théorie des catégories permet d’étendre les structures algébriques classiques a des
objets qui ne sont pas, ou sont plus que, des ensembles. Ainsi, on peut définir une structure de
groupes sur un ensemble de maniere purement catégorique : un groupe G est objet de la catégorie
des ensembles muni de fleches :

w:GxG—=>Gv:G—=Gn:x—>G
appelées respectivement produit, inverse, unité ; les axiomes de la structure de groupe se traduisent
par les diagrammes commutatifs suivants :

neutre associativité inverse

c"Yevel 0 | exexalaoxa | ¢Ylexa%q

N N

G GxG———G G
Il est évident que cette définition a du sens dans n’importe quelle catégorie munie d’un produit et
d’un objet final.

On peut appliquer ces définitions a la catégorie des espaces, des variétés différentielles, des
variétés algébriques : on obtient respectivement les groupes topologiques, groupes de Lie, groupes
algébriques.

D’apres le lemme 1.3.2, la catégorie homotopique %, est munie d’un produit donné par le
produit d’espaces pointés. On vérifie en effet grace au lemme mentionné que la premiere propriété
universelle énoncée dans le paragraphe 1.2.5 est vérifiée dans la catégorie 7, — on fera attention
qu’il faut remplacer les diagrammes commutatifs par la condition d’existence d’une homotopie.

Définition I1.1.2. — Un H-groupe est un espace G muni d’une structure de groupe dans la
catégorie .. Notons que G est alors pointé par le morphisme unité.



Autrement dit, G est un H-groupe si on dispose des données énoncées au début du paragraphe
précédent les morphismes étant des classes d’homotopie non pointées. Ces données sont sujettes a
la condition que les diagrammes énoncés sont commutatifs a homotopie prés : autrement dit, tout
partie du diagramme n’est peut-étre pas commutative mais par contre, il existe une homotopie
entre les deux fleches composées qui forment son bord.

Ezxzemple I1.1.3. — L’exemple fondamental de H-groupe est donné par I’espace des lacets QX
de n’importe quel espace X. On a déja vu cette structure lorsqu’on a défini la structure de groupe
sur I'ensemble 71 (X) (cf. lemme 1.3.13) : ainsi, la multiplication

p: QX x0QX - QX

est induite par la composition des lacets (dont on vérifie immédiatement qu’elle définie un mor-
phisme continu pour les topologies compacte-ouvert). L’élément neutre * — QX est donné par le
lacet constant. L’inverse est donné par ’endomorphisme v : QX — QX qui & y(¢) associe le lacet
VL) = A1~ 1),

Le point 2 du Lemme 1.3.13 montre trés exactement les axiomes de H-groupe sur QX.

Remarque II.1.4. — Il est commode de noter
—Id: QX — QX

pour l'inverse de la structure canonique de H-groupe sur 2X. Mais on fera attention que QX n’est
pas un H-groupe commutatif en général.

II.1.b. Objets en co-groupes. — En vue du théoreme sur les les groupes d’homotopie
supérieur, on a besoin de “dualiser” (au sens des catégories) les notions du paragraphe précédent.

II.1.5. — Soit € une catégorie admettant des sommes et un objet initial. Alors, la catégorie
opposée €°P admet des produits et un objet final. On peut donc sur le modele de la section
précédente parler de groupe dans la catégorie €°P. On les appellera des co-groupes dans %.

Remarquons que cela s’applique en particulier a la catégorie homotopique 57 : la somme dans
cette catégorie est induite par la somme usuelle des espaces (par une nouvelle application du
Lemme 1.3.2) et I'espace trivial x est 'objet initial.

Définition I1.1.6. — Un H-co-groupe est un espace pointé K muni d’une structure de groupe
dans la catégorie S,

Autrement dit, on se donne des (classes d’homotopie de) fleches :
0: K > KVK,v:K—>K

appelées respectivement co-produit et co-inverse; la co-unité est la fleche canonique 1’ : K — *.
Les axiomes de la structure de co-groupe se traduisent par le fait que les diagrammes suivants
sont commutatifs a homotopie pres :

neutre associativité inverse
nV1g 1xVn 1x Vv vV1g

KM vk ™k | kvEvVE " rkvK | KX rkvEK2Y LK

NI N\

K KVEK<' K K
Exemple II.1.7. — Soit X un espace pointé. Alors l'espace des suspensions ¥ X est canonique-

ment muni d’une structure de H-co-groupe.
Si 'on écrit
SX=(IxX)/({0} x XU{1} x X UT x %)



On peut définir ¢/ : XX — XX A XX par la formule :
(2t,2); sit<1/2,
V(t @) = ,
(2t —1,2)y sit>1/2.

Les axiomes se vérifient comme dans le cas de 'espace des lacets (exemple I1.1.3).

IL.1.c. Structures algébriques sur les classes d’homotopie. — Commengons par un petit
lemme de théorie des catégories :

Lemme II.1.8 (Eckmann-Hilton). — Les objets en groupe dans la catégorie des groupes sont
les groupes abéliens.

Plus concrétement : Soit G un ensemble muni de deux structures de groupes (x,1*) et (o, 1°)
qui sont compatibles :

Vf,g.hk€G* (fog)x(hok)=(fxh)o(g*k).

Alors les conditions 1* = 1°, les lois de groupes x et o coincident et cette loi de groupe est
commutative.

La preuve tient en trois lignes :
1°=1°01° = (1° % 1") o (1* % 1°) = (1° 0 1%) %
fog=(f+D)o(lxg)=(fol)x(log) =[x
f9=Q1.1)(g1) = (L.g).(f1) = g.f ol . = x =

Théoréme I1.1.9. — Les conditions suivantes sont vérifiées pour les classe d’homotopie
pointées.

(I"01°) =1" % 1" =17,
goul=1°=1"%

1. Si G est un H-groupe, et X un espace pointé, 'ensemble [X, G|, est muni d’une structure de
groupe induite par

(f:X5Gg: XG0 (fg: X B XxxXLLax6%a)
ou A est lapplication diagonale.

2. Si K est un H-cogroupe, et X un espace pointé, l'ensemble [K, X, est muni d’une structure
de groupe induite par

(fK—=X,g: KX)o (fg: K5 KVvE Y kv 2 K)
ou A’ est Uapplication co-diagonale.

3. Si G est un H-groupe et K un H-cogroupe, alors l’ensemble [K, X]. est muni d’une structure
de groupe abélien canonique.

Démonstration. — Le point (1) (resp. (2)) provient trivialement du fait que [X, Y], est fonctoriel
covariant Y (resp. fonctoriel contravariant en X). Le point (3) résulte de Hilton-Eckmann compte
tenu du fait que les deux structures de groupes induites par les points (1) et (2) sont compatibles
(par une nouvelle application du fait que (X,Y) — [X,Y]. est un bifoncteur. O

L’application principale du théoreme précédent est le résultat suivant :

Corollaire I1.1.10. — Soit X un espace pointé. Alors pour tout n > 2, le groupe m,(X) est
abélien.

En effet, dans ce cas, on obtient :
7(X) = [$", X1, = [£5"2,0X],
et le résultat suit des exemples I1.1.3 et 11.1.7.



I1.2. Fibrations

I1.2.a. La proprité de relevement. —

Définition I1.2.1. — Soit p : E — B un morphisme d’espaces.

On dit que p admet la propriété de relevement a droite par rapport a une fleche f : X — Y si
pour tout carré commutatif de la forme suivante, il existe une fleche pointillée faisant commuter
les deux triangles :

(I1.1) X—F
7
VA A P
Ve
Y —B.

On dit que p est une fibration) si elle admet la propriété de relevement & droite par rapport a
tous les morphismes d’inclusion évidente

X x{0} >XxI

pour un espace X arbitraire.

On dit que p est une fibration de Serre si elle admet la propriété de relevement a droite par
rapport aux morphismes d’inclusion évidente I"~! x {0} — I" pour tout entier n > 0.

Pour un point b € B, on pose X; = p~!({b}) muni de la topologie induite par celle de X et on
I'appelle la fibre de p en b. Lorsqu’on voit F, comme un espace pointé, c’est toujours par le point
be Ey.

Lorsque B est pointé, on parlera par convention de la fibre de p pour désigner la fibre de p en le
point base de B.

Remarque I1.2.2. — 1l est clair qu’une fibration est une fibration de Serre. La réciproque est
vraie si I’on se restreint aux espaces qui sont des CW-complexes.

Ezxzemple I1.2.3. — 1. Un exemple évident de fibration est donné par la projection canonique
X = B x F — B pour tout espaces X et B.
2. Nous avons déja vu un exemple de fibration de Serre dans la preuve du théoreme 1.3.18 :

2im.t
)

exp:R—= St t—e
le revétement universel de S*.

Le principe de la preuve du lemme 1.3.19, comme expliqué pour le lemme 1.3.20, permet
en effet de montrer facilement que exp est une fibration de Serre.

3. On définit un fibré topologique® de fibre un espace fixé F tout morphisme p : E — B tel
que pour tout point b € B, il existe un voisinage ouvert U de b dans B tel qu’il existe un
homéomorphisme oy : p~H(U) — U x F faisant commuter le diagramme suivant :

p N U) —2 > UxF

Py

Il est clair que le morphisme exp : R — S est un fibré topologique de fibre Z.

Appliquant le méme genre de raisonnement que pour le lemme 1.3.19, on montre que tout
fibré topologique p : E — B est une fibration de Serre.

Voici une notion catégorique qui permet d’étudier finement les fibrations.

1. on dit parfois fibration d’Hurewicz puisque c’est le Hurewicz est le premier auteur a les avoir introduites ;
2. fiber bundle en anglais;



Définition I1.2.4. — Soit B un espace fixé.
On définit la catégorie Fop/B comme la catégorie dont les objets sont les morphismes p : X —
B et les morphismes sont les diagrammes commutatifs :

f

X ——Y.

NS
B

On dit encore que X est un B-espace de morphisme structural p et que f : X — Y est un
morphisme de B-espaces.
Soit f,g: X — Y deux morphismes de B-espaces. On définit une B-homotopie®) de f vers g
comme un B-morphisme
H:XxI—-Y

ou X x I est vu comme B-espace par le morphisme évident X x I — X — Y tel que : H(—,0) =p
et H(—,1) =q.
Nous dirons encore que les B-morphismes f et g sont B-homotopes.

Notons encore que le fait que H soit un B-morphisme se traduit par le fait que pour tout ¢ € I,
H(—,t): X - Y est un B-morphisme.

Remarque I1.2.5. — 1l est claire que la relation de B-homotopie est une relation d’équivalence
sur les B-morphismes. Elle est plus forte que la relation d’homotopie.

Si f: X — Y est une morphisme de B-espaces, pour tout point b € B, f induit de maniére
évidente un morphisme f; : X — Y,. La notion d’équivalence de B-homotopie se définit comme
celle d’équivalence d’homotopie (cf. Def. 1.3.9).

Lemme I1.2.6. — Soit f : X — Y un morphisme de B-espaces. Si [ est une équivalence de
B-homotopie de réciproque g, alors pour tout point b € B, fy est une équivalence d’homotopie de
réciproque gp.

La démonstration de ce lemme est un bon exercice pour se familiariser avec le langage abstrait
de la définition précédente.

I1.2.7 — Les fibres d’une fibration p : E — B sont reliées suivant la topologie de B.

Fixons deux point b, ¢ € B. Nous noterons Pb’ch I’ensemble des chemins de b & ¢ dans B modulo
la relation d’homotopie relativement & {b, c}. 4

Soit ¢ : I — B un chemin de b a ¢ dans B. D’apres la propriété de relevement a droite de p, on
peut trouver une fleche pointillée daisant commuter le diagramme suivant :

Ey x{0} ——EFE

-
5//
-
-

EyxI—1-%B,
P2
ou po est la projection évidente. Alors, le morphisme & induit un morphisme
0w By = Eo,x v 6(x,1).

Proposition I1.2.8. — L’association o — o, décrite dans le paragraphe précédent induit une
application bien déterminée :
Pl'.B — [Ey, E].

3. fiber homotopy en anglais;
4. Une homotopie H : I — I — B relativement & {b, ¢} doit vérifier H(0,t) =b et H(1,t) = c.



Démonstration. — Supposons qu’on ait deux chemins og,07 de b & ¢ dans B qui sont homo-
topes relativement & {b,c}. Soit H : I x I — B une homotopie correspondante. Considérons
un relevement o; de o; obtenu suivant le procédé décrit précédemment. On peut considérer le
sous-espace de I? suivant :

J? = (I x{0}) U (I x {1})u ({0} x I).

Alors, il existe un homéomorphisme 12 — I? qui envoie J? sur I x {0}. Ainsi, p admet la propriété
de relevement & droite par rapport & Iinclusion Ep x J? — Ep x I2. On en déduit une fleche
pointillée faisant commuter le diagramme suivant :

Byx J?———F
l 7. l
// p
Eyx1?—=122p
P2
oll on a posé
fz(a'o,a'l,ibopl)Z(EbXIX{0})U(Eb><]><{1})U(EbX{O}XI)—>B

ou iy : By — F est 'inclusion canonique.
Il en résulte que H(—,—, 1) est une homotopie de Gy & 51 et cela conclut. O

I1.2.9. — Par construction, il est clair que les relations suivantes sont vérifiées :
(cty)s =1dg,,  V(o,0') € P} .Bx P!4B,(0.0'), =0, 00,.
On déduit de cette construction les deux résultats suivants :

Corollaire I1.2.10. — Soit p : E — B une fibration telle que B est connexe par arc. Alors pour
tout b,c € B, les fibres Ey, et E. ont méme type d’homotopie.

Ainsi, une fibration de base connexe correspond intuitivement & une déformation continue d’un
méme type d’homotopie FEp.

Corollaire I1.2.11. — Soit p : E — B une fibration. Alors, pour tout point base b € B, il existe
un morphisme de groupes canonique :

m1(B,b) = [Ep, Ep].

Nous reviendrons sur cette action du groupe fondamental sur les fibres d’une fibration.

I1.2.b. Espace des chemins. —

I1.2.12. — On peut utiliser une variante de l'espace des chemins (cf. 1.2.15) pour montrer que
tout morphisme d’espaces f : X — Y est homotope & une fibration.

Ainsi, 'espace Y est I’espace des chemins non pointés d’un espace donné Y. On considere alors
le produit fibré suivant dans la catéogrie des espaces non pointés :

N(f)=Y!
r¢ i/evo

x Loy
ou evp(o) = o(0). Autremenet dit

N(f)=A{(z,0) |z e X,0: I =>Y,0(0) = f(z)}.



On construit de plus un diagramme commutatif :

N(f) Ly
7

it
X —Y

ou f(z,0) =o(1) et i(x) = (x,cty(y)) Ol Cty(y) est le chemin constant dans Y de valeur f(z).

Proposition 11.2.13. — Considérons les notations ci-dessus.
1. les morphismes r et i sont des équivalences d’homotopie réciproques;

2. le morphisme f est une fibration.

Démonstration. — Point (1) : étant donné que r o ¢ = Id, il suffit de montrer que la composée
ior,(x,0) = (x,cts)) est une équivalence d’homotopie ; I'homotopie est donnée par la formule :

H:N(f)xI—= N(f),(z,0,t) = (x,s — a(ts)).

Point (2) : on doit montrer l'existence de la fleche pointillée dans le diagramme suivant :

pour i inclusion évidente.
Introduisons quelques notations : pour z € Z, on pose g(z) = (z,,0,),ou z, € X, 0,: [ =Y,
vérifient 0,(0) = f(z). Par ailleurs, la commutativité du diagramme extérieur montre que

(I1.2) o.(1) = H(z,0).

On définit alors H par la formule :

H(z,t) = (2,,0..H(z,t.)) € N(f)

ou H(z,t.) désigne le chemin s — H(z,ts) et 'opération . est la composition des chemins. Notons en
effet que la composition est bien définie a cause de la relation (I1.2) qui provient de la commutation
du carré ci-dessus.

On obtient :

~ H(2,0) = (x.,0.) car H(2,0.) est le lacet constant basé en f(z.) : le triangle supérieur est

commutatif.
~ foH(z,t) = H(z,t1) = H(z,t) : le triangle inférieur est commutatif.
O

Ezxzemple I1.2.14. — L’exemple fondamental de la construction précédente est celui de I'espace
des chemins.

Soit (X, *) un espace pointé. Si on applique la construction précédente au morphisme d’inclusion
f % — X, on obtient N(f) = PX, espace des chemins associé & l'espace pointé (X, *) (voir
§1.2.15).

D’apres la proposition précédente, ’espace PX est contractile et on obtient une fibration :

p: PX - X,0—0(1)

dont la fibre est espace des lacets QX (cf. Ex. 1.2.14). Cette fibration est fondamentale en topologie
algébrique. On l'appelle la fibration des chemins (traduction litérale de < path fibration ).

On peut s’attendre au fait que la construction précédente visant a remplacer, & homotopie pres,
un morphisme f par la fibration f soit spéciale si f = p est déja une fibration.



Proposition 11.2.15. — Soit p: E — B une fibration.
Alors, le B-morphisme d’inclusion canonique :

U:E — N(p), e (e ctye)

est une equivalence de B-homotopie.

Démonstration. — Suivant la propriété de relevement de p, on considére la fleche pointillée faisant
commuter le diagramme suivant :

Np) x {0} %

7
s
~H p
e

N(p)XITB

avec les définitions suivantes :
Hy(z,0) =z, H(zx,0,t)=0(t).
On en déduit une homotopie
K :N(p) x I — N(p),(z,0,t) — (H(x,a, t),a\[m]).
Or K est bien définie car :

oli11)(0) = o(t) = H(z,0,t) = f(H(z,0,1)).

Par ailleurs, K est une équivalence de B-homotopie : on doit montrer que pour tout ¢t € I, K; est
un B-morphisme. En effet :

P(K(2,1)) = p(H(z,0,t),001.1) = olie.1(1) = (1) = p(x, 7).
Par ailleurs, K(—,—,0) = Idy (). En effet :
K(z,0,0) = (FI(:E,O', 0),0’“071]) = (z,0).
Et pour tout (x,0) € N(p),
K(z,0,1) = (H(z,0,1),0|1,1) = (H(z,0,1),ct, ) € E.
On peut donc définir un morphisme :
k:N(p) = E,(x,0) = K(z,0,1).

On peut maintenant montrer que o est une équivalence de B-homotopie de réciproque k :
—vok o~ Idn(p) par 'homotopie K ;
tp

—kov o Idg par 'homotopie K|gx.
tp

Remarque II1.2.16. — On fera attention que le morphisme r n’est pas un B-morphisme.

Corollaire I1.2.17. — Soitp: E — B une fibration et b € B un point base. Alors le morphisme
canonique :

By 2 (N(p))s

est une équivalence d’homotopie.

Remarque II.2.18. — On notera que la preuve précédente ne donne pas de réciproque de
explicite.



I1.2.c. Suites homotopiquement exactes. —
I1.2.19. — Le noyau (resp. image) d’un morphisme d’ensembles pointés (A4, a) EN (B,b) est
I'ensemble pointé (f~*(a),a) (resp. (f(A),b)). On le note Ker(f) (resp. Im(f)). On dit qu'une
suite de morphismes d’ensemble pointés

Lot
est exacte si Ker(g) = Im(f). Si on a une suite formée de plus de deux ensembles pointés, on dit
qu’elle est exacte si toute sous-suite formée de deux applications consécutives est exacte.
Définition I1.2.20. — Considérons une suite

xLysyz
d’espaces pointés. Nous dirons que cette suite est homotopiquement exacte si pour tout espace

pointé W, la suite d’ensembles pointés :

(IL3) W, X]. L5 W, Y] 2 (W, 2],

est exacte.
De méme nous dirons qu’une suite de plusieurs morphismes d’espaces pointés est homotopique-
ment exacte si toute sous-suite formée de deux morphismes consécutives 1’est.

Voici quelques résultats évidents concernant la stabilité de la notion de suite homotopiquement
exacte.
Proposition I1.2.21. — 1. Considérons un diagramme d’espaces pointés

xJtoy 2.z

h\L (1) % (2) I\L
X —Y —7
tels que les carrés sont commutatifs a homotopie prés et les morphismes h, k, | sont des

équivalences d’homotopie. Alors la suite du haut est homotopiquement exacte si et seulement
st la suite du bas est homotopiquement exacte.

2. Soit
/ g
X=Y =7
une suite homotopiquement exacte d’espaces pointés.

(a) Alors, pour tout espace W, la suite suivante est homotopiquement exacte :
xw I yw 9w

(b) Pour tout entier n > 0, la suite suivante est homotopiquement exacte :

arx LW, gy 26, on g

(¢) Pour tout entier n > 0, la suite suivante est homotopiquement exacte :
Q
arx —2D, gy 229, ooy

ot —Id : Q"X — Q"X désigne 'opposé pour la structure de H-groupe sur Q"X (cf.
Remarque I11.1.4).

Exemple I1.2.22. — Soit X un espace pointé. On voit facilement que la suite suivante (cf.
Example 11.2.14)
QX - PX & x

est homotopiquement exacte.
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En élaborant I'exemple précédent, on introduit la définition suivante :

Définition I1.2.23. — Soit f : X — Y un morphisme d’espaces pointés. On définit la fibre
homotopique F(f) de f, par le diagramme cartésien d’espaces pointés suivant :

F(f) —= PY

m(f) \LEVI
X f

_ oy
Concretement :
F(fy={(z,0) |z e X,0:1—=Y,0(0) =x,0(1) = f(x)}.

Notons que F(f) est pointé par (x,ct.) et on a la formule : 7w(f)(x,0) = x.
Cette définition va nous permettre de construire un grand nombre de suites homotopiquement
exactes :

Proposition I11.2.24. — Soit f : X — Y un morphisme d’espaces pointés. Alors, la suite sui-

vante :
F(H ™ x Loy

est homotopiquement exacte.
Démonstration. — On utilisera le lemme trivial suivant :

Lemme I1.2.25. — Soit f : X' — Y’ un morphisme d’espace pointé. Soit ct, le morphisme
X' — Y’ constant de valeur le point base de'Y'.
Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ~ ct, ;©®)
fhtpc ;

2. il existe un morphisme d’espaces pointés f faisant commuter le diagramme suivant :

PY’
7
h/ 4 levl
s
X —=Y.
f
Le morphisme f correspond par adjonction a I’homotopie qui réalise le point 1.
Revenons a la preuve de la proposition. On pose m = w(f) pour simplifier. Soit W un espace
pointé. Montrons que la suite suivante d’ensembles pointés est exacte :

(W, F(f)]. = W, X]. L5 (W, Y]..

Cela résulte immédiatement du lemme précédent : en effet, g : W — X vérifie f o g = ct, si
et seulement si il existe un morphisme A’ faisant commuter le diagrame suivant : Pour cela, on
considere le diagrame :

h
o T
\ \Lﬂ(f) levl
x—1 .y
En effet, existence de h' est équivalente a celle de h et il suffit donc d’appliquer le lemme précédent.

O

5. on dit encore que f est homotopiquement trivial ;
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I1.2.26. — Soit f: X — Y un morphisme d’espaces pointés.
On considere le produit fibré suivant dans la catégorie des espaces pointés :
N'(f) =Y!
T’¢/ evy

x 1oy

de sorte que N'(f) = {(z,0) € X xY! | (1) = f(z)}, pointé par le point base (*, ct,). On définit
un morphisme d’espace pointé :

FN'(f) =Y %Y, (2,0) = o(0).

Il est clair que le Y-morphisme f’ est homéomorphe au Y-morphisme f de sorte que les résultats
obtenus dans la section précédente s’appliquent ici (on a juste échangé le role de 0 et 1 dans 1) :
— Le morphisme f’: N'(f) — Y est une fibration (cf. I1.2.13).
— Si f: X — Y est une fibration, le morphisme canonique :

v:X = N'(f),z— (2, cty))

est une équivalence de B-homotopie (cf. I1.2.15).
D’aprés le choix de nos conventions, la fibre du morphisme pointé f : N’(f) — X n’est autre que
la fibre homotopique
F(f) ={(z,0) € N'(f) | 0(0) = *}.
Il est clair que ¥ envoie la fibre F' = f~1(x) de f sur la fibre homotopige F(f). On en déduit une

diagramme commutatif :

F x—L .oy

ol o ||

F(f) — N'(f) —Y

tel que :
— v est toujours une équivalence d’homotopie;
—si f: X =Y est une fibration, v est une équivalence de B-homotopie et donc, v(f) est une
équivalence d’homotopie.
On déduit donc de la proposition précédente le résultat suivant :

Proposition 11.2.27. — Soit p: E — B une fibration entre espaces pointés de fibre F'.
Alors la fibre homotopique F(p) de p est canoniquement homotopiquement équivalente a F' (par
le morphisme v(f)). De plus, la suite suivante est homotopiquement exacte :

F—ELB.

Remarque I1.2.28. — On notera par ailleurs que 'on a définit la fibre homotopique d’un mor-
phisme f: X — Y quelconque en considérant une factorisation (canonique)

X LN Ly
oll 7 est une équivalence d’homotopie et f une fibration. La fibre homotopie de f nb’est autre que
la fibre au sens naif de f.
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