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COURS IV

SPECTRES DE SPANIER-WHITEHEAD

IV.1. Homologie singuliére (rappels)
IV.1l.a. Axiomes d’Eilenberg-Steenrod. —

IV.1.1. — Rappelons la définition de 'homologie singuliere d’un espace topologique X a coeffi-
cients dans un groupe abélien quelconque 7. On définit le complexe des chaines singulieres :

Cpn(X;m) := n(Hom(A", X))

ot 7(E) désigne le 7m-module libre engendré par un ensemble E, et on a posé (M) :

A" = {($1,~~~7$n) GRJF,ZL- < 1}.

Les différentielles sont données par la formule :
n
dp : Cp(X;m) = Cp1 (X m),dy, = Z(—l)i.(a;)*
i=0
pour 9% : A"~! — A" Tinclusion de la i-éme face. On a donc obtenu un complexe de groupes
abéliens.
L’homologie singuliere de X en degré n a coefficients dans 7 est le n-eme groupe d’homologie
de ce complexe :
H,(X;7m)=H,(C.(X;7)) = Ker(d,)/Im(dp+1).
Ce groupe abélien est fonctoriel covariant en X. La fonctorialité est invariante par équivalence
d’homotopie. @ On a donc obtenu un foncteur :

(Iv.1) H(—;70): H — b
ou 'on a convenu que pour n < 0, H,(X;m) =0.

Il résulte clairement de ces définition que ce foncteur est compatible aux sommes disjointes :
(Additivité) Pour toute famille d’espaces (X;)icr, Hi(Uicr Xi;m) = ®ier Ho (X5 7).

1. Rappelons que A" est appelé le simplexe standard de dimension n
2. Car H*(I;7) ~ H*(*;m).



Remarque IV.1.2. — 1l est remarquable que les idées d’homologie et de groupe d’homotopie
alent toutes deux été introduites dans un méme article par Poincaré sans précurseur évident.

IV.1.3. — FExcision— Les groupes d’homologie singuliere sont beaucoup plus facilement calcu-
lables que les groupes d’homotopie. Cela résulte du fait que les résultats connus pour les groupes
d’homotopie ont un analogue pour ’homologie singuliére, mais un analogue renforcé.

C’est particulierement vrai pour le théoréme d’excision. Si i : A C X est un sous-espace, on
définit le complexe de la paire (X, A) en posant :

Cn (X, A; ) := coKer (Cy(4A;7) = Cp (X)),

les différentielles du complexe C.(X, A;m) étant induites par les différentielles de C.(X ;). On
pose :
H, (X, A;7) = H, (Co(X, A ).

Notons qu’il est clair avec cette définition que ’on dispose d’une suite exacte longue :
(Exactitude) o= Hy(Aym) Ly H,(X;7m) = m,Hp (X, A; ) On, H,_ (A7) — ...
Le théoreme d’excision pour 'homologie s’énonce alors.

Théoréme IV.1.4 (Excision). — Pour tous sous-espaces A, B C X dont lintérieur recouvre
X, le morphisme induit :
H,(B,ANA;7) = H,(X, A; )

est un isomorphisme.

Contrairement au cas des groupes d’homotopie relative, on constate qu’il n’y a pas d’hypothese
sur la connexité des espaces A, B ou X.

Notons que ce résultat implique aussi le calcul suivant, pour tout couple d’entiers (n,i) € N*xN:

" 7 sii=n ou i=0,
H;(S™;m) = .
0 sinon.

Et rétrospectivement, ce résultat explique la différence avec les groupes d’homotopie, parce que
les groupes d’homotopie de S™ sont triviaux en degrés > n.

Remarque IV.1.5. — On fera attention que le calcul précédent de I'homologie de S™ résulte en
particulier de la propriété (triviale) de ’homologie singuliére :

o {w i i=0,

(Dimension) H;(x;m) =
0 sinon.

Il est remarquable que les propriétés (Additivité), (Exactitude), (Excision) et (Dimension) du
foncteur (IV.1) suffisent & le caractériser de maniére unique si on le restreint & la catégorie des
CW-complexes. Cela résulte du fait qu’on a un algorithme explicite pour calculer I’homologie
singuliere d’'un CW-complexe (vu au premier semestre).

Ce résultat est le célebre théoréme d’Eilenberg-Steenrod. Les propriétés énumérées dans le
paragraphe précédent pour le foncteur d’homologie singuliere s’appellent les aziomes d’Eilenberg-
Steenrod.

IV.1.b. Axiome des suspensions. —

Définition IV.1.6. — On définit 'homologie d’un espace pointé (X, z) comme 'homologie de
la paire (X, ). Lorsque le point base de X n’est pas précisé, on peut la note aussi :

H,(X).



On a donc obtenu une nouvelle version du foncteur d’homologie singuliere a coefficients dans
un abélien groupe 7 :

(Iv.2) H,(—:7): A — b”

qui a la propriété notable d’envoyer le point (objet initial et final de %) sur le m-module nul
(objet initial et final de la catégorie des m-modules.
Le résultat suivant découle de la propriété d’excision.

Proposition IV.1.7. — Soit X un espace pointé. Alors, pour tout entier n, il existe un isomor-
phisme canonique fonctoriel en X :

ﬁn(ZX; ) = ﬁn,l(X; ).

Démonstration. — C’est exactement la méme preuve que pour le théoreme de suspension de
Freudenthal, sans la restriction sur ’entier n vu qu’il n’y a pas de telles restriction dans le théoreme
d’excision pour ’homologie! O

Ainsi, du point de vue du foncteur d’homologie singuliére réduite (IV.2), le foncteur des suspensions
¥ H, — S agit comme un décalage des degrés. De la méme maniere, par leur définition
méme, les groupes d’homotopie stable (Definition II1.2.26) vérifient la propriété de la proposition
précédente.

IV.2. Stabilisation de la catégorie homotopique
IV.2.a. CW-complexes finis. —

IV.2.1. — Pour approfondir le lien entre homotopie et homologie, et pour rendre compte de méme
des groupes d’homotopie stable, on est amené a modifier la catégorie homotopique de maniére a
ce que le foncteur ¥ soit analogue & un foncteur de décalage des degrés (3.

On utilisera pour cela la définition suivante.

Définition IV.2.2. — Un CW-complexe X est fini s’il n’a qu’un nombre fini de cellules i.e. X
est réunion fini de disques ouverts :

o
ou e; >~ D™,
On définit la dimension dim(X) (resp. valuation val(X)) de X comme le maximum (resp.
minimum) des dimensions n; des cellules de X non réduites & un point.

IV.2.3. — On notera que le théoréme des suspensions de Frendenthal (Th. II1.2.22) implique
notamment (voir la méthode de §I11.2.25) pour tous CW-complexes finis X et Y que le morphisme
de suspension :

(IV.3) XX, 57Y] 2 [0, Rty
est un isomorphisme si 7 > dim(X) — 2val(Y) + 1.

Notons qu’on a la caractérisation suivante de CW-complexes finis dans la catégorie des CW-
complexes.

Lemme IV.2.4. — Les conditions suivantes sur un CW-complezre X sont équivalentes :

(i) X est un CW-compleze fini.

3. Pensez en particulier au décalage des degrés dans la catégorie des complexes de R-modules.



(ii) Pour tout famille (X;);c; de CW-complezes, le morphisme canonique :
(IV.4) Gier[X, Xi] = [X, Uier X
est un isomorphisme.

Démonstration. — (i) implique (ii) : Uinjectivité de la fleche (IV.4) est claire. Pour la surjectivité,
on remarque que X étant un CW-complexe fini est compact. Si on se donne une application
continue f : X — L; X;, son image est compacte, donc elle n’intersecte qu'un nombre fini des X;
et cela conclut.

(ii) implique (i) : on considere la famille des cellules (e;);e; du CW-complexe X, et I'isomor-
phisme canonique ¢ : X — U;cre;. D’apres la propriété (ii), ce morphisme est dans l'image de la
fleche (IV.4). 11 existe donc un ensemble fini Iy C I et un nombre fini de fleches vy : X — ey,
A € I tel que ¢ est donné par la somme des morphismes

X 2 ex — Uere;.

Du fait que ¢ est un isomorphisme, on déduit que Iy = I ce qui montre que I est fini et conclut. [

Remarque IV.2.5. — Dans une catégorie ¥ admettant des sommes infinies, on dit qu’un objet
X est compact si le foncteur Home (X, —) transforme somme infinies dans ¢ en somme d’en-
sembles. La condition (ii) ci-dessus se traduit encore en disant que X est compact dans la catégorie
homotopique (des CW-complexes non pointés).

On retiendra donc qu'un CW-complexe est compact (dans la catégorie homotopique, ou ce qui
revient au méme, dans la catégorie des CW-complexes) si et seulement s’il est fini.

On a bien entendu le méme résultat dans la catégorie pointée.

IV.2.b. La catégorie stabilisée. —

IV.2.6. — Pour énoncer la définition centrale de ce cours, nous continuons d’étoffer le langage
classique de la théorie des catégories. Considérons donc une catégorie arbitraire ¥. On peut dégager
les deux propriétés universelles suivantes :

limite inductive®de F : T — € limite projective®de F : T — €
notation lim_ F(i) notation lim, _, F(i)
Y fijs li iGIF(Z.>7 —>D Diii)l.&niGIF(i) Y fijx
— \>
F(j) ().

Dans cette définition, Z peut étre une catégorie quelconque mais on se limite en général (pour
de fausses bonnes raisons) aux catégories Z dont les objets forment un ensemble — in dit qu’une
telle catégorie est petite.

Toutes les constructions de théorie des catégories qu’on a vues pour l'instant sont des cas
particuliers de limites inductives/projectives :

— un objet initial (resp. final) est la limite inductive (resp. projective) sur la catégorie vide;

— la somme (resp. le produit) indexé(e) par un ensemble I est une limite inductive (resp.

projective) sur la catégorie dont les objets sont donnés par I’ensemble I et les morphismes se
réduisent aux morphismes identités (on parle de la catégorie discréte associée a I);

4. colimit en anglais;
5. limit en anglais;



— la somme amalgamée (resp. le produit fibré) correspond au cas o

ZT= e—>e resp. Z = .
b
° o — 0

— le conoyau (resp. noyau) dans une catégorie € avec un objet a la fois initial et final x*
correspond au cas ol

(a)
T= (1) —=x (2
(b)
et lorsque le foncteur F' : Z — € envoie la fleche (a) sur Punique fleche F(1) — x — F(2).
On dit que ¥ admet des limites inductives/projectives (ou est cocompléte/complete) si tout
foncteur F : T — € admet une limite inductive/projective (qui est alors unique & isomorphisme
unique pres).
La catégorie des ensembles, celle des groupes abéliens, des R-modules admettent toutes des
limites inductives et projectives.

Ezxzemple IV.2.7. — Considérons une suite de groupes abéliens :
(IV.5) Ao % Ay — o Ay I Ay —

On parle aussi d’une tour de groupes abéliens. Il s’agit encore d’un foncteur A, : Z — &b ou T
désigne la catégorie dont les objets sont les entiers naturels et les morphismes sont tels que :

Homz(n,m) = x si n > m, & sinon.

alors, on peut construire explicitement la limite inductive du foncteur F' — ou ce qui revient au
méme du diagrame (IV.5) — comme le quotient du groupe abélien

D 4n
neN
modulo la relation a, ~ an41 Si dni1 = fn(ay). Autrement dit, le conoyau du morphisme suivant :
@An — @An;an — (an - fn(an))
neN neN

Notons en particulier que si il existe un entier N > 0 tel que pour tout n > N, f, est un
isomorphisme, alors,

li_I)Il An = AN.

neN

Définition IV.2.8. — On définit la catégorie de Spanier- Whitehead /¢y comme la catégorie
dont les objets sont les couples (X, n) pour X un CW-complexe fini et n € Z un entier et dont les
morphismes de (X, n) vers (Y, m) sont donnés par le groupe abélien

g [STX,RTYL

r>max(—n,—m)

La composition est donnée par la limite inductive pour r assez grand des morphismes suivants de
groupes abéliens :

[ZT-HLX’ ET-‘:—WLY]* x [Er—&-mY’ Er+s Z]* N [zr+nX7 Er—&-sz]*.

Notons que la limite inductive précédente est tres facile & calculer : la formule (IV.3) montre
quelle est égale au groupe abélien [T X, X" T™Y], pour nimporte quel entier r tel que :

r > max ((dim(X) + n) — 2(val(Y) + m) + 1, —n, —m).



IV.2.c. Propriété universelle. —

1V.2.9. — Reprenons les notations de la définition suivante.
On dispose de foncteurs canoniques :

s: M — SHp X — (X,0),
s :yfff %yt%pf,(X,n) — (X,n—i— 1),
S;U S — S (X on) = (X,n—1).

11 est clair que le foncteur £~ est une équivalence de catégories avec pour quasi-inverse le foncteur
3.

Lemme IV.2.10. — Dans la catégorie de Spanier-Whitead, pour tout objet (X,n), il existe un
isomorphisme canonique fonctoriel

(EX,n) ~(X,n+1).
Ce lemme est tautologique car :
Hom s, ((2X,n),(X,n+1)) = lim Hom(Xr X, yrtntly)

r>-n—1
= Hom sy, ((X,n+1),(3X,n)).

Les identités de X" *"*+1 X donnent donc I'isomorphisme recherché (et son inverse).

IV.2.11. — On a donc réalisé la construction suivante :

A = A
=} |=
A S I

de telle maniere que le foncteur X, est une équivalence de catégories.

D’apres la construction, il est facile de voir que le triplet (%7}, s,¥;) est universel (initial)
pour la propriété que le carré précédent est commutatif & isomorphisme pres.

Concretement, cela signifie que tout foncteur

F:x %
muni d’un isomorphisme
ex : F(2X) 5 F(X)
induit un unique foncteur
F:5 - %€
tel que F(X,0) = F(X) et F(X,1) = F(XX) — plus généralement F(X,n) = F(X"X) pour tout
entier n > 0.

Remarque IV.2.12. — Puisque X est une équivalence de catégories, on peut définir le foncteur
X" pour tout n > 0 (il envoie (X, r) sur (X,r —n)).

En particulier, on peut écrire :

(X,n) =X7(sX).

Dans la suite, on simplifiera abusivement cette notation en "X := (X, n) pour tout entier n € Z.

Notons toutefois que le foncteur s est tres loin d’étre pleinement fidele. Il envoie par exemple
le groupe d’homotopie m;(S™) sur le groupe d’homotopie 77, (S°); dans le cas (i,n) = (3,2),
73(9?) = Z sur 7§(S%) = 74(S3) = Z/27Z. Plus généralement, il envoie 1’'ensemble pointé [S°, X]
sur le groupe abélien 7§ (X).



Ezxzemple IV.2.13. — Les foncteurs d’homologie singuliere a coefficients dans 7 et d’homotopie
stable induisent donc canoniquement des foncteurs :
H.(—,7): SHp — b (X,n) v H,(X;)
TS Sy — b, (X, n) = 7 (X).
Notons aussi que, par définition, on obtient pour tout entier n € Z :
75 (X) = Hom g, (£75°, X).

n

IV.3. Structures additionelles
IV.3.a. Structure additive et monoidale. —

IV.3.1. — Une des vertus de la catégorie #7¢; est que les morphismes entre ses objets ne
sont pas seulement un ensemble mais un groupe abélien. Elle partage par ailleurs une propriété
supplémentaire avec la catégorie des groupes abéliens.

Proposition IV.3.2. — 1. La catégorie S 7y admet des sommes et des produits finis (i.e.
indexés par des ensembles finis).
2. Pour toute famille finie F = (X;,n;)icr d’objets de S Hs, la somme et le produit de F
coincident dans la catégorie S H;.

3. La somme et le produit de deux objets (X,n) et (Y,m) de Sy est donnée par l'objet
swivant, pour 'entier r = max(—n,—m) :

(X,n)® (Y,m):=(Z"""X)V(Z"Y),n+m—1).

Démonstration. — Notons que dans la catégorie 7.7, objet (x,0) est a la fois objet initial et
objet final — cela résulte de la définition et du fait que = est initial et final dans la catégorie .77.

Pour vérifier les assertions 1 et 2, il suffit en fait de vérifier 'assertion 3. Le fait que 1'objet
(X, n)®(Y, m) vérifie la propriété universelle de la somme dans la catégorie .77 résulte facilement
du fait que V est la somme dans la catégorie 7, et du fait que pour tous espaces Z et T,

S(ZVT)=%ZVET.

Le fait que (X, n) @ (Y, m) est aussi un produit dans la catégorie /.7 résulte alors formellement
du fait que les morphismes dans .7 forment un groupe abélien. (6) O

Remarque IV.3.3. — On dit encore que la catégorie .7 est additive.
Dans la suite, suivant 1'usage, on notera simplement 0 pour I'objet initial et final de #.5¢%.

IV.3.4. — On peut définir sur la catégorie .#.¢y un smash-produit :
(X,n) A (Y;m) = (X AY,n+m).

Les propriétés suivantes résultent facilement de cette définition :
— (S%0) A (X,n) =~ (X,n).
B (Xa Tl) A ((Ya m) A (Z7 ’I")) = ((Xa Tl) A (}/’ m)) A (Zv T)'

6. Par exemple, on définit un morphisme (X,n) @ (Y, m) a, (X,n) en utilisant la propriété universelle de la

somme et le diagramme suivant :
Id

(X,n) -
\

(X,n)® (Y,m) - -p1—-> (X, n).

(Y, m) \/7_/

0
On renvoie le lecteur & [ML98, VIII, Th. 2] pour plus de détails.



- (X,n)A(Y,m) ~ (Y,m) A (X,n).
Par ailleurs, il est clair d’apres cette définition que le foncteur

3;<%”*f—>yjff

est compatible au smash produit : s(X AY) = s(X) A s(Y).
Finalement, la relation suivante est évidente :

(7189 A 8T = (8%, —1) A (S°,1) = S°.

On peut aussi interpréter la construction de la catégorie de Spanier-Whitehead comme ’ajout d’un
A-inverse S71 = 7150 3 la catégorie s7.. C’est aussi une propriété qui caractérise de maniére
universelle la catégorie .. munie de son produit A.

Remarque 1V.3.5. — On dit encore que la catégorie .#.7¢y, munie du produit A et de l'objet
neutre SO est monoidale symétrique. Voir [ML98, chap. VII].

IV.3.b. Triangles. —

IV.3.6. — Les suites homotopiquement exactes ne sont pas adaptées a la catégorie stable /.77
du fait que la suite longue qu’il lui est associée fait intervenir le foncteur 2 plutét que le foncteur
— notons en effet, que le foncteur s : A I 't n’est pas compatible au foncteur €2 en général.

Toutefois, dans la catégorie homotopique on a une notion duale & celle de fibrations. Nous
allons énoncer cette théorie pour les espaces pointés. Rappelons que si X est un espace, X,
désigne ’espace topologique X LI * avec pour point base le point ajouté.

Définition IV.3.7. — Un morphisme i : A — X d’espaces pointés est une cofibration si pour
tout espace Y, et tout diagramme commutatif de fleches solides ci-dessous, la fleche pointillée
existe et fait commuter le diagramme :

Aoyl
\L 7

. v

7 €vo

v

X

N v

!

NEY

dans la catégorie des espaces pointés.

Autrement dit, en utilisant une terminologie proche de celle qu'on a déja vue dans le cas des
fibrations (Def. I1.2.1), f est une cofibration si elle a la propriété de relevement & gauche par
rapport aux morphismes de la forme Y+ =% V.

Par définition des espaces de fonctions, la donnée d’une fleche h : A — YT correspond & la
donnée d’une homotopie H : I x A — Y. De méme, I’existence de h correspond & la propriété que
'on peut étendre H en une homotopie H : [ x X — Y telle H(0,—) = f.

FEzxercice 1. — Montrer que si A — X est une cofibration, alors i est injectif et son image est
fermée.
IV.8.8. — La théorie des cofibrations est tout & fait analogue (duale) & la théorie des fibrations.

Nous allons I’énoncer en termes d’espaces pointés car c’est le cas dont nous aurons besoin. Fixons
un morphisme f: X — Y d’espaces pointés.

1. On défini le cylindre de f comme la somme amalgamée suivante :

XS XAL

N



Le morphisme composé :
i) X 2 X AL — M(f)
est une cofibration et le morphisme d’inclusion Y — M(f) est une équivalence d’homotopie
avec pour quasi-inverse le morphisme
r(f): M(f) =Y
donné par l'identité sur Y et par le morphisme (z,t) — f(z) sur X A I4.

2. On définit le cone d’un espace pointé X par la formule : CX = X A (I,1). Il existe une
inclusion évidente ig : X — C'X qui est une cofibration et une équivalence d’homotopie.
On définit le cone (") de f comme la somme amalgamée suivante :

X s ox

N

Y —C(f).

Il existe un isomorphisme canonique entre la cofibre du morphisme j(f) et le cone de f :
C(f) =~ M(f)/X.

Si f est une cofibration, le morphisme canonique

C(f)y=C(f)/]CX ~Y/X
est une équivalence d’homotopie.
3. Sii: A — X est une cofibration pointée, la suite suivante est homotopiquement coexacte :

AL XD X/A

ou X /A désigne la cofibre de i : pour tout espace pointé Z, la suite d’espaces pointés suivante
est exacte :

(X/A, 7] = [X, 2] %5 (A, 2).

4. 11 existe des équivalences d’homotopie ¢ et 1 rendant le diagramme suivant commutatif a
homotopie pres :

x Loy Do 0t S o)
() wa wa
wx — 1 yy,

ol le morphisme 7(f) est égal & la composée : C(f) — C(f)/Y =~ EX.

On en déduit donc une suite homotopiquement coexacte de la forme :

f i(f) w(f) -=f —%i(f)

IV.6) X Y cf) TX Sy so(f) =YL

22X ...

Pour tous ces faits, on peut consulter [Swi75, chap. 2 et 6] ou [May99, chap. §].

IV.3.9. — Rappelons que le foncteur ¥ : S5 — #.5¢ est une équivalence de catégories.
On appellera triangle de la catégorie #.7¢; toute suite de morphismes de la forme :

AELTFSGES YE.

7. On Pappelle encore parfois la cofibre homotopique ;
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On peut définir la suspension, désuspension, rotation a droite, rotation a gauche du triangle A
respectivement par les formules suivantes :

YA : SE— 2 L yF 2 L ng YL y2R,
1A w1 —2 Uy 22 poig 2 g
rA F— ' ~G— Y ~yE— " .,
IA srlig 2 U g v Jp_ v .G

On peut bien siir itérer ces définitions. Ainsi, il est clair que : SA = r3A et IA = r2X 1A,
Un morphisme de triangles est un diagramme commutatif :

E—F-—-G-—XE

oo v
E -F -G —XE.

On dit que c’est un isomorphisme si toutes les fleches verticales sont des isomorphismes.

Définition IV.3.10. — On appelle triangle distingué de .7.5¢ tout triangle A qui est isomorphe
a la n-suspension d’un triangle de la forme :

f i(f) 7(f) _
(Iv.7) sX — sY —5 5(Cf) — s(BX) = X(sX).

pour un morphisme d’espaces pointés f quelconque.
Voici les propriétés essentielles des triangles distingués dans la catégorie additive .7.5¢ :

Proposition IV.3.11. — Les conditions suivantes sont vérifiées :
TRO : Tout triangle isomorphe a un triangle distingué est distingué. Pour tout objet E de
Sy, le triangle suivant est distingué :

EXLYE -0 XE
TR1 : Pour tout morphisme v : E = F de S5, il existe un triangle distingué de la forme :
E%F—G— XE.

TR2 : Les triangles distingués sont stables par les opérations de suspension, désuspension,
rotation a droite et rotation a gauche.
TR3 : Pour tout diagramme commutatif :

' > G—>3E

)

/ v G/ w SE

)

dont les lignes forment des triangles distingués, il existe une fleche h : G — G’ qui fait
commuter le diagramme suivant :

E F G—“>3%E
fl lg \Lh lzf
s g s SR,
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TRA4 : Pour toute suite de morphismes E = F % G, il existe un diagramme commutatif :

E—X4>F—2>G YE
) H
E G F’ YE
J=.
E ——F —%-5F,
)
YF =% 3G/

dans lequel les deux premieres lignes et les deux colonnes du milieu sont des triangles dis-
tingués.

Démonstration. — (TRO) est évident car I'identité est une cofibration.

Pour la propriété (TR1) : on utilise le fait qu'on peut suspendre ou désuspendre les triangles.
Quitte a prendre un suspension suffisante, on peut supposer que u vient d’un morphisme f : X — Y
d’espaces pointés. Alors, le triangle (IV.7) convient.

(TR2) : 1l est clair par définition que les triangles distingués sont stables par les opérations ¥
et X! définies dans le paragraphe IV.3.9. Puisque [ s’exprime en fonction de ¥ et r, il suffit de
montrer que A distingué implique rA distingué.

Or, quitte & prendre une suspension assez grande, le triangle A est isomorphe & un triangle de la
forme (IV.7). Le fait que {mplication résulte donc de la propriété 4 du paragraphe IV.3.8.

(TR3) : Quitte & prendre une suspension suffisamment grande, on peut supposer que le carré

commutatif (1) se releve en un carré commutatif & homotopie pres :

A5 X

e

A/i;X/

ott u et u’ sont des cofibrations. Considérons I'homotopie h : A — (X’)!+ correspondant & gou o
tp

u' o f. Comme u est une cofibration, on peut construire une fleche h rendant commutatif le
diagramme suivant :

Posons ¢’ = p; o h. Alors, g o~ 9 et le diagramme suivant est commutatif :
P

A5 X

f¢ , ig'

Ali>X/

On en déduit donc une fleche b : X/A — X’ /A" qui permet de conclure.
Le principe de la preuve de TR4 est de se ramener au cas ou les fleches u et v sont représentées
par des cofibrations A = B = C. Alors le diagramme de TR4 est impliqué par le diagramme
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commutatif suivant :

A—"-p—* . pB/A

o

A C C/A
C/B— = (C/A)/(B/A),
ol le morphisme ¢ est un isomorphisme de maniere évidente. O

Définition IV.3.12. — Une catégorie additive ¥ munie d’une classe D de triangles qui satisfait
aux axiomes de la proposition précédente est appelée catégorie triangulée. Les morphismes de D
sont alors dits distingués.

L’axiome TRA4 est appelé I'aziome de ’octaédre.

Cette définition est due a Verdier.
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