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COURS VIII

SPECTRES ORIENTES

VIII.1. K-théorie
VIII.1.a. Fibrés vectoriels. —

VIII.1.1. — Rappelons 'exemple I1.2.3(3) : pour un espace fixé F, unfibré topologique de fibre
F' est un morphisme p : E — B tel que pour tout point b € B, il existe un voisinage ouvert U de
b dans B et un homéomorphisme o : p~1(U) — U x F faisant commuter le diagramme suivant :

p~'(U) U x F,

PN
U

ol p; est la premiére projection. On dit encore que (U, ¢y ) est une trivialisation locale de p au
voisinage de b. Notons que ¢y induit notamment un homéomorphisme canonique :

YU

Yu,b :p_l(b) — F.

Définition VIII.1.2. — Soit K un corps topologique.

Un fibré K -vectoriel ™ p: E — B de rang n est un fibré topologique de fibre F = K" (muni
de sa topologie produit) tel que pour tout b € B, et toutes trivialisations locales (U, ¢r), (V, ¢v)
de p en b, 'isomorphisme suivant :

est K-linéaire.

Plus généralement, un fibré K -vectoriel E sur un espace B est un espace muni d’un morphisme
p: E — B tel que sur chaque composante connexe par arc B’ de B, p est un fibré K-vectoriel de
dimension n pour un entier donné n.

Notons en particulier que pour tout b € B, p~1(b) a une structure de K-espace vectoriel
canonique, obtenue en considérant un isomorphisme ¢, quelconque. La fonction qui & un point
de B associe le rang de p~1(b) sur K est appelé le rang de E/B; c’est une fonction localement
constante (constante sur chaque composante connexe par arc de B).

Un fibré K-vectoriel de rang 1 est appelé un fibré en droites ou encore fibré inversible.

1. Dans le cas K = R (resp. C, H) on parle de fibré vectoriel réel (resp. complexe, symplectique).



Ezxzemple VIII.1.3. — 1. Il n’existe & homéomorphisme preés qu’un seul fibré K-vectoriel de
dimension 0, homéomorphe a B en tant qu’espace. On le note simplement 0.

2. Rappelons (cf. ITI1.1.9) que 'espace projectif complexe de dimension n est défini topologi-

quement par la formule :

CP" = (C"*! — {0})/C*.
Si [x] est un point de CP™, z correspond & un élément x € C*™* — {0} bien défini modulo
un scalaire, autrement dit & un sous-C-espace vectoriel L, C C"*! de dimension 1. On en
déduit un espace

_{ 2) |z eCtt - {0}}
et la projection évidente A\, — CP" falt de A\ un fibré en droites complexe sur CP".

De maniere évidente, la méme discussion vaut si I’on remplace C par R ou H.

3. Si M est une variété différentielle réelle (resp. complexe) lisse @) (resp. analytique), son fibré
tangent Th; admet une structure de fibré vectoriel réel (resp. complexe).

4. Une variété différentielle réelle est dite presque-complexe si son fibré tangent Th; admet une
structure de fibré vectoriel complexe — une telle structure est appelée une structure presque
complexe sur M.

VIII.1.4. — Rappelons qu’on parle d'un B-espace X pour un morphisme p : X — B, et on
appelle p le morphisme structural de p. Pour un point b € B, la fibre de X au-dessus de b est
I'espace X; := p~1(b).

Définition VIII.1.5. — Soit E et F deux fibrés K-vectoriels sur un espace B. Un morphisme
de F dans F est un morphisme de B-espaces f : E — F tel que pour tout b € B, le morphisme
induit fp : By — Fp est K-linéaire.

On notera Vi (B) la catégorie des fibré K-vectoriels sur B.

VIII.1.6. — Soit f:Y — X une application continue.
Pour tout fibré K-vectoriel E sur X, considérons le carré cartésien (dans la catégorie des espaces
topologiques) suivant :
F5%E
ooy
Y 9 X.
On vérifie facilement que F' est un K-espace vectoriel sur X. On 'appelle ["image inverse de E
par f (on parle aussi de changement du base de E suivant f) et on le note f~1(E).
On dit aussi que ¢ est un f-morphisme de fibrés K-vectoriels.

Exemple VIII.1.7. — Soit f : M — N un morphisme de variétés différentielles lisses. On dit
que f est lisse si et seulement si f est donné localement par des morphismes C'* entre ouverts de
R™ et R™.

Alors, f induit un morphisme T'f : T'M — T'N entre les espaces tangents qui se factorise comme
suit :

TM = f~ (TN )——=TN
M—1 N

2. ici, lisse signifie de classe C'°°;



ou ¢y est un morphisme de fibrés vectoriels réels et le carré est cartésien. De plus, f est une
submersion (resp. immersion) si et seulement si T'f est surjectif (resp. injectif) fibres a fibres.
Le méme exemple vaut pour les variétés analytiques.

VIII.1.b. Torseurs, fibrés principaux, classifiants. —

VIII.1.8. — Considérons un fibré K-vectoriel p : E — X de rang n. Soit (U, py) et (V,ov)
des trivialisations locales de E/X au voisinage d’un méme point € X. D’apres la définition, le
morphisme suivant :

tyy 1 (UNV) xR “’—U1>p*1(UmV) 2 (UNV)xR"
est un isomorphisme R-linéaire. Autrement dit, fyy est un morphisme continu :
tvy : UNV — GL(n, K).
Si on se donne des trivialisations locales sur des voisinages ouverts U, V et W de x, on a de plus

la relation suivante, dite de cocyle, pour tout y e UNV NW :
(VIIL1) tuw (y) = fuv (y)-frw ().

Si on choisit un recouvrement ouvert (U;);cr de X, et que I'on pose t;; = ty; u;, on dit que le
couple de familles t = (Uj, t;;) forme un GL,, (F)-torseur.
Par ailleurs, on peut définit un faiseau de groupes (non abéliens) sur 'espace X :

GL(n, K)x : U — Homeont (U, GL(n, K)).
Alors, t est un élément en degré 1 du complexe de Cech associé au recouvrement ouvert U, et au
faisceau GL(n, K)x :
@:T(U;, GL(n, K) x) 2 @, ,T(U; U}, GL(n, K)x) 2 @, ; x,T'(U; N U; N Uy, GL(n, K) x),

et la relation de cocyle (VIII.1) signifie exactement que d; (¢) = 0.
Les fonctions t;; code la maniere de recoller les esapces R™ suivant la topologie de X afin de
retrouver le fibré E/X. Cela se traduit par le théoréme suivant :

Proposition VIII.1.9. — Considérons les notations précédentes. On note [¥#(X)] l’ensemble
des classes d’isomorphie de fibrés K -vectoriels de rang n sur X.
L’application précédente,
E/X — (Ui,tij)
induit une bijection canonique, fonctorielle en X :

[V2(X)] = HY(X,GL(n, K)x).

Remarque VIII.1.10. — Ce théoreéme (ou plutdt cette formulation) est plus couramment uti-
lisée en géométrie algébrique. En topologie on place plus volontiers par la notion de fibré principal
associé & un groupe topologique G (ici, G = GL(n, K)).

On rappelle cette définition pour la culture. Soit p : T — X un X-espace et G un groupe
topologique. Un action continue & droite de G sur T/X — ou sur T relativement & X — est la
donnée d’une application continue

TxGST

telle que pour tout g € G, si 'on note
0y : T —=T,t—4(t,9)
le morphisme d, est un morphisme de X-espaces et on a les relations :

(59 o §h = 6hga 61(; = IdT



Un morphisme f : T — T de X-espaces est dit G-équivariant si le diagramme suivant commute :

T’XG&TXG

| lgT

T ! T.

Un fibré principal sur X sous le groupe ®) G est un fibré topologique p : T — X de fibre G
muni d’un action a droite continue de G sur T relativement a X tel que pour toute trivialisation
locale (U, py) de T/X, le morphisme :

p HU)ZSUXG

est G-équivariant, ot on fait agir un élément g € G sur U x G par (Idy, g).

On peut étendre le théoreme précédent en une bijection entre :

— les fibrés K-vectoriels sur X de rang n a isomorphismes pres,

— les classes de GL(n, K)-torseurs sur X (i.e. les éléments de H'(X,GL(n, K)x)),

— les fibrés principaux sur X sous le groupe GL(n, K).
On renvoie & [Swi75, 11.16 et 11.20] pour cette équivalence — qui démontre en particulier le
théoreme.

Notons que la cohomologie de Cech considérée ci-dessus a un sens si ’'on remplace GL(n, K) par
nimporte quel groupe topologique G. L’équivalence des deux dernieres propriétés est alors vraie
pour un groupe topologique quelconque G.

Exemple VIII.1.11. — 1. Tout fibré vectoriel sur un espace contractile X est trivial (iso-
morphe & un fibré de la forme X x R").

2. Considérons le cercle ST € C*, vu comme réunion des deux ouverts contractiles U = S1—{1},
V = 8! — {~1}. On peut voir en utilisant le théoréme précédent qu'un fibré vectoriel réel
E sur S* revient a se donner le signe du déterminant de 1’élément t;v € GL,(R) pour le
GL,,(R)-torseur associé a E.

Autrement dit, [¥&(S')] = Z/2Z.

Au contraire, on peut voir qu’un fibré vectoriel complexe est nécessairement isomorphe &
un fibré trivial : [#¢(S1)] = 0.

Plus généralement, la cohomologie de Cech a des propriétés analogues & celles de la cohomologie
singuliere. En utilisant le méme procédé que celui de la construction des espaces d’Eilenberg-Mac
Lane, on peut démontrer le résultat suivant :

Théoréme VIII.1.12. — Soit G un groupe topologique.
Pour tout groupe topologique G, il existe un CW-complexe pointé BG qui représente le foncteur
X — f[l(X, Gx) de cohomologie de Cech : autrement dit, pour tout espace X,

[X,,BG). ~ H(X,Gx).
On peut reformuler ce théoréeme en un isomorphisme :
(X4, BGl. ~ [V6(X))]

ou le membre de droite désigne les classes d’isomorphie de fibrés principaux sur X sous le groupe

G.
Définition VIII.1.13. — On appelle BG 'espace classifiant du groupe topologique G.

Exemple VIII.1.14. — 1. Lorsque G est un groupe discret, BG = K(G, 1).

3. principal G-bundle en anglais;



2. Reprenons les notations du deuxiéme point de 'exemple VIII.1.3. A tout morphisme
f: X — CP",
on associe un fibré en droites L = f*()\,,) qui a la propriété qu’au voisinage U d’un point
x € X, L|y se plonge dans un vibré vectoriel trivial (C’,}H.

Si X est un CW-complexe fini, ou plus généralement un espace compact, tout fibré en
droites sur X a cette propriété pour un entier n assez grand.

On définit ’espace projectif de dimension infinie CP* comme la limite de la tour d’inclu-
sions (en fait, de cofibrations) :

*x=CP' — ... 5 CP* =& CcP*H! — ...

ol v, est donné par I'inclusion des n+ 1-premieres coordonnées. Pour tout entier n, on dipose
d’un carré cartésien :

>\n I )\n+1

L

CPr — s CPrt!

et I'on peut donc définit un fibré en droites complexe sur CP> :

A= lig)\".

n>0
La discussion précédente permet finalement de montrer que le morphisme canonique :
X, CB%] = [P (X)), [f] = [ ()]
est un isomorphisme. Autrement dit,
(VIIL.2) BGL(1,C) = CP*.
3. On obtient de méme :
(VIIL.3) BGL(1,R) = RP*.
Il est clair sur la définition que 'espace BG dépend fonctoriellement du groupe topologique G.

On peut montrer qu’il ne dépend que de la classe d’homotopie de G. Le lemme suivant est donc
intéressant du point de vue des fibrés vectoriels :

Lemme VIII.1.15. — Soitn un entier. On note O(n) (resp. U(n)) le groupe formé des matrices
orthogonales ™ (resp. unitaires(® ).
Alors le morphisme canonique

i:0(n) — GL(n,R) resp. i:U(n) — GL(n,C)

est une équivalence d’homotopie forte.

Démonstration. — Posons K = R (resp. K = C) On rappelle qu'on peut factoriser de maniere
unique toute matrice M € GL(n, K) en un produit :
M=QR

ol @) est une matrice orthogonale (resp. unitaire) et R € GL(n, K) est une matrice triangulaire
supérieure dont les coefficients diagonaux sont dans RT*. On construit donc une rétraction r de 4
en associant a M = QR la matrice Q.

4. d.e. M*M = Id;
5. i.e. MM = Id ou M désigne la matrice complexe conjuguée & M ;



Pour montrer que ir est homotope a l'identité, on peut contruire I’homotopie sur les matrices
de la forme

A1 o a1z A1n
; An—1n
0 0 A,
en posant :
(1 7t)A1 +1t (1 715)(112 (1 715)(11“
Rt = » o

(]. — t)an_ln
0 0 (1= DA+t

Alors, Iapplication continue :
I x GL(n,K) = GL(n,K), (t, M = QR) — QR;
réalise ’homotopie attendue. O

Si on combine la proposition VIII.1.9, le théoreme VIII.1.12, le lemme précédent et le fait que
le classifiant d’un groupe topologique ne dépend que de sa classe d’homotopie, on obtient donc :

Théoréme VIII.1.16. — Pour tout espace X, on dispose de bijections
(X)) = [Xay BUM.,  [2(X)] = [X4, BO@)]..
De plus, si l’on note BU (resp. BO) la limite inductive des tours respectives suivantes :
*=DBU0)— ... BU(n) = BUn+1)—...
x=DBO(0)— ... > BO(n) - BO(n+1)—...
et que X est un CW-compleze pointé fini, on obtient :
(X)) ~ [X,, BUL., [%(X)] ~ [X;, BOL.

Exzemple VIIT.1.17. — 1. D’apreés la formule (VIIL.3), on obtient BU(1) = CP*, et l'iso-
morphisme du théoreme s’écrit :
[X,CP>] — [V (X)), [f] = [F* (V)]

ou A est le fibré en droites canonique sur CP*°. On appelle donc X le fibré en droites universel
sur CP>.

2. On peut généraliser le point précédent. Pour tout entier n, il existe une unique classe d’iso-
morphie de fibré vectoriel complexe [y,] sur BU(n) qui correspond & identité de BU(n)
dans le groupe :

[BU(n), BU(n)] = [BU(n)+, BU(n)].
par l'isomorphisme du théoréme précédent.
On appelle v, le fibré universel sur BU(n). En effet, se donner un fibré vectoriel complexe
FE & isomorphisme prés sur un espace X revient a se donner un morphisme a homotopie prées
f: X — BU(n).

D’apres le théoréme précédent et le choix de -, ces deux objets sont reliés par la relation :

E~ fﬁl(’}/n)'



3. La méme discussion vaut dans le cas réel (ou plus généralement pour un corps topologique
quelconque).

VIIIL.1.c. Théorie d’Atiyah-Hirzebruch. —

VIII.1.18. — La catégorie ¥k (X) des fibrés K-vectoriels sur X admet des sommes directes
(resp. produits tensoriels) données (resp. donnés) localement par la somme directe (resp. le produit
tensoriel) des K-espaces vectoriels : on vérifie que cette construction se recolle selon le choix d’un
recouvrement de B et de trivialisations des fibrés K-vectoriels considérés.

Considérons l'ensemble [#x(X)] des classes d’isomorphies de fibrés K-vectoriels. C’est un
monoide pour la loi [E] + [F] = [E & F).

Définition VIII.1.19 (Atiyah-Hirzebruch). — On définit le groupe de K-théorie (resp. K-
théorie réelle) noté K(X) (resp. KO(X)) de X comme le groupe associé au monoide ([¥¢(X)], +)
(resp. ([Y&(X)],+)), vu comme anneau dont la loi produit est induite par le produit tensoriel.

Exzemple VIII.1.20. — 1l est clair que K (%) = Z. Par ailleurs, d’apres ’exemple VIII.1.11, on
obtient :
K(S') =o.

VIII.1.21. — 1l est clair que I'image inverse des fibrés K-vectoriels commute & la somme et au
produit tensoriel. On en déduit donc que les groupes K (X) et KO(X) sont fonctoriels contrava-
riants en X.

Si E est un fibré vectoriel complexe (resp. réel), on note simplement [E] sa classe dans K (X)
(resp. KO(X)). Dans cet anneau, on a donc les relations :

[E] +[F] = [E o F],
[E].[F] = [E® F],
e =[f1(B)
pour un morphisme f:Y — X.
Remarque VIII.1.22. — Soir E/X un fibré K-vectoriel. On peut associer & F/X un unique

fibré vectoriel E* tel que pour tout point x € B, (E*), = (E,)*, le K-espace vectoriel dual de E,.
On dispose donc d’'un morphisme de fibrés K-vectoriels sur B :

/,LEE®E*—>KX

ot K% est le fibré K-vectoriel trivial sur X de rang 1.

On obtient facilement que E est un fibré en droites (rappelons : de rang 1) sur X si et seule-
ment si le morphisme pp est un isomorphisme. Ainsi, E* est le ®-inverse de E. Cela jusitife la
terminologie fibrés inversibles souvent utilisée pour les fibrés en droites.

VIII.1.23. — Si (X, ) est un espace pointé, on définit comme d’habitude
K(X,z) =Ker (K(X) = K(z))
et de méme pour KO.
On déduit de la proposition VIII.1.9 les propriétés suivantes des foncteur K et KO :
Proposition VIII.1.24. — 1. Le groupe abélien K(X) (resp. KO(X)) ne dépend que de la
classe d’homotopie de X ;
2. Le foncteur K (resp. I,(VO) vérifie les propriétés d’additivité et d’excision (cf. VIL.2.3).

D’apres cette proposition, les foncteurs K et KO sont représentables (théoréme de
représentabilité de Brown). C’est ce que nous verront apres 'exemple qui suit.



Exzemple VIII.1.25. — Un fibré vectoriel complexe (réel) sur un point étant déterminé de
maniere unique par son rang, on en déduit :

K(x)=2
Cet exemple s’étend bien str aux espaces contractiles et on en déduit :
K(X)=KX)aZ,
KO(X)=KO(X)®Z.

On peut réinterpréter le théoreme VIII.1.16 par le théoreme de représentabilité suivant.

Proposition VIII.1.26. — Pour tout CW-complexe pointé fini X, il existe des isomorphismes
canoniques de groupes abéliens, fonctoriels en X :

K(X) = [X, BU].,
KO(X) = [X, BO)..

Cette proposition repose sur la description de K (X) comme les classes de fibrés vectoriels
complexes modulo la relation d’équivalence stable : deux tels fibrés E et E’ sont dits stablement
équivalents

E~, F

si il existe un isomorphisme E@C% ~ E’'@C} pour des entiers n, m > 0. Une fois cette description
acquise, la proposition est une simple application du théoreme VIII.1.16. On renvoie le lecteur a
[Swi75] pour les détails.

Corollaire VIII.1.27. — Pour tout CW-complexe pointé fini X, il existe des isomorphismes
canoniques de groupes abéliens, fonctoriels en X :

K(X) "= [X,Z x BU],,
KO(X) = [X,Z x BO]..
Terminons avec le théoreme de périodicité de Bott.

Théoréme VIII.1.28 (Bott). — Pour tout CW-compleze pointé X, il existe un isomorphisme
canonique naturel en X :
K(22X) ~ K(X).
Grace aux deux résultats précédents, on en déduit une équivalence d’homotopie canonique :

B:7Z x BU — Q*(Z x BU)

Définition VIII.1.29. — On définit le spectre de K-théorie complexe K par la formule suivante :

7. x BU si n pair,
Q(Z x BU) sin impair,

n =

et avec pour morphisme de cosuspension :
wy Ky = QK41
le morphisme tautologique si n est impair et le morphisme composé suivant si n est pair :
Z x BU 25 QX(Z x BU) = Q(Q(Z x BU)).
Notons en particulier que K est un 2-spectre et on en déduit un isomorphisme :

K"(X) = {f((X) si n pair,

K(XX) sin impair.



VIII.1.30. — L’anneau de coefficients de K*, égal & K*(S°), est donc périodique de période 2.
On a vu dans 'exemple VIII.1.25 :

K2"(S%) = K(S%) = K(S°) = K (%) = Z.
D’apres 'exemple VIII.1.20,
K> +1(8h) =K (S") = K(S') c K(S") = 0.
Ainsi, K* est une théorie cohomologique généralisée avec pour anneau de coefficients Z en degrés

pairs, 0 en degrés impairs.

Remarque VIII.1.31. — 1. La structure d’anneau sur K (X) peut étre étendu en un struc-
ture de spectre en anneau sur K, de telle sorte que le cup produit sur K?*(X) correspond au
produit sur K(X), via 'isomophisme ci-dessus.

2. On peut voir que la K-théorie réelle est périodique de période 8. On peut donc construire un
spectre de K-théorie réelle KO en suivant la méme construction que pour K mais avec une
période 8 (voir [Swi75, pp. 215-217]).

VIII.2. Théorie de ’orientation

VIII.2.a. Spectres orientés. —

VIII.2.1. — Rappelons qu'un spectre en anneaux E est muni de deux morphismes structuraux,
la multiplication

p:EAE —-E
et I'unité :
n:8° - E.

Le groupe abélien E* = E*(SY) est alors un anneau gradué avec pour unité le morphisme 7 €
E°(S9).

Rappelons aussi que, par définition méme, la cohomologie E* vérifie la propriété de stabilité :
E"(S' A X) ~E"1(X).

Définition VIII.2.2. — Soit E un spectre en anneaux. On considére I’espace CP* comme pointé
par I'inclusion évidente * = CP° — CP*°.
Une orientation (complexe) de E est la donnée d’une classe

c € E*(CP>)
dont la restriction & CP! coincide avec 1'unité 1 via I'isomorphisme de stabilité :
E?(CP') ~ E?(S?%) ~ E%(S).
VIII.2.3. — La classe ¢ définit en particulier un morphisme dans .5 :
c:X® BU(1) = ¥®° CP™ — S* AE.
On en déduit donc pour tout CW-complexe fini X :
c1: VE(X) ~ [X,BU(1)] = [X4, BU()]x — [ X4, 5% BU(1)]s = [ X4, S AE], = E*(X).

Ainsi, tout fibré en droite L sur X admet une classe de cohomologie canonique ci(L) € E?(X)
appelée la premiére classe de Chern de L/X & coefficients dans E.
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Ezxzemple VIII.2.4. — Par définition,
K%(CP>) = K (CP>)
noyau de I'application :
p: K(CP*) = Z
qui a un fibré virtuel [E] — [F] associe rg(E) — rg(F).
Des lors, 1’élément
d=1-1[)\
ou A est le fibré inversible universel sur CP*>° et 1 est I'unité du fibré, est bien dans le noyau de
p, donc définit une classe dans K(CP*>). De plus, sa restriction & CP! est égale & 1 car [A\] = 0
dans K (CP').
Si lon note B 'image de 1 par I'isomorphisme de périodicité de Bott
KO(S%) ~ K=2(5%)
on obtient donc une orientation canonique de K par la formule :
c=p"11~[\)
On obtient un exemple plus évolué grace au calcul suivant :

Théoréme VIII.2.5 (Théoréme du fibré projectif). — Pour tout entier n > 0, il existe
une classe ¢, € H2(CP",7Z) telle que le morphisme d’algébres canonique
Z[t] = H*(CP™,Z),t — ¢,
induit un isomorphisme :
Zt)/(t" + 1) — H*(CP",Z)
Autrement dit, H*(CP™,Z) est l'algebre graduée engendrée par l’élément c,, en degré 2 modulo la

relation : ¢t = 0.

Démonstration. — Pour n = 0 et n = 1, le résultat est déja connu vu que CP™ = S'. supposons
n > 1.
On considere la fibration canonique (exemple I11.1.9)

7 St 5 Ccpn
de fibre S'. On peut alors considérer la suite spectrale de Serre en cohomologie associée & p :
ED? = HP(CP", HY(S")) = HP*I(S*"+, 7).
Cette suite spectrale est concentrée sur les lignes ¢ = 0,1. Il n’y a donc que les différentielles
dbt . HP(CP™, HY(SY)) = Eb' — EET20 — gr+2(CcP™, HO(SY)) = HP2(CP", Z)
qui ne s’annulent pas sur la page Es, et la suite spectrale dégénere en Fs5. Cela se traduit par la
suite exacte longue :
dqr-t *
. — HP(S*"T 7)) — HP(CP™, H'(S')) - HP?(CP",Z) = HPT2(S* 1 7Z) — ...
Or, HP(S?"*17) = Z si p=0,2n + 1 et 0 sinon. On en déduit par induction sur p que :
7 si air et p > 2n,
HY(CP",Z) — i p pair et p > 2n
0 sinon.

Pour avoir la structure d’algebre, il faut utiliser le fait que la suite spectrale de Serre en cohomologie
est compatible au produit.

Soit u le générateur de H'(S'). On peut voir u comme un élément de H°(CP", H!(S')). On
pose alors :

(VIIL.4) cn = dy' (u) € H?(CP",Z).
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D’apres la suite exacte précédente, ¢ est un générateur du groupe abélien H?(CP",Z) ~ Z.
Par ailleurs, tout élément de HP(CP", H'(S')) est de la forme wuz pour un élément = €
HP(CP™,Z). D’apres la compatibilité de la suite spectrale au cup-produit, on en déduit :

B uovz) =dy (w)yvz —uudy®(z) = ¢, .

Ainsi, on obtient que le morphisme induit par dg’l :

p,1
HP(CP",Z) ~ HP(CP", H(S')) d2—> HP(CP™, Z)
est la multiplication par ¢,. Cela conclut, puisque c¢’est un isomorphisme pour p < 2n — 2. O

N

Exemple VIII.2.6. — 1l est clair par construction que la restriction de ¢, € HP(CP" Z) a
HP(CP"!,7Z) coincide avec ¢,_1. On en déduit donc une classe ¢ € H2(CP>, Z) = H?(CP*,7Z),
qui définit une orientation du spectre d’Eilenberg-Mac Lane HZ.

Le méme résultat vaut bien siir si I’'on remplace Z par un groupe abélien quelconque.

VIIIL.2.b. Théoréme du fibré projectif. — Plus généralement on peut démontrer le résultat
suivant :
Proposition VIII.2.7. — Soit (E,c) un spectre en anneau orienté.

Pour tout entier n > 0, on note ¢, € E2(CP") la restriction de ¢ a CP". Alors, le morphisme
d’algebres suivant :

Z[t] = E*(CP"),t — ¢,
induit un isomorphisme :
Z[t)/(t" + 1) — E*(CP")
Autrement dit, E*(CP™) est l'algébre graduée engendrée par l'élément c,, en degré 2 modulo la

relation : ¢t = 0.

Ce résultat découle du théoreme précédent et de la suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch ap-
pliquée au spectre E.
On peut généraliser le résultat précédent.

VIII.2.8. — Considérons une théorie cohomologique orientée (E, ¢).
Soit E un fibré vectoriel complexe sur X de rang n. On peut lui associé un fibré topologique

m:P(E) > X
dont la fibre en tout point x € X est donné par ’espace projectif associé a E, :
P(E,) = (B, — {0})/C".
Par définition, 'espace P(E) admet un fibré inversible complexe canonique que nous noterons \.

Le théoreme précédent se généralise comme suit :

Théoréme VIII.2.9 (Théoréme du fibré projectif généralisé)
Considérons les notations précédentes. Alors, le morphisme canonique suivant :

P E*(X) = E*(P(E)), (20, Tn-1) = Y _ 7 (x;).c1 (L)’
0<i<n i

est un isomorphisme de E*(X)-modules.

Indication de preuve : en utilisant la propriété d’excision pour E*, on peut raisonner localement
en X et se ramener au cas ot E est un fibré trivial, E = C%. Alors, P(E) = CP"~! x X et on

peut appliquer le corollaire précédent.
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Définition VIII.2.10. — Considérons les notations du théoréme précédent, et en particulier un
fibré vectoriel complexe E sur X de rang n.

On définit les classes de Chern ¢;(E) € E*(X), i € N du fibré complexe comme 1'unique famille
vérifiant les propriétés suivantes :

n

Y (DA (e(B)).cl(Ap) =0,
=0
co(E)=1,¢;(F)=0sii>n.

VIII.2.11. — Les classes de Chern vérifient de nombreuses bonnes propriétés.

1. Un des points centraux de la théorie homotopique stable vient du fait que pour deux fibrés
invesibles L et L’ sur un espace compact X,

(L@ L) =c (L) + e (L) + > aijer(L) ey (L)
i,j>1,i>1 ou j>1
avec des classes a;; € Eg(;;;_1) dans 'anneau de coefficients de E.

On appelle la série formelle

Fe(X,Y) =) a;X'Y?
ij

une loi de groupe formelle — cf. [Strll].

2. On notera que pour une théorie cohomologique ordinaire HA, Comme (HA), est concentré
en degré 0, on a nécessairement Figa(X,Y) = X +Y : on dit dans ce dernier cas que la loi
de groupe form elle est additive, ou encore que les classes de Chern sont additive.

3. La K-théorie complexe K est une théorie cohomologique non ordinaire et on peut vérifier
que sa loi de groupe formelle est, avec nos notations :

KX, Y)=X+Y - 5.XY
ou f € Ky est I'dlement qui induit I'isomorphisme de périodicité de Bott (cf. Example
VII1.2.4).
On parle de loi de groupe formel multiplicative.
4. 11 existe enfin un spectre en anneau orienté universel, (MU, ¢) (initial parmi les spectres en
anneaux orientés). On I'appelle le cobordisme complexe et son anneau de coefficients est aux

classes de bordismes complexes des variétés différentiables & bord, introduit a la suite des
travaux de Poincaré et de Thom.

En théorie de I’homotopie stable, le spectre MU joue un role central et donne naissance a la théorie
de la filtration chromatique de L7 .
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