
(stable ) C'hangement de base propre sur site réeletale
.

tthéoiemelthm 9- Bachmann ) : On se donne on carré cartesian :
1

des schemas : g
'

✗
' > ✗ avec :

f- propre
f
'

u

f
v Y -= Noeth + dim . Fini (? )
Y
'

> Y
g

Akers
,
si E e SH (Xrét ) le Morphisme canonique :

g.
•

Rf
.
E > Rf ! g' * E est une equivalence

faille
.



Terminologie

• sset = categoric des ensembles simpliciaux

• 8 = - categoric des espace ( = a-gpds )

= N ( Kant

•
Set = Teo 8

• Fun (g , D) = a - categoric des foncteurs ( HTT 1.2.7.3)
( 8 = ensemble Sim )D= n - cat

• Sp = a - categoric de spectre = Sp (8.) CHA - 1.4.31

References :

"

} Lurie sage Rezn"÷o±



E☒empIe_ : ( so - topos d '
un espace topologique )

✗ = espace topologique

Opal -= ensemble p.co des ouverts dans X .

Ix )

Un faiceau des espaces sur X est un foncteur :

F : Opcx )°P , S tq
Y Lui ↳ UIIEI on a '

FLU / slim [ em → IT FCUi.in . . . ruin)
Io
,
in
, . . duEI

est une A-

equivalence .
snug (X ) E Fun (0pKl°P ,



E-*enple (o - topos d ' un schema - ét ) .

' rét

✗ = schema

Étx =
.

site étale de ✗ Shug lXét^ )

Xrét = site réelétale de X

Un faiceau des espaces sur X est un foncteur :

F :( Étx )
"

✗rét

' $ tq

t recovwrement Luo ↳ Ulica on a que :

FLU) → lion [ em ↳ IT Folio ✗✗ Uh ✗
✗UH]

io
, in , . .inEIest une equivalence . she .sc/re-H 8hvs( ✗étl



N - topos :

✗ = a - cat .

X n - topos ⇒ (a- Giraud ) : ① X est presentable

② Colimites sont universe

③ Coproduits sont disjoint
⑨ Toute groupoid object de
X est effective

.

⇒ sous - categoric accessible , reflective
de un n - catégorie de Psh sur e



lex
c. a'

, d :

✗ EE, Pshg ( 81 = Fun 1507$ )
p.fr

Déf (o - topos ) : est un a- cat ✗ tq

① 7 ⑥ * - cat petit , et
presentable. ② Adgonctoon : i :X I, Psh(f) : a

w
s

ptfodéle
adjoint a' droite{

③ i est accessible ( c.a:D
it preserve ✗- coli mites
filtrées pour ✗
cardinal regalia /⑨ a est exact a' gauche .



Remarque :

① a-3 = presentable .

EI : • a- gpd petites
• Spectra Sp

• Fun Cee , D) = presentable.

petit
"

presentable

( petite)

② Toots les categ presentable sont complot d-
co - complete
[ petot) .



③ 1 AFT - HTT 8.5.2.9 )

d) A =
. presentable .

F : A → P admit an adpoint
a' droite ⇒ it preserves petites

edomite
.

@ is A , P poresentables : F : *→ p admet un adjoint
a' gauche ⇐ it preserve petites

limit + accessible .



Example :
. Psh
,
(g) = a -topos

11

Fun (800
,
8)

• S E N - topos

• Shug 6×1

Sws (✗ rét ) , Shu
,
(✗é+, } •

- topos .

• ✗ = N - topos odors il est presentable .

Notation: Shvscxrét ) = $



Morphism geometric

X
, Y = N - topos ,

un morphism des - topos f:X①
i est la donné:fL, Y : I

rig * exact a'

adsoont gao!
'
a droite

v t

Par TI
.

←) f-
*

: y → ✗ preserves petites
colomotes .



Faiceaux de Spectre sur un a - topos .

( SAG- Lurie) .

Déf : X = a- topos . Unfxde Spectres sur X est
petites .

un foncteur > Sp qui preserves

lieslimite-I-finis.shvspCXIET-unl~0P.S.pl#sous-categ
plaine Pshgp (X )



Remark : ✗ = a- topos red¥÷, estfinal
red- exc

① AIA - 1<4-2-8 .

sp = Fun ( go.fi"
,
f) E

pvshoufp ⇒
Alon

,
pullbacks

.

Lim- pres

Shvsp (X) = Fun ( X°P
, Spl

pie HA 7- Fun
""- Pres
[✗ op
, foured-eqg.fm , g))1.7.2.9

= Sp ( Fun
""- Pres
( ✗ op

,

s ) )
-

= Sp (Shifa ) )

Sp (X. )



② Par Yoneda
, shvg.CI/---~#

Conclusion :

Shvspcrx) I Spl
spectrum objects de ☒
( HA - 1.9.2.8 ) .

③ Shvsp (X) est presentable .

✗ ⑧ Sp
c- Dst _= HA 1.1.3.1

1. 1+3.3
.



8=-0- cat ✗c-8 .

Notation ✗ = a - toposx.at#-.Mapaxt-aEt?-%e0-tronque
de

① ✗ ÷ ✗ .

( topos sous -Jacent ) .

✗= Shug ( ✗ rét) Tso X = Shy
,gcxrét )
I Shvsetclvét)

rn
② sh→ shvs.CH ✗

'l 211
XP → Sp Es x



P-merliv-nc-z.sn
slhsp (X) → shvspcz) ✗

XOP → Sp sp
w-

*a

Renard : In : hofshsp Ex) ) → how )

X=ét \ Ab (Xt )
Tnt I faoceao on gpabeten
donné par faoceaotisé

AM )=Sha*(XréH
U ↳ In ( ECU) )



t - structures :

Def : ✗ = N - topos , EE Shvsp (X)

E connective si Ine = 0 tuco

E co- connective (tongue) si Int -0 ltn > 0

Shvspcxlzo = sous cat plaine des objects corrective

Shvsp (✗ 1--0 = 1 , u a co - collective
.

Manin - M
. H.A.



( notation
Prod : ( SAG - 1.3.2.7 ) . XI N - topos . homologique )

① shVspEHzo , Shvsptxeo determine one t - struct

poor Shvgiptxl .

② La t- structure est compatible aoeccolomitesseq
( Shusptx) so I Shvsptx) est former par

cdomotes seq ) .

③ La t- structure est couplet a' droite
.

( Shvsp Ex ) = Colin f- . . Shsp shspttlz
,

→ .
-

. I



⑨ To determine one equiv des cat

Shvsp CX) ~→ Ab ( Xt)
11

shvspcxlzonshus.pl# so

✗ = Shvscxrét ) .



Remarque : GE cat triangle , avec t- structure

① NEK
, eozn E Ezo In ]

Ben = Eso En]

c.
: Izu ↳ 8 : Tzn

,
i : Ben → F. In

← ~
a' gauche droite

ten ✗ = to (XEN ) EM , Tzn ✗=Tzo(XEn3 / Et

② It ✗EG ,
on a :

c- In ✗ → ✗ → ten.,X

suite there ( footer seq )
③



$0 820 Teo = F- so Tzo = To :

nek
, g-•✗ = To ( ✗ En] ?

Tan ten ✗ = (Tux ) En]



une
"

o - suite spectral de Grothendieck
"

→ ✗c-2) → ✗G) →Xo) -1×111

Def lodged filtrée ) 8=-0 - cat .
, ✗ : z → g.

→ ✗(2)→ . .
.

Proposition (HA - 1.2.2.6)
• of = stable a- cat + t -structure
• ✗ : K → ee foltrée .

- t - structure est compatible avec colom ites seq

⇒ 7 SS and convergent :

:* .**.
Ép,q = IT ppg (

cofib (✗CAN → ✗(pl )) ⇒ Jtptq



Si ✗Cn ) =o stucco
,
la SS converge



theorem : F : of → D
w w

stable -a - cats + t - structure

• F t - exact a' gauche ( c. a' . d : exact + Flee so ) C- Dso )

• La t - structure de D est séparé a' droit et compatible avec
limites seq .

• ✗ c- 8 tq Colin Fltanx ) exist en D

Akers : 7 SS horn - index ,
cord convey 1-9

EI" = Ap FCñq✗ ) =) JTptqccdimt-lte.nl/D



Changemerit debase propre :

R¥pp :

theorem ( Thm 9- Bachmann ) : On se donne on carré Cartesian :
I

g
'

✗
' > ✗ avec :

f- propre
f
'

u

f
v Y : Noeth + dim Fini
Y
'

> Y
g

Alors
,
si E e SH (Xrét ) le Morphisme canonique :

g.
•

Rf
.
E > Rf ! g' * E est une equivalence

faille



Prue : X' = a- topos shvgcxie.tl .

steP÷§, , 9!
✗

•
→ x

f- If ftp.ropre ⇒ f! I f f.
Y ' g→ Y

y
'
→ y
%

On note que g
' '

:X → X
'
( exact cigaiuche)

⇒ shvsp.cn/)=Sptx)-TspCX')=shvsptxY
←

9 's



Shvsptx
' ) Shrsp (X)

it! If [ I far

shvsptYY-shusp.CH
9 ,

g. 1- g- → counité : grog
.
→ 11 ②

g
'

,
1- g↳ → unite : 11 → g'• g- ②

② + g.
*

for



goof. → gtfo g
'

, :#
* =

, g- ( fog
'

/ • g'
*

21

g.
•

g, fl , gl
-

p
I ②

>

F'
• gl
-

f! gib

g.
•

f. : Shvsp (X) → shvsp (4)

partum
:

Si EE Shspfy)
→ On a



IT
- p 9- for [ IT- q E) =) JIP- g ( 9°F. E)

HP
IT
- p f! 9

'
•

( IT -qE ) =) JT-p-qlf.to ' *E)
a' valeors dans ( Shvsp (¥) ) = Ably )

rét
in

swab ( Yrét)
c. b. p =) oso entire SS .

=

Stepan : Bachm-ann.lt pro pre + dim rel = n

V- F C- Shu (Xrét ) =) dip f. 1=-0
7PM



Akers :

A-
p -q#E ) =JT-p-qCfIgisrE@NpasserversktPercompletgkf.E-Tf1.g

't

Xrét
,

X' rét = front pas hyper couplet .
'

a priori (on suit pas ) . On Sait :

Renard :( B. 13 - Elmadnto - Shak )
✗ dim fini ⇒ ✗ rét

a- topos est
hypercompleat .



Diapiés se redone a
' hyper completion i

shvsp(✗
"%) ↳ Shvsptx )

On a 1 ' 'equivalence :

g- f. E -7 f ! g- E

od EE Shvspti
"" )

.

☒


