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Chapitre 1

Introduction

1.1 Qu’est-ce que l’algorithmique ?

Définition 1 (Algorithme). Un algorithme est suite finie d’opérations élémentaires constituant un schéma de calcul
ou de résolution d’un problème.

Historique : Le mot « algorithme » provient de la forme latine (Algorismus) du nom du mathématicien arabeAL -
KHAREZMI ou AL -KHWĀRIZM Ī auteur –entre autres mais ce n’ est pas le plus important– d’un manuel de vulga-
risation sur le calcul décimal positionnel indien (v. 830) expliquant son utilisation et, surtout, la manipulation des
différents algorithmes permettant de réaliser les opérations arithmétiques classiques (addition, soustraction, multipli-
cation, division, extraction de racines carrées, règle de trois, etc.).

Double problématique de l’algorithmique

1. Trouver une méthodede résolution (exacte ou approchée) du problème.
– Soient trois nombres réelsa, b et c, quelles sont les solutions de l’équationax2 + bx+ c? (Résultat bien

connu.)
– Soient cinq nombres réelsa, b, c, d ete, quelles sont les solutions de l’équationax5+bx4+cx3+dx2+ex+ f ?

(Pas de méthode générale, cf. la théorie de GALOIS.)

2. Trouver une méthodeefficace.

Savoir résoudre un problème est une chose, le résoudre efficacement en est une autre, comme nous allons le voir à
la section 1.2.

Différences entre algorithmes et programmes

Un programme est la réalisation (l’implémentation) d’un algorithme au moyen d’un langage donné (sur une
architecture donnée). Il s’agit de la mise en œuvre du principe. Par exemple, lors de la programmation on s’occupera
parfois explicitement de la gestion de la mémoire (allocation dynamique en C) qui est un problème d’implémentation
ignoré au niveau algorithmique.

1.2 Motivation : calcul de xn

1.2.1 Problème

Données : un entier natureln et un réelx. On veut calculerxn.

Moyens : Nous partons dey1 = x. Nous allons construire une suite de valeursy1, ..., ym telle que la valeuryk soit
obtenue par multiplication de deux puissances dex précédemment calculées :yk = yu× yv, avec 1≤ u,v< k,
k∈ [2,m].

9
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But : ym = xn. Le coût de l’algorithme sera alors dem−1, le nombre de multiplications faites pour obtenir le résultat
recherché.

1.2.2 Algorithme trivial

yi = yi−1×y1, i ∈ [2,n]. Résultat :yn = xn. Coût :m−1 = n−1 multiplications.

Algorithme

y[1] = x
Pour i← 2 à n faire

y[i] = y[ i−1] × y[1]
renvoyer y[n]

1.2.3 Méthode binaire

Algorithme

1. Écriren sous forme binaire

2. Remplacer chaque :
– « 1 » par la paire de lettres «SX » ;
– « 0 » par la lettre «S ».

3. Éliminer la paire «SX » la plus à gauche.

4. Résultat : un mode de calcul dexn où
– S signifie « élever au carré » (squaring) ;
– X signifie « multiplier parx ».
Le tout en partant dex.

Illustration avec n = 23

1. n = 10111
1 0 1 1 1

2. SX S SX SX SX

3. S SX SX SX

4. Nous partons dex et nous obtenons successivement :
x2, x4, x5, x10, x11, x22, x23.
Nous sommes donc capables de calculerx23 en 7 multiplications au lieu de 22 !

Explication de la méthode

– Écriture binaire den : n = ∑i=p
i=0 ai2i .

– Plaçons nous au cours du calcul de puissances dex. Soit j le dernier bit de la représentation binaire den qui ait
été « décodé » et soity j le dernier résultat obtenu. Initialement,j = p etyp = x = xap.

– Deux cas sont possibles poura j−1 :

1. a j−1 = 1. a j−1 est remplacé parSX, nous élevonsy j au carré puis multiplions le résultat parx. Le nouveau
résultat esty j−1 = y2

j ×x.

2. a j−1 = 0.a j−1 est remplacé parS et nous élevons simplementy j au carré. Le nouveau résultat esty j−1 = y2
j .

Dans tous les cas nous avons :y j−1 = y2
j × (xa j−1).

– D’où, yp−1 = y2
p× (xap−1) = (xap)2× (xap−1) = (x2×ap)× (xap−1) = (x2×ap+ap−1). Par récurrence, nous pouvons

montrer quey1 = x∑i=p
i=0 ai2i

= xn...
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Complexité (coût)

Note : les nombres dont la représentation binaire a exactementp chiffres forment exactement l’intervalle[2p−1,2p−1].
Nombres de chiffres dans l’écriture binaire den : 1+[log2n]. Notonsν(n) le nombre de « 1 » dans l’écriture binaire

den. Nombre d’opérations effectuées :
– (1+[log2n])−1 élévations au carré (ne pas oublier l’étape 3) ;
– ν(n)−1 multiplications parx (ne pas oublier l’étape 3).

Soit en toutT(n) = [log2n]+ν(n)−1 multiplications. Trivialement, 1≤ ν(n)≤ [log2n] et [log2n]≤ T(n)≤ 2[log2n].
Pourn = 1000, l’algorithme trivial effectue 999 multiplications, et la méthode binaire moins de 20.

Historique

Cette méthode a été présentée avant 200 avant J.C. en Inde, mais il semblerait qu’il ait fallu attendre un millénaire
avant que cette méthode ne soit connue en dehors de l’Inde [3, p. 441].

Peut-on faire mieux ?

Prenons le casn = 15.

1. n = 1111

1 1 1 1

2. SX SX SX SX

3. SX SX SX

4. Nous partons dex et nous obtenons successivement :x2, x3, x6, x7, x14, x15. Nous sommes donc capables de
calculerx15 en 6 multiplications.

Autre schéma de calcul :x2, x3, x6, x12, x15 = x12×x3. Nous obtenons ainsix15 en 5 multiplications et la méthode
binaire n’est donc pasoptimale(c’est-à-dire que l’on peut faire mieux).

1.2.4 Algorithme des facteurs

Algorithme

xn =


x si n = 1;

xn−1×x si n premier;
(xp)n′ si n = p×n′ avecp plus petit diviseur premier den.

Illustration avec n = 15

1. 15= 3×5, 3 étant le plus petit diviseur (facteur) premier de 15. Doncx15 = (x3)5.

Nous réappliquons l’algorithme pour calculerx3 ety5, oùy = x3.

2. Calcul dex3 :

(a) 3 est premier. Doncx3 = x2×x. Nous réappliquons l’algorithme pour calculerx2.

(b) 2 est premier. Doncx2 = x×x.

(c) Finalement,x3 est calculé comme suit :x3 = x×x×x, soit en deux multiplications.

3. Calcul dey5 :

(a) 5 est premier. Doncy5 = y4×y. Nous réappliquons l’algorithme pour calculery4.

(b) 4 = 2×2, où 2 est le plus petit facteur premier de 4. Doncy4 = (y2)2.

(c) Finalementy5 est calculé comme suit :t = y×y, u = t× t, y5 = u×y, soit en 3 multiplications.

4. Finalement,x15 est calculé en 5 multiplications.
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Peut-on faire mieux ?

Oui...

1.2.5 Algorithme de l’arbre

Le k+1e niveau de l’arbre est défini comme suit :
– on suppose que l’on a déjà lesk premiers niveaux ;
– on construit lek+1e de la gauche vers la droite en ajoutant sous le nœudn les nœuds de valeurn+1, n+a1, ...,

n+ak−1 où 1,a1, ...,ak−1 est le chemin de la racine au nœudn ;
– on supprime tous les nœuds qui dupliquent une valeur déjà obtenue.

Cf. la figure 1.1.

FIG. 1.1 – Arbre de puissances (minimisant le nombre
de multiplications pourn≤ 76 [3]).

FIG. 1.2 – Schéma de calcul pourn = 23.

Illustration avec n = 23

Sur la figure 1.2 nous pouvons constater que cette méthode permet de calculerx23 en 6 multiplications, au lieu de
7 pour la méthode binaire et celle des facteurs... Cette méthode n’est optimale que pourn≤ 76.

1.2.6 Et après ?

KNUTH [3] consacre près de 26 pages à ce problème...

Moralité : nous avons affaire à un problème simple, que tout le monde sait résoudre, mais qu’il est très difficile de
résoudre efficacement...

Dans ce cours nous verrons des problèmes classiques, des méthodes classiques de résolutions (qui ne résoudrons
pas tout, loin s’en faut), des structures de données classiques.

1.3 Conclusion

Pour conclure, citons [2] : « Un bon algorithme est comme un couteau tranchant —il fait exactement ce que l’on
attend de lui, avec un minimum d’efforts. L’emploi d’un mauvais algorithme pour résoudre un problème revient à
essayer de couper un steak avec un tournevis : vous finirez sans doute par obtenir un résultat digeste, mais vous ac-
complirez beaucoup plus d’efforts que nécessaire, et le résultat aura peu de chances d’être esthétiquement satisfaisant.
»



Chapitre 2

Complexité et optimalité ; premier
algorithme de tri

2.1 Définition de la complexité

2.1.1 Notations de Landau

Quand nous calculerons la complexité d’un algorithme, nous ne calculerons généralement pas sa complexité
exacte, mais son ordre de grandeur. Pour ce faire, nous avons besoin de notations asymptotiques.

O : f = O(g) ⇔ ∃n0,∃c≥ 0,∀n≥ n0, f (n)≤ c×g(n)

ΩΩΩ : f = Ω(g) ⇔ g = O( f )

o : f = o(g) ⇔ ∀c≥ 0,∃n0,∀n≥ n0, f (n)≤ c×g(n)

ΘΘΘ : f = Θ(g) ⇔ f = O(g) etg = O( f )

Exemples

O : n = O(n), 2n = O(3n), n+2 = O(n) (pour s’en convaincre, prendren0 = 2 etc = 2),
√

n = O(n), log(n) = O(n),
n = O(n2).

o :
√

n = o(n), log(n) = o(n), n = o(n2), log(n) = o(
√

n).

ΘΘΘ : n+ log(n) = Θ(n+
√

n).

2.1.2 Complexité

Définition 2 (Complexité). La complexité d’un algorithme est la mesure du nombre d’opérations fondamentales qu’il
effectue sur un jeu de données. La complexité est exprimée comme une fonction de la taille du jeu de données.

Nous notonsDn l’ensemble des données de taillen etT(d) le coût de l’algorithme sur la donnéed.

Complexité au meilleur : Tmin(n) = mind∈Dn C(d). C’est le plus petit nombre d’opérations qu’aura à exécuter l’algo-
rithme sur un jeu de données de taille fixée, ici àn. C’est une borne inférieure de la complexité de l’algorithme
sur un jeu de données de taillen.

Complexité au pire : Tmax(n) = maxd∈Dn C(d). C’est le plus grand nombre d’opérations qu’aura à exécuter l’algo-
rithme sur un jeu de données de taille fixée, ici àn.

Avantage : il s’agit d’un maximum, et l’algorithme finira donc toujours avant d’avoir effectuéTmax(n) opérations.

Inconvénient : cette complexité peut ne pas refléter le comportement « usuel » de l’algorithme, le pire cas pouvant
ne se produire que très rarement, mais il n’est pas rare que le cas moyen soit aussi mauvais que le pire cas.

13
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Complexité en moyenne: Tmoy(n) = ∑d∈Dn C(d)
|Dn| . C’est la moyenne des complexités de l’algorithme sur des jeux de

données de taillen (en toute rigueur, il faut bien évidemment tenir compte de la probabilité d’apparition de
chacun des jeux de données).

Avantage : reflète le comportement « général » de l’algorithme si les cas extrêmes sont rares ou si la complexité
varie peu en fonction des données.

Inconvénient : la complexité en pratique sur un jeu de données particulier peut être nettement plus importante
que la complexité en moyenne, dans ce cas la complexité en moyenne ne donnera pas une bonne indication du
comportement de l’algorithme.

En pratique, nous ne nous intéresserons qu’à la complexité au pire et à la complexité en moyenne.

Définition 3 (Optimalité). Un algorithme est ditoptimal si sa complexité est la complexité minimale parmi les
algorithmes de sa classe.

Nous nous intéresserons quasi exclusivement à lacomplexité en tempsdes algorithmes. Il est parfois intéressant de
s’intéresser à d’autres de leurs caractéristiques, comme lacomplexité en espace(taille de l’espace mémoire utilisé), la
largeur de bande passante requise, etc.

2.1.3 Modèle de machine

Pour que le résultat de l’analyse d’un algorithme soit pertinent, il faut avoir un modèle de la machine sur laquelle
l’algorithme sera implémenté (sous forme de programme). On prendra comme référence un modèle demachine à
accès aléatoire (RAM)et à processeur unique, où les instructions sont exécutées l’une après l’autre, sans opérations
simultanées.

2.2 Illustration : cas du tri par insertion

2.2.1 Problématique du tri

Entrée : une séquence den nombres,a1, ...,an.

Sortie : une permutation,a′1, ...,a′n, de la séquence d’entrée, telle quea′1≤ a′2≤ ...≤ a′n.

2.2.2 Principe du tri par insertion

De manière répétée, on retire un nombre de la séquence d’entrée et on l’insère à la bonne place dans la séquence
des nombres déjà triés (ce principe est le même que celui utilisé pour trier une poignée de cartes).

2.2.3 Algorithme

TRI-INSERTION

Pour j ← 2 à n faire
clé← A[ j]
i← j−1
tant que i > 0 et A[ i] > clé faire

A[ i +1]← A[ i]
i← i−1

A[ i +1]← clé

On retire un nombre de la séquence d’entrée
Les j−1 premiers éléments de A sont déjà triés.
Tant que l’on n’est pas arrivé au début du tableau,
et que l’élément courant est plus grand que celui à insérer.

On décale l’élément courant (on le met dansla place vide).
On s’intéresse à l’élément précédent.

Finalement, on a trouvé où insérer notre nombre.

2.2.4 Exemple

Les différentes étapes de l’exécution de l’algorithme TRI-INSERTIONsur le tableau[5;2;4;6;1;3] sont présentées
figure 2.1.
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FIG. 2.1 – Action de TRI-INSERTIONsur le tableau[5;2;4;6;1;3] ; l’élément à insérer est entouré par un cercle.

2.2.5 Complexité

Nous passons en revue les différentes étapes de notre algorithme afin d’évaluer son temps d’exécution. Pour ce
faire, nous attribuons un coût en temps à chaque instruction, et nous comptons le nombre d’exécutions de chacune des
instructions. Pour chaque valeur dej ∈ [2,n], nous notonst j le nombre d’exécutions de la boucletant que pour cette
valeur dej. Il est à noter que la valeur det j dépend des données...

TRI-INSERTION

Pour j ← 2 à n faire
clé← A[ j]
i← j−1
tant que i > 0 et A[ i] > clé faire

A[ i +1]← A[ i]
i← i−1

A[ i +1]← clé

Coût

c1

c2

c3

c4

c5

c6

c7

Nombre d’exécutions

n
n−1
n−1
∑n

j=2 t j

∑n
j=2(t j −1)

∑n
j=2(t j −1)

n−1
Le temps d’exécution total de l’algorithme est alors :

T(n) = c1n+c2(n−1)+c3(n−1)+c4

n

∑
j=2

t j +c5

n

∑
j=2

(t j −1)+c6

n

∑
j=2

(t j −1)+c7(n−1)

Complexité au meilleur : le cas le plus favorable pour l’algorithme TRI-INSERTION est quand le tableau est déjà
trié, comme le montre le casj = 4 de la figure 2.1. Dans ce cast j = 1 pour toutj.

T(n) = c1n+c2(n−1)+c3(n−1)+c4(n−1)+c7(n−1)
= (c1 +c2 +c3 +c4 +c7)n− (c2 +c3 +c4 +c7).

T(n) peut ici être écrit sous la formeT(n) = an+ b, a et b étant desconstantesindépendantes des entrées, et
T(n) est donc unefonction linéaire den.
Le plus souvent, comme c’est le cas ici, le temps d’exécution d’un algorithme est fixé pour une entrée donnée ;
mais il existe des algorithmes « aléatoires » intéressants dont le comportement peut varier même pour une entrée
fixée. Nous verrons un algorithme de ce style au chapitre 4 : une version « aléatoire » dutri rapide

Complexité au pire : le cas le plus défavorable pour l’algorithme TRI-INSERTION est quand le tableau est déjà trié
dans l’ordre inverse, comme le montre le casj = 5 de la figure 2.1. Dans ce cast j = j pour tout j.

Rappel :∑n
j=1 j = n(n+1)

2 . Donc∑n
j=2 j = n(n+1)

2 −1 et∑n
j=2( j−1) = n(n−1)

2 .

T(n) = c1n+c2(n−1)+c3(n−1)+c4

(
n(n+1)

2
−1

)
+c5

(
n(n−1)

2

)
+c6

(
n(n−1)

2

)
+c7(n−1)

=
(c4

2
+

c5

2
+

c6

2

)
n2 +

(
c1 +c2 +c3 +

c4

2
− c5

2
− c6

2
+c7

)
n− (c2 +c3 +c4 +c7).

T(n) peut ici être écrit sous la formeT(n) = an2 + bn+ c, a, b et c étant des constantes, etT(n) est donc une
fonction quadratique den.
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Complexité en moyenne: supposons que l’on applique l’algorithme de tri par insertion àn nombres choisis au ha-
sard. Quelle sera la valeur det j ? C’est-à-dire, où devra-t-on insérer A[j] dans le sous-tableau A[1..j − 1] ?
En moyenne, pour moitié les éléments de A[1..j − 1] sont inférieurs à A[j], et pour moitié supérieurs. Donc
t j = j/2. Si l’on reporte cette valeur dans l’équation définissantT(n), on obtient, comme dans le pire cas, une
fonction quadratique enn.
Caveat: ce raisonnement est partiellement faux ; un raisonnement précis doit bien évidemment tenir compte des
valeursdes éléments déjà triés. Pour un calcul précis, voir KNUTH [4, p. 82]. CORI et LÉVY [1, p. 26] font un
autre raisonnement et trouve un autre résultat (de même ordre de grandeur). Les deux sont justes : tout dépend de
l’hypothèse que l’on prend sur les jeux de données. Ainsi [1] suppose que les permutations sont équiprobables,
et [4] que les valeurs à trier sont équiprobables...

Ordre de grandeur

Ce qui nous intéresse vraiment, c’est l’ordre de grandeur du temps d’exécution. Seul le terme dominant de la
formule exprimant la complexité nous importe, les termes d’ordres inférieurs n’étant pas significatifs quandn devient
grand. On ignore également le coefficient multiplicateur constant du terme dominant. On écrira donc, à propos de la
complexité du tri par insertion :

meilleur cas : Θ(n).

pire cas : Θ(n2).

en moyenne : Θ(n2).

En général, on considère qu’un algorithme est plus efficace qu’un autre si sa complexité dans le pire cas a un ordre
de grandeur inférieur.

Classes de complexité

Les algorithmes usuels peuvent être classés en un certain nombre de grandes classes de complexité :
– Les algorithmes sub-linéaires dont la complexité est en général enO(logn).
– Les algorithmes linéaires en complexitéO(n) et ceux en complexité enO(nlogn) sont considérés comme ra-

pides.
– Les algorithmes polynomiaux enO(nk) pour k> 3 sont considérés comme lents, sans parler des algorithmes

exponentiels (dont la complexité est supérieure à tout polynôme enn) que l’on s’accorde à dire impraticables
dès que la taille des données est supérieure à quelques dizaines d’unités.



Chapitre 3

La récursivité
et le paradigme « diviser pour régner »

3.1 Récursivité

De l’art d’écrire des programmes qui résolvent des problèmes que l’on ne sait pas résoudre soi-même !

3.1.1 Définition

Définition 4 (Définition récursive, algorithme récursif). Une définition récursive est une définition dans laquelle
intervient ce que l’on veut définir. Un algorithme est dit récursif lorsqu’il est défini en fonction de lui-même.

Dans le cadre de ce cours, nous ne nous intéresserons qu’aux programmes et algorithmes récursifs. Mais la notion
de définition récursive est beaucoup plus générale :

en mathématiques : définition de l’exponentielle :∀x∈ R, f ′(x) = f (x) et f (0) = 1.

en programmation : définition enOcaml d’une liste infinie dont tous les éléments valent 1 :

let rec z = 1::z ; ;

3.1.2 Récursivité simple

Revenons à la fonction puissancex 7→ xn. Cette fonction peut être définie récursivement :

xn =
{

1 sin = 0;
x×xn−1 si n≥ 1.

L’algorithme correspondant s’écrit :

PUISSANCE(x, n)

Si n = 0 alors renvoyer 1
sinon renvoyerx×PUISSANCE(x, n−1)

3.1.3 Récursivité multiple

Une définition récursive peut contenir plus d’un appel récursif. Nous voulons calculer ici les combinaisonsCp
n en

se servant de la relation de Pascal :

Cp
n =

{
1 si p = 0 ou p = n;

Cp
n−1 +Cp−1

n−1 sinon.

L’algorithme correspondant s’écrit :

17
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COMBINAISON (n, p)

Si p = 0 ou p = n alors renvoyer 1
sinon renvoyer COMBINAISON (n−1, p) + COMBINAISON (n−1, p−1)

Bref, rien de particulier...

3.1.4 Récursivité mutuelle

Des définitions sont ditesmutuellement récursivessi elles dépendent les unes des autres. Ça peut être le cas pour
la définition de la parité :

pair(n) =
{

vrai si n = 0;
impair(n−1) sinon;

et impair(n) =
{

faux si n = 0;
pair(n−1) sinon.

Les algorithmes correspondants s’écrivent :
PAIR (n)

Si n = 0 alors renvoyervrai
sinon renvoyer IMPAIR (n−1)

IMPAIR (n)

Si n = 0 alors renvoyerfaux
sinon renvoyer PAIR (n−1)

3.1.5 Récursivité imbriquée

La fonction d’Ackermann est définie comme suit :

A(m,n) =

 n+1 sim= 0
A(m−1,1) si m> 0 etn = 0

A(m−1,A(m,n−1)) sinon

d’où l’algorithme :

ACKERMANN(m, n)

si m= 0
alors n+1
sinon sin = 0 alors ACKERMANN(m−1, 1)

sinon ACKERMANN(m−1, ACKERMANN(m, n−1))

En résumé : on peut utiliser la récursivité comme l’on veut, à peu près n’importe comment...

3.1.6 Principe et dangers de la récursivité

Principe et intérêt : ce sont les mêmes que ceux de la démonstration par récurrence en mathématiques. On doit avoir :
– un certain nombre de cas dont la résolution est connue, ces « cas simples » formeront les cas d’arrêt de la

récursion ;
– un moyen de se ramener d’un cas « compliqué » à un cas « plus simple ».
La récursivité permet d’écrire des algorithmes concis et élégants.

Difficultés :
– la définition peut être dénuée de sens :

Algorithme A(n)
renvoyer A(n)

– il faut être sûrs que l’on retombera toujours sur un cas connu, c’est-à-dire sur un cas d’arrêt ; il nous faut
nous assurer que la fonction est complètement définie, c’est-à-dire, qu’elle est définie sur tout son domaine
d’applications.

Moyen : existence d’un ordre strict tel que la suite des valeurs successives des arguments invoqués par la définition
soit strictement monotone et finit toujours par atteindre une valeur pour laquelle la solution est explicitement
définie.
L’algorithme ci-dessous teste sia est un diviseur deb.
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DIVISEUR (a,b)
Si a≤ 0 alors Erreur

sinon sia≥ b alors a = b (test d’égalité)
sinon DIVISEUR(a,b−a)

La suite des valeursb, b−a, b−2×a, etc. est strictement décroissante, cara est strictement positif, et on finit
toujours pas aboutir à un couple d’arguments(a,b) tel queb−a est négatif, cas défini explicitement.
Cette méthode ne permet pas de traiter tous les cas :

SYRACUSE(n)
Si n = 0 oun = 1 alors 1

sinon sin mod 2= 0 alors SYRACUSE (n/2)
sinon SYRACUSE (3×n+1)

Problème ouvert : l’algorithme est bien défini et vaut 1 surN.

Question : N’y a-t-il vraiment aucun moyen de déterminer automatiquement si un algorithme récursif quelconque va
terminer ? Réponse à la section suivante...

3.1.7 Non décidabilité de la terminaison

Question : peut-on écrire un programme qui vérifie automatiquement si un programme donnéP termine quand il
est exécuté sur un jeu de donnéesD?

Entrée Un programmeP et un jeu de donnéesD.

Sortie vrai si le programmeP termine sur le jeu de donnéesD, et fauxsinon.

Démonstration de la non décidabilité

Supposons qu’il existe un tel programme, nommétermine, de vérification de la terminaison. À partir de ce
programme on conçoit le programmeQ suivant :

programme Q

résultat =termine(Q,/0)
tant que résultat =vrai faire attendre une secondefin tant que
renvoyer résultat

Supposons que le programmeQ —qui ne prend pas d’arguments— termine. Donctermine(Q,/0) renvoievrai, la
deuxième instruction deQ boucle indéfiniment etQ ne termine pas. Il y a donc contradiction et le programmeQ ne
termine pas. Donc,termine(Q,/0) renvoiefaux, la deuxième instruction deQ ne boucle pas, et le programmeQ termine
normalement. Il y a une nouvelle fois contradiction : par conséquent, il n’existe pas de programme tel quetermine,
c’est-à-dire qui vérifie qu’un programme termine ou non sur un jeu de données...

Le problème de la terminaison est indécidable !

Petit historique : cf. [1, p. 48].

3.1.8 Importance de l’ordre des appels récursifs

Fonction qui affiche les entiers par ordre décroissant, den jusqu’à 1 :

DÉCROISSANT(n)

Si n = 0 alors ne rien faire
sinonaffichern

DÉCROISSANT(n−1)

Exécution pourn = 2 :
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Appel de DÉCROISSANT(2)
Affichage de 2.
Appel de DÉCROISSANT(1)

Affichage de 1.
Appel de DÉCROISSANT(0)

L’algorithme ne fait rien.
Résultat affichage d’abord de 2 puis de 1 : l’affichage a lieu dans l’ordre décroissant.
Intervertissons maintenant l’ordre de l’affichage et de l’appel récursif :

CROISSANT(n)

Si n = 0 alors ne rien faire
sinon CROISSANT(n−1)

affichern

Exécution pourn = 2 :
Appel de CROISSANT(2)

Appel de CROISSANT(1)
Appel de CROISSANT(0)

L’algorithme ne fait rien.
Affichage de 1.

Affichage de 2.
Résultat affichage d’abord de 1 puis de 2 : l’affichage a lieu dans l’ordre croissant.

3.1.9 Exemple d’algorithme récursif : les tours de Hanoï

Le problème

Le jeu est constitué d’une plaquette de bois où sont plantées trois tiges. Sur ces tiges sont enfilés des disques de
diamètres tous différents. Les seules règles du jeu sont que l’on ne peut déplacer qu’un seul disque à la fois, et qu’il
est interdit de poser un disque sur un disque plus petit.

Au début tous les disques sont sur la tige de gauche, et à la fin sur celle de droite.

Résolution

Voir la figure 3.1.

Hypothèse: on suppose que l’on sait résoudre le problème
pour(n−1) disques.

Principe : pour déplacern disques de la tigeA vers la tigeC,
on déplace les(n−1) plus petits disques de la tigeA vers la
tige B, puis on déplace le plus gros disque de la tigeA vers
la tigeC, puis on déplace les(n−1) plus petits disques de
la tigeB vers la tigeC.

Validité : il n’y a pas de viol des règles possible puisque le
plus gros disque est toujours en « bas » d’une tige et que
l’hypothèse (de récurrence) nous assure que nous savons
déplacer le « bloc » de(n− 1) disques en respectant les
règles.

FIG. 3.1 – Méthode de résolution du jeu des tours de Hanoï.
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Algorithme

HANOÏ(n, départ, intermédiaire, destination)

Si n = 1 alors déplacer le disque supérieur de la tigedépart vers la tigedestination
sinon HANOÏ(n−1, départ, destination, intermédiaire)

déplacer le disque supérieur de la tigedépart vers la tigedestination
HANOÏ(n−1, intermédiaire, départ, destination)

Exécution avec trois disques

1. Déplace un disque de la tigedépart vers la tigedestination

2. Déplace un disque de la tigedépart vers la tigeintermédiaire

3. Déplace un disque de la tigedestination vers la tigeintermédiaire

4. Déplace un disque de la tigedépart vers la tigedestination

5. Déplace un disque de la tigeintermédiaire vers la tigedépart

6. Déplace un disque de la tigeintermédiaire vers la tigedestination

7. Déplace un disque de la tigedépart vers la tigedestination

Il ne faut pas chercher à comprendrecommentça marche, maispourquoiça marche...

Complexité

On compte le nombre de déplacements de disques effectués par l’algorithme HANOÏ invoqué surn disques.

C(n) =
{

1 sin = 1
C(n−1)+1+C(n−1) sinon

=
{

1 si n = 1
1+2×C(n−1) sinon

d’où l’on en déduit queC(n) = 2n−1. On a donc ici un algorithme de complexité exponentielle.

3.2 Dérécursivation

Dérécursiver, c’est transformer un algorithme récursif en un algorithme équivalent ne contenant pas d’appels ré-
cursifs.

3.2.1 Récursivité terminale

Définition 5 (Récursivité terminale). Un algorithme est dit récursif terminal s’il ne contient aucun traitement après
un appel récursif.

Exemple :

ALGORITHME P(U)

si C alors D;P(α(U))
sinonT

où :
– U est la liste des paramètres ;
– C est une condition portant surU ;
– D est le traitement de base de l’algorithme (dépendant deU) ;
– α(U) représente la transformation des paramètres ;
– T est le traitement de terminaison (dépendant deU).
Avec ces notations, l’algorithme P équivaut à l’algorithme suivant :
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ALGORITHME P’(U)

tant que C faire D;U ← α(U)
T

L’algorithme P’ est une versiondérécursivéede l’algorithme P.

3.2.2 Récursivité non terminale

Ici, pour pouvoir dérécursiver, il va falloir sauvegarder le contexte de l’appel récursif, typiquement les paramètres
de l’appel engendrant l’appel récursif. Originellement, l’algorithme est :

ALGORITHME Q(U)

si C(U) alors D(U);Q(α(U));F(U)
sinonT(U)

Les piles sont des structures de stockage (via les primitivesempiler etdépiler) qui fonctionnent sur le principe
« le dernier entré est le premier sorti » (cf. chapitre 5). Les compilateurs utilisent des piles pour stocker les paramètres
des appels de fonctions, et en particulier lors de la transcription des fonctions récursives. Nous mimons ici l’utilisation
des piles pour dérécursiver l’algorithme.

Après dérécursivation on obtiendra donc :

ALGORITHME Q’(U)

empiler(nouvel_appel, U)
tant que pile non videfaire

dépiler(état,V)
si état = nouvel_appelalors U ←V

si C(U) alors D(U)
empiler(fin,U)
empiler(nouvel_appel,α(U))

sinonT(U)
si état = finalors U ←V

F(U)

Illustration de la dérécursivation de l’algorithme Q

Exemple d’exécution de Q :

Appel Q(U0)
C(U0) vrai
D(U0)
Appel Q(α(U0))

C(α(U0)) vrai
D(α(U0))
Appel Q(α(α(U0)))

C(α(α(U0))) faux
T(α(α(U0)))

F(α(U0))
F(U0)

L’exécution correspondante de Q’ est présentée figure 3.2. Les instructions de gestion de piles y figurent en italic,
et les instructions de l’algorithme originel (ce qui nous importe) y figurent en gras.



3.3. DIVISER POUR RÉGNER 23

Appel Q’(U0)
empiler(nouvel_appel, U))
pile = [(nouvel_appel,U0)]
dépiler(état, V ))
état← nouvel_appel ;V←U0 ; pile = []

U ←U0

C(U0) vrai
D(U0)
empiler(fin, U))
pile = [(fin, U0)]
empiler(nouvel_appel,α(U)))
pile = [(fin, U0) ; (nouvel_appel,α(U0))]

dépiler(état, V ))
état← nouvel_appel ;V← α(U0) ; pile = [(fin, U0)]

U ← α(U0)
C(α(U0)) vrai
D(α(U0))
empiler(fin, U))
pile = [(fin, U0) ; (fin, α(U0))]
empiler(nouvel_appel,α(U)))
pile = [(fin, U0) ; (fin, α(U0)) ; (nouvel_appel,α(α(U0)))]

dépiler(état, V ))
état← nouvel_appel ;V← α(α(U0)) ; pile = [(fin, U0) ; (fin, α(U0))]

U ← α(α(U0))
C(α(α(U0))) faux
T(α(α(U0)))

dépiler(état, V ))
état← fin ; V← α(U0) ; pile = [(fin, U0)]

F(α(U0))
dépiler(état, V ))
état← fin ; V←U0 ; pile = []

F(U0)

FIG. 3.2 – Exemple d’exécution de l’algorithme dérécursivé.

3.2.3 Remarques

Les programmes itératifs sont souvent plus efficaces, mais les programmes récursifs sont plus faciles à écrire. Les
compilateurs savent, la plupart du temps, reconnaître les appels récursifs terminaux, et ceux-ci n’engendrent pas de
surcoût par rapport à la version itérative du même programme.

Il est toujours possible de dérécursiver un algorithme récursif.

3.3 Diviser pour régner

3.3.1 Principe

Nombres d’algorithmes ont une structure récursive : pour résoudre un problème donné, ils s’appellent eux-mêmes
récursivement une ou plusieurs fois sur des problèmes très similaires, mais de tailles moindres, résolvent les sous-
problèmes de manière récursive puis combinent les résultats pour trouver une solution au problème initial.

Le paradigme « diviser pour régner » donne lieu à trois étapes à chaque niveau de récursivité :

Diviser : le problème en un certain nombre de sous-problèmes ;
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Régner : sur les sous-problèmes en les résolvant récursivement ou, si la taille d’un sous-problème est assez réduite,
le résoudre directement ;

Combiner : les solutions des sous-problèmes en une solution complète du problème initial.

3.3.2 Premier exemple : multiplication naïve de matrices

Nous nous intéressons ici à la multiplication de matrices carrés de taillen.

Algorithme naïf

L’algorithme classique est le suivant :

MULTIPLIER-MATRICES(A, B)

Soitn la taille des matrices carrésA etB
SoitC une matrice carré de taillen
Pour i← 1 à n faire

Pour j ← 1 à n faire
ci, j ← 0
Pour k← 1 à n faire

ci, j ← ci, j +ai,k.bk, j

renvoyer C

Cet algorithme effectueΘ(n3) multiplications et autant d’additions.

Algorithme « diviser pour régner » naïf

Dans la suite nous supposerons quen est une puissance exacte de 2. Décomposons les matricesA, B et C en
sous-matrices de taillen/2×n/2. L’équationC = ABpeut alors se récrire :(

r s
t u

)
=
(

a b
c d

)(
e g
f h

)
.

En développant cette équation, nous obtenons :

r = ae+b f, s= ag+bh, t = ce+d f et u = cg+dh.

Chacune de ces quatre opérations correspond à deux multiplications de matrices carrés de taillen/2 et une addition
de telles matrices. À partir de ces équations on peut aisément dériver un algorithme « diviser pour régner » dont la
complexité est donnée par la récurrence :

T(n) = 8T(n/2)+ Θ(n2),

l’addition des matrices carrés de taillen/2 étant enΘ(n2).

3.3.3 Analyse des algorithmes « diviser pour régner »

Lorsqu’un algorithme contient un appel récursif à lui-même, son temps d’exécution peut souvent être décrit par
une équation de récurrence qui décrit le temps d’exécution global pour un problème de taillen en fonction du temps
d’exécution pour des entrées de taille moindre.

La récurrence définissant le temps d’exécution d’un algorithme « diviser pour régner » se décompose suivant les
trois étapes du paradigme de base :

1. Si la taille du problème est suffisamment réduite,n≤ c pour une certaine constantec, la résolution est directe et
consomme un temps constantΘ(1).

2. Sinon, on divise le problème ena sous-problèmes chacun de taille 1/b de la taille du problème initial. Le temps
d’exécution total se décompose alors en trois parties :
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(a) D(n) : le temps nécessaire à la division du problème en sous-problèmes.

(b) aT(n/b) : le temps de résolution desa sous-problèmes.

(c) C(n) : le temps nécessaire pour construire la solution finale à partir des solutions aux sous-problèmes.

La relation de récurrence prend alors la forme :

T(n) =
{

Θ(1) si n≤ c,
aT(n/b)+D(n)+C(n) sinon,

où l’on interprèten/b soit commebn/bc, soit commedn/be.

3.3.4 Résolution des récurrences

Théorème 1 (Résolution des récurrences « diviser pour régner »).
Soient a≥ 1 et b> 1 deux constantes, soit f(n) une fonction et soit T(n) une fonction définie pour les entiers positifs
par la récurrence :

T(n) = aT(n/b)+ f (n),

où l’on interprète n/b soit commebn/bc, soit commedn/be.
T(n) peut alors être bornée asymptotiquement comme suit :

1. Si f(n) = O(n(logb a)−ε) pour une certaine constanteε> 0, alors T(n) = Θ(nlogb a).

2. Si f(n) = Θ(nlogb a), alors T(n) = Θ(nlogb a logn).

3. Si f(n) = Ω(n(logb a)+ε) pour une certaine constanteε> 0, et si a f(n/b)≤ c f(n) pour une constante c< 1 et n
suffisamment grand, alors T(n) = Θ( f (n)).

Remarques :

1. Le remplacement des termesT(n/b) parT(bn/bc) ouT(dn/be) n’affecte pas le comportement asymptotique de
la récurrence [2, section 4.4.2]. On omettra donc en général les parties entières.

2. Le théorème 1 ne couvre pas toutes les possibilité pourf (n). Par exemple, il y a un « trou » entre les cas 1 et 2
quand f (n) est plus petite quenlogb a, mais pas polynomialement. Dans un tel cas, on ne peut tout simplement
pas appliquer le théorème 1.

Retour sur le premier exemple

Utilisons le théorème 1 pour calculer la complexité de notre algorithme de multiplication de matrices « diviser
pour régner » naïf. Ici,a = 8, b = 2 et f (n) = Θ(n2). Donc logba = 3, nous nous trouvons dans le cas 1 du théorème
(avecε = 1), l’algorithme a une complexité enΘ(n3) et nous n’avons rien gagné...

3.3.5 Deuxième exemple : algorithme de Strassen pour la multiplication de matrices

L’algorithme de Strassen est un algorithme « diviser pour régner » qui n’effectue que 7 multiplications de matrices,
contrairement à 8 dans l’algorithme précédent, mais qui effectue plus d’additions et de soustractions de matrices, ce
qui est sans conséquence une addition de matrices étant « gratuite » par rapport au coût d’une multiplication.

Complexité

La complexité de l’algorithme de Strassen est donnée par la récurrence :

T(n) = 7T(n/2)+ Θ(n2).

En utilisant le théorème 1, nous obtenons comme complexité :T(n) = Θ(nlog2 7) = O(n2,81).
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Algorithme

Il se décompose en quatre étapes :

1. Diviser les matricesA etB en matrices carrés de taillen/2.

2. Au moyen deΘ(n2) additions et soustractions scalaires, calculer 14 matrices (à préciser)A1, ..., A7, B1, ..., B7

carrés de taillen/2.

3. Calculer récursivement les 7 produits de matricesPi = AiBi , i ∈ [1;7].

4. Calculer les sous-matrices désiréesr, s, t et u en additionnant et/ou soustrayant les combinaisons idoines des
matricesPi ad-hoc, à l’aide deΘ(n2) additions et soustractions scalaires.

Produits de sous-matrices

Nous supposons que chaque matrice produitPi peut s’écrire sous la forme :

Pi = AiBi = (αi,1a+ αi,2b+ αi,3c+ αi,4d).(βi,1e+ βi,2 f + βi,3g+ βi,4h),

où les coefficientsαi, j etβi, j sont tous pris dans l’ensemble{−1;0;1}. Nous supposons donc que chaque produit peut
être obtenu en additionnant et soustrayant certaines des sous-matrices deA, en additionnant et soustrayant certaines
des sous-matrices deB, et en multipliant les deux matrices ainsi obtenues.

Récrivons l’équation définissantr :

r = ae+b f = (a b c d)


+1 0 0 0
0 +1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




e
f
g
h

=

e f g h
a
b
c
d


+ . . .
. + . .
. . . .
. . . .


où « + » représente « +1 », « . » représente « 0 » et « - » représente « -1 ». Nous récrivons de même les équations
définissants, t etu :

s= ag+bh=

e f g h
a
b
c
d


. . + .
. . . +
. . . .
. . . .

 ,

t = ce+d f =

e f g h
a
b
c
d


. . . .
. . . .
+ . . .
. + . .

 ,

u = cg+dh=

e f g h
a
b
c
d


. . . .
. . . .
. . + .
. . . +

 .

On remarque que l’on peut calculers pars= P1 + P2 où P1 et P2 sont calculées chacune au moyen d’une unique
multiplication de matrice :

P1 = A1B1 = a.(g−h) = ag−ah=


. . + −
. . . .
. . . .
. . . .

 ,P2 = A2B2 = (a+b).h = ah+bh=


. . . +
. . . +
. . . .
. . . .

 .
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De même la matricet peut être calculée part = P3 +P4 avec :

P3 = A3B3 = (c+d).e= ce+de=


. . . .
. . . .
+ . . .
+ . . .

 ,P4 = A4B4 = d.( f −e) = d f−de=


. . . .
. . . .
. . . .
− + . .

 .

Pour calculerr etu on introduit une matriceP5 définie comme suit :

P5 = A5B5 = (a+d).(e+h) =


+ . . +
. . . .
. . . .
+ . . +

 ,

et on cherche à obtenirr à partir deP5 :

r =


+ . . .
. + . .
. . . .
. . . .



=


+ . . +
. . . .
. . . .
+ . . +

+


. . . −
. + . .
. . . .
− . . −



=


+ . . +
. . . .
. . . .
+ . . +

+


. . . .
. . . .
. . . .
− + . .

+


. . . −
. + . .
. . . .
. − . −



=


+ . . +
. . . .
. . . .
+ . . +

+


. . . .
. . . .
. . . .
− + . .

+


. . . −
. . . −
. . . .
. . . .

+


. . . .
. + . +
. . . .
. − . −

 .

D’où, en posant

P6 = A6B6 = (b−d).( f +h)


. . . .
. + . +
. . . .
. − . −

 ,

on obtientr = P5 +P4−P2 +P6.
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De même, on cherche à obteniru à partir deP5 :

u =


. . . .
. . . .
. . + .
. . . +



=


+ . . +
. . . .
. . . .
+ . . +

+


− . . −
. . . .
. . + .
− . . .



=


+ . . +
. . . .
. . . .
+ . . +

+


. . + −
. . . .
. . . .
. . . .

+


− . − .
. . . .
. . + .
− . . .



=


+ . . +
. . . .
. . . .
+ . . +

+


. . + −
. . . .
. . . .
. . . .

+


. . . .
. . . .
− . . .
− . . .

+


− . − .
. . . .
+ . + .
. . . .

 .
D’où, en posant

P7 = A7B7 = (a−c).(e+g) = ae+ag−ce−cg=


+ . + .
. . . .
− . − .
. . . .

 ,
on obtientu = P5 +P1−P3−P7.

Discussion

L’algorithme de Strassen n’est intéressant en pratique que pour de grandes matrices (n> 45) denses (peu d’élé-
ments non nuls).

La meilleure borne supérieure connue pour la multiplication de matrices carrés de taillen est environ enO(n2,376).
La meilleure borne inférieure connue est enΩ(n2) (il faut générern2 valeurs). On ne connaît donc toujours pas le
niveau de difficulté réel d’une multiplication de matrices !



Chapitre 4

Algorithmes de tri

4.1 Tri par fusion

4.1.1 Principe

L’algorithme de tri par fusion est construit suivant le paradigme « diviser pour régner » :

1. Il divise la séquence den nombres à trier en deux sous-séquences de taillen/2.

2. Il trie récursivement les deux sous-séquences.

3. Il fusionne les deux sous-séquences triées pour produire la séquence complète triée.

La récursion termine quand la sous-séquence à trier est de longueur 1... car une telle séquence est toujours triée.

4.1.2 Algorithme

La principale action de l’algorithme de tri par fusion est justement la fusion des deux listes triées.

La fusion

Le principe de cette fusion est simple : à chaque étape, on compare les éléments minimaux des deux sous-listes
triées, le plus petit des deux étant l’élément minimal de l’ensemble on le met de côté et on recommence. On conçoit
ainsi un algorithme FUSIONNER qui prend en entrée un tableauA et trois entiers,p, q et r, tels quep≤ q< r et tels
que les tableauxA[p..q] etA[q+1..r] soient triés. L’algorithme est présenté figure 4.1.

Complexité de la fusion

Étudions les différentes étapes de l’algorithme :
– les initialisations ont un coût constantΘ(1) ;
– la boucletant quede fusion s’exécute au plusr− p fois, chacune de ses itérations étant de coût constant, d’où

un coût total enO(r− p) ;
– les deux bouclestant quecomplétantC ont une complexité respective au pire deq− p+ 1 et der−q, ces deux

complexités étant enO(r− p) ;
– la recopie finale coûteΘ(r− p+1).

Par conséquent, l’algorithme de fusion a une complexité enΘ(r− p).

Le tri

Écrire l’algorithme de tri par fusion est maintenant une trivialité (cf. figure 4.2).

29
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FUSIONNER(A, p, q, r)

i← p
j ← q+1
SoitC un tableau de tailler− p+1
k← 1
tant que i ≤ q et j ≤ r faire

si A[i]< A[ j] alors C[k]← A[i]
i← i +1

sinonC[k]← A[ j]
j ← j +1

k← k+1
tant que i ≤ q faire C[k]← A[i]

i← i +1
k← k+1

tant que j ≤ r faire C[k]← A[ j]
j ← j +1
k← k+1

pour k← 1 à r− p+1 faire
A[p+k−1]←C[k]

indice servant à parcourir le tableau A[p..q]
indice servant à parcourir le tableau A[q+1..r]
tableau temporaire dans lequel on construit le résultat
indice servant à parcourir le tableau temporaire
boucle de fusion

on incorpore dans C les éléments de A[p..q]
qui n’y seraient pas encore ; s’il y en a,
les éléments de A[q+1..r] sont déjà tous dans C

on incorpore dans C les éléments de A[q+1..r]
qui n’y seraient pas encore ; s’il y en a,
les éléments de A[p..q] sont déjà tous dans C

on recopie le résultat dans le tableau originel

FIG. 4.1 – Algorithme de fusion de deux sous-tableaux adjacents triés.

TRI-FUSION(A, p, r)

si p< r alors q← b(p+ r)/2c
TRI-FUSION(A, p, q)
TRI-FUSION(A, q+1, r)
FUSIONNER(A, p, q, r)

FIG. 4.2 – Algorithme de tri par fusion.

4.1.3 Complexité

Pour déterminer la formule de récurrence qui nous donnera la complexité de l’algorithme TRI-FUSION, nous
étudions les trois phases de cet algorithme « diviser pour régner » :

Diviser : cette étape se réduit au calcul du milieu de l’intervalle[p; r], sa complexité est donc enΘ(1).

Régner : l’algorithme résout récursivement deux sous-problèmes de tailles respectivesn
2, d’où une complexité en

2T(n
2).

Combiner : la complexité de cette étape est celle de l’algorithme de fusion qui est deΘ(n) pour la construction d’un
tableau solution de taillen.

Par conséquent, la complexité du tri par fusion est donnée par la récurrence :

T(n) =
{

Θ(1) si n = 1,
2T(n

2)+ Θ(n) sinon.

Pour déterminer la complexité du tri par fusion, nous utilisons de nouveau le théorème 1. Icia = 2 etb = 2, donc
logba = 1 et nous nous trouvons dans le deuxième cas du théorème :f (n) = Θ(nlogb a) = Θ(n). Par conséquent :

T(n) = Θ(nlogn).

Pour des valeurs den suffisamment grandes, le tri par fusion avec son temps d’exécution enΘ(nlogn) est nettement
plus efficace que le tri par insertion dont le temps d’exécution est enΘ(n2).
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4.2 Tri par tas

4.2.1 Définition d’un tas

Définition 6 (Tas). Un tas est un arbre binaire parfait dont tous les niveaux sont complets sauf le dernier qui est
rempli de la gauche vers la droite. Dans un tas, un père est toujours plus grand que ses deux fils.

Pour un exemple de tas, voir la figure 4.3.
Les tas sont généralement représentés et manipulés sous la forme d’un tableau :
– Un tableauA qui représente un tas est un objet à deux attributs :

1. longueur(A) qui est le nombre d’éléments qui peuvent être stockés dans le tableauA ;

2. taille(A) qui est le nombre d’éléments stockés dans le tableauA.

– La racine est stockée dans la première case du tableauA[1].
– Les éléments de l’arbre sont rangés dans l’ordre, niveau par niveau, et de gauche à droite. Les fonctions d’accès

aux éléments du tableau sont alors :

PÈRE(i)

renvoyer bi/2c

FILS-GAUCHE(i)

renvoyer 2i

FILS-DROIT(i)

renvoyer 2i +1

– Propriété des tas :A[PÈRE(i)]≥ A[i].

16 14 10 8 7 9 3 2 4 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIG. 4.3 – Un tas vu comme un arbre binaire (à gauche) et comme un tableau (à droite). Le nombre à l’intérieur d’un
nœud de l’arbre est la valeur contenue dans ce nœud ; le nombre au-dessus est l’indice correspondant dans le tableau.

4.2.2 Conservation de la structure de tas

L’algorithme ENTASSER(cf. figure 4.4) prend en entrée un tableauA et un indicei. On suppose que les sous-arbres
de racines GAUCHE(i) et DROIT(i) sont des tas. Par contre, il est possible queA[i] soit plus petit que ses fils (violant
ainsi la propriété de tas). ENTASSERdoit faire « descendre » la valeur deA[i] de sorte que le sous-arbre de racinei soit
un tas. L’action de cet algorithme est illustré par la figure 4.5.

Correction

Le résultat de l’algorithme ENTASSERest bien un tas car :
– La structure de l’arbre n’est pas modifiée.
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ENTASSER(A, i)

g← GAUCHE(i)
d← DROIT(i)
max← i
si g≤ taille(A) et A[g]> A[max] alors max← g
si d≤ taille(A) et A[d]> A[max] alors max← d
si max 6= i alors échangerA[i]↔ A[max]

ENTASSER(A, max)

FIG. 4.4 – Algorithme ENTASSER

FIG. 4.5 – Action de ENTASSER(A, 2) : la configuration initiale (figure gauche) viole la propriété du tas ; pouri = 2
cette propriété est restaurée par interversion de la clé avec celle du fils gauche (figure de droite) ; le résultat n’est
toujours pas un tas, et l’appel récursif ENTASSER(A, 4) intervertit la clé du nœudi = 4 avec celle de son fils droit ; on
obtient finalement le tas de la figure 4.3.

– Un échange de valeurs entre un père et un fils n’a lieu que si la valeur du fils est supérieure à celle du père. Or
la valeur du père était supérieure à celles stockées dans ses deux arbres fils exceptée la valeur ajoutée à l’arbre.
La nouvelle clé de la racine est donc bien plus grande que l’intégralité de celles stockées dans l’arbre dont elle
devient la racine.

Complexité

Le temps d’exécution de ENTASSERsur un arbre de taillen est enΘ(1) plus le temps de l’exécution récursive de
ENTASSERsur un des deux sous-arbres, or ces deux sous-arbres ont une taille en au plus2n

3 (le pire cas survient quand
la dernière rangée de l’arbre est exactement remplie à moitié). Le temps d’exécution de ENTASSERest donc décrit par
la récurrence :

T(n)≤ T

(
2n
3

)
+ Θ(1)

ce qui, d’après le cas 2 du théorème 1, nous donne :T(n) = Θ(logn), cara = 1, b = 3
2 et logba = 0.

4.2.3 Construction d’un tas

La construction se fait simplement par utilisation successive de l’algorithme ENTASSER, comme le montre l’algo-
rithme à la figure 4.6.

Complexité

Première borne : chaque appel à entasser coûteO(log2n) et il y a O(n) appels de ce type. La complexité de
CONSTRUIRE-TAS est donc enO(nlog2n). On peut en fait obtenir une borne plus fine.
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CONSTRUIRE-TAS(A, Valeurs)

taille[A] ← longueur[A]

Pour i← b longueur(A)
2 c à 1 faire ENTASSER(A,i)

FIG. 4.6 – Algorithme CONSTRUIRE-TAS.

En effet, un tas àn éléments est de hauteurblog2nc et à une hauteurh il contient au maximumd n
2h+1 e nœuds. De

plus, l’algorithme ENTASSERrequiert un temps d’exécution enO(h) quand il est appelé sur un tas de hauteurh. D’où :

T(n) =
blog2 nc

∑
j=0

⌈ n
2h+1

⌉
O(h) = O

(
n
blog2 nc

∑
h=0

h
2h

)
,

or
∞

∑
h=0

h
2h = 2.

D’où :
T(n) = O(n).

On peut donc construire un tas à partir d’un tableau en temps linéaire.

Illustration de l’algorithme CONSTRUIRE-TAS

Voir la figure 4.7.

4.2.4 Algorithme du tri par tas

TRIER-TAS(A)

CONSTRUIRE-TAS(A)
Pour i← longueur(A) à 2 faire

échangerA[1]↔ A[i]
taille(A)← taille(A)−1
ENTASSER(A,1)

Illustration de l’algorithme TRI-TAS

Voir la figure 4.8.

Complexité

La procédure TRIER-TAS prend un tempsO(nlog2n) car l’appel à CONSTRUIRE-TAS prend un tempsO(n) et que
chacun desn−1 appels à ENTASSERprend un tempsO(log2n).

4.3 Tri rapide (Quicksort)

4.3.1 Principe

Le tri rapide est fondé sur le paradigme « diviser pour régner », tout comme le tri fusion, il se décompose donc en
trois étapes :
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FIG. 4.7 – Action de CONSTRUIRE-TAS sur le tableau[4;1;3;2;16;9;10;14;8;7].
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i i

i i

i
4

16

1

1410

3

i
9

8

7

2

i i

i

FIG. 4.8 – Action de TRIER-TAS sur le tableau[4;1;3;2;16;9;10;14;8;7].
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Diviser : Le tableauA[p..r] est partitionné (et réarrangé) en deux sous-tableaux non vides,A[p..q] et A[q+1..r], tels
que chaque élément deA[p..q] soit inférieur ou égal à chaque élément deA[q+ 1..r]. L’indice q est calculé
pendant la procédure de partitionnement.

Régner : Les deux sous-tableauxA[p..q] etA[q+1..r] sont triés par des appels récursifs.

Combiner : Comme les sous-tableaux sont triés sur place, aucun travail n’est nécessaire pour les recombiner, le
tableauA[p..r] est déjà trié !

4.3.2 Algorithme

TRI-RAPIDE(A, p, r)

si p< r alors q←PARTITIONNEMENT(A, p, r)
TRI-RAPIDE(A, p, q)
TRI-RAPIDE(A, q+1, r)

L’appel TRI-RAPIDE(A, 1, longueur(A)) trie le tableauA. Le point principal de l’algorithme est bien évidemment le
partitionnement qui réarrange le tableauA sur place :

PARTITIONNEMENT(A, p, r)

x← A[p]
i← p−1
j ← r +1
tant que VRAI faire

répéter j ← j−1 jusqu’à A[ j]≤ x
répéter i← i +1 jusqu’à A[i]≥ x
si i < j alors échangerA[i]↔ A[ j]

sinon renvoyer j

Exemple de partitionnement :

1. Situation intiale :

1 2 3 4 5 6 7

4 3 6 2 1 5 7

Nous avons doncx = 4, i = 0 et j = 8.

2. On exécute la boucle «répéter j ← j−1 jusqu’à A[ j]≤ x » et on obtientj = 5.

3. On exécute la boucle «répéter i← i +1 jusqu’à A[i]≥ x », et on obtienti = 1.

4. Après l’échange on obtient le tableau :

1 2 3 4 5 6 7

1 3 6 2 4 5 7

5. On exécute la boucle «répéter j ← j−1 jusqu’à A[ j]≤ x » et on obtientj = 4.

6. On exécute la boucle «répéter i← i +1 jusqu’à A[i]≥ x », et on obtienti = 3.

7. Après l’échange on obtient le tableau :

1 2 4 3 5 6 7

1 3 2 6 4 5 7

8. On exécute la boucle «répéter j ← j−1 jusqu’à A[ j]≤ x » et on obtientj = 3.

9. On exécute la boucle «répéter i← i +1 jusqu’à A[i]≥ x », et on obtienti = 3.

10. Commei = j, l’algorithme se termine et renvoie la valeur « 3 ».
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4.3.3 Complexité

Pire cas

Le pire cas intervient quand le partitionnement produit une région àn−1 éléments et une à un élément, comme
nous le montrerons ci-après. Comme le partitionnement coûteΘ(n) et queT(1) = Θ(1), la récurrence pour le temps
d’exécution est :

T(n) = T(n−1)+ Θ(n).

D’où par sommation :

T(n) =
n

∑
k=1

Θ(k) = Θ

(
n

∑
k=1

k

)
= Θ

(
n2) .

Pour montrer que cette configuration est bien le pire cas, montrons que dans tous les casT(n) = O(n2), c’est-à-dire
qu’il existe une constantec telle queT(n)≤ c×n2. Si T(n) est la complexité au pire :

T(n) = max
1≤q≤n−1

(T(q)+T(n−q))+ Θ(n),

où le paramètreq est dans l’intervalle[1..n− 1] puisque la procédure PARTITIONNEMENT génère deux régions de
tailles chacune au moins égale à un. D’où :

T(n)≤ max
1≤q≤n−1

(
cq2 +c(n−q)2)+ Θ(n).

Or l’expressionq2 + (n−q)2 atteint son maximum à l’une des extrémités de l’intervalle (dérivée négative puis posi-
tive). D’où

max
1≤q≤n−1

(
q2 +(n−q)2)= 12 +(n−1)2 = n2−2(n−1).

et
T(n)≤ cn2−2c(n−1)+ Θ(n)≤ cn2,

puisque l’on peut choisir la constantec assez grande pour que le terme 2c(n−1) domine le termeΘ(n). Du coup, le
temps d’exécution du tri rapide (dans le pire cas) estΘ(n2).

Meilleur cas

On subodore que le meilleur cas apparaît quand la procédure de partitionnement produit deux régions de taillen
2.

La récurrence est alors :
T(n) = 2T(

n
2

)+ Θ(n),

ce qui, d’après le cas 2 du théorème 1 nous donne

T(n) = Θ(nlogn).

Complexité en moyenne

On suppose que le tableauA ne contient pas deux fois le même élément.

Version stochastique du tri rapide. Un algorithme est ditstochastiquesi son comportement est déterminé non
seulement par son entrée mais aussi par les valeurs produites par ungénérateur de nombres aléatoires. On modifie la
procédure PARTITIONNEMENT pour qu’elle est un comportement stochastique en utilisant une fonction HASARD(a,
b) qui renvoie de manière équiprobable un entier entre les nombresa etb.

PARTITIONNEMENT-STOCHASTIQUE(A, p, r)

i← HASARD(p, r)
échangerA[p]↔ A[i]
renvoyer PARTITIONNEMENT(A, p, r)

Le but ici est de faciliter l’analyse de l’algorithme et de minimiser l’influence des configurations pathologiques.
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Analyse du partitionnement. La valeurq renvoyée par PARTITIONNEMENT ne dépend que du rang dex = A[p]
parmi les éléments deA[p..r] (le rang d’un nombre dans un ensemble étant le nombre d’éléments qui lui sont infé-
rieurs ou égaux). Du fait de l’encapsulation de PARTITIONNEMENT dans PARTITIONNEMENT-STOCHASTIQUEet de
l’interversion deA[p] et d’un élément aléatoire deA[p..r], rang(x) = i pour i = 1, 2, ...,n avec une probabilité1n en
posantn = r− p+1 (c’est le nombre d’éléments de l’intervalle[p..r]).

Ce qui nous intéresse, c’est la taille des partitions. Nous avons deux cas à considérer :

1. rang(x) = 1. L’algorithme PARTITIONNNEMENT s’arrête alors aveci = j = 1 et la région « inférieure » de la
partition comprend l’unique élémentA[p] et est de taille 1.

2. rang(x) ≥ 2. Il existe alors au moins un élément (strictement) plus petit quex = A[p]. Par conséquent, lors
du passage dans la boucletant que, l’indice i s’arrête à la valeuri = p mais l’indice j s’arrête à une valeur
strictement inférieure àp. Un échange est alors effectué etA[p] est placé dans la région supérieure. Lorsque
PARTITIONNEMENT se termine, chacun desrang(x)−1 éléments de la région « inférieure » de la partition est
strictement inférieur àx. Ainsi pour chaquei = 1, 2, ...,n−1, la probabilité pour que la région inférieure aiti
élément est de1n

Récurrence pour le cas moyen. Vu ce qui précède, le temps moyen requis pour le tri d’un tableau de longueurn
vaut donc :

T(n) =
1
n

(
T(1)+T(n−1)+

n−1

∑
q=1

(T(q)+T(n−q))

)
+ Θ(n).

CommeT(1) = Θ(1) etT(n−1) = O(n2) (vue l’étude du pire cas), on a :

1
n

(T(1)+T(n−1)) =
1
n

(
Θ(1)+O(n2)

)
= O(n),

et ce terme peut être absorbé par le termeΘ(n) de la formule. Ainsi :

T(n) =
1
n

n−1

∑
q=1

(T(q)+T(n−q))+ Θ(n) =
2
n

n−1

∑
q=1

T(q)+ Θ(n).

Résolution de la récurrence. On suppose par induction qu’il existe des constantes strictement positivesa etb telles
queT(n)≤ anlogn+b. Si a etb sont tels que l’hypothèse est vraie pourn = 1 alors, si l’on suppose l’hypothèse vraie
jusqu’au rangn−1, on a :

T(n) =
2
n

n−1

∑
q=1

T(q)+ Θ(n)≤ 2
n

n−1

∑
k=1

(aklogk+b)+ Θ(n) =
2a
n

n−1

∑
k=1

k logk+
2b
n

(n−1)+ Θ(n).

Si l’on sait que (cf. [2, P. 164]) :
n−1

∑
k=1

k logk≤ 1
2

n2 logn− 1
8

n2,

on obtient :

T(n)≤ 2a
n

(
1
2

n2 logn− 1
8

n2
)

+
2b
n

(n−1)+ Θ(n)≤ anlogn− a
4

n+2b+ Θ(n) = anlogn+b+
(

Θ(n)+b− a
4

n
)

d’où
T(n)≤ anlogn+b,

puisque l’on peut choisira suffisamment grand pour quea4n domineΘ(n)+b. On en conclut que le temps d’exécution
moyen du tri rapide estO(nlogn).



Chapitre 5

Structures de données élémentaires

5.1 Introduction

En informatique, il existe plusieurs manières de représenter la notion mathématique d’ensemble. Il n’existe pas une
représentation qui soit « meilleure » que les autres dans l’absolu : pour un problème donné, la meilleure représentation
sera celle qui permettra de concevoir le « meilleur » algorithme, c’est-à-dire celui le plus esthétique et de moindre
complexité. On parlera parfois d’ensembles dynamiquescar nos ensembles seront rarement figés.

Chaque élément de ces ensembles pourra comporter plusieurschampsqui peuvent être examinés dès lors que
l’on possède unpointeur—ou uneréférencesi on préfère utiliser une terminologie plus proche deJavaque deC—
sur cet élément. Certains ensembles dynamiques supposent que l’un des champs de l’objet contient uneclé servant
d’identifiant.

Ces ensembles supportent potentiellement tout une série d’opérations :
– RECHERCHE(S, k) : étant donné un ensembleSet une clék, le résultat de cette requête est un pointeur sur un

élément deSde clék, s’il en existe un, et la valeur NIL sinon —NIL étant un pointeur ou une référence sur «
rien ».

– INSERTION(S, x) : ajoute à l’ensembleS l’élément pointé parx.
– SUPPRESSION(S, x) : supprime de l’ensembleSson élément pointé parx (si l’on souhaite supprimer un élément

dont on ne connaît que la clék, il suffit de récupérer un pointeur sur cet élément via un appel à RECHERCHE(S,
k)).

Si l’ensemble des clés, ou l’ensemble lui-même, est totalement ordonné, d’autres opérations sont possibles :
– M INIMUM (S) : renvoie l’élément deSde clé minimale.
– MAXIMUM (S) : renvoie l’élément deSde clé maximale.
– SUCCESSEUR(S, x) : renvoie, si celui-ci existe, l’élément deS immédiatement plus grand que l’élément deS

pointé parx, et NIL dans le cas contraire.
– PRÉDÉCESSEUR(S, x) : renvoie, si celui-ci existe, l’élément deS immédiatement plus petit que l’élément deS

pointé parx, et NIL dans le cas contraire.

5.2 Piles et files

5.2.1 Piles

Définition 7 (Pile). Une pile est une structure de données mettant en œuvre le principe « dernier entré, premier sorti
» (LIFO : Last-In, First-Outen anglais).

L’élément ôté de l’ensemble par l’opération SUPPRESSIONest spécifié à l’avance (et donc cette opération ne
prend alors que l’ensemble comme argument) : l’élément supprimé est celui le plus récemment inséré. L’opération
INSERTIONdans une pile est communément appelée EMPILER, et l’opération SUPPRESSION, DÉPILER. La figure 5.1
montre les conséquences des opérations EMPILER et DÉPILER sur une pile.
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FIG. 5.1 – Exemple de pile : a) initialement la pile contient les valeurs 3, 5 et 2 ; b) état de la pile après l’opération
EMPILER(6) ; c) état de la pile après l’opération EMPILER(1) ; d) état de la pile après l’opération DÉPILER, qui a
renvoyé la valeur 1.

Il est facile d’implémenter une pile au moyen d’un tableau, comme le montre la figure 5.2. La seule difficulté dans
cette implémentation est la gestion des débordements de pile qui interviennent quand on tente d’effecteur l’opération
DÉPILERsur une pile vide et l’opération EMPILER sur un tableau codant la pile qui est déjà plein. Ce dernier problème
n’apparaît pas lorsque l’on implémente les piles au moyen d’une structure de données dont la taille n’est pas fixéea
priori (comme une liste chaînée). Les algorithmes réalisant les fonctions EMPILER et DÉPILER, ainsi que la nécessaire
fonction auxiliaire PILE-V IDE, sont présentés figure 5.3.

FIG. 5.2 – Implémentation d’une pile par un tableau : a) état initial de la pile ; b) nouvel état après les actions EMPI-
LER(7) et EMPILER(3) ; c) nouvel état après l’opération DÉPILER qui a renvoyé la valeur 3.

5.2.2 Files

Définition 8 (File). Une file est une structure de données mettant en œuvre le principe « premier entré, premier sorti
» (FIFO : First-In, First-Outen anglais).

L’élément ôté de l’ensemble par l’opération SUPPRESSIONest spécifié à l’avance (et donc cette opération ne prend
alors que l’ensemble comme argument) : l’élément supprimé est celui qui est resté le plus longtemps dans la file. Une
file se comporte exactement comme une file d’attente de la vie courante. La figure 5.4 montre les conséquences des
opérations INSERTIONet SUPPRESSIONsur une file.

On peut implémenter les files au moyen de tableaux. La figure 5.5 illustre l’implémentation de files àn−1 éléments
au moyen d’un tableau àn éléments et de deux attributs :

– tête(F) qui indexe (ou pointe) vers la tête de la file ;
– queue(F) qui indexe le prochain emplacement où sera inséré un élément nouveau.

Les éléments de la file se trouvent donc aux emplacementstête(F), tête(F)+1, ...,queue(F)-1 (modulon). Quand
tête(F) = queue(F), la liste est vide. Les algorithmes réalisant les fonctions INSERTION et SUPPRESSION, ainsi que
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PILE-V IDE(P)

si sommet(P)=0 alors renvoyer VRAI

sinon renvoyerFAUX

EMPILER(P, x)

si sommet(P) = longueur(P) alors erreur « débordement positif »
sinonsommet(P)← sommet(P)+1

P[sommet(P)]← x

DÉPILER(P)

si PILE-V IDE(P) alors erreur « débordement négatif »
sinonsommet(P)← sommet(P)−1

renvoyer P[sommet(P)+1]

FIG. 5.3 – Algorithmes de manipulation des piles implémentées par des tableaux.

FIG. 5.4 – Exemple de file : a) initialement la file contient
les valeurs 7, 4, 8, 9, 6 et 1 (de la plus anciennement à
la plus récemment insérée) ; b) état de la file après l’opé-
ration INSERTION(3) ; c) état de la file après l’opération
SUPPRESSIONqui a renvoyé la valeur 7.

FIG. 5.5 – Implémentation d’une file par un tableau : a)
état initial de la file ; b) nouvel état après l’action INSER-
TION(7) ; d) nouvel état après l’action INSERTION(5) ; d)
nouvel état après l’opération SUPPRESSIONqui a ren-
voyé la valeur 1.
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la nécessaire fonction auxiliaire FILE-V IDE, sont présentés figure 5.6. La seule difficulté dans cette implémentation
est la gestion des débordements de file qui interviennent quand on tente d’effectuer l’opération SUPPRESSIONsur une
pile vide et l’opération INSERTIONsur un tableau codant la file qui est déjà plein. Ce dernier problème n’apparaît pas
lorsque l’on implémente les files au moyen d’une structure de donnée dont la taille n’est pas fixéea priori (comme
une liste doublement chaînée).

FILE-V IDE(F)

si tête(F)=queue(F) alors renvoyer VRAI

sinon renvoyerFAUX

INSERTION(F , x)

si queue(F) + 1 (modulon) = tête(F) alors erreur « débordement positif »
sinonF [queue(F)]← x

queue(F)← queue(F)+1

SUPPRESSION(F)

si FILE-V IDE(F) alors erreur « débordement négatif »
sinon tête(F)← tête(F)+1

renvoyer F [tête(F)−1]

FIG. 5.6 – Algorithmes de manipulation des files implémentées par des tableaux.

5.3 Listes chaînées

5.3.1 Définitions

Définition 9 (Liste chaînée). Une liste chaînée est une structure de données dans laquelle les objets sont arrangés
linéairement, l’ordre linéaire étant déterminé par des pointeurs sur les éléments.

Chaque élément de la liste, outre le champclé, contient un champsuccesseurqui est pointeur sur l’élément suivant
dans la liste chaînée. Si le champsuccesseurd’un élément vaut NIL , cet élément n’a pas de successeur et est donc
le dernier élément ou laqueuede la liste. Le premier élément de la liste est appelé latête de la liste. Une listeL est
manipulée via un pointeur vers son premier élément, que l’on notera TÊTE(L). Si TÊTE(L) vaut NIL , la liste est vide.

La figure 5.7 présente un exemple de liste chaînée et montre les conséquences des opérations INSERTIONet SUP-
PRESSIONsur une telle structure de données.

FIG. 5.7 – Exemple de liste chaînée : a) initialement la liste chaînée contient les valeurs 9, 6, 4 et 1 ; b) état de la liste
chaînée après l’opération INSERTION(5) ; c) état de la liste chaînée après l’opération SUPPRESSION(4).

Une liste chaînée peut prendre plusieurs formes :
– Liste doublement chaînée: en plus du champsuccesseur, chaque élément contient un champprédécesseur

qui est un pointeur sur l’élément précédant dans la liste. Si le champprédécesseurd’un élément vaut NIL , cet
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élément n’a pas de prédécesseur et est donc le premir élément ou latête de la liste. Une liste qui n’est pas
doublement chaînée est ditesimplement chaînée.
La figure 5.8 présente un exemple de liste doublement chaînée et montre les conséquences des opérations IN-
SERTIONet SUPPRESSIONsur une telle structure de données.

FIG. 5.8 – Exemple de liste doublement chaînée : a) initialement la liste contient les valeurs 9, 6, 4 et 1 ; b) état de la
liste après l’opération INSERTION(5) ; c) état de la liste après l’opération SUPPRESSION(4).

– Triée ou non triée : suivant que l’ordre linéaire des éléments dans la liste correspond ou non à l’ordre linéaire
des clés de ces éléments.

– Circulaire : si le champprécécesseurde la tête de la liste pointe sur la queue, et si le champsuccesseurde la
queue pointe sur la tête. La liste est alors vue comme un anneau.

5.3.2 Algorithmes de manipulation des listes chaînées

Recherche

L’algorithme RECHERCHE-L ISTE(L, k) trouve le premier élément de clék dans la listeL par une simple recherche
linéaire, et retourne un pointeur sur cet élément. Si la liste ne contient aucun objet de clék, l’algorithme renvoie NIL .

RECHERCHE-L ISTE(L, k)

x← TÊTE(L)
tant que x 6= NIL etclé(x) 6= k faire

x← successeur(x)
renvoyer x

Cet algorithme manipule aussi bien des listes simplement que doublement que simplement chaînées.

Insertion

Étant donné un élémentx et une listeL, l’algorithme INSERTION-L ISTE insèrex en tête deL.

INSERTION-L ISTE(L, x)

successeur(x)← TÊTE(L)
si TÊTE(L) 6= NIL alors prédecesseur(TÊTE(L))← x
TÊTE(L)← x
prédecesseur(x)← NIL

Cet algorithme est écrit pour les listes doublement chaînées. Il suffit d’ignorer les deux instructions concernant le
champprédécesseurpour obtenir l’algorithme équivalent pour les listes simplement chaînées.
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Suppression

L’algorithme SUPPRESSION-L ISTE élimine un élémentx d’une liste chaînéeL. Cet algorithme a besoin d’un poin-
teur sur l’élémentx à supprimer. Si on ne possède que la clé de cet élément, il faut préalablement utiliser l’algorithme
RECHERCHE-L ISTE pour obtenir le pointeur nécessaire.

SUPPRESSION-L ISTE(L, x)

si prédécesseur(x) 6= NIL

alors successeur(prédécesseur(x))← successeur(x)
sinon TÊTE(L)← successeur(x)

si successeur(x) 6= NIL

alors prédécesseur(successeur(x))← prédécesseur(x)

Cet algorithme est écrit pour les listes doublement chaînées. L’algorithme équivalent pour les listes simplement
chaînées est plus compliqué puisqu’avec les listes simplement chaînées nous n’avons pas de moyen simple de récupérer
un pointeur sur l’élément qui précède celui à supprimer...

SUPPRESSION-L ISTE(L, x)

si x = TÊTE(L)
alors TÊTE(L)← successeur(x)
sinony← TÊTE(L)

tant que successeur(y) 6= x faire y← successeur(y)
successeur(y)← successeur(x)

5.3.3 Comparaison entre tableaux et listes chaînées

Aucune structure de données n’est parfaite, chacune a ses avantages et ses inconvénients. La figure 5.9 présente
un comparatif des listes simplement chaînées, doublement chaînées et des tableaux, triés ou non, sur des opérations
élémentaires. Les complexités indiquées sont celles dupire cas. Suivant les opérations que nous aurons à effectuer, et
suivant leurs fréquences relatives, nous choisirons l’une ou l’autre de ces structures de données.
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liste chaînée liste chaînée liste chaînée liste chaînée tableau tableau
simple simple double double

non triée triée non triée triée non trié trié
RECHERCHE(L, k) Θ(n)a Θ(n)a Θ(n)a Θ(n)a Θ(1)b Θ(1)b

Θ(n)c Θ(n)d

INSERTION(L, x) Θ(1) Θ(n)e Θ(1) Θ(n)e ou Θ(n)c ou
erreurf erreurf

SUPPRESSION(L, x) Θ(n) Θ(n) Θ(1) Θ(1) Θ(n)g Θ(n)g

SUCCESSEUR(L, x) h Θ(n)i Θ(1) Θ(n)i Θ(1) Θ(n)i Θ(1)
PRÉDÉCESSEUR(L, x) h Θ(n)i Θ(n)j Θ(n)i Θ(1) Θ(n)i Θ(1)

M INIMUM (L) Θ(n)i Θ(1) Θ(n)i Θ(1) Θ(n)i Θ(1)
MAXIMUM (L) Θ(n)i Θ(n)k Θ(n)i Θ(n)k Θ(n)i Θ(1)

aDans le pire cas il faut parcourir tous les éléments pour se rendre compte que la clef n’était pas dans l’ensemble.
bLa clé étant l’indice de l’élément dans le tableau.
cDans le pire cas, il faut allouer un nouveau tableau et recopier tous les éléments de l’ancien tableau dans le nouveau.
dDans le pire cas, l’insertion a lieu dans la première cas du tableau, et il faut décaler tous les éléments déjà présents.
eAu pire, l’insertion a lieu en fin de liste.
fAu cas où l’on veut effectuer une insertion dans un tableau déjà plein et qu’il n’est pas possible d’effectuer une allocation dynamique de tableau,

comme en FORTRAN 77 ou en PASCAL.
gDans le pire cas on supprime le premier élément du tableau et il faut décaler tous les autres éléments.
hAu sens de l’ordre sur la valeur des clés.
iComplexité de la recherche du maximum (ou du minimum) dans un ensemble àn éléments...
jComplexité de la recherche du maximum dans un ensemble àn éléments... car il faut entreprendre la recherche du prédécesseur depuis le début

de la liste.
kIl faut parcourir la liste en entier pour trouver son dernier élément.

FIG. 5.9 – Efficacités respectives des listes chaînées et des tableaux.
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Chapitre 6

Programmation dynamique

La programmation dynamique, comme la méthode « diviser pour régner » (cf. section 3.3), résout les problèmes
en combinant les solutions de sous-problèmes. La programmation dynamique s’applique quand les sous-problèmes ne
sont pas indépendants mais ont des sous-sous-problèmes en commun. Dans ce cas, un algorithme « diviser pour régner
» fait plus de travail que nécessaire, en résolvant plusieurs fois les sous-sous-problèmes communs. Un algorithme de
programmation dynamique résout chaque sous-sous-problème une unique fois et mémorise sa solution dans un tableau,
s’épargnant ainsi le recalcul de la solution chaque fois que le sous-sous-problème est rencontré.

La programmation dynamique est en général appliquée auxproblèmes d’optimisation : ces problèmes peuvent
admettre plusieurs solutions, parmi lesquelles on veut choisirunesolution optimale (maximale ou minimale pour une
certaine fonction de coût).

Le développementd’un algorithme de programmation dynamique peut être planifié en quatre étapes :

1. Caractériser la structure d’une solution optimale.

2. Définir récursivement la valeur d’une solution optimale.

3. Calculer la valeur d’une solution optimale partant des cas simples (cas d’arrêt des récursions) et en remontant
progressivement jusqu’à l’énoncé du problème initial.

4. Construire une solution optimale pour les informations calculées (si l’on souhaite avoir une solution et pas
seulement la valeur d’une solution optimale).

6.1 Multiplication d’une suite de matrices

On suppose que l’on a une suite den matrices,A1, ...,An, et que l’on souhaite calculer le produit :

A1A2...An.

On peut évaluer cette expression en utilisant comme sous-programme l’algorithme classique de multiplications de
matrices (cf. section 3.3.2), après avoircomplètement parenthésécette expression afin de lever toute ambiguïté sur
l’ordre des multiplications de matrices —un produit de matrices complètement parenthésé est soit une matrice unique
soit le produit de deux produits de matrice complètement parenthésés). La multiplication de matrices étant associative,
le résultat de la multiplication est indépendant du parenthésage. Il y a ainsi cinq manières différentes de calculer le
produit de quatre matrices :

A1A2A3A4 = (A1(A2(A3A4)))
= (A1((A2A3)A4))
= ((A1A2)(A3A4))
= ((A1(A2A3))A4)
= (((A1A2)A3)A4)

Le parenthésage du produit peut avoir un impact crucial sur le coût de l’évaluation du produit. Le produit d’une matrice
A de taillep×q par une matriceB de tailleq× r produit une matriceC de taillep× r en pqr multiplications scalaires.
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Considérons trois matricesA1, A2 et A3 de dimensions respectives 10×100, 100×5 et 5×50. Si on effectue la mul-
tiplication de ces trois matrices suivant le parenthésage((A1A2)A3, on effectue 10×100×5 = 5 000 multiplications
dans un premier temps, puis 10×5×50 = 2 500 dans un deuxième temps, soit 7 500 au total. Si, au contraire, on
effectue la multiplication suivant le parenthésage(A1(A2A3)) on effectue 100×5×50= 25 000 multiplications dans
un premier temps, puis 10×100×50= 50 000 dans un deuxième temps, soit 75 000 au total et 10 fois plus qu’avec
le premier parenthésage !

Problématique

Problématique de la multiplication d’une suite de matrices : étant donnée une suiteA1, ..., An de n matrices, où
pour i = 1,2, ...,n la matriceAi est de dimensionspi−1× pi , parenthéser complètement le produitA1A2...An de façon
à minimiser le nombre de multiplications scalaires.

Nombre de parenthésages

Le passage en revue de tous les parenthésages possibles ne donnera pas un algorithme efficace, c’est pourquoi il
faut avoir recours à une technique plus sophistiquée.

Soit P(n) le nombre de parenthésages possibles d’une séquence den matrices. On peut couper une séquence den
matrices entre lake et la(k+ 1)e, pourk prenant n’importe quelle valeur dans l’intervalle[1,n−1], puis parenthéser
les deux sous-séquences résultantes indépendamment. D’où la récurrence :

P(n) =
{

1 si n = 1,
∑n−1

k=1 P(k)P(n−k) si n≥ 2.

On peut montrer que

P(n) =
1
n

Cn−1
2n−2 = Ω

(
4n

n3/2

)
.

Le nombre de solutions est donc au moins exponentiel enn et la méthode directe consistant à effectuer une recherche
exhaustive est donc une stratégie médiocre...

Structure d’un parenthésage optimal

La première étape du paradigme de la programmation dynamique consiste à caractériser la structure d’une solution
optimale.

Nous notonsAi.. j la matrice résultant de l’évaluation du produitAiAi+1...A j−1A j . Un parenthésage optimal de
A1A2...An sépare le produit entreAk et Ak+1 pour une certaine valeurk. Dans notre solution optimale on commence
donc par calculer les matricesA1..k et Ak+1..n puis on les multiplie pour obtenir la matriceA1..n recherchée. Le coût
du calcul est donc la somme des coûts des calculs des matricesA1..k et Ak+1..n et de leur produit. Par conséquent le
parenthésage de la sous-suiteA1...Ak (et celui de la sous-suiteAk+1..An) doit être optimal : sinon, on le remplace par
un parenthésage plus économique, et on obtient un parenthésage global plus efficace que... le parenthésage optimal !

Par conséquent, une solution optimale à une instance du problème de multiplication d’une suite de matrices utilise
uniquement des solutions optimales aux instances des sous-problèmes. La sous-structure optimale à l’intérieur d’une
solution optimale est l’une des garanties de l’applicabilité de la programmation dynamique.

Résolution récursive

La deuxième étape du paradigme de la programmation dynamique consiste à définir récursivement la valeur d’une
solution optimale en fonction de solutions optimales aux sous-problèmes.

Pour le problème de la multiplication d’une suite de matrices, on prend comme sous-problèmes les problèmes
consistant à déterminer le coût minimum d’un parenthésage deAiAi+1...A j , pour 1≤ i < j ≤ n. Soitm[i, j] le nombre
minimum de multiplications scalaires nécessaires au calcul deAiAi+1...A j = Ai.. j .

Pour touti, m[i, i] = 0 carAi..i = Ai et aucune multiplication n’est nécessaire. Considérons un couple(i, j) avec
i < j. Supposons qu’un parenthésage optimal sépare le produitAiAi+1...A j entreAk et Ak+1. Alors, m[i, j], le coût du
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calcul deAi.. j est égal au coût du calcul deAi..k, plus celui deAk+1.. j , plus celui du produit de ces deux matrices. Nous
avons donc :

m[i, j] = m[i,k]+m[k+1, j]+ pi−1pkp j .

Cette équation nécessite la connaissance de la valeur dek, connaissance que nous n’avons pas. Il nous faut donc passer
en revue tous les cas possibles et il y en aj− i :

m[i, j] =
{

0 si i = j,
mini≤k< j

{
m[i,k]+m[k+1, j]+ pi−1pkp j

}
si i < j.

(6.1)

m[i, j] nous donne le coût d’une solution optimale. Pour pouvoir construire une telle solution on notes[i, j] une valeur
k telle quem[i, j] = m[i,k]+m[k+1, j]+ pi−1pkp j .

Algorithme récursif

Une première solution à notre problème pourrait être l’algorithme CHAÎNEDEMATRICES-RÉCURSIFci-dessous
qui est une utilisation directe de la récursion 6.1

CHAÎNEDEMATRICES-RÉCURSIF(p, i, j)

si i = j alors retourner 0
m[i, j]←+∞
pour k← 1 à j−1 faire

q← CHAÎNEDEMATRICES-RÉCURSIF(p, i, k)
+ CHAÎNEDEMATRICES-RÉCURSIF(p, k+1, j)
+ pi−1pkp j

si q<m[i, j] alors m[i, j]← q
renvoyer m[i, j]

La complexité de cet algorithme est donné par la récurrence :

T(n) =
{

1 si n = 1,
1+ ∑n−1

k=1 (T(k)+T(n−k)+1) pourn> 1.

Dans le cas général, cette complexité peut se récrire :

T(n) = 2
n−1

∑
i=1

T(i)+n.

Par conséquentT(n)≥2T(n−1) etT(n) = Ω(2n). La quantité totale de travail effectué par l’appel CHAÎNEDEMATRICES-
RÉCURSIF(P, 1,n) est donc au moins exponentiel et est donc prohibitif... Heureusement, on peut mieux faire.

Calcul des coûts optimaux

En fait, le nombre de sous-problèmes est assez réduit : un problème pour chaque choix dei et de j tels que
1≤ i ≤ j ≤ n, soit au totalC2

n + n = Θ(n2) choix. L’algorithme récursif rencontre chaque sous-problème un grand
nombre de fois (ici, un nombre exponentiel de fois) dans différentes branches de l’arbre des appels récursifs. Cette
propriété, dite des sous-problèmes superposés (des sous-problèmes ont des sous-sous-problèmes en commun), est le
deuxième indice de l’applicabilité de la programmation dynamique.

Plutôt que d’implémenter de manière récursive l’équation 6.1, on aborde la troisième étape du paradigme de la
programmation dynamique : on calcule le coût optimal en utilisant une approche ascendante. L’entrée de l’algorithme
ORDONNER-CHAÎNEDEMATRICES ci-dessous est la séquencep0, p1, ..., pn des dimensions des matrices. Cet algo-
rithme calcul le coût optimalm[i, j] et enregistre un indices[i, j] permettant de l’obtenir.

ORDONNER-CHAÎNEDEMATRICES(p)

n← longueur(p)−1
pour i← 1 à n faire m[i, i]← 0
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pour l ← 2 à n faire
pour i← 1 à n− l +1 faire

j ← i + l −1
m[i, j]←+∞
pour k← 1 à j−1 faire

q←m[i,k]+m[k+1, j]+ pi−1pkp j

si q<m[i, j] alors m[i, j]← q
s[i, j]← k

renvoyer m et s

L’algorithme remplit le tableaum en considérant des suites de matrices de longueur croissante. L’équation 6.1
nous montre en effet que le calcul du coût d’un produit dem matrices ne dépend que des coûts de calcul de suites de
matrices de longueur strictement inférieure. La boucle surl est une boucle sur la longueur des suites considérées.

La figure 6.1 présente un exemple d’exécution de l’algorithme ORDONNER-CHAÎNEDEMATRICES. Commem[i, j]
n’est défini que pouri ≤ j, seule la partie du tableaum strictement supérieure à la diagonale principale est utilisée.
Les deux tableaux sont présentés de manière à faire apparaître la diagonale principale dem horizontalement, chaque
rangée horizontale contenant les éléments correspondants à des chaînes de matrices de même taille. ORDONNER-
CHAÎNEDEMATRICEScalcule les rangées demdu bas vers le haut, et chaque rangée de la gauche vers la droite. Dans
notre exemple, un parenthésage optimal coûte 15 125 multiplications scalaires.

7875

0

15750 2625 750 1000 5000

4375 2500 3500

537571259375

11875 10500

15125

0 0 0 0 0

5

1 2 3 4 5

331

3 3 3

33

3

4

6

5

4

3

2

1

1

3

6

A2 A3 A4 A6A1 A5

m s

6

5

4

3

2

1

4

5

2

ij

5

6

j i3

2

1

FIG. 6.1 – Tableauxm et s calculés par ORDONNER-CHAÎNEDEMATRICES pour n = 6 et les dimensions :
30,35,15,5,10,20,25.

Complexité

Un simple coup d’œil à l’algorithme montre que sa complexité est enO(n3). Plus précisément :

T(n) = ∑n
l=2 ∑n−l+1

i=1 ∑i+l−2
k=i 1

= ∑n
l=2 ∑n−l+1

i=1 (l −1)
= ∑n

l=2(n− l +1)(l −1)
= ∑n

l=2(−l2 + l(n+2)− (n+1))
= n3+5n+12

6

sachant que∑n
i=1 i3 = n(n+1)(2n+1)

6 . La complexité de l’algorithme ORDONNER-CHAÎNEDEMATRICES est donc en
Θ(n3) ce qui est infiniment meilleur que la solution naïve énumérant tous les parenthésages ou que la solution récur-
sive, toutes deux de complexité exponentielle.
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Construction d’une solution optimale

L’algorithme ORDONNER-CHAÎNEDEMATRICES calcule le coût d’un parenthésage optimal, mais n’effectue pas
la multiplication de la suite de matrices. Par contre, l’information nécessaire à la réalisation d’un calcul suivant un
parenthésage optimal est stockée au fur et à mesure dans le tableaus : s[i, j] contient une valeurk pour laquelle
une séparation du produitAiAi+1...A j entreAk et Ak+1 fourni un parenthésage optimal. L’algorithme MULTIPLIER-
CHAÎNEDEMATRICES ci-dessous réalise la multiplication et résout donc notre problème.

MULTIPLIER-CHAÎNEDEMATRICES(A, s, i, j)

si j > i
alors X← MULTIPLIER-CHAÎNEDEMATRICES(A, s, i, s[i, j])

X← MULTIPLIER-CHAÎNEDEMATRICES(A, s, s[i, j]+1, j)
renvoyer MULTIPLIER-MATRICES(X, Y)

sinon renvoyerAi

Dans l’exemple de la figure 6.1, MULTIPLIER-CHAÎNEDEMATRICES(A, s, 1, 6) calcule le produit de la suite de
matrices en suivant le parenthésage :

((A1(A2A3))((A4A5)A6)),

cars[1,6] = 3, s[1,3] = 1 ets[4,6] = 5.

6.2 Éléments de programmation dynamique

On examine ici les deux caractéristiques principales que doit posséder un problème d’optimisation pour que la pro-
grammation dynamique soit applicable : une sous-structure optimale et des sous-problèmes superposés. On examinera
aussi une variante de ce paradigme : le recensement.

6.2.1 Sous-structure optimale

Un problème fait apparaître unesous-structure optimalesi une solution optimale au problème fait apparaître des
solutions optimales aux sous-problèmes. La présence d’une sous-structure optimale est un bon indice de l’utilité de
la programmation dynamique (mais cela peut aussi signifier qu’une stratégie gloutonne est applicable, cf. chapitre 7).
La sous-structure optimale d’un problème suggère souvent une classe de sous-problèmes pertinents auxquels on peut
appliquer la programmation dynamique.

6.2.2 Sous-problèmes superposés

La seconde caractéristique que doit posséder un problème d’optimisation pour que la programmation dynamique
soit applicable est « l’étroitesse » de l’espace des sous-problèmes, au sens où un algorithme récursif doit résoudre
constamment les mêmes sous-problèmes, plutôt que d’en engendrer toujours de nouveaux. En général, le nombre de
sous-problèmes distincts est polynomial par rapport à la taille de l’entrée. Quand un algorithme récursif repasse sur
le même problème constamment, on dit que le problème d’optimisation contient dessous-problèmes superposés. A
contrario, un problème pour lequel l’approche « diviser pour régner » est plus adaptée génère le plus souvent des
problèmes nouveaux à chaque étape de la récursivité. Les algorithmes de programmation dynamique tirent parti de la
superposition des sous-problèmes en résolvant chaque sous-problème une unique fois, puis en conservant la solution
dans un tableau où on pourra la retrouver au besoin avec un temps de recherche constant.

6.2.3 Recensement

Il existe une variante de la programmation dynamique qui offre souvent la même efficacité que l’approche usuelle,
tout en conservant une stratégie descendante. Son principe est derecenser les actions naturelles, mais inefficaces,
de l’algorithme récursif. Comme pour la programmation dynamique ordinaire, on conserve dans un tableau les so-
lutions aux sous-problèmes, mais la structure de remplissage du tableau est plus proche de l’algorithme récursif. Un
algorithme récursif de recensement maintient à jour un élément de tableau pour la solution de chaque sous-problème.
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Chaque élément contient au départ une valeur spéciale pour indiquer qu’il n’a pas encore été rempli. Lorsque le sous-
problème est rencontré pour la première fois durant l’exécution de l’algorithme récursif, sa solution est calculée puis
stockée dans le tableau. À chaque nouvelle confrontation avec ce sous-problème, la valeur stockée est simplement
récupérée.

RECENSEMENT-CHAÎNEDEMATRICES(p)

n← longueur(p)−1
pour i← 1 à n faire

pour j ← i à n faire
m[i, j]←+∞

renvoyer RÉCUPÉRATION-CHAÎNE(p, 1,n)

RÉCUPÉRATION-CHAÎNE(p, i, j)

si m[i, j]<+∞ alors renvoyerm[i, j]
si i = j

alors m[i, j]← 0
sinon pour k← i à j−1 faire

q← RÉCUPÉRATION-CHAÎNE(p, i,k)+ RÉCUPÉRATION-CHAÎNE(p,k+1, j)+ pi−1pkp j

si q<m[i, j] alors m[i, j]← q
s[i, j]← k

Chacun desΘ(n2) éléments du tableaumest rempli une unique fois par RÉCUPÉRATION-CHAÎNE et chacun de ces
Θ(n2) appels à RÉCUPÉRATION-CHAÎNE requiert un temps enO(n) —en excluant le temps passé à calculer d’autres
éléments éventuels. La complexité de RÉCUPÉRATION-CHAÎNE est donc enO(n3).

En pratique, si tous les sous-problèmes doivent être résolus au moins une fois, un algorithme ascendant de pro-
grammation dynamique bat en général un algorithme descendant avec recensement d’un facteur constant car il élimine
le temps pris par les appels récursifs et prend moins de temps pour gérer le tableau. En revanche, si certains sous-
problèmes de l’espace des sous-problèmes n’ont pas besoin d’être résolus du tout, la solution du recensement présente
l’avantage de ne résoudre que ceux qui sont vraiment nécessaires.



Chapitre 7

Algorithmes gloutons

Les algorithmes qui résolvent les problèmes d’optimisation parcourent en général une série d’étapes, au cours
desquelles ils sont confrontés à un ensemble d’options. Pour de nombreux problèmes d’optimisation la programmation
dynamique est une approche trop lourde pour déterminer les meilleures solutions ; d’autres algorithmes plus simples et
efficaces y arriveront. Unalgorithme glouton fait toujours le choix qui semble le meilleur sur le moment. Autrement
dit, il fait un choix optimal localement, dans l’espoir que ce choix mènera à la solution optimale globalement.

Les algorithmes gloutons n’aboutissent pas toujours à des solutions optimales, mais la méthode gloutonne est très
puissante et fonctionne correctement pour des problèmes variés.

7.1 Location d’une voiture

On considère le problème de la location d’une unique voiture. Des clients formulent un ensemble de demandes de
location avec, pour chaque demande, le jour du début de la location et le jour de restitution du véhicule. Notre but ici
est d’affecter le véhicule de manière à satisfaire lemaximum de clientspossible (et non pas de maximiser la somme
des durées des locations).

Nous disposons donc d’un ensembleE des demandes de location avec, pour chaque élémente deE, la dated(e)
du début de la location et la datef (e) de la fin de cette location. Nous voulons obtenir un ensembleF maximal de
demandes satisfaites. Cet ensembleF doit vérifier une unique contrainte : deux demandes ne doivent pas se chevaucher
dans le temps, autrement dit une location doit se terminer avant que la suivante ne commence. Cette contrainte s’écrit
mathématiquement :

∀e1 ∈ F,∀e2 ∈ F, d(e1)≤ d(e2)⇒ f (e1)≤ d(e2).

Algorithme

LOCATIONDUNEVOITURE(E)

Tri des éléments deE par date de fin croissante.
On obtient donc une suitee1,e2, ...,en telle quef (e1)≤ f (e2)≤ ...≤ f (en).

F [1]← e1

j ← 1
pour i← 1 à n faire

si d(ei)≥ f (F [ j]) alors j ← j +1
F [ j]← ej

renvoyer F

Cet algorithme est glouton car à chaque étape il prend la location « la moins coûteuse » : celle qui finit le plus tôt
parmi celles qui sont satisfiables.

53
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Preuve de l’optimalité de l’algorithme

SoitF = {x1,x2, ...,xp} la solution obtenue par l’algorithme glouton, et soitG= {y1,y2, ...,yq}, q≥ p, une solution
optimale. Nous voulons montrer queF est optimal, et donc queq = p.

Nous supposons que les ensemblesF et G sont classés par dates de fins de location croissantes. SiG ne contient
pasF , il existe un entierk tel que :∀i < k,xi = yi et xk 6= yk. Par construction deF , xk est une demande de location
qui à la date de fin minimale et dont la date de début soit postérieure à la date de fin dexk−1 = yk−1. Par conséquent,
f (yk) ≥ f (xk). On peut alors remplacerG par G′ = {y1,y2, ...,yk−1,xk,yk+1, ...,yq} tout en satisfaisant la contrainte
de non chevauchement des demandes.G′ est une autre solution optimale mais ayant strictement plus d’éléments en
commun avecF queG. En répétant autant que faire se peut ce procédé, on obtient un ensembleH de même cardinalité
queG et qui contientF . Cet ensembleH ne peut contenir d’autres éléments que ceux deF car ceux-ci, débutants après
la fin dexp, auraient été ajoutés àF par l’algorithme glouton. DoncH = F , etF etG ont le même nombre d’éléments.

Limites de l’algorithme

Il est primordial, ici, que les demandes soit classées par dates de fin croissantes. Le tableau 7.1 présente trois
demandes de location classées par dates de début croissantes pour lesquelles l’algorithme glouton présenté ci-dessus
n’est pas optimal. Pour d’évidentes raisons de symétries, classer les demandes par dates de début décroissantes donne
par contre un résultat optimal.

e1 e2 e3

d 2 3 5
F 8 4 8

TAB . 7.1 – Demandes classées par dates de début crois-
santes.

e1 e2 e3

d 3 5 3
F 6 7 5

TAB . 7.2 – Demandes classées par durées décroissantes.

L’algorithme glouton ne donne pas l’optimum si notre but est de maximiser la durée totale de location du véhicule.
Même si on classe les demandes de location par durées décroissantes, un algorithme glouton ne donnera pas une
solution optimale, le tableau 7.2 présentant un contre-exemple. En fait, le problème de la maximisation de cette durée
totale est NP-complet (cf. chapitre 11) et on ne connaît pas d’algorithme de complexité polynomiale pour le résoudre.

Si nous disposons de deux voitures et non plus d’une seule, l’algorithme précédent ne donne plus l’optimum.

7.2 Éléments de la stratégie gloutonne

Un algorithme glouton détermine une solution après avoir effectué une série de choix. Pour chaque point de dé-
cision, le choix qui semble le meilleur à cet instant est retenu. Cette stratégie ne produit pas toujours une solution
optimale. Il existe cependant deux caractéristiques qui indiquent qu’un problème se prête à une stratégie gloutonne :
la propriété du choix glouton et une sous-structure optimale.

7.2.1 Propriété du choix glouton

Propriété du choix glouton : on peut arriver à une solution globalement optimale en effectuant un choix locale-
ment optimal (ou choix glouton). En programmation dynamique on fait un choix à chaque étape, mais ce choix dépend
de la solution de sous-problèmes, au contraire, dans un algorithme glouton, on fait le choix qui semble le meilleur sur le
momentpuison résout les sous-problèmes qui surviennent une fois le choix fait. Une stratégie gloutonne progresse en
général de manière descendante en faisant se succéder les choix gloutons pour ramener itérativement chaque instance
du problème à une instance « plus petite ».

7.2.2 Sous-structure optimale

Montrer qu’un choix glouton aboutit à un problème similaire mais « plus petit » ramène la démonstration de
l’optimalité à prouver qu’une solution optimale doit faire apparaître une sous-structure optimale.
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Un problème fait apparaître unesous-structure optimalesi une solution optimale contient la solution optimale
de sous-problèmes. Cette propriété est un indice important de l’applicabilité de la programmation dynamique comme
des algorithmes gloutons. Le sujet du TD 6 montre un exemple de problème qui peut être résolu par programmation
dynamique mais pas par un algorithme glouton.

7.3 Fondements théoriques des méthodes gloutonnes

La théorie des matroïdes ne couvre pas tous les cas d’applications de la méthode gloutonne, mais elle couvre de
nombreux cas intéressants en pratique.

7.3.1 Matroïdes

Définition 10 (Matroïde). Un matroïde est un couple M= (E, I) vérifiant les conditions suivantes :

1. E est un ensemble fini non vide.

2. I est une famille non vide de sous-ensembles de E, appelés sous-ensemblesindépendantsde E, telle que si H∈ I
et si F⊂ H alors F ∈ I (on dit que I esthéréditaire). Autrement dit, si I contient un sous-ensemble H de E, I
contient tous les sous-ensembles de H. On remarque que l’ensemble vide est obligatoirement membre de I.

3. Si F et H sont deux éléments de I, avec|F | < |H|, alors il existe (au moins) un élément x∈ H \F tel que
F ∪{x} ∈ I (propriété d’échange).

Un premier résultat sur les matroïdes :

Théorème 2. Tous les sous-ensembles indépendants maximaux d’un matroïde ont la même taille.

Ce résultat est une conséquence directe de la propriété d’échange : si un de ces ensembles,H, est strictement plus
petit que les autres, la propriété d’échange nous garantit queI contient un sur-ensemble strictH ′ deH, ce qui contredit
la maximalité deH.

Définition 11 (Matroïde pondéré). Un matroïde M= (E, I) est ditpondérési l’on dispose d’une fonction de pondé-
ration w qui affecte un poids strictement positif w(x) à chaque élément x de E. La fonction de pondération w s’étend
aux sous-ensembles de E. Soit F un sous-ensemble quelconque de E :

w(F) = ∑
x∈F

w(x).

7.3.2 Algorithmes gloutons sur un matroïde pondéré

De nombreux problèmes pour lesquels une approche gloutonne donne les solutions optimales peuvent être ramenés
à une recherche d’un sous-ensemble indépendant de pondération maximale dans un matroïde pondéré. Autrement dit,
on dispose d’un matroïde pondéréM = (E, I) et on souhaite trouver un ensemble indépendantF ∈ I pour lequel
w(F) est maximisé. Un tel sous-ensemble indépendant et qui possède la plus grande pondération possible est appelé
sous-ensembleoptimal du matroïde. Comme la pondération est strictement positive par définition, un sous-ensemble
optimal est toujours un sous-ensemble indépendant maximal.

L’algorithme ci-dessous prend en entrée un matroïde pondéréM = (E, I) et sa fonction de pondérationw et retourne
un sous-ensemble optimalF .

GLOUTON(M = (E, I), w)

F ← /0
Trier E par ordre de poids décroissant
pour x∈ E par ordre de poids décroissantfaire

si F ∪{x} ∈ I alors F ← F ∪{x}
renvoyer F
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Cet algorithme est glouton parce qu’il considère les éléments deE par ordre de poids décroissant et qu’il ajoute
immédiatement un élémentx à F si F ∪{x} est indépendant. SiE contientn éléments et si la vérification de l’indé-
pendance deF ∪{x} prend un tempsO( f (n), l’algorithme tout entier s’exécute enO(nlogn+n f(n)) —rappel : le tri
d’un ensemble den éléments coûteO(nlogn).

Le sous-ensembleF deE est indépendant par construction. Nous allons maintenant établir l’optimalité deF .

Théorème 3 (Les matroïdes satisfont à la propriété du choix glouton).Soit M= (E, I) un matroïde pondéré de
fonction de pondération w. Supposons que E soit trié par ordre de poids décroissant. Soit x le premier élément de E
tel que{x} soit indépendant, s’il existe. Si x existe, il existe un sous-ensemble optimal F de E contenant x.

Si x n’existe pas, le seul élément deI est l’ensemble vide. SoitH un sous-ensemble optimal. On utiliseH pour
construire, au moyen de la propriété d’échange, un ensembleF maximal (de même cardinalité queH) et contenantx.
Par construction,F etH ne diffèrent que d’un élément et il existe donc un élémenty tel que :F = (H \{y})∪{x}. Par
maximalité du poids dex, w(y)≤ w(x), w(H)≤ w(F) etF est optimal.

Théorème 4. Soit M= (E, I) un matroïde quelconque. Si x est un élément de E tel que{x} n’est pas élément de I,
alors x n’appartient à aucun sous-ensemble indépendant F de E.

Autrement dit, un élément qui n’est pas utilisable immédiatement ne pourra jamais être utilisé : l’algorithme
GLOUTON ne fait donc pas d’erreur en ne considérant pas les éléments deE qui ne sont pas extension de/0.

Théorème 5 (Les matroïdes satisfont la propriété de sous-structure optimale).Soit x le premier élément de E
choisi parGLOUTON pour le matroïde pondéré M= (E, I). Le reste du problème —trouver un sous-ensemble indé-
pendant contenant x et de poids maximal— se réduit à trouver un sous-ensemble indépendant et de poids maximal du
matroïde pondéré M′ = (E′, I ′), où :

E′ = {y∈ E : {x,y} ∈ I},
I ′ = {H ⊂ E \{x} : H ∪{x} ∈ I},

et où la fonction de pondération de M′ est celle de M restreinte à E′.

Une solution de poids maximum surM contenantx engendre une solution de poids maximum surM′, et vice versa.

Théorème 6 (Validité de l’algorithme glouton sur les matroïdes).Si M= (E, I) est un matroïde pondéré de fonction
de pondération w, alors l’appelGLOUTON(M = (E, I), w) renvoie un sous-ensemble optimal.



Chapitre 8

Graphes et arbres

8.1 Graphes

Un graphe orienté G est représenté par un couple (S, A) où S est un ensemble fini etA une relation binaire
sur S. L’ensembleS est l’ensemble des sommetsde G et A est l’ensemble des arcsde G. La figure 8.1 est une
représentation graphique du graphe orientéG = (S,A) avec l’ensemble de sommetsS= {1,2,3,4,5,6} et l’ensemble
d’arcsA = {(1,2),(2,2),(2,4),(2,5),(4,1),(4,5),(5,4),(6,3)} ; les sommets étant représentés par des cercles et les
arcs par des flèches. On notera que lesboucles— une boucle étant un arc qui relie un sommet à lui-même — sont ici
possibles.

4

1 2 3
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FIG. 8.1 – Exemple de graphe orienté.
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FIG. 8.2 – Exemple de graphe non orienté.

Dans ungraphe non orientéG = (S,A), l’ensemble desarêtesA n’est pas constitué decouplesmais depaires
de sommets — une paire étant non ordonnée contrairement à un couple. Par convention, on représente l’arête entre
les sommetsu et v non par la notation{u,v} mais, indifféremment, par les notations(u,v) ou (v,u). Dans un graphe
non orienté les boucles sont interdites et chaque arête est donc constituée de deux sommets distincts. La figure 8.2
est une représentation graphique du graphe non orientéG = (S,A) avec l’ensemble de sommetsS= {1,2,3,4,5,6} et
l’ensemble d’arcsA = {(1,2),(2,5),(5,1),(6,3)}.

Si (u,v) est un arc d’ungraphe orienté G= (S,A), on dit que(u,v) part du sommetu et arrive au sommetv. Si
(u,v) est une arête d’un graphenon orienté G= (S,A), on dit que l’arête(u,v) estincidenteaux sommetsu etv.

Dans ungraphe non orienté, le degréd’un sommet est le nombre d’arêtes qui lui sont incidentes. Si un sommet
est de degré 0, comme le sommet 4 de la figure 8.2, il est ditisolé. Dans ungraphe orienté, le degré sortant d’un
sommet est le nombre d’arcs qui en partent, ledegré (r)entrant est le nombre d’arcs qui y arrivent et ledegréest la
somme du degré entrant et du degré sortant.

Dans ungraphe orienté G= (S,A), un chemin de longueur k d’un sommetu à un sommetv est une séquence
(u0,u1, ...,uk) de sommets telle queu = u0, v = uk et (ui−1,ui) ∈ A pour touti dans{1, ...,k}. Un chemin estélémen-
taire si ces sommets sont tous distincts. Dans la figure 8.1, le chemin(1,2,5,4) est élémentaire et de longueur 3, mais
le chemin(2,5,4,5) n’est pas élémentaire. Unsous-cheminp′ d’un cheminp = (u0,u1, ...,uk) est une sous-séquence
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contiguë de ses sommets. Autrement dit, il existei et j, 0≤ i ≤ j ≤ k, tels quep′ = (ui ,ui+1, ...,u j). On définit dans
lesgraphes non orientésla notion correspondante dechaîne.

Dans ungraphe orienté G= (S,A), un chemin(u0,u1, ...,uk) forme uncircuit si u0 = uk et si le chemin contient au
moins un arc. Ce circuit estélémentairesi les sommetsu1, ...,uk sont distincts. Une boucle est un circuit de longueur
1. Dans ungraphe non orienté G= (S,A), une chaîne(u0,u1, ...,uk) forme uncyclesi k≥ 3 et siu0 = uk. Ce cycle est
élémentairesi les sommetsu1, ...,uk sont distincts. Un graphe sans cycle est ditacyclique.

Un graphe non orientéest connexesi chaque paire de sommets est reliée par une chaîne. Lescomposantes
connexesd’un graphe sont les classes d’équivalence de sommets induites par la relation « est accessible à partir de ».
Le graphe de la figure 8.2 contient trois composantes connexes :{1,2,5}, {3,6} et{4}.

Un graphe orientéestfortement connexesi chaque sommet est accessible à partir de n’importe quel autre. Les
composantes fortement connexesd’un graphe sont les classes d’équivalence de sommets induites par la relation «
sont accessibles l’un à partir de l’autre ». Le graphe de la figure 8.1 contient trois composantes connexes :{1,2,4,5},
{3} et{6}.

On dit qu’un grapheG′ = (S′,A′) est unsous-graphedeG = (S,A) si S′ ⊂ Set siA′ ⊂ A.

8.2 Arbres

Un graphe non orienté acyclique est uneforêt et un graphe non orienté connexe acyclique est unarbre. La figure
8.3 présente un graphe qui n’est ni un arbre ni une forêt car contenant un cycle ; la figure 8.4 présente un graphe qui
est une forêt mais pas un arbre, puisque n’étant pas connexe ; la figure 8.5 présente un arbre.

FIG. 8.3 – Exemple de graphe
contenant un cycle.

FIG. 8.4 – Exemple de forêt. FIG. 8.5 – Exemple d’arbre.

Théorème 7 (Propriétés des arbres).Soit G= (S,A) un graphe non orienté. Les affirmations suivantes sont équiva-
lentes.

1. G est un arbre.

2. Deux sommets quelconques de G sont reliés par un unique chemin élémentaire.

3. G est connexe, mais si une arête quelconque est ôtée de A, le graphe résultant n’est plus connexe.

4. G est connexe et|A|= |S|−1.

5. G est acyclique et|A|= |S|−1.

6. G est acyclique, mais si une arête quelconque est ajoutée à A, le graphe résultant contient un cycle.

Pour la démonstration de ce théorème, voir [2, pp. 89–91].
Un arbre enraciné est un arbre dans lequel l’un des sommets se distingue des autres. On appelle ce sommet

la racine. Ce sommet particulier impose en réalité un sens de parcours de l’arbre et l’arbre se retrouve orienté par
l’utilisation qui en est faite... Dans la suite de ce cours, et sauf avis contraire, tous les arbres que nous manipulerons
seront des arbres enracinés et nous omettrons de le préciser. En outre, on appellera souventnœudsles sommets des
arbres (enracinés). La figure 8.6 présente deux arbres qui ne diffèrent que s’ils sont considérés comme des arbres
enracinés.

Soit x un nœud d’un arbreT de raciner. Un nœud quelconquey sur l’unique chemin allant der à x est appelé
ancêtredex. Si T contient l’arête(y,x) alorsy est lepèredex etx est lefils dey. La racine est le seul nœud qui n’ait
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FIG. 8.6 – Exemple d’arbres qui ne diffèrent que s’ils sont enracinés.

pas de père. Un nœud sans fils est un nœud externe ou unefeuille. Un nœud qui n’est pas une feuille est unnœud
interne. Si y est un ancêtre dex, alorsx est undescendantdey.

Le sous-arbre de racinex est l’arbre composé des descendants dex, enraciné enx. Par exemple, dans le premier
arbre de la figure 8.7, le sous-arbre de racine 8 contient les nœuds 8, 6, 5 et 9.
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profondeur 4
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FIG. 8.7 – Exemple d’arbres (enracinés) qui ne diffèrent que s’ils sont ordonnés.

Le nombre de fils du nœudx est appelé ledegrédex. Donc, suivant qu’un arbre (enraciné) est vu comme un arbre
(enraciné) ou un graphe, le degré de ses sommets n’a pas la même valeur ! La longueur du chemin entre la raciner et
le nœudx est laprofondeur dex. La plus grande profondeur que puisse avoir un nœud quelconque de l’arbreT est la
hauteur deT. Les deux arbres présentés figure 8.7 sont de hauteur 4.

Un arbre ordonné est un arbre enraciné dans lequel les fils de chaque nœud sont ordonnés entre eux. Les deux
arbres de la figure 8.7 sont différents si on les regarde comme des arbres ordonnés... mais ils sont identiques si on les
regarde comme de simples arbres (enracinés).

Les arbres binaires se décrivent plus aisément de manière récursive. Unarbre binaire T est une structure définie
sur un ensemble fini de nœuds et qui :

– ne contient aucun nœud, ou
– est formé de trois ensembles disjoints de nœuds : une racine, un arbre binaire appelé sonsous-arbre gaucheet

un arbre binaire appelé sonsous-arbre droit.
Un arbre binaire est plus qu’un arbre ordonné dont chaque nœud serait de degré au plus deux : dans un arbre

binaire, si un nœud n’a qu’un seul fils, la position de ce fils — qu’il soitfils gaucheoufils droit — est importante. La
figure 8.8 présente deux arbres ordonnés qui ne sont différents que quand ils sont vus comme des arbres binaires.

Dans unarbre binaire complet chaque nœud est soit une feuille, soit de degré deux — aucun nœud n’est donc de
degré un.

Un arbrek-aire est une généralisation de la notion d’arbre binaire où chaque nœud est de degré au plusk et non
plus simplement de degré au plus 2.
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FIG. 8.8 – Exemple d’arbres ordonnés qui ne différent que quand ils sont vus comme des arbres binaires.

8.3 Parcours

8.3.1 Parcours des arbres

Nous ne considérons ici que desarbres ordonnés.

Parcours en profondeur

Dans unparcours en profondeur d’abord, on descend le plus profondément possible dans l’arbre puis, une fois
qu’une feuille a été atteinte, on remonte pour explorer les autres branches en commençant par la branche « la plus
basse » parmi celles non encore parcourues ; les fils d’un nœud sont bien évidemment parcourus suivant l’ordre sur
l’arbre.

PP(A)

si A n’est pas réduit à une feuillefaire
pour tous les filsu deracine(A) faire dans l’ordre PP(u)

FIG. 8.9 – Algorithme de parcours en profondeur d’un arbre.

Les parcours permettent d’effectuer tout un ensemble de traitement sur les arbres. La figure 8.10 présente trois
algorithmes qui affichent les valeurs contenues dans les nœuds d’un arbre binaire, suivant des parcours en profondeur
préfixe, infixe et postfixe, respectivement.

PRÉFIXE(A)

si A 6= NIL faire
afficheracine(A)
PRÉFIXE(FILS-GAUCHE(A))
PRÉFIXE(FILS-DROIT(A))

INFIXE(A)

si A 6= NIL faire
INFIXE(FILS-GAUCHE(A))
afficheracine(A)
INFIXE(FILS-DROIT(A))

POSTFIXE(A)

si A 6= NIL faire
POSTFIXE(FILS-GAUCHE(A))
POSTFIXE(FILS-DROIT(A))
afficheracine(A)

FIG. 8.10 – Parcours préfixe, infixe et postfixe d’un arbre.

Parcours en largeur

Dans unparcours en largeur d’abord, tous les nœuds à une profondeuri doivent avoir été visités avant que le
premier nœud à la profondeuri + 1 ne soit visité. Un tel parcours nécessite que l’on se souvienne de l’ensemble des
branches qu’il reste à visiter. Pour ce faire, on utilise unefile (ici notéeF).
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PL(A)

F ←{racine(A)}
tant que F 6= /0 faire

u← SUPPRESSION(F)
pour tous les filsv deu faire dans l’ordre INSERTION(F,v)

FIG. 8.11 – Algorithme de parcours en largeur d’un arbre.

8.3.2 Parcours des graphes

Le parcours des graphes se révèle être un peu plus compliqué que celui des arbres. En effet, les graphes peuvent
contenir des cycles et nous voulons éviter de parcourir indéfiniment ces cycles ! Pour éviter cet écueil on colorie les
sommets des graphes : initialement les sommets sont tous blancs ; lorsqu’il est rencontré pour la première fois un
sommet est peint en gris ; lorsque tous ses successeurs dans l’ordre de parcours ont été visités, un sommet est repeint
en noir.

Parcours en profondeur

PP(G)

pour chaque sommetu deG faire couleur[u]← BLANC

pour chaque sommetu deG faire si couleur[u] = BLANC alors V ISITER-PP(G, u, couleur)

V ISITER-PP(G, s, couleur)

couleur[s]← GRIS

pour chaque voisinv des faire
si couleur[v] = BLANC alors V ISITER-PP(G, v, couleur)

couleur[s]← NOIR

FIG. 8.12 – Algorithme de parcours en profondeur d’un graphe.

Parcours en largeur

PL(G, s)

couleur[s]← GRIS

pour chaque sommetu deG, u 6= s faire couleur[u]← BLANC

F ←{s}
tant que F 6= /0 faire

u← SUPPRESSION(F)
pour chaque voisinv deu faire

si couleur[v] = BLANC

alors couleur[v]← GRIS

INSERTION(F,v)
couleur[u]← NOIR

FIG. 8.13 – Algorithme de parcours en largeur d’un graphe.
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Chapitre 9

Arbres de recherche et arbres de recherche
équilibrés

9.1 Arbres binaires de recherche

9.1.1 Définition

Définition 12 (Arbre binaire de recherche). Un arbre binaire de recherche est un arbre binaire vérifiant la propriété
suivante : soient x et y deux nœuds de l’arbre, si y est un nœud du sous-arbre gauche de x, alors clef(y)≤ clef(x), si
y est un nœud du sous-arbre droit de x, alors clef(y)≥ clef(x).

La figure 9.1 présente deux exemples d’arbres binaires de recherche. Bien que différents, ces deux arbres contiennent
exactement les mêmes valeurs.
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FIG. 9.1 – Deux arbres binaires de recherche contenant les mêmes valeurs.

9.1.2 Recherches

Recherche d’un élément

ARBRE-RECHERCHER(x, k)

si x = NIL ouk = clé(x) alors renvoyerx
si k<clé(x)

alors renvoyer ARBRE-RECHERCHER(gauche(x), k)
sinon renvoyerARBRE-RECHERCHER(droit(x), k)

Minimum et maximum

ARBRE-M INIMUM (x)

tant que gauche(x) 6= NIL faire x← gauche(x)
renvoyer x

ARBRE-MAXIMUM (x)

tant que droit(x) 6= NIL faire x← droit(x)
renvoyer x
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Successeur et prédécesseur

Si toutes les clés dans l’arbre sont distinctes, le successeur d’un nœudx est le nœud contenant la plus petite clé
supérieure àx.

k

A B

y

x

FIG. 9.2 – Localisation du successeur.

Considérons le fragment d’arbre présenté figure 9.2. De par la propriété des arbres binaires de recherche :

1. Le sous-arbreA ne contient que des clés inférieures àk et ne peut contenir le successeur dek.

2. Le sous-arbreB ne contient que des clés supérieures àk et peut contenir le successeur dek s’il n’est pas vide.

3. y désigne le plus proche ancêtre dek qui soit le fils gauche de son père (y = k si k est fils gauche de son père).
Tous les ancêtres dek jusqu’ày sont inférieurs ou égaux àk et leurs sous-arbres gauches ne contiennent que des
valeurs inférieures àk.

x est le père dey. Sa valeur est supérieure à toutes celles contenues dans son sous-arbre gauche (de raciney) et
donc àk et à celles deB. Toutes les valeurs de son sous-arbre droit sont supérieures àx.

En résumé : siB est non vide, son minimum est le successeur dek, sinon le successeur dek est le premier ancêtre dek
dont le fils gauche est aussi ancêtre dek.

ARBRE-SUCCESSEUR(x)

si droit(x) 6= NIL alors renvoyer ARBRE-M INIMUM (droit(x))
y←père(x)
tant que y 6= NIL etx = droit(y) faire

x← y
y←père(x)

renvoyer y

9.1.3 Insertion d’un élément

L’élément à ajouter est inséré là où on l’aurait trouvé s’il avait été présent dans l’arbre. L’algorithme d’insertion,
présenté figure 9.3, recherche donc l’élément dans l’arbre et, quand il aboutit à la conclusion que l’élément n’appartient
pas à l’arbre (l’algorithme aboutit sur NIL ), il insère l’élément comme fils du dernier nœud visité.

9.1.4 Suppression d’un élément

La figure 9.4 présente les différents cas de figure que doit traiter l’algorithme de suppression d’un élément dans un
arbre binaire de recherche. L’algorithme, présenté figure 9.5, tient en plus compte des conditions aux limites (change-
ment de racine).
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ARBRE-INSERTION(T, z)

x← racine(T)
père_de_x← NIL

tant que x 6= NIL faire
père_de_x← x
si clef(z)< clef(x)

alors x← gauche(x)
sinonx← droit(x)

père(z)← père_de_x
si père_de_x= NIL

alors racine(T)← z
sinon siclef(z)< clef(x)

alors gauche(père_de_x)← z
sinondroit(père_de_x)← z

FIG. 9.3 – Algorithme d’insertion dans un arbre binaire de recherche.
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FIG. 9.4 – Les différents cas de figure possibles lors de la suppression d’un nœud d’un arbre binaire de recherche (les
nœuds à supprimer sont en gris foncé) : a) le nœud à supprimer n’a pas de fils et on l’élimine simplement de l’arbre ;
b) le nœud à supprimer a un unique fils, on détache le nœud et on relie directement son père et son fils ; c) le nœud à
supprimer a deux fils, on le remplace par son successeur (qui, dans ce cas, est toujours le minimum de son fils droit,
nœud qui est ici légèrement grisé).
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ARBRE-SUPPRESSION(T, x)

si gauche(x) = NIL etdroit(x) = NIL

alors
si père(x) = NIL

alors racine(T)← NIL

sinon six = gauche(père(x))
alors gauche(père(x))← NIL

sinondroit(père(x))← NIL

sinon sigauche(x) = NIL oudroit(x) = NIL

alors
si gauche(x) 6= NIL

alors filsde_x← gauche(x)
sinonfilsde_x← droit(x)

père(filsde_x)←père(x)
si père(x) = NIL

alors racine(T)← filsde_x
sinon sigauche(père(x)) = x

alors gauche(père(x))← filsde_x
sinondroit(père(x))← filsde_x

sinon
min← ARBRE-M INIMUM (droit(x))
clé(y)← clé(min)
ARBRE-SUPPRESSION(T,min)

renvoyer racine(T)

FIG. 9.5 – Suppression d’un élément dans un arbre binaire de recherche.

9.1.5 Complexité

Si h est la hauteur de l’arbre, on peut aisément montrer que tous les algorithmes précédents ont une complexité en
O(h). Malheureusement, un arbre binaire quelconque àn nœuds a une hauteur comprise, en ordre de grandeur, entre
log2n etn. Pour éviter les cas les plus pathologiques, on s’intéresse à des arbres de rechercheséquilibrés.

9.2 Arbres rouge et noir

Les arbres rouge et noir sontundes schémas d’arbres de recherche ditséquilibrés.

9.2.1 Définition

Définition 13 (Arbre rouge et noir). Un arbre binaire de recherche est un arbre rouge et noir s’il satisfait les
propriétés suivantes :

1. Chaque nœud est soit rouge, soit noir.

2. Chaque feuille (NIL ) est noire.

3. Si un nœud est rouge, alors ses deux fils sont noirs.

4. Tous les chemins descendants reliant un nœud donné à une feuille (du sous-arbre dont il est la racine) contiennent
le même nombre de nœuds noirs.

On appellehauteur noired’un nœud x le nombre de nœuds noirs sur un chemin descendant de x à une feuille.

La figure 9.6 présente un exemple d’arbre rouge et noir.
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FIG. 9.6 – Exemple d’arbre rouge et noir. Les hauteurs noires sont indiquées à côté des nœuds.

9.2.2 Rotations

La figure 9.7 présente les transformations d’arbres binaires appelées « rotations » pour d’évidentes raisons. La
figure 9.8 présente l’algorithme réalisant la rotation gauche (la rotation droite étant bien évidemment symétrique). Les
rotations préservent la propriété des arbres de recherche mais pas la propriété des arbres rouge et noir.

x

y

A B

C y

x

CB

A

ROTATION-DROITE(T, y)

ROTATION-GAUCHE(T, y)

FIG. 9.7 – Rotations sur un arbre binaire de recherche.

9.2.3 Insertion

Pour réaliser l’insertion dans un arbre rouge et noir, on peut essayer d’insérer le nouveau nœud comme si l’arbre
n’était qu’un vulgaire arbre de recherche. Pour ce qui est du choix de la couleur du nœud inséré, le noir esta priori
à proscrire puisqu’il provoqueraitsystématiquementune violation de la propriété 4. On choisit donc de colorier le
nouveau nœud en rouge ce qui provoqueraparfois des violations de la propriété 3 : un père et un fils étant tous les
deux rouges. Nous étudions les différents cas de violations. La figure 9.9 présente une première série de configura-
tions pathologiques qui sont transformées en d’autres configurations. La figure 9.10 présente une deuxième série de
configurations pathologiques, ces configurations là pouvant être résolues par l’application d’une ou de deux rotations
suivant les cas. La figure 9.11 présente l’algorithme d’insertion d’un élément dans un arbre rouge et noir obtenu suite
à cette étude de cas, et la figure 9.12 présente de nouveau les différents cas pathologiques sur un exemple.

9.2.4 Suppression

Pour supprimer un élément dans un arbre rouge et noir, on commence par appliquer l’algorithme de suppression
pour les arbres de recherche. Si l’élément supprimé était de couleur rouge, aucune des propriétés des arbres rouge et
noir n’est violée. Par contre, si le nœud supprimé était noir la propriété 4 (tous les chemins descendants d’un nœud
à une feuille contiennent le même nombre de nœuds noirs) peut être violée. Il nous faut doncrajouter un noir sur
tous les chemins perturbés. Pour ce faire, on rajoute un noir à l’unique fils du nœud supprimé (pour l’unicité du fils,
voir l’algorithme de suppression figure 9.5). Si ce fils était rouge, l’arbre obtenu est un arbre rouge et noir. Si ce fils
était déjà noir, on a deux « noirs » empilés sur un même nœud et il nous faut les répartir. La figure 9.13 présente les
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ROTATION-GAUCHE(T, x)

y← droit(x)
droit(x)← gauche(y)
si gauche(y) 6= NIL alors père(gauche(y))← x
père(y)←père(x)
si père(y) = NIL

alors racine(T)← y
sinon six = gauche(père(x))

alors gauche(père(x))← y
sinondroit(père(x))← y

gauche(y)← x
père(x)← y

FIG. 9.8 – Algorithme de rotation gauche pour un arbre binaire.
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FIG. 9.9 – Première série de cas pathologiques rencontrés par l’algorithme d’insertion. Les nœuds « noirs » sont à fond
noir, et les « rouges » sont à fond blanc. Ici, seule la propriété 3 est violée,x étant le nœud source du problème. Par
conséquent, les sous-arbresα, β, γ, δ etε sont tous de racine noire et ont tous la même hauteur noire. L’algorithme fait
« descendre » la couleur noire du grand-père dex sur le père et l’oncle dex, ce qui revient à faire remonter le problème
dans l’arbre, seule la propriété 3 pouvant être violée par cette transformation. Les cas non traités sont symétriques de
ceux présentés.
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FIG. 9.10 – Deuxième série de cas pathologiques rencontrés par l’algorithme d’insertion. Les nœuds « noirs » sont à
fond noir, et les « rouges » sont à fond blanc. Ici, seule la propriété 3 est violée,x est le nœud source du problème et
nous ne sommes pas dans un des cas traités par la figure 9.9. Par conséquent, les sous-arbresα, β, γ et δ sont tous de
racine noire et ont tous la même hauteur noire (et les transformations d’un cas à l’autre préservent cette propriété). Ici
on conjugue des rotations et des changements de couleur des nœuds.

différents cas de figure possibles et les méthodes de résolutions associées. Si le nœud supprimé n’avait pas de fils, on
rajoute un « noir » à la feuille NIL correspondante de son père. Pour pouvoir réaliser cette manipulation, on utilise une
sentinelle : un nœud spécial valant NIL et qui permet de ne pas traiter à part les feuilles NIL . La figure 9.14 présente
l’algorithme de suppression avec utilisation de sentinelles et appel de l’algorithme de correction — celui qui répartit
les « noirs » surnuméraires — lui-même présenté figure 9.15.

9.2.5 Complexité

Théorème 8 (Hauteur des arbres rouge et noir).Un arbre rouge et noir contenant n nœuds internes a une hauteur
au plus égale à2log(n+1).

On peut montrer par induction que le sous-arbre (d’un arbre rouge et noir) enraciné en un nœudx quelconque
contient au moins 2hn(x) nœuds internes, oùhn(x) est la hauteur noire dex. Sachant que la hauteur est toujours infé-
rieure au double de la hauteur noire on en déduit la borne du théorème 8.

Ce théorème montre bien que les arbres rouge et noir sont relativementéquilibrés: la hauteur d’un arbre rouge et
noir est au pire du double de celle d’un arbre binaire parfaitement équilibré.

Toutes les opérations sur les arbres rouge et noir sont de coûtO(h), c’est-à-direO(logn), ce qui justifie leur
utilisation par rapport aux arbres binaires de recherche classiques.
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ROUGENOIR-INSERTION(T, x)

ARBRE-INSERTION(T, x)
couleur(x)← ROUGE

tant que x 6= racine(T) etcouleur(père(x)) = ROUGE faire
si père(x) = gauche(grand-père(x))

alors
y← droit(grand-père(x))
si couleur(y) = ROUGE

alors B cas de la figure 9.9
couleur(père(x))←NOIR

couleur(y)←NOIR

couleur(grand-père(x))←ROUGE

x←grand-père(x)
sinon B cas de la figure 9.10

si x =droit(père(x))
alors B cas a) de la figure 9.10

x←père(x)
ROTATION-GAUCHE(T, x)

B cas b) de la figure 9.10
couleur(père(x))←NOIR

couleur(grand-père(x))←ROUGE

ROTATION-DROITE(T, grand-père(x))
sinon (même chose que précédemment en échangeantdroit etgauche)

couleur(racine(T))←NOIR

FIG. 9.11 – Algorithme d’insertion dans un arbre rouge et noir.
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FIG. 9.12 – Exemple d’insertion dans un arbre rouge et noir faisant apparaître les différents cas de figure pathologiques
pouvant apparaître après l’insertion. Les nœuds « noirs » sont à fond noir, et les « rouges » sont à fond blanc. À chaque
fois le nœudx et son père sont tous les deux rouges : a) l’oncle dex est également rouge, nous nous trouvons donc
dans le cas de la figure 9.9, le père et l’oncle dex sont donc repeints en rouge et son grand-père en noir, le problème est
alors remonté de deux crans ; b) l’oncle dex est noir etx est le fils gauche de son père, nous nous trouvons donc dans
le cas a) de la figure 9.10, nous appliquons alors une rotation gauche sur le père dex et nous aboutissons à la situation
du cas suivant ; c) l’oncle dex est noir,x est le fils droit de son père et son père est le fils gauche de son grand-père,
nous nous trouvons donc dans le cas b) de la figure 9.10, nous appliquons alors une rotation droite sur le grand-père
dex, l’ancien grand-père dex est alors repeint en noir et le père dex en rouge, ce qui nous donne un arbre rouge et
noir valide.
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FIG. 9.13 – Configurations pathologiques pour la suppression dans un arbre rouge et noir. Les nœuds à fond noir sont
des nœuds « noirs », ceux à fond blanc sont « rouges » et ceux à fond grisé sont soit « noirs » soit « rouges ».α, β,
γ, δ, ε et ζ désignent des arbres quelconques. Le nœudx comporte un noir supplémentaire.(1) Ce cas est transformé
en cas 2, 3 ou 4.(2) Le noir supplémentaire est remonté sur le père dex, l’oncle dex étant repeint en rouge ; si le père
dex était rouge l’arbre est de nouveau valide, sinon on rapplique l’algorithme de correction cette fois-ci sur le père
dex. (3) Ce cas est transformé en cas 4.(4) Le noir supplémentaire est éliminé par rotation gauche sur le père dex et
recoloriage du père et de l’oncle dex.
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ARBRE-RN-SUPPRESSION(T, x)

si gauche(x) = NIL(T) etdroit(x) = NIL(T)
alors

si père(x) = NIL (T)
alors racine(T)← NIL(T)
sinon

si x = gauche(père(x))
alors gauche(père(x))← NIL(T)
sinondroit(père(x))← NIL(T)

si couleur(x) = NOIR

alors
père(NIL (T))← père(x)
RN-CORRECTION(T, x)

sinon sigauche(x) = NIL(T) oudroit(x) = NIL(T)
alors

si gauche(x) 6= NIL(T)
alors filsde_x← gauche(x)
sinonfilsde_x← droit(x)

père(filsde_x)←père(x)
si père(x) = NIL (T)

alors racine(T)← filsde_x
sinon sigauche(père(x)) = x

alors gauche(père(x))← filsde_x
sinondroit(père(x))← filsde_x

si couleur(x) = NOIR alors
RN-CORRECTION(T, filsde_x)

sinon
min← ARBRE-M INIMUM (droit(x))
clé(y)←clé(min)
ARBRE-RN-SUPPRESSION(T,min)

renvoyer racine(T)

FIG. 9.14 – Suppression d’un élément dans un arbre rouge et noir.
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RN-CORRECTION(T, x)

tant que x 6= racine(T) etcouleur(x) = NOIR faire
si x = gauche(père(x))

alors
w← droit(père(x))
si couleur(w) = ROUGE

alors B cas 1 de la figure 9.13
couleur(w)← NOIR

couleur(père(w))← ROUGE

ROTATION-GAUCHE(T, père(x))
w← droit(père(x))

si couleur(gauche(w)) = NOIR etcouleur(droit(w)) = NOIR

alors B cas 2 de la figure 9.13
couleur(w)← ROUGE

x← père(x)
sinon

si couleur(droit(w)) = NOIR

alors B cas 3 de la figure 9.13
couleur(gauche(w))← NOIR

couleur(w)← ROUGE

ROTATION-DROITE(T, w)
w← droit(père(x))

B cas 4 de la figure 9.13
couleur(w)← couleur(père(x))
couleur(père(x))← NOIR

couleur(droit(w)))← NOIR

ROTATION-GAUCHE(T, père(x))
x← racine(T)

sinon (même chose que précédemment en échangeantdroit etgauche)
couleur(x)← NOIR

FIG. 9.15 – Correction d’un arbre rouge et noir après suppression d’un élément.



Chapitre 10

Plus courts chemins

Dans un problème de plus courts chemins, on possède en entrée un graphe orienté pondéréG = (S,A) de fonction
de pondérationw : A→ R. Le poids du cheminp = 〈v0,v1, ...,vk〉 est la somme des poids de ses arcs :

w(p) =
k

∑
i=1

w(vi−1,vi).

Le poidsδ(u,v) d’un plus court chemin d’un sommetu à un sommetv est bien évidemment le minimum des poids des
chemins deu àv (si celui-ci est défini, ce qui peut ne pas être le cas si le graphe contient un circuit de poids strictement
négatif). Unplus court chemind’un sommetu à un sommetv est alors un chemin deu àv de poidsδ(u,v).

10.1 Plus courts chemins à origine unique

On souhaite dans cette section trouver les plus courts chemins depuis un sommet origines et vers n’importe quel
autre sommet.

Dans la suite,π[u] désignera le prédécesseur deu dans l’estimation du plus court chemin desàu etd[u] désignera
la longueur de ce chemin.

10.1.1 Algorithme de Dijkstra

L’algorithme de Dijkstra résout le problème de la recherche d’un plus court chemin à origine unique pour un
graphe orienté pondéréG = (S,A) dans le cas oùtous les arcs ont un poids positif ou nul: ∀(u,v) ∈ A,w(u,v)≥ 0.

L’algorithme de Dijkstra maintient à jour un ensembleE des sommets deG dont le plus court chemin à partir de
l’origine s est connu et calculé. À chaque itération, l’algorithme choisit parmi les sommets deS\E — c’est-à-dire
parmi les sommets dont le plus court chemin à partir de l’origine n’est pas connu — le sommetu dont l’estimation
de plus court chemin est minimale. Cet algorithme est doncglouton. Une fois un sommetu choisi, l’algorithme met
à jour, si besoin est, les estimations des plus courts chemins de ses successeurs (les sommets qui peuvent être atteint
directement à partir deu).

SOURCE-UNIQUE-INITIALIZATION initialise les valeurs deπ[u] et ded[u] pour chaque sommetu : initialement,
il n’y a pas de chemin connu des àu (si u 6= s) etu est estimé être à une distance infinie des.

RELÂCHER(u, v, w) compare le plus court chemin desàv connu avec une nouvelle proposition (chemin estimé de
s àu puis arc deu àv), et met les différentes données à jour si besoin est.

L’algorithme est présenté figure 10.1.
Cet algorithme fourni effectivement les plus courts chemins. L’algorithme glouton fonctionne uniquement parce

que les poids sont positifs. On montre la correction de l’algorithme par récurrence.
– Le premier sommet ajouté àE estscard[s] vaut alors 0 quand toutes les autres distances estimées sont infinies.
– Supposons qu’à un instant donné pour chaque sommetu deE, d[u] est bien la longueur du plus court chemin

des à u. On rajoute alors un sommetv à E. d[v] est alors minimale parmi les sommets deS\E. Montrons que
d[v] = δ(s,v).

75
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SOURCE-UNIQUE-INITIALIZATION [G, s]

pour chaque sommetv deG faire
d[v]←+∞
π[v]← NIL

d[s]← 0

RELÂCHER(u, v, w)
si d[v]> d[u]+w(u,v) alors

d[v]← d[u]+w(u,v)
π[v]← u

DIJKSTRA(G, w, s)

SOURCE-UNIQUE-INITIALIZATION (G, s)
E← /0
F ← S
tant que F 6= /0 faire

u← EXTRAIRE-M IN(F)
E← E∪{u}
pour chaque arc(u,v) deG faire

RELÂCHER(u, v, w)

FIG. 10.1 – Algorithme de Dijkstra pour le calcul des plus courts chemins.

Soit p un plus court chemin desàv Soity le premier sommet dep n’appartenant pas àE. Par minimalité ded[v]
on a :d[v]≤ d[y]. De plus on ad[y] = δ(s,y) : parce quep contient le plus court chemin desàx et donc desau
prédécesseurzdey, parce qued[z] = δ(s,z) par hypothèse de récurrence, et finalement parce queza été relâché.
Par positivité des poids,δ(s,y)≤ δ(s,v). Doncd[v]≤ d[y] = δ(s,y)≤ δ(s,v) etd[v] = δ(s,v).

La figure 10.2 présente un exemple d’exécution de l’algorithme de Dijkstra.

Complexité

La complexité de l’algorithme dépend de la complexité de l’opération EXTRAIRE-M IN. Dans le cas (défavorable)
où on implémente l’ensembleF au moyen d’un simple tableau, la recherche du minimum coûte à chaque foisΘ(|F |) =
O(|S|). La boucle « tant que » s’exécutant exactement|S| fois, et chaque arc étant visité une unique fois, la complexité
de l’algorithme estO(|S|2 + |A|) = O(|S|2).

10.1.2 Algorithme de Bellman-Ford

L’algorithme de Bellman-Ford résout le problème des plus courts chemins avec origine unique dans le cas général
où le poids des arcs peut être négatif. Appelé sur un grapheG = (S,A), l’algorithme de Bellman-Ford renvoie un
booléen indiquant si le graphe contient ou non un circuit de poids strictement négatif accessible à partir de l’origine.
L’algorithme est présenté figure 10.3.

Correction

La correction de l’algorithme de Bellman-Ford peut se montrer par récurrence sur le nombre d’arcs des plus courts
chemins : à la fin de laie itération de la première boucle, les plus courts chemins contenant au plusi arcs sont connus,
à la condition que le graphe ne contienne aucun circuit de poids strictement négatif.|S|−1 itérations suffisent car un
plus court chemin est élémentaire (sans perte de généralité) et contient donc au plus|S|−1 arcs.

Vu ce qui précède, l’algorithme renvoie VRAI s’il n’y a pas de circuit de poids strictement négatif. Montrons
qu’il renvoie FAUX sinon. Pour s’en convaincre, prenons un circuitc de sommetsu0,u1, ...,up−1,upu0. Si l’algorithme
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FIG. 10.2 – Exemple d’exécution de l’algorithme de Dijkstra : l’origine est le sommet le plus à gauche ; dans chaque
graphe, les sommets noirs sont éléments deE, le sommet grisé est celui qui va être rajouté àE et les arcs en pointillés
sont ceux utilisés pour les estimations des plus courts chemins, les longueurs de ces chemins étant indiquées dans les
sommets.

BELLMAN -FORD(G, s, w)

SOURCE-UNIQUE-INITIALIZATION (G, s)
pour i← 1 à |S|−1 faire

pour chaque arc(u,v) ∈ A faire
RELÂCHER(u, v, w)

pour chaque arc(u,v) ∈ A faire
si d[v]> d[u]+w(u,v) alors renvoyer FAUX

renvoyer VRAI

FIG. 10.3 – Algorithme de Bellman-Ford pour le calcul des plus courts chemins.
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renvoie VRAI, alors pour touti ∈ [1, p], on ad(ui)≤ d(ui−1 +w(ui−1,ui). Par sommation on obtient :

p

∑
i=1

d(ui)≤
p

∑
i=1

d(ui−1 +
p

∑
i=1

w(ui−1,ui)⇔
p

∑
i=1

d(ui)≤
p−1

∑
i=0

d(ui +w(c)⇔ d(up)≤ d(u0)+w(c)⇔ 0≤ w(c).

Donc, si l’algorithme renvoie VRAI le graphe ne contient pas de circuit de poids strictement négatif.

Complexité

Cet algorithme est enΘ(|S|.|A|) car l’initialisation et la vérification de la non-existence d’un circuit de poids
strictement négatif sont enΘ(|S|) et Θ(|A|) respectivement, et car la boucle « pour » s’exécute exactement(|S|−1)
fois et que chaque itération visite chaque arc exactement une fois ce qui nous coûteΘ(|S|.|A|).

La figure 10.4 présente un exemple d’exécution de cet algorithme.
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FIG. 10.4 – Exemple d’exécution de l’algorithme de Bellman-Ford : l’origine est le sommet le plus à gauche ; dans
chaque graphe les arcs en pointillés sont ceux utilisés pour les estimations des plus courts chemins, les longueurs de
ces chemins étant indiquées dans les sommets. Les arcs sont considérés dans l’ordre lexicographique :(u,v), (u,x),
(u,y), (v,u), (x,v), (x,y), (y,v), (z,u) et (z,x).

10.2 Plus courts chemins pour tout couple de sommets

Nous nous intéressons ici à la recherche des plus courts chemins entre tous les couples de sommets d’un graphe
(typiquement on cherche à élaborer la table des distances entre tous les couples de villes d’un atlas routier). On dispose
en entrée d’un grapheG = (S,A) et d’une fonction de pondérationw.
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Nous supposons dans cette section qu’il peut y avoir des arcs de poids négatifs, mais qu’il n’existe pas de circuits
de poids strictement négatifs.

10.2.1 Programmation dynamique naïve

Sous-structure optimale

Comme nous l’avons déjà remarqué précédemment (pour l’algorithme glouton de Dijkstra), tout sous-chemin d’un
plus court chemin est lui-même un plus court chemin.

Résolution récursive

La récursion porte ici sur le nombre d’arcs du plus court chemin. On noted(m)
i, j le poids minimal d’un chemin d’au

plusmarcs du sommeti au sommetj. Pourm= 0 il existe un plus court chemin sans arc dei vers j si et seulement si
i = j :

d(0)
i, j =

{
0 si i = j,
∞ sinon.

Pourm≥ 1, d(m)
i, j est la longueur du plus court chemin dei à j contenantau plus marcs. Soit un tel plus court chemin

contient exactementm arcs et il est obtenu par concaténation d’un plus court chemin d’au plusm−1 arcs dei à un

sommetk et de l’arc dek à j, soit il n’en contient au plus quem−1 et sa longueur est égale àd(m−1)
i, j . Par conséquent :

d(m)
i, j = min

(
d(m−1)

i, j , min
1≤k≤n

{
d(m−1)

i,k +wk, j

})
= min

1≤k≤n

{
d(m−1)

i,k +wk, j

}
,

la formule étant simplifiée grâce à la propriété :w j, j = 0.

Calcul ascendant des poids des plus courts chemins

On noteW = (wi, j)1≤i, j≤n le matrice des poids etD(m) =
(

d(m)
i, j

)
1≤i, j≤n

la matrice des poids des plus courts

chemins contenant au plusm arcs. Le calcul deD(m) à partir deD(m−1) et deW se fait au moyen de l’algorithme
ci-dessous :

EXTENSION-PLUS-COURTS-CHEMINS(D, W)

n← lignes(D)
soitD′ = (d′i, j)1≤i, j≤n une matrice carrée de taillen
pour i← 1 à n faire

pour j ← 1 à n faire
d′i, j ←+∞
pour k← 1 à n faire

d′i, j ←min(d′i, j ,di,k +wk, j)
renvoyer D′

L’algorithme EXTENSION-PLUS-COURTS-CHEMINS s’exécute enΘ(n3), à cause des trois boucles imbriquées. À
partir de cet algorithme, la résolution du problème est triviale (cf. figure 10.5). Le coût total de résolution est donc en
Θ(n4).

La figure 10.6 présente un exemple d’exécution de cet algorithme.

10.2.2 Algorithme de Floyd-Warshall

L’algorithme de Floyd-Warshall est un autre algorithme conçu suivant le principe de la programmation dynamique.
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PLUS-COURTS-CHEMINS(W)

n← lignes(W)
D(1)←W
pour m← 2 à n−1 faire

D(m)← EXTENSION-PLUS-COURTS-CHEMINS(D(m−1),W)
renvoyer D(n−1)

FIG. 10.5 – Algorithme naïf par programmation dynamique pour le calcul des plus courts chemins.
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D(1) =


0 3 8 ∞ −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 ∞ ∞
2 ∞ −5 0 ∞
∞ ∞ ∞ 6 0

 D(2) =


0 3 8 2 −4
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2 −1 −5 0 −2
8 ∞ 1 6 0



D(3) =


0 3 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

 D(4) =


0 1 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0


FIG. 10.6 – Un graphe orienté et la séquence des matrices calculées par PLUS-COURTS-CHEMINS.
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Structure d’un plus court chemin

Ici, la récursion n’a pas lieu sur le nombre d’arcs d’un plus court chemin, mais sur les sommets intermédiaires
de ces chemins, un sommet intermédiaire étant un sommet autre que les extrémités du chemin. On note{1,2, ...,n}
lesn sommets deG. Ici, d(k)

i, j est la longueur du plus court chemin dei à j n’utilisant comme sommets intermédiaires
que des sommets parmi{1,2, ...,k}. De deux choses l’une, un plus court chemin dei à j n’ayant comme sommets
intermédiaires que des sommets de{1,2, ..,k} contient ou ne contient pas le sommetk :

1. Si le plus court cheminp de i à j et n’ayant comme sommets intermédiaires que des sommets de{1,2, ..,k} a

effectivement comme sommet intermédiairek, alorsp est de la formei
p1 k

p2 j où p1 (resp.p2) est un plus court
chemin dei àk (resp. dek à j) n’ayant comme sommets intermédiaires que des sommets de{1,2, ...,k−1}.

2. Si le plus court cheminp de i à j et n’ayant comme sommets intermédiaires que des sommets de{1,2, ..,k} ne
contient pask, alors c’est un plus court cheminp de i à j et n’ayant comme sommets intermédiaires que des
sommets de{1,2, ..,k−1}.

Résolution récursive

La structure explicitée aux paragraphes précédent nous donne directement une récursion définissantd(k)
i, j :

d(k)
i, j =

{
wi, j si k = 0,

min(d(k−1)
i, j ,d(k−1)

i,k +d(k−1)
k, j ) sinon.

Calcul ascendant des poids des plus courts chemins

L’algorithme est présenté figure 10.7.

FLOYD-WARSHALL(W)

n← lignes(W)
D(0)←W
pour k← 1 à n faire

pour i← 1 à n faire
pour j ← 1 à n faire

d(k)
i, j ←min(d(k−1)

i, j ,d(k−1)
i,k +d(k−1)

k, j )
renvoyer D(n)

FIG. 10.7 – Algorithme de Floyd-Warshall pour le calcul des plus courts chemins.

Construction des plus courts chemins

Tout comme on a défini récursivement les longueurs des plus courts chemins, on peut définir récursivement les

prédécesseurs dans les plus courts chemins :π(k)
i, j représente ici le prédécesseur du sommetj dans le plus court chemin

de i à j n’utilisant comme sommets intermédiaires que des sommets parmi{1,2, ...,k}. Pourk = 0, un plus court
chemin ne possède aucun sommet intermédiaire, donc :

π(0)
i, j =

{
NIL si i = j ouwi, j = ∞,

i si i 6= j etwi, j < ∞.

Dans le cas général, si le plus court chemin est de la formei  k j le prédécesseur dej est le même que celui
du plus court chemin dek à j et n’utilisant comme sommets intermédiaires que des sommets parmi{1,2, ...,k−1}.
Autrement, on prend le même prédécesseur dej que celui qui se trouvait sur le plus court chemin dei à j et n’utilisant
comme sommets intermédiaires que des sommets parmi{1,2, ...,k−1}. Nous avons donc, dans tous les cas :

π(k)
i, j =

 π(k−1)
i, j si d(k−1)

i, j ≤ d(k−1)
i,k +d(k−1)

k, j ,

π(k−1)
k, j si d(k−1)

i, j > d(k−1)
i,k +d(k−1)

k, j .
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Complexité

On remarque aisément que l’algorithme de Floyd-Warshall est de complexitéΘ(n3).
La figure 10.8 présente le résultat de l’exécution de l’algorithme de Floyd-Warshall sur le graphe de la figure 10.6.

D(0) =


0 3 8 ∞ −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 ∞ ∞
2 ∞ −5 0 ∞
∞ ∞ ∞ 6 0

 Π(0) =


NIL 1 1 NIL 1
NIL NIL NIL 2 2
NIL 3 NIL NIL NIL

4 NIL 4 NIL NIL

NIL NIL NIL 5 NIL



D(1) =


0 3 8 ∞ −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 ∞ ∞
2 5 −5 0 −2
∞ ∞ ∞ 6 0

 Π(1) =


NIL 1 1 NIL 1
NIL NIL NIL 2 2
NIL 3 NIL NIL NIL

4 1 4 NIL 1
NIL NIL NIL 5 NIL



D(2) =


0 3 8 4 −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 5 11
2 5 −5 0 −2
∞ ∞ ∞ 6 0

 Π(2) =


NIL 1 1 NIL 1
NIL NIL NIL 2 2
NIL 3 NIL 2 2
4 1 4 NIL 1

NIL NIL NIL 5 NIL



D(3) =


0 3 8 4 −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
∞ ∞ ∞ 6 0

 Π(3) =


NIL 1 1 NIL 1
NIL NIL NIL 2 2
NIL 3 NIL 2 2
4 3 4 NIL 1

NIL NIL NIL 5 NIL



D(4) =


0 3 −1 4 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

 Π(4) =


NIL 1 4 2 1
4 NIL 4 2 1
4 3 NIL 2 1
4 3 4 NIL 1
4 3 4 5 NIL



D(5) =


0 1 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

 Π(5) =


NIL 3 4 5 1
4 NIL 4 2 1
4 3 NIL 2 1
4 3 4 NIL 1
4 3 4 5 NIL


FIG. 10.8 – Séquence des matriceD(k) et Π(k) calculées par l’algorithme FLOYD-WARSHALL pour le graphe de la
figure 10.6.



Chapitre 11

NP-complétude

Tous les algorithmes que nous avons vu jusqu’à présent, étaient des algorithmes en temps polynomial : sur des
entrées de taillen, leur temps d’exécution dans le pire cas était enO(nk) pour une certaine constantek. D’où la
question :tous les problèmes peuvent-ils être résolus en temps polynomial ?

– Non, car certains ne peuvent pas être résolus (non décidabilité de la terminaison) ;
– Non, a priori, car il y a des problèmes pour lesquels on ne connaît que des algorithmes de coût exponentiel.

On aimerait donc savoir si un problème peut ou non être résolu par un algorithme polynomial : s’il ne peut exister d’al-
gorithme polynomial pour le résoudre, il vaudra alors sans doute mieux développer unalgorithme d’approximation
(ouheuristique) polynomial qu’un algorithme de résolution exact à la complexité super-polynomiale.

La question de l’existence d’un algorithme de résolution de complexité polynomiale nous amène à définir des
classes de complexité: intuitivement on aimerait avoir une classe des programmes que l’on peut résoudre en temps
polynomial, une classe de problème plus compliqués, et un moyen de déterminer à quelle classe appartient un pro-
blème.

11.1 La classe P

11.1.1 Problèmes abstraits

Définition

On définit unproblème abstrait Q comme une relation binaire sur un ensembleI d’instancesd’un problème et
un ensembleSdesolutionsde ce problème.

Exemple : prenons le problème PLUS-COURT-CHEMIN qui consiste à trouver le plus court chemin entre deux
sommets d’un graphe.

– Une instance de ce problème est un triplet composé d’un graphe et de deux sommets.
– Une solution du problème est une séquence de sommets du graphe (si la séquence est vide, il n’existe pas de

chemin du graphe reliant les deux sommets).
– Le problème lui-même est la relation qui associe à une instance donnée une ou plusieurs solutions.

Restriction aux problèmes de décision

Dans le cadre de la théorie de la NP-complétude, nous nous restreindrons auxproblèmes de décision, c’est-à-dire
ceux dont la solution est soitvrai soit faux.

Exemple : prenons le problème CHEMIN qui répond à la question « étant donné un grapheG, deux sommetsu etv
et un entier positifk, existe-t-il dansG un chemin deu àv de longueur au plusk? ».

Problèmes d’optimisation

De nombreux problèmes abstraits ne sont pas des problèmes de décisions mais desproblèmes d’optimisation.
Pour leur appliquer la théorie de la NP-complétude, le plus souvent on les reformulera sous la forme d’un problème
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d’optimisation en imposant une borne sur la valeur à optimiser, comme nous l’avons fait en passant du problème
PLUS-COURT-CHEMIN au problème CHEMIN.

11.1.2 Codage

Définition

Pour qu’un programme informatique puisse résoudre un problème abstrait, il faut que ces instances soient repré-
sentées sous une forme compréhensible par le programme. On appellecodaged’un ensembleSd’objets abstraits une
applicationedeSdans l’ensemble des chaînes binaires (ou dans l’ensemble des chaînes d’un alphabet fini quelconque).
Exemple : le classique codage des entiers sous forme binaire...

Un algorithme informatique qui « résout » un certain problème de décision prend en fait en entrée un codage d’une
instance de ce problème. Un problème dont les instances forment l’ensemble des chaînes binaires est appeléproblème
concret. On dit qu’un algorithmerésout un problème concret enO(T(n)) quand, sur une instancei du problème de
longueurn = |i|, l’algorithme est capable de produire la solution en au plusO(T(n)). Un problème concret est donc
résoluble en temps polynomial s’il existe un algorithme permettant de le résoudre en tempsO(nk) pour une certaine
constantek.

Définition 14 (Classe de complexité P).La classe de complexité P est l’ensemble des problèmes concrets de décision
qui sont résolubles en temps polynomial.

L’importance des codages

Pour quoi s’embêter avec des codages plutôt que de définir directement la complexité d’un problème abstrait ?
Parce que la complexité dépend du codage... Pour le voir, considérons un algorithme qui prend comme unique entrée
un entierk, et dont le temps d’exécution est enΘ(k).

– Si l’entier k est fourni enunaire (son codage est alors une chaîne dek 1), le temps d’exécution de l’algorithme
est enO(n) sur des entrées de longueurn, et l’algorithme est de complexitépolynomiale.

– Si l’entier k est fourni enbinaire, la longueur du codage est alors den = blog2kc+ 1, et le temps d’exécution
de l’algorithme est enΘ(k) = Θ(2n), et l’algorithme est de complexitésuperpolynomiale.

On ne peut donc pas parler de la complexité de la résolution d’un problème abstrait sans spécifier son codage.

Relativiser cette importance

Définition 15 (Fonction calculable en temps polynomial).Une fonction f: {0,1}∗ → {0,1}∗ est calculable en
temps polynomials’il existe un algorithme polynomial qui, étant donné une entrée x∈ {0,1}∗ quelconque, produit le
résultat f(x).

Deux codagese1 et e2 définis sur un même ensembleS sont reliés polynomialement s’il existe deux fonctions
calculables en temps polynomial,f12 et f21 telles que pour touts∈ S on a f12(e1(s)) = e2(s) et f21(e2(s)) = e1(s).
Autrement dit, un codage peut être calculé à partir de l’autre en temps polynomial, et réciproquement.

Théorème 9. Soit Q un problème de décision abstrait et soient e1 et e2 deux codages (des instances de Q) reliés
polynomialement. Alors, le problème concret défini par Q et e1 appartient à la classe P si et seulement si il en va de
même du problème concret défini par Q et e2.

11.2 La classe NP

11.2.1 Algorithme de validation

Considérons le problème CHEMIN et une de ses instances(G,u,v,k). La question qui nous intéresse est donc :
existe-t-il dans le grapheG un chemin reliant les sommetsu etv dont la longueur est inférieure ou égale àk? Si l’on se
donne également un cheminp deu versv, on peut facilement vérifier que la longueur dep est au plus égale àk et, le
cas échéant on peut voirp comme uncertificat que le problème de décision CHEMIN renvoievrai sur cette instance.
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Ici, la validation du fait que le problème concret de décision CHEMIN renvoievrai sur l’instance(G,u,v,k), vali-
dation effectuée à partir du certificatp, prend autant de temps que la résolution du problème à partir de rien. Ce n’est
pas toujours le cas.

Exemple : il est trivial de vérifier qu’un chemin est uncycle hamiltonien(cycle simple contenant tous les sommets)
d’un graphe donné alors que l’on ne sait résoudre ce problème qu’en temps super polynomial.

Définition 16 (Algorithme de validation). Soit unproblème concretde décision Q. Unalgorithme de validation
pour Q est un algorithme de décisionA à deux arguments, où un argument est une instance x du problème, et où
l’autre argument est un certificat y. L’algorithmeA valide l’entrée x si et seulement si il existe un certificat y tel que
A(x,y) = vrai. Bien évidemment, l’algorithme A ne doit valider que les instances x de Q pour lesquelles Q(x) est vrai.
Si Q(x) = faux, il ne doit pas y avoir de certificat validant x.

Exemple : dans le problème du cycle hamiltonien, le certificat est la liste des sommets du cycle hamiltonien. Si un
graphe est hamiltonien, le cycle lui-même offre toute l’information nécessaire pour le prouver. Réciproquement, si un
graphe n’est pas hamiltonien, il n’existe aucune liste de sommets capable de faire croire à l’algorithme de validation
que le graphe est hamiltonien : l’algorithme de validation se rend bien compte que le cycle décrit par la liste des
sommets n’est pas un cycle du graphe étudié.

Remarque : dans l’immense majorité des cas le certificat sera une « solution » du problème considéré...

11.2.2 La classe de complexité NP

Définition 17 (Classe de complexité NP).La classe de complexité NP est l’ensemble des problèmes concrets de
décision Q pour lesquels il existe un algorithme polynomial de validation A.

∃c≥ 0 telle que pour tout x instance de Q: Q(x) = vrai ⇔ ∃y certificat, |y|= O(|x|c),A(x,y) = vrai

Remarques

– D’après cette définition et ce qui précède, le problème CYCLE-HAMILTONIEN appartient à NP.
– P⊂ NP (soitQ un problème de la classe P, il existe donc un algorithme polynomial qui résoutQ, on le convertit

facilement en algorithme de validation qui ignore le certificat).
– P = NP ? On n’en sait rien. La majorité des chercheurs pense que P6= NP, et donc que P( NP.

La classe de complexité P est la classe des problèmes qui peuvent être résolus rapidement. La classe de com-
plexité NP est celle des problèmes pour lesquels une solution peut être rapidement validée (vérifiée). Intuiti-
vement, P( NP signifierait qu’il existe des algorithmes difficiles à résoudre mais dont une solution peut être
facilement vérifiée...

11.3 NP-complétude

Une des raisons qui laissent à penser que P6= NP est l’existence de la classe des problèmesNP-complets: si un
seulproblème NP-complet peut être résolu en temps polynomial, alorstousles problèmes de NP peuvent être résolus
en temps polynomial et P = NP. Mais aucun algorithme polynomial n’a jamais été découvert pour aucun problème
NP-complet.Les problèmes NP-complets sont, dans un certain sens, les problèmes les plus « difficiles » de NP.

11.3.1 Réductibilité

Nous avons besoin de pouvoir comparer la difficulté de problèmes. Intuitivement, un problèmeQ1 peut être ramené
à un problèmeQ2 si une instance quelconquex deQ1 peut être « facilement reformulée » comme une certaine instance
y deQ2. Dans ce cas, la résolution du problèmeQ2(y) nous fournira la solution du problèmeQ1(x) et le problèmeQ1

n’est, dans un certain sens, « pas plus difficile à résoudre » que le problèmeQ2.
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Exemple trivial : le problème de la résolution d’équations linéaires à une inconnue (a×x+b= 0) peut être ramenée
à la résolution d’équations quadratiques (a×x2 +b×x+c = 0).

Définition 18 (Problème réductible à un autre en temps polynomial).Soient Q1 et Q2 deux problèmes concrets.
Q1 estréductible en temps polynomialà Q2 (ce que l’on note Q1≤P Q2) s’il existe une fonction calculable en temps
polynomial f : {0,1}∗→{0,1}∗ telle que pour tout x∈ {0,1}∗ :

Q1(x) = vrai si et seulement si Q2( f (x)) = vrai.

Exemple non trivial :

1. ProblèmeQ1 : problème de l’existence d’un cycle Hamiltonien (cycle simple qui comprend tous les sommets)
dans un graphe donnéG1.

2. ProblèmeQ2 : étant donné un grapheG2 de villes valué des distances inter-villes, existe-t-il un cycle (pas
forcément simple) passant par toutes les villes, et de longueur inférieure à une valeur fixéeM ?

3. Réduction deQ1 àQ2 :
– On crée un grapheG2 de villes contenant autant de villes queG1 de sommets. On associe chaque sommet de

G1 à une ville deG2.
– Si deux sommets deG1 sont reliés par une arête, on relie les deux villes correspondantes deG2 par une arête

valuée de la distance interville « 1 », et sinon valuée par la distance interville « 2 ».

4. On exécute l’algorithme résolvantQ2 surG2 avecM = n, le nombre de sommets deG1. S’il existe un tel cycle...
il est hamiltonien ! Et siG1 admet un cycle hamiltonien,G2 admet un cycle tel que recherché.

5. G2 contient autant de villes queG1 de sommets, et le nombre d’arêtes deG2 est égal au nombre de paires de
sommets deG1 : n(n−1)

2 . La réduction est linéaire en la taille deG2 et est donc bien polynomiale en la taille de
G1.

11.3.2 Définition de la NP-complétude

Les réductions en temps polynomial fournissent un moyen formel de montrer qu’un problème est au moins aussi
difficile qu’un autre, à un facteur polynomial près : siQ1≤PQ2, alorsQ1 n’est pas plus difficile à résoudre à un facteur
polynomial près, queQ2. Les réductions nous permettent de définir l’ensemble des problèmes NP-complets, qui sont
les problèmes les plus difficiles de NP.

Définition 19 (Problème NP-complet).Un problème Q estNP-completsi

1. Q∈ NP.

2. ∀Q′ ∈ NP, Q′ ≤P Q.

On note NPC la classe des problèmes NP-complets.
Un problème concret qui vérifie la propriété 2 mais pas nécessairement la propriété 1 est ditNP-difficile.

Théorème 10. Si un problème de NP est résoluble en temps polynomial, alors P = NP. De façon équivalente, si un
problème quelconque de NP n’est pas résoluble en temps polynomial, alors aucun problème NP-complet ne peut se
résoudre en temps polynomial.

11.3.3 Exemples de problèmes NP-complets

Il existe des problèmes NP-complets :
– SAT : soit une formule booléenne composée de variablesx1, ..., xn et de connecteurs (et, ou, non, implication,

équivalence) et de parenthèses ; existe-t-il une affectation des variablesx1, ..., xn pour laquelle la formule soit
vraie ?
Premier problème dont la NP-complétude ait été démontrée, par Cook en 1971.

– 3-SAT : même problème que SAT, la formule étant sous forme normale conjonctive à trois littéraux, c’est-à-dire
de la forme : ETi∈I (ti,1 ou ti,2 ou ti,3) avec∀i, j, ∃k, ti, j = xk ou ti, j = ¬xk.

– PARTITION : peut-on diviser un ensemble d’entier en deux ensembles de même somme ?
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– CLIQUE : un graphe donné contient-il une clique (un sous-graphe complet) de taillek?
– CYCLE-HAMILTONIEN .
– VOYAGEUR-DE-COMMERCE : le voyageur de commerce veut faire la tournée d’un ensemble de villes (cycle

hamiltonien) la plus courte possible.
– 3-COLORIAGE D’ UN GRAPHE: peut-on colorier à l’aide de trois couleurs les sommets d’un graphe de sorte que

deux sommets adjacents aient des couleurs différentes ?

11.3.4 Preuves de NP-complétude

Comment démontrer qu’un problème est NP-complet ?

Théorème 11.Si Q1 est un problème tel que Q2≤P Q1 pour un certain problème Q2∈NPC, alors Q1 est NP-difficile.
De plus, si Q1 ∈ NP, alors Q1 ∈ NPC.

Commentaire: la première assertion montre queQ1 est polynomialement plus difficile qu’un problème polyno-
mialement plus difficile que tous les problèmes de NP.

Méthode pour montrer la NP-complétude d’un problèmeQ1

1. Prouver queQ1 ∈ NP.

2. Choisir un problème NP-completQ2.

3. Décrire un algorithme polynomial capable de calculer une fonctionf faisant correspondre toute instance deQ2

à une instance deQ1.

4. Démontrer que la fonctionf satisfait la propriété :

Q2(x) = vrai si et seulement si Q1( f (x)) = vrai.

5. Démontrer que l’algorithme calculantf s’exécute en temps polynomial.

Preuve de la NP-complétude de Cycle-Ham

1. On a vu à la section 11.2.1 un algorithme polynomial de validation de CYCLE-HAM . Par conséquent, CYCLE-
HAM ∈ NP.

2. On a choisi le problème de l’existence d’un cycle passant par tous les sommets et de taille bornée (on suppose
que l’on sait que ce problème est NP-complet).

3. On a vu à la section 11.3.1 un algorithme de réduction.

4. On a montré à la section 11.3.1 la correction de la réduction.

5. On a montré à la section 11.3.1 que l’algorithme de réduction était polynomial.

Donc le problème CYCLE-HAM est NP-complet.
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Chapitre 12

Heuristiques

Si le problème à résoudre est NP-complet, plutôt que d’élaborer un algorithme de complexité super-polynomiale,
on peut avoir intérêt à recourir à unalgorithme d’approximation — ou heuristique — c’est-à-dire à un algorithme
qui ne construira que des solutionspresqueoptimales. On recherchera bien évidemment des algorithmes d’approxi-
mations de complexité polynomiale .

Bornes de performances

Supposons que l’on cherche à résoudre un problème d’optimisation dans lequel chaque solution potentielle a un
coût positif et que l’on cherche à trouver une solution de coût minimal. Un algorithme d’approximation a uneborne
ρ(n) si pour toute entrée de taillen, le coût d’une solution produite par l’algorithme est au plusρ(n) fois le coûtC∗

d’une solution optimale :
C
C∗
≤ ρ(n),

autrement dit, un algorithme d’approximation a une borneρ(n) si pour toute entrée de taillen, une solution produite
par l’algorithme est au pireρ(n) fois plus coûteuse qu’une solution optimale. Un algorithme d’approximation qui
admet une borne est appeléheuristique garantie.

On peut, de même définir l’erreur relative d’un algorithme d’approximation par :

|C−C∗|
C∗

.

Un algorithme d’approximation a une borne d’erreur relative égale àε(n) si et seulement si :

|C−C∗|
C∗

≤ ε(n).

Un schéma d’approximationest un algorithme d’approximation qui prend en entrée, en plus d’une instance du
problème, une valeurε > 0 et qui renvoie une solution approchée avec une borne d’erreur relative égale àε. Il s’agit
donc d’une heuristique dont on peut contraindre la précision.

12.1 Le problème de la couverture de sommet

Soit un graphe non orientéG = (S,A). Unecouverture de sommetest un sous ensembleS′ deS(S′ ⊂ S) tel que si
(u,v) est une arête deG, alors soitu∈S′, soitv∈S′ (soitu etv appartiennent tous deux àS′). La taille d’une couverture
est le nombre de sommets qu’elle contient.

Le problème de la couverture de sommetconsiste à trouver une couverture de sommet de taille minimale. Ce
problème est NP-difficile (le problème de décision associé est NP-complet).
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12.1.1 Heuristique

Bien que le problème de la couverture de sommet soit compliqué, on peut facilement concevoir une heuristique
garantie pour le résoudre :

COUVERTURE-SOMMET-APPROCHÉE(G)

C← /0
A′← A
tant que A′ 6= /0 faire

soit (u, v) une arête arbitraire deA′

C←C∪{u,v}
supprimer deA′ toutes les arêtes incidentes soit àu soit àv

renvoyer C

12.1.2 Exemple d’utilisation

b

a e

c d

f g

a)

b

a e

c d

f g

b)

b

a e

c d

f g

c)

b

a e

c d

f g

d)

b

a e

c d

f g

e)

b

a e

c d

f g

f)

FIG. 12.1 – Exemple d’utilisation de l’algorithme COUVERTURE-SOMMET-APPROCHÉE, les sommets sur fond blanc
étant ceux appartenant à la couverture : a) le grapheG de départ ; b) l’arête (b, c), en gras, est la première choisie par
COUVERTURE-SOMMET-APPROCHÉE, les sommetsb et c sont rajoutés à la couverture ; c) l’arête (e, f) est choisie
et les sommetse etf sont rajoutés à la couverture ; d) l’arête (d, g) est choisie et les sommetsd etg sont rajoutés à la
couverture ; e) la couverture produite contient donc les sommetsb, c, d, e, f etg ; f) la couverture optimale ne contient
que trois sommets :b, d ete.

12.1.3 Garantie de performances

Théorème 12.L’heuristiqueCOUVERTURE-SOMMET-APPROCHÉEpossède une borne de 2.
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Démonstration

Soit E l’ensemble des arêtes qui ont été choisies à la ligne 4 de l’heuristique. Par construction, deux arêtes quel-
conque deE ne peuvent pas avoir un sommet en commun. Donc chaque exécution de la ligne 5 de l’heuristique ajoute
deux nouveaux sommets àC et |C| = 2× |E|. Soit C∗ une couverture de sommet de taille minimale. Comme deux
arêtes deE ne peuvent avoir de sommets en commun, un sommet deC∗ est incident à au plus une arête deE. Par
ailleurs, par définition d’une couverture de sommets,C∗ doit contenir au moins une des deux extrémités de chacune
des arêtes deE. Donc|E| ≤ |C∗|. D’où, |C| ≤ 2×|C∗|.

12.2 Le problème du voyageur de commerce

Nous considérons ici aussi un graphe non orientéG = (S,A). Mais ici le graphe estcomplet: chaque paire de
sommets est reliée par une arête. On a un poids positif ou nulw(u,v) associé à chaque arête(u,v) du graphe. Le
problème est ici de trouver un cycle hamiltonien (une tournée) de poids minimal.

Nous restreignons ici le problème en supposant que la fonction de poidsw vérifie l’inégalité triangulaire : soient
u, v etw trois sommets quelconques, alors :

w(u,w)≤ w(u,v)+w(v,w).

TOURNÉE-APPROCHÉE(G, w)

Choisir arbitrairement un sommetr deG qui servira de « racine »
Construire un arbre couvrant minimalT pourG à partir de la raciner
SoitL la liste des sommets visités lors d’un parcours préfixe deT
renvoyer le cycle hamiltonienH qui visite les sommets dans l’ordre deL.

Un arbre couvrant minimal est un arbre qui contient tous les sommets du graphe (= couvrant) et dont la somme
des poids des arêtes est minimale.

Un parcours préfixe visite tous les sommets d’un arbre. L’arbreT étant ici couvrant, la listeL contient bien tous
les sommets du graphe etG est bien défini. Le parcours est préfixe : un nœud est donc visité avant que ses fils ne le
soient.

La complexité de cet algorithme est enΘ(S2) car le graphe est complet (c’est la complexité de la construction d’un
arbre couvrant minimal dans ce cas).

12.2.1 Exemple d’utilisation

Voir la figure 12.2.

12.2.2 Garantie de performances

Théorème 13. TOURNÉE-APPROCHÉEest un algorithme d’approximation ayant une borne égale à deux pour le
problème du voyageur de commerce avec inégalité triangulaire.

Démonstration

Nous devons donc montrer que, siH∗ est une tournée optimale, on aw(H)≤ 2w(H∗).
En supprimant certaines arêtes deH∗ (n’importe laquelle dans notre exemple), on peut toujours obtenir un arbre

couvrantT ′. D’où w(T ′) ≤ w(H∗). CommeT est, par définition, un arbre couvrant de poids minimal, on aw(T) ≤
w(T ′)≤ w(H∗).

Un parcours completdeT liste les sommets dès qu’ils sont visités pour la première fois et également quand ils
sont à nouveau traversés après la visite d’un sous-arbre. SoitW ce parcours. Le parcours complet dans notre exemple
a pour résultat la liste :

a,b,c,b,h,b,a,d,e, f ,e,g,e,d,a.
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FIG. 12.2 – Exemple d’utilisation de l’algorithme TOURNÉE-APPROCHÉE: a) l’ensemble des sommets auxquels on
fait correspondre les sommets d’une grille, le poids d’une arête étant égal à la distance euclidienne des deux sommets
qu’elle relie ; b) arbre couvrant de poids minimal et de racinea ; c) parcours de l’arbre partant dea ; un parcours
complet visite les sommets dans l’ordre :a, b, c, b, h, b, a, d, e, f, e, g, e, d et a ; un parcours préfixe visite les
sommets dans l’ordre :a, b, c, h, d, e, f et g ; d) tournée des sommets obtenue à partir du parcours préfixe et de coût
environ 19,074 ; e) tournée optimale de coût environ 14,715.

Un parcours complet traverse toutes les arêtes deT exactement deux fois. Par conséquent :

w(W) = 2w(T)≤ 2w(H∗).

W n’est pas une tournée, et notre démonstration n’est pas terminée ! Grâce à l’inégalité triangulaire, on peut
supprimer deW la visite d’un sommet quelconque sans augmenter le poids : si un sommetv est supprimé deW entre
les visites àu etw, la nouvelle liste va directement deu àw (avec un poidsw(u,w)≤w(u,v)+w(v,w)). En appliquant
plusieurs fois ce résultat, on peut supprimer deW toutes les visites à chaque sommet sauf la première, et sauf la
dernière visite du premier sommet (la racine). Dans notre exemple, on se retrouve avec la liste réduite :

a,b,c,h,d,e, f ,g,a.

Cette liste est correspond exactement au parcoursH et H est donc obtenu en supprimant (en utilisant l’inégalité
triangulaire) des sommets du parcours completW. Par conséquent :

w(H)≤ w(W) etw(H)≤ 2×w(H∗).
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