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Chapitre 1

Introduction

1.1 Qu’est-ce que l'algorithmique ?

Définition 1 (Algorithme). Un algorithme est suite finie d’'opérations élémentaires constituant un schéma de calcul
ou de résolution d’un probléme.

Historiqgue : Le mot « algorithme » provient de la forme latil®lgorismu3 du nom du mathématicien arabe-
KHAREZMI ou AL-KHWARIZMT auteur —entre autres mais ce n’ est pas le plus important— d’'un manuel de vulga-
risation sur le calcul décimal positionnel indien (v. 830) expliquant son utilisation et, surtout, la manipulation des
différents algorithmes permettant de réaliser les opérations arithmétiques classiques (addition, soustraction, multipli-
cation, division, extraction de racines carrées, regle de trois, etc.).

Double problématique de I'algorithmique

1. Trouver une méthodede résolution (exacte ou approchée) du probléme.
— Soient trois nombres réels b et ¢, quelles sont les solutions de I'équatiar’ + bx+ c? (Résultat bien
connu.)
— Soient cing nombres réedsb, ¢, d ete, quelles sont les solutions de I'équatia® + bx* + cxC + dx +ex+- f ?
(Pas de méthode générale, cf. la théorie de @s.)

2. Trouver une méthodefficace

Savoir résoudre un probléme est une chose, le résoudre efficacement en est une autre, comme nous allons le voir &
la section 1.2.

Différences entre algorithmes et programmes

Un programme est la réalisation (I'implémentation) d’'un algorithme au moyen d’'un langage donné (sur une
architecture donnée). Il s’agit de la mise en ceuvre du principe. Par exemple, lors de la programmation on s’occupera
parfois explicitement de la gestion de la mémoire (allocation dynamique en C) qui est un probléme d’'implémentation
ignoré au niveau algorithmique.

1.2 Motivation : calcul de x"

1.2.1 Probleme

Données : un entier natureh et un réelx. On veut calculex™.

Moyens : Nous partons dg; = x. Nous allons construire une suite de valewrs..., ym telle que la valeuyy soit
obtenue par multiplication de deux puissancex geécédemment calculéegi = yu X W, avec 1< u,v < kK,
ke [2,m].



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

But: ym=X". Leco(tde I'algorithme sera alors da— 1, le nombre de multiplications faites pour obtenir le résultat
recherché.

1.2.2 Algorithme trivial

Vi =Vi—1 X Y1,i € [2,n]. Résultat y, = X". Colt :m— 1= n— 1 multiplications.

Algorithme

y[1] =x
Pour i «+— 2 anfaire

ylil = yli — 1] x y[1]
renvoyer y[n]

1.2.3 Meéthode binaire
Algorithme

1. Ecriren sous forme binaire

2. Remplacer chaque :
— « 1 » par la paire de lettress » ;
— «0» par la lettre & ».

3. Eliminer la paire «x » la plus & gauche.

4. Résultat : un mode de calcul d&ou
— S signifie « élever au carré sduaring ;
— X signifie « multiplier pat ».
Le tout en partant de.

lllustration avec n= 23
1. n=10111
1 0 1 1 1
2. SX S SX SX SX
3. S SX SX SX
4. Nous partons dg et nous obtenons successivement :
X2, x4 ¥, x10 y11 422 123

Nous sommes donc capables de calcktéen 7 multiplications au lieu de 22!

Explication de la méthode

Ecriture binaire d&: n=y; - &2".

Placons nous au cours du calcul de puissances 8eit j le dernier bit de la représentation binairerdgui ait
été « décodé » et saif le dernier résultat obtenu. Initialemeiit= p etyp, = x = x2.

— Deux cas sont possibles paayr 1 :

1. aj_1 =1.aj_1 estremplacé pax, nous élevong; au carré puis multiplions le résultat par.e nouveau
résultat esy; 1 = y§ x x.

2. aj1=0.a;; estremplacé paret nous élevons simplemeyjtau carré. Le nouveau résultat gsty = y.

Dans tous les cas nous avong-; = yJ2 X (x3i-1).
Do, yp-1=Y3 x (1) = (x8)% x (x®-1) = (x2*@) x (x%-1) = (x>**3-1). Par récurrence, nous pouvons

i=p o
montrer quey; = x2i=032 = x", |
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Complexité (colt)

Note : les nombres dont la représentation binaire a exacteprehitfres forment exactement l'interval[@P—1, 2P — 1].
Nombres de chiffres dans I'écriture binairerdel + [log, n]. Notonsv(n) le nombre de « 1 » dans I'écriture binaire
den. Nombre d'opérations effectuées :
— (1+[log,n]) — 1 élévations au carré (ne pas oublier I'étape 3);
— v(n) — 1 multiplications pax (ne pas oublier I'étape 3).
Soit en toufT (n) = [log, n] +v(n) — 1 multiplications. Trivialement, ¥ v(n) < [log, n] et[log,n] < T(n) < 2[log, n|.
Pourn = 1000, I'algorithme trivial effectue 999 multiplications, et la méthode binaire moins de 20.

Historique

Cette méthode a été présentée avant 200 avant J.C. en Inde, mais il semblerait qu'il ait fallu attendre un millénaire
avant que cette méthode ne soit connue en dehors de I'lnde [3, p. 441].

Peut-on faire mieux ?
Prenons le cas = 15.
1. n=1111
11 1 1
2. SX SX SXx sXx
3. SX SX SX

4. Nous partons de et nous obtenons successivemert, x>, x8, x’, x'4, x15. Nous sommes donc capables de
calculerx'® en 6 multiplications.

Autre schéma de calcuk?, x3, X8, x12, x15 = x12 x x3. Nous obtenons ainst® en 5 multiplications et la méthode
binaire n’est donc pasptimale(c’est-a-dire que I'on peut faire mieux).

1.2.4 Algorithme des facteurs
Algorithme

X sin=1;
x"={ x"1xx sinpremier;
(xp)”' sin= p x ' avecp plus petit diviseur premier de

lllustration avec n= 15
1. 15=3x 5, 3 étant le plus petit diviseur (facteur) premier de 15. Ddfie= (x3)°.
Nous réappliquons I'algorithme pour calcui€rety®, oty = x3.
2. Calcul dex®:
(a) 3 est premier. Dong® = x? x x. Nous réappliquons I'algorithme pour calcuiér
(b) 2 est premier. Dong? = X x X.
(c) Finalementx® est calculé comme suit® = X x X x X, Soit en deux multiplications.
3. Calcul dey®:
(a) 5 est premier. Dong® = y* x y. Nous réappliquons I'algorithme pour calcujér
(b) 4=2x2, ou 2 est le plus petit facteur premier de 4. Dghe- (y?)2.
(c) Finalement? est calculé comme suit=y xy, u=t xt, y> = uxy, soit en 3 multiplications.
4. Finalementx!® est calculé en 5 multiplications.
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Peut-on faire mieux ?

Oui...

1.2.5 Algorithme de I'arbre

Le k+ 1€ niveau de I'arbre est défini comme suit :
— on suppose que I'on a déja lepremiers niveaux ;
— on construit lek+ 1° de la gauche vers la droite en ajoutant sous le nedesinceuds de valeort1,n+ay, ...,
n+ax_1 00 1,ay, ...,a_1 est le chemin de la racine au ncaud
— on supprime tous les nceuds qui dupliquent une valeur déja obtenue.
Cf. la figure 1.1.

/\ ,—"/\
TN \ RN \
P NIVZN | PNV N |
AN N A N
\ I
FIG. 1.1 — Arbre de puissances (minimisant le nombre FiG. 1.2 — Schéma de calcul pon= 23.

de multiplications poun < 76 [3]).

Illustration avec n = 23

Sur la figure 1.2 nous pouvons constater que cette méthode permet de odftates multiplications, au lieu de
7 pour la méthode binaire et celle des facteurs... Cette méthode n’est optimale quepo6ir

1.2.6 Etapres?

KNUTH [3] consacre prés de 26 pages a ce probléme...

Moralité :  nous avons affaire & un probléme simple, que tout le monde sait résoudre, mais qu'il est trés difficile de

résoudre efficacement...

Dans ce cours nous verrons des problémes classiques, des méthodes classiques de résolutions (qui ne résoudrons

pas tout, loin s’en faut), des structures de données classiques.

1.3 Conclusion

Pour conclure, citons [2] : « Un bon algorithme est comme un couteau tranchant —il fait exactement ce que I'on
attend de lui, avec un minimum d’efforts. L'emploi d’'un mauvais algorithme pour résoudre un probléme revient a
essayer de couper un steak avec un tournevis : vous finirez sans doute par obtenir un résultat digeste, mais vous ac-
complirez beaucoup plus d’efforts que nécessaire, et le résultat aura peu de chances d'étre esthétiquement satisfaisant.

»



Chapitre 2

Complexité et optimalité ; premier
algorithme de tri

2.1 Définition de la complexité

2.1.1 Notations de Landau

Quand nous calculerons la complexité d'un algorithme, nous ne calculerons généralement pas sa complexité
exacte, mais son ordre de grandeur. Pour ce faire, nous avons besoin de notations asymptotiques.

(@] f=0(g) < Ino,3c>0,¥Yn>ng, f(n) <cxg(n)
Q : f=0(g & g=0(f)

0 f=o0(g) <« Vc>0,3ng,Vn>ng, f(n) <cxg(n)
S} f=0(g) < f=0(g) etg=0(f)

Exemples

O: n=0(n), 2n=0(3n), n+2= O(n) (pour s’en convaincre, prendng = 2 etc = 2), ,/n = O(n), log(n) = O(n),
n=0O(r?).

o: v/n=o(n), log(n) = o(n), n=o(n?), log(n) = o(,/n).

©: n+log(n) =©(n++/n).

2.1.2 Complexité

Définition 2 (Complexité). La complexité d’'un algorithme est la mesure du nombre d’opérations fondamentales qu'il
effectue sur un jeu de données. La complexité est exprimée comme une fonction de la taille du jeu de données.

Nous noton®,, I'ensemble des données de taitlet T (d) le colt de I'algorithme sur la donnée

Complexité au meilleur : Tmin(n) = Mingep,, C(d). C’est le plus petit nombre d’opérations qu’aura a exécuter I'algo-
rithme sur un jeu de données de taille fixée, ioi £'est une borne inférieure de la complexité de I'algorithme
sur un jeu de données de taitle

Complexité au pire : Tmax(nN) = Maxgep, C(d). C'est le plus grand nombre d’opérations qu’aura & exécuter 'algo-
rithme sur un jeu de données de taille fixée, ioi a
Avantage : il s’agit d’'un maximum, et I'algorithme finira donc toujours avant d’avoir efféGidgn) opérations.

Inconvénient : cette complexité peut ne pas refléter le comportement « usuel » de I'algorithme, le pire cas pouvant
ne se produire que tres rarement, mais il n’est pas rare que le cas moyen soit aussi mauvais que le pire cas.

13
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Complexité en moyenne: Tmey(n) = Zdelt’+n‘c(d). C’est la moyenne des complexités de I'algorithme sur des jeux de

données de taille (en toute rigueur, il faut bien évidemment tenir compte de la probabilité d’apparition de
chacun des jeux de données).

Avantage : refléte le comportement « général » de I'algorithme si les cas extrémes sont rares ou si la complexité
varie peu en fonction des données.

Inconvénient : la complexité en pratique sur un jeu de données particulier peut étre nettement plus importante
gue la complexité en moyenne, dans ce cas la complexité en moyenne ne donnera pas une bonne indication du
comportement de 'algorithme.

En pratique, nous ne nous intéresserons qu’a la complexité au pire et a la complexité en moyenne.

Définition 3 (Optimalité). Un algorithme est dibptimal si sa complexité est la complexité minimale parmi les
algorithmes de sa classe.

Nous nous intéresserons quasi exclusivementaraplexité en tempes algorithmes. Il est parfois intéressant de
s'intéresser a d’autres de leurs caractéristiques, compwnalexité en espadtaille de I'espace mémoire utilisé), la
largeur de bande passante requise, etc.

2.1.3 Modeéle de machine

Pour que le résultat de I'analyse d’'un algorithme soit pertinent, il faut avoir un modeéle de la machine sur laquelle
I'algorithme sera implémenté (sous forme de programme). On prendra comme référence un moadabdhide a
acces aléatoire (RAM)et a processeur unique, ou les instructions sont exécutées I'une apres l'autre, sans opérations
simultanées.

2.2 lllustration : cas du tri par insertion

2.2.1 Problématique du tri

Entrée : une séquence denombresay, ..., an.

Sortie : une permutatiors, ..., &,, de la séquence d’'entrée, telle qje< &, < ... < aj,.

2.2.2 Principe du tri par insertion

De maniére répétée, on retire un nombre de la séquence d’entrée et on I'insére a la bonne place dans la séquence
des nombres déja triés (ce principe est le méme que celui utilisé pour trier une poignée de cartes).

2.2.3 Algorithme

TRI-INSERTION
Pour j < 2anfaire

clé — A[j] On retire un nombre de la séquence d’entrée
i—j—1 Les j— 1 premiers éléments de A sont déja triés.
tant quei > 0 et A[i] > cléfaire Tant que I'on n’est pas arrivé au début du tableau,
et que I'élément courant est plus grand que celui a insérer.
Ali+1] « A[i] On décale I'élément courant (on le met daaplace vide).
i—i—-1 On s’intéresse a I'élément précédent.
Ali+1] < clé Finalement, on a trouvé ou insérer notre nombre.

2.2.4 Exemple

Les différentes étapes de I'exécution de I'algorithm-TNSERTIONSUr le tableay5; 2;4; 6; 1; 3 sont présentées
figure 2.1.
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FIG. 2.1 — Action de RI-INSERTIONSUr le tableays; 2;4;6; 1;3; I'élément a insérer est entouré par un cercle.

2.2.5 Complexité

Nous passons en revue les différentes étapes de notre algorithme afin d'évaluer son temps d'exécution. Pour ce
faire, nous attribuons un co(t en temps a chaque instruction, et nous comptons le nombre d’exécutions de chacune des
instructions. Pour chaque valeur fe [2,n], nous notons; le nombre d’exécutions de la bouelent que pour cette
valeur dej. Il est & noter que la valeur dedépend des données

TRI-INSERTION Colt Nombre d’exécutions
Pour j — 2 anfaire C1 n
clé— Alj] (o) n—-1
i—j—1 C3 n—1
tant quei > Oet'A[i] > clefaire Ca Yot
A[I —|— 1] — A[i] Cs zzzz(tj -1
le—i-1 Ce Yi2(tj—1)
Ali+1] «clé c7 n-1

Le temps d’exécution total de I'algorithme est alors :

n n n

T(n)=cn+c(n—1)+cz3(n—1)+ca H tj+cs > (tj—1)+cs ) (tj—1)+c7(n—1)
1 2 3 4];1 5%] 6%] 7

= =

Complexité au meilleur : le cas le plus favorable pour I'algorithmerIFINSERTION est quand le tableau est déja
trié, comme le montre le cgs= 4 de la figure 2.1. Dans ce cgs= 1 pour toutj.

T(n) = cin+c(n—1)+cg(n—1)+ca(n—1)+c7(n—1)
= (C1+C2+C3+Ca+Cr)Nn—(C2+C3+Ca+C7).

T(n) peut ici étre écrit sous la forme(n) = an+ b, a etb étant desonstantesndépendantes des entrées, et

T(n) est donc undonction linéaire den.

Le plus souvent, comme c’est le cas ici, le temps d’exécution d’un algorithme est fixé pour une entrée donnée ;
mais il existe des algorithmes « aléatoires » intéressants dont le comportement peut varier méme pour une entrée
fixée. Nous verrons un algorithme de ce style au chapitre 4 : une version « aléatoine ragligde

Complexité au pire : le cas le plus défavorable pour I'algorithm&FINSERTION est quand le tableau est déja trié
dans l'ordre inverse, comme le montre le ¢as5 de la figure 2.1. Dans ce cgs= j pour tout;j.

Rappel :;3_; j = % Doncyf_,j = % —lety) ,(j—1)= w

n(n+1 n(n—1 n(n—1
T(n) = C1n+Cz(n—1)+Cg(n—l)+c4< (2 )—1)_5_05(%)_’_06( (2 )>+C7(n—1)
_ (G G5 O 2 Ca_C5_ G _
= (2 + > + z)n +(C1—|—C2+Cs+ > > > —|—C7)n (Co+C3+Cq+C7).

T(n) peut ici étre écrit sous la forni&(n) = ar? + bn+-c, a, b etc étant des constantes, Btn) est donc une
fonction quadratique den.
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Complexité en moyenne: supposons que I'on applique I'algorithme de tri par insertionrédmbres choisis au ha-
sard. Quelle sera la valeur dg? C’est-a-dire, ou devra-t-on insérer jjdans le sous-tableau A[]~—1]?
En moyenne, pour moitié les éléments de A[% 1] sont inférieurs & Aj], et pour moitié supérieurs. Donc
tj = j/2. Sil'on reporte cette valeur dans I'équation définisSamt), on obtient, comme dans le pire cas, une
fonction quadratique en
Caveat: ce raisonnement est partiellement faux ; un raisonnement précis doit bien évidemment tenir compte des
valeursdes éléments déja triés. Pour un calcul précis, voiuKH [4, p. 82]. CoRI et LEVY [1, p. 26] font un
autre raisonnement et trouve un autre résultat (de méme ordre de grandeur). Les deux sont justes : tout dépend de
I'hypothése que I'on prend sur les jeux de données. Ainsi [1] suppose que les permutations sont équiprobables,
et [4] que les valeurs a trier sont équiprobables...

Ordre de grandeur

Ce qui nous intéresse vraiment, c’est 'ordre de grandeur du temps d’exécution. Seul le terme dominant de la
formule exprimant la complexité nous importe, les termes d’ordres inférieurs n’étant pas significatifs gigareht
grand. On ignore également le coefficient multiplicateur constant du terme dominant. On écrira donc, a propos de la
complexité du tri par insertion :

meilleur cas : ©(n).
pire cas : O(n?).
en moyenne: O(n?).

En général, on considéere qu’un algorithme est plus efficace qu’un autre si sa complexité dans le pire cas a un ordre
de grandeur inférieur.

Classes de complexité

Les algorithmes usuels peuvent étre classés en un certain nombre de grandes classes de complexité :

— Les algorithmes sub-linéaires dont la complexité est en généf(legn).

— Les algorithmes linéaires en complexi®n) et ceux en complexité e@(nlogn) sont considérés comme ra-
pides.

— Les algorithmes polynomiaux eB(n*) pourk > 3 sont considérés comme lents, sans parler des algorithmes
exponentiels (dont la complexité est supérieure a tout polynénm gue I'on s'accorde a dire impraticables
des que la taille des données est supérieure a quelques dizaines d’unités.



Chapitre 3

La récursivité
et le paradigme « diviser pour régner »

3.1 Reécursivité

De l'art d’écrire des programmes qui résolvent des problémes que I'on ne sait pas résoudre soi-méme !

3.1.1 Définition

Définition 4 (Définition récursive, algorithme récursif). Une définition récursive est une définition dans laquelle
intervient ce que I'on veut définir. Un algorithme est dit récursif lorsqu'il est défini en fonction de lui-méme.

Dans le cadre de ce cours, nous nNe nNous intéresserons qu'aux programmes et algorithmes récursifs. Mais la notion
de définition récursive est beaucoup plus générale :

en mathématiques : définition de I'exponentielleVx € R, f'(x) = f(x) et f(0) = 1.
en programmation : définition enocaml d’'une liste infinie dont tous les éléments valent 1 :
letrecz=1:z;;

3.1.2 Récursivité simple

Revenons a la fonction puissance-s x". Cette fonction peut étre définie récursivement :

n 1 sin=0;
X' = el
XX X sin> 1.

L'algorithme correspondant s’écrit :

PuissANCE(X, n)
Sin=0alors renvoyer 1

sinon renvoyerxx PUISSANCEX, n— 1)

3.1.3 Récursivité multiple

Une définition récursive peut contenir plus d’un appel récursif. Nous voulons calculer ici les combit@isams
se servant de la relation de Pascal :

1 sip=0oup=n;
p =
G { CP ,+CP sinon

L'algorithme correspondant s'écrit :

17
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COMBINAISON (N, p)

Sip=0oup=nalorsrenvoyer 1
sinonrenvoyer WMBINAISON (n— 1, p) + COMBINAISON (n—1, p—1)

Bref, rien de particulier...

3.1.4 Récursivité mutuelle

Des définitions sont ditemutuellement récursives elles dépendent les unes des autres. Ca peut étre le cas pour
la définition de la parité :

air(n) = vrai sin=0; et impai(n) — faux sin=0;
P ~ | impair(n—1) sinon; P ~ ]| paifln—1) sinon
Les algorithmes correspondants s’écrivent :
PAIR (n) IMPAIR (n)
Sin=0alors renvoyetvrai Sin=0alors renvoyerfaux
sinonrenvoyer MPAIR (n—1) sinonrenvoyer RIR (n—1)

3.1.5 Reécursivité imbriquée
La fonction d’Ackermann est définie comme suit :

n+1 sim=0
A(m,n) = A(m—1,1) sim>0etn=0
A(m—21 A(mn—1)) sinon

d’ou l'algorithme :

ACKERMANN(mM, n)
sim=0
alorsn+1
sinon sin= 0 alors ACKERMANN(M—1, 1)
sinon ACKERMANN(mM— 1, ACKERMANN(mM, n— 1))

Enrésumé : on peut utiliser la récursivité comme I'on veut, & peu prés n'importe comment...

3.1.6 Principe et dangers de la récursivité

Principe et intérét : ce sontles mémes que ceux de la démonstration par récurrence en mathématiques. On doit avoir :
— un certain nombre de cas dont la résolution est connue, ces « cas simples » formeront les cas d'arrét de la

récursion;

— un moyen de se ramener d'un cas « compliqué » a un cas « plus simple ».

La récursivité permet d'écrire des algorithmes concis et élégants.

Difficultés :

— la définition peut étre dénuée de sens :

Algorithme A(n)
renvoyer A(n)

— il faut étre sdrs que I'on retombera toujours sur un cas connu, c'est-a-dire sur un cas d’arrét; il nous faut
nous assurer que la fonction est complétement définie, c'est-a-dire, qu’elle est définie sur tout son domaine
d’'applications.

Moyen : existence d’'un ordre strict tel que la suite des valeurs successives des arguments invoqués par la définition
soit strictement monotone et finit toujours par atteindre une valeur pour laquelle la solution est explicitement
définie.

L'algorithme ci-dessous testeaiest un diviseur dé.
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DIVISEUR (a,b)
Sia< Oalors Erreur
sinon sia> b alors a= b (test d’égalité)
sinon DIVISEUR(a,b — a)

La suite des valeurs, b—a, b— 2 x a, etc. est strictement décroissante, @ast strictement positif, et on finit
toujours pas aboutir & un couple d’argumefatd) tel queb — a est négatif, cas défini explicitement.

Cette méthode ne permet pas de traiter tous les cas :
SYRACUSE(N)
Sin=0oun=1alors 1
sinon sin mod 2= 0 alors SYRACUSE(n/2)
sinon SYRACUSE (3 x n+1)
Probléme ouvert : I'algorithme est bien défini et vaut 15ur

Question : N'y a-t-il vraiment aucun moyen de déterminer automatiquement si un algorithme récursif quelconque va
terminer ? Réponse a la section suivante...

3.1.7 Non décidabilité de la terminaison
Question: peut-on écrire un programme qui vérifie automatiquement si un programme elderméine quand il
est exécuté sur un jeu de donnéés
Entrée Un programme et un jeu de données
Sortie vrai sile programme termine sur le jeu de donnéesetfauxsinon.

Démonstration de la non décidabilité

Supposons qu'il existe un tel programme, nomménine, de vérification de la terminaison. A partir de ce
programme on congoit le programrmaeuivant :

programme Q
résultat =termine(Q,0)

tant que résultat =vrai faire attendre une secondie tant que
renvoyer résultat

Supposons que le programme—qui ne prend pas d’arguments— termine. Daremine(Q,0) renvoievrai, la
deuxiéme instruction de boucle indéfiniment ep ne termine pas. Il y a donc contradiction et le prograngmme
termine pas. Dong,ermine(Q,0) renvoiefaux la deuxiéme instruction dene boucle pas, et le programméermine
normalement. Il y a une nouvelle fois contradiction : par conséquent, il n’existe pas de programmetteinque,
c’est-a-dire qui vérifie qu’'un programme termine ou non sur un jeu de données...

Le probléme de la terminaison est indécidable !

Petit historique :  cf. [1, p. 48].

3.1.8 Importance de I'ordre des appels récursifs

Fonction qui affiche les entiers par ordre décroissant jdequ’a 1 :

DECROISSANTN)

Sin= 0 alors ne rien faire
sinon affichern
DECROISSANTN— 1)

Exécution poun=2:
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Appel de DECROISSANT2)
Affichage de 2.
Appel de DECROISSANT(1)
Affichage de 1.
Appel de DECROISSANTO)
L'algorithme ne fait rien.
Résultat affichage d’abord de 2 puis de 1 : I'affichage a lieu dans I'ordre décroissant.
Intervertissons maintenant I'ordre de I'affichage et de I'appel récursif :

CROISSANT(N)
Sin=0alors ne rien faire
sinon CROISSANT(N— 1)
affichern

Exécution poun=2:
Appel de QROISSANT(2)
Appel de GROISSANT(1)
Appel de QROISSANT(0)
L'algorithme ne fait rien.
Affichage de 1.
Affichage de 2.
Résultat affichage d’abord de 1 puis de 2 : I'affichage a lieu dans I'ordre croissant.

3.1.9 Exemple d’algorithme récursif : les tours de Hanoi
Le probléeme

Le jeu est constitué d’'une plaguette de bois ou sont plantées trois tiges. Sur ces tiges sont enfilés des disques de
diamétres tous différents. Les seules régles du jeu sont que I'on ne peut déplacer qu'un seul disque a la fois, et qu'il
est interdit de poser un disque sur un disque plus petit.

Au début tous les disques sont sur la tige de gauche, et a la fin sur celle de droite.

Résolution

Voir la figure 3.1.

Hypothése: on suppose que I'on sait résoudre le probléme

% ‘ ‘ pour (n— 1) disques.
Principe : pour déplacendisques de la tige vers la tigec,
on déplace legn— 1) plus petits disques de la tigevers la
J_ % ‘ tige B, puis on déplace le plus gros disque de la tigers

la tigec, puis on déplace leg — 1) plus petits disques de
la tigeB vers la tigec.

Validité : il n'y a pas de viol des regles possible puisque le
plus gros disque est toujours en « bas » d’une tige et que

‘ ‘ I'hypothese (de récurrence) nous assure que Nous savons
déplacer le « bloc » dén— 1) disques en respectant les
regles.

FiG. 3.1 — Méthode de résolution du jeu des tours de Hanoi.
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Algorithme

HANOI(n, départ, intermédiaire, destination)

Sin=1alors déplacer le disque supérieur de la tig@art vers la tigedestination
sinon HANOI(n—1, départ, destination, intermédiaire)
déplacer le disque supérieur de la tiggart vers la tigedestination
HANOI(n—1, intermédiaire, départ, destination)

Exécution avec trois disques

1. Déplace un disque de la tigépart vers la tigedestination
Déplace un disque de la tigépart vers la tigeintermédiaire
Déplace un disque de la tigestination vers la tigeintermédiaire
Déplace un disque de la tigépart vers la tigedestination
Déplace un disque de la tigatermédiaire vers la tigedépart

S e

Déplace un disque de la tigatermédiaire vers la tigedestination
7. Déplace un disque de la tigépart vers la tigedestination

Il ne faut pas chercher & comprendmmmenta marche, maipourquoi¢a marche...

Complexité

On compte le nombre de déplacements de disques effectués par I'algoritkmag Hvoqué sumn disques.

c(n) = 1 sin=1 1 sin=1
| C(h—1)+1+C(n—1) sinon | 1+2xC(n—1) sinon

d’ou I'on en déduit qu€(n) = 2" — 1. On a donc ici un algorithme de complexité exponentielle.

3.2 Deérécursivation

Dérécursiver, c’est transformer un algorithme récursif en un algorithme équivalent ne contenant pas d’appels ré-
cursifs.

3.2.1 Récursivité terminale

Définition 5 (Récursivité terminale). Un algorithme est dit récursif terminal s’il ne contient aucun traitement apres
un appel récursif.

Exemple :

ALGORITHME P(U)

siC alors D;P(a(U))
sinonT

ou:
— U estla liste des parametres;;
— C est une condition portant sUr;
— D est le traitement de base de I'algorithme (dépendaht)de
— a(U) représente la transformation des parameétres;;
— T est le traitement de terminaison (dépendarit/jle
Avec ces notations, I'algorithme P équivaut a I'algorithme suivant :
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ALGORITHME P’(U)

tant que C faire D;U «— a(U)
T

L'algorithme P’ est une versiodérécursivéede I'algorithme P.

3.2.2 Récursivité non terminale

Ici, pour pouvoir dérécursiver, il va falloir sauvegarder le contexte de I'appel récursif, typiquement les paramétres
de I'appel engendrant I'appel récursif. Originellement, I'algorithme est :

ALGORITHME Q(U)
siC(U) alorsD(U); Q(a(U)); F(U)
sinonT(U)

Les piles sont des structures de stockage (via les primisivgsler etdépiler) qui fonctionnent sur le principe
« le dernier entré est le premier sorti » (cf. chapitre 5). Les compilateurs utilisent des piles pour stocker les parametres
des appels de fonctions, et en particulier lors de la transcription des fonctions récursives. Nous mimons ici I'utilisation
des piles pour dérécursiver l'algorithme.

Aprés dérécursivation on obtiendra donc :

ALGORITHME Q’(U)
empiler(nouvel_appel, U)
tant que pile non videfaire
dépiler(étatyV)
si état = nouvel_appellorsU «—V
siC(U) alorsD(U)
empiler(fin,U)
empiler(houvel_appeg (U))
sinonT(U)
si état = finalorsU «—V
FU)

lllustration de la dérécursivation de I'algorithme Q

Exemple d’exécution de Q :

Appel QUo)
C(Up) vrai
D(Uo)

Appel Q@ (Uo))
C(a(Up)) vrai
D(a(Uo))
Appel Q@ (a(

C(a(af

T(a(a(
F(a(Uo))

F(Uo)

Uo)))
Uop))) faux
Uo)))

L'exécution correspondante de Q’ est présentée figure 3.2. Les instructions de gestion de piles y figurent en italic,
et les instructions de I'algorithme originel (ce qui nous importe) y figurent en gras.
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Appel Q'(Uo)
empiler(nouvel_appel, U))
pile = [(nouvel_appelJp)]
dépiler(état, V))
état— nouvel_appelY « Up; pile =[]
U «—Ug
C(Up) vrai
D(Uo)
empiler(fin, U))
pile = [(fin, Up)]
empiler(nouvel_appeti(U)))
pile = [(fin, Up) ; (nouvel_appela(Up))]
dépiler(état, V))
état— nouvel_appelV — a(Up) ; pile = [(fin, Up)]
U «— G(Uo)
C(a(Up)) vrai
D(a(Uo))
empiler(fin, U))
pile = [(fin, Uo) ; (fin, a(Uo))]
empiler(nouvel_appeti(U)))
pile = [(fin, Ug) ; (fin, a(Up)) ; (nouvel_appela(a(Uo)))]
dépiler(état, V))
état— nouvel_appelY — a(a(Up)) ; pile = [(fin, Up) ; (fin, a(Uo))]
U — a(a(Uo))
C(a(a(Up))) faux
T(a(a(Uo)))
dépiler(état, V))
état— fin; V «— a(Up) ; pile = [(fin, Up)]
F(a(Uo))
dépiler(état, V))
état— fin;V «— Ug; pile =]
F(Uo)

FiG. 3.2 — Exemple d'exécution de I'algorithme dérécursivé.

3.2.3 Remarques

Les programmes itératifs sont souvent plus efficaces, mais les programmes récursifs sont plus faciles a écrire. Les
compilateurs savent, la plupart du temps, reconnaitre les appels récursifs terminaux, et ceux-ci n'engendrent pas de
surco(t par rapport a la version itérative du méme programme.

Il est toujours possible de dérécursiver un algorithme récursif.

3.3 Diviser pour régner
3.3.1 Principe

Nombres d’'algorithmes ont une structure récursive : pour résoudre un probléme donné, ils s’appellent eux-mémes
récursivement une ou plusieurs fois sur des problémes tres similaires, mais de tailles moindres, résolvent les sous-
probléemes de maniére récursive puis combinent les résultats pour trouver une solution au probléme initial.

Le paradigme « diviser pour régner » donne lieu a trois étapes a chaque niveau de récursivité :

Diviser : le probleme en un certain nombre de sous-probléemes;
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Régner : sur les sous-problémes en les résolvant récursivement ou, si la taille d’un sous-probléme est assez réduite,
le résoudre directement ;

Combiner : les solutions des sous-problémes en une solution compléte du probléme initial.

3.3.2 Premier exemple : multiplication naive de matrices

Nous nous intéressons ici a la multiplication de matrices carrés dertaille

Algorithme naif
L'algorithme classique est le suivant :

MULTIPLIER-MATRICES(A, B)

Soitn la taille des matrices carréset B
SoitC une matrice carré de taille
Pouri «+ 1 anfaire
Pour j — lanfaire
Gj<—0
Pour k < 1 an faire
Ci,j < Ci,j +ajk.by |

renvoyer C

Cet algorithme effectu®(n®) multiplications et autant d’additions.

Algorithme « diviser pour régner » naif

Dans la suite nous supposerons guest une puissance exacte de 2. Décomposons les makicet C en
sous-matrices de taille/2 x n/2. L'équationC = AB peut alors se récrire :

r sy [(awb e g
t u/ \cd f h/J°
En développant cette équation, nous obtenons :

r=ae+bf, s=ag+bh t=ce+df et u=cg+dh

Chacune de ces quatre opérations correspond a deux multiplications de matrices carrésmnj@ etillsme addition
de telles matrices. A partir de ces équations on peut aisément dériver un algorithme « diviser pour régner » dont la
complexité est donnée par la récurrence :

T(n) =8T(n/2) +O(n?),

I'addition des matrices carrés de taili¢2 étant er®(n?).

3.3.3 Analyse des algorithmes « diviser pour régner »

Lorsqu’un algorithme contient un appel récursif a lui-méme, son temps d’exécution peut souvent étre décrit par
une équation de récurrence qui décrit le temps d’exécution global pour un probléme dedaillenction du temps
d’exécution pour des entrées de taille moindre.

La récurrence définissant le temps d’exécution d’un algorithme « diviser pour régner » se décompose suivant les
trois étapes du paradigme de base :

1. Silataille du probleme est suffisamment réduite; ¢ pour une certaine constartgda résolution est directe et
consomme un temps constél).

2. Sinon, on divise le probleme ersous-problémes chacun de tailléXde la taille du probléme initial. Le temps
d’exécution total se décompose alors en trois parties :
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(@) D(n) : le temps nécessaire a la division du probléme en sous-problémes.

(b) aT(n/b) : le temps de résolution dessous-problémes.

(c) C(n) : le temps nécessaire pour construire la solution finale a partir des solutions aux sous-problémes.
La relation de récurrence prend alors la forme :

[ 61) sin<c,
T(n)_{ aT(n/b)+D(n)+C(n) sinon,

ou I'on interpréten/b soit comme|n/b|, soit comme{n/b].

3.3.4 Résolution des récurrences

Théoréme 1 (Résolution des récurrences « diviser pour régner »).
Soient &> 1 et b> 1 deux constantes, soi{rf) une fonction et soit Th) une fonction définie pour les entiers positifs
par la récurrence :

T(n)=aT(n/b)+ f(n),
ou I'on interpréte 'b soit commeén/b|, soit commegn/b].
T(n) peut alors étre bornée asymptotiguement comme suit :
1. Si f(n) = O(n(°%3~#) pour une certaine constante> 0, alors T(n) = O(nl°%?),
2. Si f(n) = ©(n°%2), alors T(n) = ©(n'°%2|ogn).

3. Si f(n) = Q(n(°%a+€) pour une certaine constange> 0, et si af(n/b) < cf(n) pour une constante ¢ 1 etn
suffisamment grand, alors(i) = ©(f(n)).

Remarques :

1. Le remplacement des term€&én/b) parT (|n/b]) ouT([n/b]) n'affecte pas le comportement asymptotique de
la récurrence [2, section 4.4.2]. On omettra donc en général les parties entiéres.

2. Le théoréme 1 ne couvre pas toutes les possibilité paur. Par exemple, il y a un « trou » entre les cas 1 et 2
quandf(n) est plus petite que'®®?2, mais pas polynomialement. Dans un tel cas, on ne peut tout simplement
pas appliquer le théoreme 1.

Retour sur le premier exemple

Utilisons le théoréme 1 pour calculer la complexité de notre algorithme de multiplication de matrices « diviser
pour régner » naif. Ica = 8, b = 2 et f (n) = ©(n?). Donc log,a = 3, nous nous trouvons dans le cas 1 du théoréme
(avece = 1), l'algorithme a une complexité éd(n?) et nous n’avons rien gagné...

3.3.5 Deuxiéme exemple : algorithme de Strassen pour la multiplication de matrices

L'algorithme de Strassen est un algorithme « diviser pour régner » qui n’effectue que 7 multiplications de matrices,
contrairement a 8 dans l'algorithme précédent, mais qui effectue plus d'additions et de soustractions de matrices, ce
gui est sans conséquence une addition de matrices étant « gratuite » par rapport au colt d’'une multiplication.

Complexité

La complexité de l'algorithme de Strassen est donnée par la récurrence :
T(n) =7T(n/2) +O(r?).

En utilisant le théoréme 1, nous obtenons comme compleXitd): = O(n'°%27) = O(n?81).
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Algorithme

Il se décompose en quatre étapes :
1. Diviser les matriceé\ et B en matrices carrés de tailtg2.

2. Au moyen de®(n?) additions et soustractions scalaires, calculer 14 matrices (& pré&iser) A7, By, ..., B;
carrés de taille/2.

3. Calculer récursivement les 7 produits de matriges AB;, i € [1,7].

4. Calculer les sous-matrices désirgées, t et u en additionnant et/ou soustrayant les combinaisons idoines des
matricesP, ad-hog a I'aide de@(n?) additions et soustractions scalaires.

Produits de sous-matrices
Nous supposons que chaque matrice proguseut s’écrire sous la forme :
R = AB; = (aj1a+ aj2b+ o 3¢+ i 4d).(Bi 18+ Bi 2 f + Bi 39+ Bish),

ou les coefficientsi; j et ; sont tous pris dans 'ensembfe-1;0; 1}. Nous supposons donc que chaque produit peut
étre obtenu en additionnant et soustrayant certaines des sous-matrigesndadditionnant et soustrayant certaines
des sous-matrices d& et en multipliant les deux matrices ainsi obtenues.

Récrivons I'équation définissant

41 0 00 e . i fgh
r=ae+bf=(abcd 0 +01 8 8 ; = b +
0O 0 00 h g

ou « + » représente « +1 », « . » représente « 0 » et « - » représente « -1 ». Nous récrivons de méme les équations
définissans, t etu:

e f g h
a +
s=ag+bh= b + ,
c
d
e f g h
a
t=ce+df= b . ,
c + .
d +
e f h
a
u=cg+dh= b .
c + .
d +

On remarque que I'on peut calculepars = P; + P, ou P, et P, sont calculées chacune au moyen d’une unique
multiplication de matrice :

PL=ABi=a(g—h)y=ag—ah=| =~ =~ = ° ,P, =A;By = (a+b).h=ah+bh=
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De méme la matricepeut étre calculée par= P;+ P4 avec :

P; =A3Bs = (c+d).e=ce+de= + C 0 | JPa=A4Bs=d.(f—e)=df —de=
+ ... - +

Pour calculer etu on introduit une matric®; définie comme suit :

+ +
Ps=AsBs = (a+d).(e+h)=| =~ = " |,
+ ..+
et on cherche a obtenira partir dePs :
+ .
r = T
+ + : -
+ + - -
+ + . —
= + + *
+ + - + - . -
+ + — .
= + + |+ ot
+ + - + - -
D’ou, en posant
+ .+

PGZAGBGZ(bfd).(f+h) . - ,

on obtientr = Ps+P;— P>+ Ps.
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De méme, on cherche a obtenia partir dePs :

u = )
+ .
+
+ + - -
= ) + +
+ + -
+ + + - - -
- R + "
+ + -
+ + + - - . -
= T - I
+ + -
D’ou, en posant
+ .+

P;=A/B;=(a-c).(e+g)=aetag—-ce-cg=| =~ =~ = |,

onobtientu=Ps+P, —Ps— .

Discussion

L'algorithme de Strassen n’est intéressant en pratique que pour de grandes mattics) denses (peu d'élé-
ments non nuls).

La meilleure borne supérieure connue pour la multiplication de matrices carrés de ¢silenviron el©(n?376),
La meilleure borne inférieure connue est@(m?) (il faut générem? valeurs). On ne connait donc toujours pas le
niveau de difficulté réel d’'une multiplication de matrices!



Chapitre 4

Algorithmes de tri

4.1 Tripar fusion

4.1.1 Principe

L'algorithme de tri par fusion est construit suivant le paradigme « diviser pour régner » :
1. ll divise la séquence denombres a trier en deux sous-séquences de tgifle

2. Il trie récursivement les deux sous-séquences.

3. Il fusionne les deux sous-séquences triées pour produire la séquence complete triée.

La récursion termine quand la sous-séquence a trier est de longueur 1... car une telle séquence est toujours triée.

4.1.2 Algorithme

La principale action de I'algorithme de tri par fusion est justement la fusion des deux listes triées.

La fusion

Le principe de cette fusion est simple : a chaque étape, on compare les éléments minimaux des deux sous-listes
triées, le plus petit des deux étant I'élément minimal de I'ensemble on le met de c6té et on recommence. On congoit
ainsi un algorithme BSIONNER qui prend en entrée un tableALet trois entiersp, g etr, tels quep < g < r et tels
que les tableauR[p..q] etA[q+ 1..r] soient triés. L'algorithme est présenté figure 4.1.

Complexité de la fusion

Etudions les différentes étapes de I'algorithme :

— les initialisations ont un codt consta®t1) ;

— la boucletant quede fusion s’exécute au plus- p fois, chacune de ses itérations étant de co(t constant, d’ou
un colt total erO(r — p) ;

— les deux boucletant quecomplétanC ont une complexité respective au piregle p+ 1 et der — g, ces deux
complexités étant e®(r — p) ;

— la recopie finale colt®(r — p+ 1).

Par conséquent, I'algorithme de fusion a une complexit®@n- p).

Le tri

Ecrire I'algorithme de tri par fusion est maintenant une trivialité (cf. figure 4.2).

29



FUSIONNERA, p, q, 1)
i—p
jeg+1
SoitC un tableau de taille— p+1
k—1
tantquei <qgetj <r faire
siAli] < Alj] alors C[k] < A[i]
i—i+1
sinonC[K] — A[j]
j—i+1
k—k+1
tant quei < qfaire C[k] — A[i]
i—i+1
k—k+1
tant que j <r faire C[k] < A[j]
j—j+1
k—k+1
pour k—1lar — p+1faire
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indice servant a parcourir le tableau[p..q]

indice servant a parcourir le tableau[g+ 1..r]

tableau temporaire dans lequel on construit le résultat
indice servant a parcourir le tableau temporaire
boucle de fusion

on incorpore dans C les éléments dgpAq|

qui n'y seraient pas encore; s'ily en a,

les éléments de[§+ 1..r] sont déja tous dans C
on incorpore dans C les éléments dg A 1..r]

qui n'y seraient pas encore; s'ily en a,

les éléments de[A..q] sont déja tous dans C
on recopie le résultat dans le tableau originel

Alp+k—1] — C[K
FiG. 4.1 — Algorithme de fusion de deux sous-tableaux adjacents triés.

TRI-FUSION(A, p, I)

sip<ralorsq«— |(p+r)/2]
TRI-FUSION(A, p, Q)
TRI-FUSION(A, g+ 1,T1)
FUSIONNERA, p, q, I)

FIG. 4.2 — Algorithme de tri par fusion.

4.1.3 Complexité
Pour déterminer la formule de récurrence qui nous donnera la complexité de I'algoritRirfeUTION, nous

étudions les trois phases de cet algorithme « diviser pour régner » :

Diviser : cette étape se réduit au calcul du milieu de 'intervgtte], sa complexité est donc én(1).

Régner : I'algorithme résout récursivement deux sous-problémes de tailles respeltidasi une complexité en
2T(3).

Combiner : la complexité de cette étape est celle de I'algorithme de fusion qui &frgepour la construction d’'un
tableau solution de taille.

Par conséquent, la complexité du tri par fusion est donnée par la récurrence :

0(1) sin=1,
T(n)—{ 2T(3)+©(n) sinon.

Pour déterminer la complexité du tri par fusion, nous utilisons de nouveau le théoréma £.2¢étb = 2, donc
log,a = 1 et nous nous trouvons dans le deuxiéme cas du théorémg= O(n°%2) = O(n). Par conséquent :

T(n) = ©(nlogn).

Pour des valeurs desuffisamment grandes, le tri par fusion avec son temps d’exécuti@irdogn) est nettement
plus efficace que le tri par insertion dont le temps d’exécution et(ef).
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4.2 Tripartas

4.2.1 Définition d’'un tas

Définition 6 (Tas). Un tas est un arbre binaire parfait dont tous les niveaux sont complets sauf le dernier qui est
rempli de la gauche vers la droite. Dans un tas, un pere est toujours plus grand que ses deux fils.

Pour un exemple de tas, voir la figure 4.3.
Les tas sont généralement représentés et manipulés sous la forme d’'un tableau :
— Un tableauA qui représente un tas est un objet a deux attributs :

1. longueur(A) qui est le nombre d’éléments qui peuvent étre stockés dans le tabjeau
2. taille(A) qui est le nombre d’éléments stockés dans le tabfeau

— Laracine est stockée dans la premiére case du taBjdhu
— Les éléments de 'arbre sont rangés dans I'ordre, niveau par niveau, et de gauche a droite. Les fonctions d’accés
aux éléments du tableau sont alors :

PERE(])
renvoyer |i/2|

FiLs-GAUCHE(i)
renvoyer 2i

FiLs-DRoIT(i)
renvoyer 2i +1

— Propriété des tasA[PERE(i)] > Alil.

|16|14|10|8]7|9\3|2|4|1|
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIG. 4.3 — Un tas vu comme un arbre binaire (& gauche) et comme un tableau (a droite). Le nombre a I'intérieur d’'un
noeud de l'arbre est la valeur contenue dans ce noeud ; le nombre au-dessus est I'indice correspondant dans le tableau.

4.2.2 Conservation de la structure de tas

L'algorithme ENTASSER(c. figure 4.4) prend en entrée un tabl&gaet un indicd. On suppose que les sous-arbres
de racines GUCHE(i) et DROIT(i) sont des tas. Par contre, il est possible Alipsoit plus petit que ses fils (violant
ainsi la propriété de tas).NgASSERdOoit faire « descendre » la valeur 48] de sorte que le sous-arbre de radiseit
un tas. L'action de cet algorithme est illustré par la figure 4.5.

Correction

Le résultat de I'algorithme ETASSERest bien un tas car :
— La structure de I'arbre n’est pas modifiée.
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ENTASSERA, i)
g < GAUCHE(i)
d — DRoIT(i)
max«— i
sig<taille(A) et Alg] > Al[max alors max— g
sid < taille(A) et A[d] > Almax alors max«d
si max# i alors échangeA[i] — Aj[max

ENTASSERA, may

FIG. 4.4 — Algorithme INTASSER

P o

FIG. 4.5 — Action de RTASSERA, 2) : la configuration initiale (figure gauche) viole la propriété du tas; peu?

cette propriété est restaurée par interversion de la clé avec celle du fils gauche (figure de droite); le résultat n'est
toujours pas un tas, et I'appel récursfi EASSERA, 4) intervertit la clé du nceuid= 4 avec celle de son fils droit; on

obtient finalement le tas de la figure 4.3.

— Un échange de valeurs entre un peére et un fils n'a lieu que si la valeur du fils est supérieure a celle du pére. Or
la valeur du pére était supérieure a celles stockées dans ses deux arbres fils exceptée la valeur ajoutée a I'arbre.
La nouvelle clé de la racine est donc bien plus grande que l'intégralité de celles stockées dans I'arbre dont elle
devient la racine.

Complexité

Le temps d’exécution deNEFASSERSuUr un arbre de tailla est en®(1) plus le temps de I'exécution récursive de
ENTASSERSUr un des deux sous-arbres, or ces deux sous-arbres ont une taille en%dlpllpﬂre cas survient quand
la derniére rangée de 'arbre est exactement remplie a moitié). Le temps d’exécutinmaiesERest donc décrit par

la récurrence :
TN <T (2—;> +0(1)

ce qui, d’apres le cas 2 du théoréme 1, nous doffii@} = ©(logn), cara=1,b= 3 etlog,a=0.

4.2.3 Construction d’un tas

La construction se fait simplement par utilisation successive de I'algorithmma £SER comme le montre 'algo-
rithme a la figure 4.6.
Complexité

Premiére borne : chaque appel a entasser cO(ieg, n) et il y a O(n) appels de ce type. La complexité de
CONSTRUIRETAS est donc e(nlog, n). On peut en fait obtenir une borne plus fine.
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CONSTRUIRE TAS(A, Valeurs)
taille[A] < longueur[A]

longueur

Pouri « [f(AJJ a lfaire ENTASSERA,I)

FIG. 4.6 — Algorithme @NSTRUIRETAS.

En effet, un tas & éléments est de hautelog, n| et & une hauteur il contient au maximunj s | nceuds. De
plus, I'algorithme ENTASSERrequiert un temps d’exécution €ih) quand il est appelé sur un tas de hauteu’ou :

Ungnl[ n -‘ llogzn] 1,
T(n)= =——|0(h)=01n =,
J; oh+1 hZO 2h
or

2 h

— =2

hZO2h
Dou:

T(n) =0O(n).

On peut donc construire un tas a partir d’'un tableau en temps linéaire.

lllustration de I'algorithme CONSTRUIRETAS

Voir la figure 4.7.

4.2.4 Algorithme du tri par tas

TRIER-TAS(A)

CONSTRUIRETAS(A)

Pour i < longueur(A) a2 faire
échangeA[1] < Ali]
taille(A) — taille(A)—1
ENTASSERA,1)

lllustration de l'algorithme TRI-TAS

Voir la figure 4.8.

Complexité

La procédure RIER-TAS prend un temp®(nlog, n) car I'appel & ®NSTRUIRE TAS prend un temp®(n) et que
chacun des — 1 appels & ETAsseRrprend un temp®©(log, n).

4.3 Trirapide (Quicksor)

4.3.1 Principe

Le tri rapide est fondé sur le paradigme « diviser pour régner », tout comme le tri fusion, il se décompose donc en
trois étapes :
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450 25
Hp o ST
T

FIG. 4.7 — Action de ©NSTRUIRE TAS sur le tableal4; 1;3;2;16;9; 10; 14, 8;]7
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OiQ O Q/OiQ

o 0o O O 00 O
O OO0 O OO0

@%@\@ @

mm
9T P

FIG. 4.8 — Action de RIER-TAS sur le tableay4; 1;3;2;16;9;10; 14, 8;]7
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Diviser : Le tableauA[p..r] est partitionné (et réarrangé) en deux sous-tableaux non Viflesj] et Alg+ 1..r], tels
que chaque élément dip..q] soit inférieur ou égal a chaque élémentAlg+ 1..r]. Lindice q est calculé
pendant la procédure de partitionnement.

Régner : Les deux sous-tableauXp..q) etAlg+ 1..r] sont triés par des appels récursifs.

Combiner : Comme les sous-tableaux sont triés sur place, aucun travail n'est nécessaire pour les recombiner, le
tableauA[p..r] est déja trié !

4.3.2 Algorithme

TRI-RAPIDE(A, p, I)
si p < r alors q «PARTITIONNEMENT(A, p, I)
TRI-RAPIDE(A, p, Q)
TRI-RAPIDE(A, q+1,1)

L'appel TRI-RAPIDE(A, 1, longueuA)) trie le tableauA. Le point principal de I'algorithme est bien évidemment le
partitionnement qui réarrange le tableasur place :

PARTITIONNEMENT(A, p, 1)
x— Alp|
i—p-1
je—r+1
tant que VRAI faire
répéter j — j —1jusqua Alj] < x
répéteri «— i+ 1jusqua Afi] > x
Sii < j alors échangeA[i] < A[]j]
sinon renvoyer j

Exemple de partitionnement :

1. Situation intiale :
1 2 3 4 5 6 7
(4[3]6]2[1][5]7]
Nous avons dong=4,i=0etj = 8.

2. On exécute la bouclerépéter j — j—1jusqu’a A[j] < x» et on obtient = 5.
3. On exécute la bouclerépéteri — i+ 1jusqu’a Afi] > x », et on obtient = 1.

4. Aprés I'échange on obtient le tableau :
1 2 3 4 5 6 7

(1 [3]6]2]4[5]7]

5. On exécute la bouclerépéter j — j—1jusqu’'a A[j] < x» et on obtienf = 4.

6. On exécute la bouclerépéteri — i+ 1jusqu’a Afi] > x », et on obtient = 3.

7. Apres I'échange on obtient le tableau :
1 2 4 3 5 6 7

(1[3]2[6[4]5]7]
8. On exécute la bouclerépéter j — j—1jusqu’'a A[j] < x» et on obtienf = 3.

9. On exécute la bouclerépéteri — i+ 1jusqu'a Afi] > x », et on obtient = 3.

10. Commei = j, l'algorithme se termine et renvoie la valeur « 3 ».
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4.3.3 Complexité
Pire cas

Le pire cas intervient quand le partitionnement produit une régior-a éléments et une a un élément, comme
nous le montrerons ci-aprés. Comme le partitionnement @@(rg et queT (1) = ©(1), la récurrence pour le temps
d’exécution est :

T(n)=T(n—1)+0O(n).

D’ou par sommation :
n
T(n)= Z O(k) = @(
K=1

Pour montrer que cette configuration est bien le pire cas, montrons que dans touJ lgg ea®(n?), c’est-a-dire
qu'il existe une constantetelle queT (n) < cx 2. SiT(n) est la complexité au pire :

T(n) = max (T(q)+T(n—q))+6(n),

ou le parameétre est dans l'intervallgl..n — 1] puisque la procédureARTITIONNEMENT génére deux régions de
tailles chacune au moins égale a un. D'ou :

T(n <, max, (e +c(n—a)%) +O(m).

Or I'expressiong? + (n— g)? atteint son maximum a I'une des extrémités de l'intervalle (dérivée négative puis posi-
tive). D'ou
max (g?+(n—q)?) =1+ (n—1)*=n?-2(n-1).

1<q<n-1
et
T(n) <cr?—2c(n—1)+0O(n) < cr?,

puisque I'on peut choisir la constart@ssez grande pour que le term#r2— 1) domine le termeéd(n). Du coup, le
temps d’exécution du tri rapide (dans le pire cas)st).
Meilleur cas

On subodore que le meilleur cas apparait quand la procédure de partitionnement produit deux régions de taille
La récurrence est alors :

n
T(n)=27(3) +6(n),
ce qui, d’'apres le cas 2 du théoréme 1 nous donne

T(n) = ©(nlogn).

Complexité en moyenne

On suppose que le tableAlne contient pas deux fois le méme élément.

Version stochastique du tri rapide. Un algorithme est distochastiquesi son comportement est déterminé non
seulement par son entrée mais aussi par les valeurs produitesginénateur de nombres aléatoiresOn modifie la
procédure RRTITIONNEMENT pour qu'elle est un comportement stochastique en utilisant une fonctieakb(a,

b) qui renvoie de maniere équiprobable un entier entre les noralzes

PARTITIONNEMENT-STOCHASTIQUEA, p, I')

i — HASARD(p,r)
échangeA[p] — Ali]
renvoyer PARTITIONNEMENT(A, p, I)

Le but ici est de faciliter 'analyse de I'algorithme et de minimiser I'influence des configurations pathologiques.
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Analyse du partitionnement. La valeurq renvoyée par ARTITIONNEMENT ne dépend que du rang ee= A[p]
parmi les éléments d&[p..r] (le rang d’'un nombre dans un ensemble étant le nombre d'éléments qui lui sont infé-
rieurs ou égaux). Du fait de I'encapsulation deRPITIONNEMENT dans RRTITIONNEMENT-STOCHASTIQUEEet de
l'interversion deA[p] et d’'un élément aléatoire d&p..r], rang(x) =i pouri =1, 2, ...,n avec une probabilitt% en
posanin=r — p+ 1 (c’est le nombre d’éléments de l'intervalie.r]).

Ce qui nous intéresse, c’est la taille des partitions. Nous avons deux cas a considérer :

1. rang(x) = 1. L'algorithme RRTITIONNNEMENT s’arréte alors avec= j = 1 et la région « inférieure » de la
partition comprend 'unique élémeAfp] et est de taille 1.

2. rang(x) > 2. Il existe alors au moins un élément (strictement) plus petitxgeeA[p|. Par conséquent, lors
du passage dans la boudbnt que l'indice i s’arréte a la valeur = p mais l'indice j s'arréte a une valeur
strictement inférieure &. Un échange est alors effectuéAdp] est placé dans la région supérieure. Lorsque
PARTITIONNEMENT se termine, chacun deang(x) — 1 éléments de la région « inférieure » de la partition est
strictement inférieur & Ainsi pour chaqué =1, 2, ...,n—1, la probabilité pour que la région inférieure it
élément est dé

Récurrence pour le cas moyen. Vu ce qui précede, le temps moyen requis pour le tri d’un tableau de longueur
vaut donc :

n-1
=7 <T<1>+T<n—1>+ zl<T<q>+T<n—q>>> +e(n).

n q

CommeT (1) = O(1) etT(n— 1) = O(n?) (vue I'étude du pire cas), on a :

Sl

(TW)+T(-1)) =

Sl

(8(1) +O(m)) = O(n).

et ce terme peut étre absorbé par le te@®(e) de la formule. Ainsi :

n—1 n-1
T()= 53 T@+T0-0)+00) =5 T(a) +0m)

Résolution de la récurrence. On suppose par induction qu’il existe des constantes strictement poaittvbgelles
queT (n) < anlogn+b. Siaetb sont tels que I'hypothése est vraie pout 1 alors, si I'on suppose I'hypothése vraie
jusqu'aurangh—1,0na:

27t 27t 2a"t 2b
T(n) = = q;T(q) +0(n) < - I(;(aklogk+ b)+0(n) = - k;klongr F(n —1)+0O(n).
Si I'on sait que (cf. [2, P. 164]) :
n—-1 1

1

2 2
kZlklogkg En logn— én ,
on obtient :

T(n) < %a (—nzlogn— %n2> + %’(n— 1) +06(n) <anlogn— %n+2b+ ©(n) = anlogn+b+ (@(n) +b— gn)

T(n) <anlogn+b,

puisque I'on peut choisia suffisamment grand pour gge domine®(n) 4+ b. On en conclut que le temps d’exécution
moyen du tri rapide e€d(nlogn).



Chapitre 5

Structures de données élémentaires

5.1 Introduction

En informatique, il existe plusieurs maniéres de représenter la notion mathématique d’ensembile. Il n’existe pas une
représentation qui soit « meilleure » que les autres dans I'absolu : pour un probleme donné, la meilleure représentation
sera celle qui permettra de concevoir le « meilleur » algorithme, c’est-a-dire celui le plus esthétique et de moindre
complexité. On parlera parfois@hsembles dynamiquear nos ensembles seront rarement figés.

Chaque élément de ces ensembles pourra comporter plusleamrgsqui peuvent étre examinés des lors que
I'on posséde umpointeur—ou uneréférencesi on préfére utiliser une terminologie plus procheldeaque deC—
sur cet élément. Certains ensembles dynamiques supposent que I'un des champs de I'objet cortiése @t
d’identifiant.

Ces ensembles supportent potentiellement tout une série d'opérations :

— RECHERCHHES, K) : étant donné un ensembset une clék, le résultat de cette requéte est un pointeur sur un

élément deS de clék, s'il en existe un, et la valeur IN sinon —NL étant un pointeur ou une référence sur «
rien ».

— INSERTIONS X) : ajoute a 'ensembl&I'élément pointé pax.

— SUPPRESSIONS X) : supprime de I'ensembl&son élément pointé par(si I'on souhaite supprimer un élément

dont on ne connait que la dkgil suffit de récupérer un pointeur sur cet élément via un appe@HRRCHES,
K)).
Si'ensemble des clés, ou I'ensemble lui-méme, est totalement ordonné, d’autres opérations sont possibles :

— MINIMUM () : renvoie I'élément d&de clé minimale.

— MAXxiMuM (S : renvoie I'élément d&de clé maximale.

— SUCCESSEUKS, X) : renvoie, si celui-ci existe, I'élément d@immédiatement plus grand que I'élément$le

pointé parx, et NIL dans le cas contraire.

— PREDECESSEUKS, X) : renvoie, si celui-ci existe, I'élément d&immédiatement plus petit que I'élément 8e

pointé parx, et NIL dans le cas contraire.

5.2 Piles et files

5.2.1 Piles

Définition 7 (Pile). Une pile est une structure de données mettant en ceuvre le principe « dernier entré, premier sorti
» (LIFO : Last-In, First-Ouen anglais).

L'élément 6té de I'ensemble par I'opérationviSPRESSIONest spécifié a I'avance (et donc cette opération ne
prend alors que I'ensemble comme argument) : I'élément supprimé est celui le plus récemment inséré. L'opération
INSERTIONdans une pile est communément appel&® EEER, et I'opération PPRESSION DEPILER. La figure 5.1
montre les conséquences des opératiansBIEER et DEPILER sur une pile.
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FiG. 5.1 — Exemple de pile : a) initialement la pile contient les valeurs 3, 5 et 2; b) état de la pile aprés I'opération
EMPILER(6); c) état de la pile apres l'opératiormEILER(L) ; d) état de la pile aprés I'opérationEPILER, qui a
renvoyé la valeur 1.

Il est facile d'implémenter une pile au moyen d’un tableau, comme le montre la figure 5.2. La seule difficulté dans
cette implémentation est la gestion des débordements de pile qui interviennent quand on tente d’effecteur I'opération
DEPILERSUr une pile vide et I'opérationNePILER sur un tableau codant la pile qui est déja plein. Ce dernier probléme
n'apparait pas lorsque I'on implémente les piles au moyen d'une structure de données dont la taille n’est gas fixée
priori (comme une liste chainée). Les algorithmes réalisant les fonctiere.ER et DEPILER, ainsi que la nécessaire
fonction auxiliaire PLE-VIDE, sont présentés figure 5.3.

FiG. 5.2 — Implémentation d’'une pile par un tableau : a) état initial de la pile ; b) nouvel état aprés les astions E
LER(7) et BMPILER(3) ; €) nouvel état aprés I'opérationEBILER qui a renvoyé la valeur 3.

5.2.2 Files

Définition 8 (File). Une file est une structure de données mettant en ceuvre le principe « premier entré, premier sorti
» (FIFO : First-In, First-Outn anglais).

L'élément 6té de I'ensemble par I'opération SPRESSIONest spécifié a I'avance (et donc cette opération ne prend
alors que I'ensemble comme argument) : I'élément supprimé est celui qui est resté le plus longtemps dans la file. Une
file se comporte exactement comme une file d’attente de la vie courante. La figure 5.4 montre les conséquences des
opérations NSERTIONet SUPPRESSIONsur une file.

On peut implémenter les files au moyen de tableaux. La figure 5.5 illustre 'implémentation defilds@éments
au moyen d'un tableauraéléments et de deux attributs :

— tétg(F) qui indexe (ou pointe) vers la téte de lafile;

— queu€F) qui indexe le prochain emplacement ou sera inséré un élément nouveau.
Les éléments de la file se trouvent donc aux emplacentéted§), tétgF)+1, ...,queudF)-1 (modulon). Quand
tétgF) = queudF), la liste est vide. Les algorithmes réalisant les fonction&ERTION et SUPPRESSION ainsi que
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PILE-VIDE(P)

si sommgtP)=0 alors renvoyer VRAI
sinon renvoyer FAUX

EMPILER(P, X)

si sommefP) = longueulP) alors erreur « débordement positif »
sinonsommeP) < sommetP)+1
P[sommetP)] « x

DEePILER(P)
si PILE-VIDE(P) alors erreur « débordement négatif »
sinonsommeP) < sommeP)—1
renvoyer P[sommetP) + 1]

FiG. 5.3 — Algorithmes de manipulation des piles implémentées par des tableaux.

FiG. 5.4 - Exemple defile : a) initialement la file contient FIG. 5.5 — Implémentation d’une file par un tableau : a)
les valeurs 7, 4, 8, 9, 6 et 1 (de la plus anciennement &tat initial de la file ; b) nouvel état apres I'actionder-

la plus récemment insérée) ; b) état de la file aprés I'opéT10N(7) ; d) nouvel état apres I'actiomBERTIONS) ; d)
ration INSERTION(3) ; ) état de la file apres I'opération nouvel état aprés I'opérationUBPRESSIONqQui a ren-
SUPPRESSIONJuI a renvoyé la valeur 7. voyé la valeur 1.
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la nécessaire fonction auxiliairaFE-VIDE, sont présentés figure 5.6. La seule difficulté dans cette implémentation
est la gestion des débordements de file qui interviennent quand on tente d’effectuer I'opésatt®ESSIONsUr une

pile vide et I'opération NSERTIONSUr un tableau codant la file qui est déja plein. Ce dernier probléme n’apparait pas
lorsque I'on implémente les files au moyen d’une structure de donnée dont la taille n’est pas ke (comme

une liste doublement chainée).

FILE-VIDE(F)

si tétgF)=queudF) alors renvoyer VRAI
sinon renvoyer FAUX

INSERTIONF, X)
siqueudF) + 1 (modulon) = tétgF) alors erreur « débordement positif »
sinon F[queugF )] «— x
gueudF) «— queudF)+1

SUPPRESSIONF)
si FILE-VIDE(F) alors erreur « débordement négatif »
sinontétgF) « tétgF)+1
renvoyer F[tétgF)—1]

FiG. 5.6 — Algorithmes de manipulation des files implémentées par des tableaux.

5.3 Listes chainées
5.3.1 Définitions

Définition 9 (Liste chainée). Une liste chainée est une structure de données dans laquelle les objets sont arrangés
linéairement, I'ordre linéaire étant déterminé par des pointeurs sur les éléments.

Chaque élément de la liste, outre le chasté contient un champuccesseuqui est pointeur sur I'élément suivant
dans la liste chainée. Si le charmmpccesseud’un élément vaut N, cet élément n'a pas de successeur et est donc
le dernier élément ou lgueuede la liste. Le premier €lément de la liste est appetétade la liste. Une listd est
manipulée via un pointeur vers son premier élément, que I'on notera(). Si TETE(L) vaut NiL, la liste est vide.

La figure 5.7 présente un exemple de liste chainée et montre les conséquences des opésatonsn et UP-
PRESSIONsUr une telle structure de données.

— = [ [

— [ [J—] [

FiG. 5.7 — Exemple de liste chainée : a) initialement la liste chainée contient les valeurs 9, 6, 4 et 1; b) état de la liste
chainée aprés I'opération$ERTION(S) ; ¢) état de la liste chainée aprés l'opératiatPBRESSION4).

Une liste chainée peut prendre plusieurs formes :
— Liste doublement chainée en plus du champguccesseuyrchaque élément contient un chamygdécesseur
qui est un pointeur sur I'élément précédant dans la liste. Si le clmaég®cesseud’un élément vaut N, cet



5.3. LISTES CHAINEES 43

élément n’a pas de prédécesseur et est donc le premir élémentéia tke la liste. Une liste qui n'est pas
doublement chainée est dgenplement chainée

La figure 5.8 présente un exemple de liste doublement chainée et montre les conséquences des apérations |
SERTIONet SUPPRESSIONsUr une telle structure de données.

/ /
/ N N /
/ N /

FiG. 5.8 — Exemple de liste doublement chainée : a) initialement la liste contient les valeurs 9, 6, 4 et 1; b) état de la
liste apres I'opérationNSERTION(S) ; c) état de la liste aprés I'opérationSPRESSION4).

— Triée ounon triée : suivant que l'ordre linéaire des éléments dans la liste correspond ou non & l'ordre linéaire
des clés de ces éléments.

— Circulaire : si le champprécécesseute la téte de la liste pointe sur la queue, et si le changeesseude la
queue pointe sur la téte. La liste est alors vue comme un anneau.

5.3.2 Algorithmes de manipulation des listes chainées

Recherche

L'algorithme RECHERCHELISTE(L, k) trouve le premier élément de diélans la listd par une simple recherche
linéaire, et retourne un pointeur sur cet élément. Si la liste ne contient aucun objekdeadirithme renvoie NL.

RECHERCHELISTE(L, k)
X« TETE(L)
tant que x # NIL etclé(x) # k faire
X «— successelr)
renvoyer x

Cet algorithme manipule aussi bien des listes simplement que doublement que simplement chainées.

Insertion

Etant donné un élémeRrtet une liste., I'algorithme INSERTION-LISTE insérex en téte dé..

INSERTION-LISTE(L, X)

successeyk) — TETE(L)

si TETE(L) # NiL alors prédecesse(TETE(L)) « X
TETE(L) < x

prédecesse(ix) < NIL

Cet algorithme est écrit pour les listes doublement chainées. Il suffit d'ignorer les deux instructions concernant le
champprédécesseypour obtenir I'algorithme équivalent pour les listes simplement chainées.



44 CHAPITRE 5. STRUCTURES DE DONNEES ELEMENTAIRES

Suppression

L'algorithme SUPPRESSIONLISTE élimine un élément d’'une liste chainék. Cet algorithme a besoin d’un poin-
teur sur I'élémenk a supprimer. Si on ne possede que la clé de cet élément, il faut préalablement utiliser I'algorithme
RECHERCHEL ISTE pour obtenir le pointeur nécessaire.

SUPPRESSIONLISTE(L, X)

si prédécessex) # NiL
alors successelfprédécesselix)) < successeyx)
sinon TETE(L) < successelx)

sisuccesselfr) # NiL
alors prédécesselsuccesselfr)) < prédécessellx)

Cet algorithme est écrit pour les listes doublement chainées. L'algorithme équivalent pour les listes simplement
chainées est plus compliqué puisqu’avec les listes simplement chainées nous n'avons pas de moyen simple de récupérer
un pointeur sur I'élément qui précede celui a supprimer...

SUPPRESSIONLISTE(L, X)
six=TETE(L)
alors TETE(L) <« successeyr)
sinony « TETE(L)
tant que successeyy) # x faire y <+ successely)
successelfy) < successelx)

5.3.3 Comparaison entre tableaux et listes chainées

Aucune structure de données n’est parfaite, chacune a ses avantages et ses inconvénients. La figure 5.9 présente
un comparatif des listes simplement chainées, doublement chainées et des tableaux, triés ou non, sur des opérations
élémentaires. Les complexités indiquées sont cellgsrdicas Suivant les opérations que nous aurons a effectuer, et
suivant leurs fréquences relatives, nous choisirons I'une ou I'autre de ces structures de données.
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liste chainée| liste chainée liste chainée liste chainée tableau| tableau
simple simple double double
non triée triée non triée triée non trié trié
RECHERCHHL, k) o(n)2 o(n)a o(n)2 o(n)? o()® | o@)P
o(n°¢ | o)
INSERTION(L, X) 0(1) O(n)¢ 0(1) O(n)¢ ou O(n)¢ ou
erreuf | erreuf
SUPPRESSIONL, X) O(n) O(n) 0(1) 0(1) O(n)? O(n)?
SUCCESSEURL, x) " o(n)! o(1) o(n)! o(1) o(n)! o(1)
PREDECESSEURL, x) o(n)' o(n) o(n)’ o(1) o(n)! o(1)
MINIMUM (L) O(n)' 0(1) o(n)' 0(1) O(n)' 0(1)
MAXIMUM (L) o(n)! o(n)k o(n)! o(n)k o(n)! o(1)

@Dans le pire cas il faut parcourir tous les éléments pour se rendre compte que la clef n’était pas dans I'ensemble.
bla clé étant I'indice de I'élément dans le tableau.

®Dans le pire cas, il faut allouer un nouveau tableau et recopier tous les éléments de I'ancien tableau dans le nouveau.

dDans le pire cas, l'insertion a lieu dans la premiére cas du tableau, et il faut décaler tous les éléments déja présents.
€Au pire, 'insertion a lieu en fin de liste.

fAu cas oli I'on veut effectuer une insertion dans un tableau déja plein et qu'il nest pas possible d’effectuer une allocation dynamique de tableau,
comme en BRTRAN 77 ou en RSCAL.

9Dans le pire cas on supprime le premier élément du tableau et il faut décaler tous les autres éléments.
hAu sens de I'ordre sur la valeur des clés.

iComplexité de la recherche du maximum (ou du minimum) dans un ensemigié@ents...

iComplexité de la recherche du maximum dans un ensembééments... car il faut entreprendre la recherche du prédécesseur depuis le début
de la liste.

kIl faut parcourir la liste en entier pour trouver son dernier élément.

FiG. 5.9 — Efficacités respectives des listes chainées et des tableaux.
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Chapitre 6

Programmation dynamique

La programmation dynamique, comme la méthode « diviser pour régner » (cf. section 3.3), résout les problémes
en combinant les solutions de sous-problémes. La programmation dynamique s’applique quand les sous-problémes ne
sont pas indépendants mais ont des sous-sous-problémes en commun. Dans ce cas, un algorithme « diviser pour régner
» fait plus de travail que nécessaire, en résolvant plusieurs fois les sous-sous-problemes communs. Un algorithme de
programmation dynamique résout chaque sous-sous-probléme une unique fois et mémorise sa solution dans un tableau,
s'épargnant ainsi le recalcul de la solution chaque fois que le sous-sous-probléme est rencontré.

La programmation dynamique est en général appliquéeabiémes d’optimisation : ces problémes peuvent
admettre plusieurs solutions, parmi lesquelles on veut chaigisolution optimale (maximale ou minimale pour une
certaine fonction de codt).

Le développemertt’'un algorithme de programmation dynamique peut étre planifié en quatre étapes :

1. Caractériser la structure d’une solution optimale.
2. Définir récursivement la valeur d’une solution optimale.

3. Calculer la valeur d’'une solution optimale partant des cas simples (cas d’'arrét des récursions) et en remontant
progressivement jusqu’a I'’énoncé du probléme initial.

4. Construire une solution optimale pour les informations calculées (si I'on souhaite avoir une solution et pas
seulement la valeur d’'une solution optimale).

6.1 Multiplication d’une suite de matrices
On suppose que I'on a une suitemmatricesAq, ..., An, €t que I'on souhaite calculer le produit :
AiAo.. An.

On peut évaluer cette expression en utilisant comme sous-programme l'algorithme classique de multiplications de
matrices (cf. section 3.3.2), aprés avoamplétement parenthésétte expression afin de lever toute ambiguité sur
I'ordre des multiplications de matrices —un produit de matrices complétement parenthésé est soit une matrice unique
soit le produit de deux produits de matrice complétement parenthésés). La multiplication de matrices étant associative,
le résultat de la multiplication est indépendant du parenthésage. Il y a ainsi cinqg maniéres différentes de calculer le
produit de quatre matrices :
AtAAcAL = (A1(A2(AsAs)))
= (A((A2As)A4))
= ((AA2)(AsA))
((A1(A2Aa))A4)
= (((ArA2)As)A)

Le parenthésage du produit peut avoir un impact crucial sur le coOt de I'évaluation du produit. Le produit d’'une matrice
Ade taillep x g par une matric® de tailleq x r produit une matric€ de taillep x r en pgr multiplications scalaires.
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Considérons trois matrice, A, et Az de dimensions respectives £@A00, 100x 5 et 5x 50. Si on effectue la mul-
tiplication de ces trois matrices suivant le parenthégé8eA,)As, on effectue 1 100x 5= 5 000 multiplications
dans un premier temps, puis ¥ x 50 = 2 500 dans un deuxiéme temps, soit 7 500 au total. Si, au contraire, on
effectue la multiplication suivant le parenthés#@ge(A2Asz)) on effectue 10 5 x 50 = 25 000 multiplications dans

un premier temps, puis 0100x 50= 50 000 dans un deuxiéme temps, soit 75 000 au total et 10 fois plus qu’avec
le premier parenthésage!

Problématique

Problématique de la multiplication d’une suite de matrices : étant donnée unésuite A, de n matrices, ou
pouri =1,2,....,nla matriceA; est de dimensionp;_1 x pi, parenthéser compléetement le prodif;...A, de fagon
a minimiser le nombre de multiplications scalaires.

Nombre de parenthésages

Le passage en revue de tous les parenthésages possibles ne donnera pas un algorithme efficace, c’est pourquoi il
faut avoir recours a une technique plus sophistiquée.

SoitP(n) le nombre de parenthésages possibles d’une séquemoadiices. On peut couper une séquenca de
matrices entre |&® et la (k+ 1)€, pourk prenant n'importe quelle valeur dans l'intervallen — 1], puis parenthéser
les deux sous-séquences résultantes indépendamment. D’'ou la récurrence :

1 sin=1,
P(n) = { SPLP(KP(—K) sin>2,

On peut montrer que
p(n) = 1ot — o %
(n) - ﬁ 2n—-2 nd/2 )"

Le nombre de solutions est donc au moins exponentialetia méthode directe consistant a effectuer une recherche
exhaustive est donc une stratégie médiocre...

Structure d’un parenthésage optimal

La premiéere étape du paradigme de la programmation dynamique consiste a caractériser la structure d’une solution
optimale.
Nous notonsA; j la matrice résultant de I'évaluation du proditd 1...Aj_1A;. Un parenthésage optimal de
A1Az...An sépare le produit entr& et A 1 pour une certaine valelk: Dans notre solution optimale on commence
donc par calculer les matricdg_ x et Ax.1.n puis on les multiplie pour obtenir la matriéq_,, recherchée. Le colt
du calcul est donc la somme des co(ts des calculs des maftigest Ax. 1. n et de leur produit. Par conséquent le
parenthésage de la sous-suite..A (et celui de la sous-suitd, 1..A,) doit étre optimal : sinon, on le remplace par
un parenthésage plus économique, et on obtient un parenthésage global plus efficace que... le parenthésage optimal !
Par conséquent, une solution optimale & une instance du probléme de multiplication d’'une suite de matrices utilise
uniguement des solutions optimales aux instances des sous-problemes. La sous-structure optimale & I'intérieur d’'une
solution optimale est I'une des garanties de I'applicabilité de la programmation dynamique.

Résolution récursive

La deuxieme étape du paradigme de la programmation dynamique consiste a définir récursivement la valeur d’'une
solution optimale en fonction de solutions optimales aux sous-problémes.

Pour le probleme de la multiplication d’'une suite de matrices, on prend comme sous-problémes les problémes
consistant a déterminer le colt minimum d’un parenthésageAie;...A;, pour 1<i < j < n. Soitm(i, j] le nombre
minimum de multiplications scalaires nécessaires au calchlAe:..Aj = A _j.

Pour touti, m[i,i] = 0 carA_j = A et aucune multiplication n’est nécessaire. Considérons un cgupleavec
i < j. Supposons qu’'un parenthésage optimal sépare le prdvyit;...Aj entreA, et A, 1. Alors, m(i, j], le colt du
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calcul deA j est égal au colt du calcul @ k, plus celui deA, 1. j, plus celui du produit de ces deux matrices. Nous
avons donc :

mfi, j] = m[i,k +mk+1, j] + pi-1pxPpj-
Cette équation nécessite la connaissance de la valdéycdenaissance que nous n’avons pas. |l nous faut donc passer
en revue tous les cas possibles etily gn-ai :

(0 sii = j,
mii, j] —{ mini<i<j {Mfi,K +mk+1,j]+pi_1pxpj} Sii<j. (6.1)

m(i, j] nous donne le colt d'une solution optimale. Pour pouvoir construire une telle solution asji ndtene valeur
k telle quem(i, j] = m(i,k] +mk+1, j] + pi—1Pkp;-

Algorithme récursif

Une premiére solution a notre probléme pourrait étre I'algorithraai@eE DEM ATRICES-RECURSIF ci-dessous
qui est une utilisation directe de la récursion 6.1

CHAINEDEMATRICES-RECURSIAp, i, j)
sii = j alors retourner O
mii, j] < +oo
pour k< 1a j—1faire
g+ CHAINEDEMATRICES-RECURSIHp, i, k)
+ CHAINEDEMATRICES-RECURSIA P, k+1, j)

+ Pi-1P«P;
sig< mi, j] alorsmi, j] < q
renvoyer m(i, j]

La complexité de cet algorithme est donné par la récurrence :

T — 1 sin=1,
(m) = 1430 1(T(K)+T(n—k)+1) pourn> 1.

Dans le cas général, cette complexité peut se récrire :

T(n):ZEllT(iH—n.

Par conséquefii(n) > 2T (n—1) etT (n) = Q(2"). La quantité totale de travail effectué par I'appelINEDEMATRICES-
RECURSIAP, 1, n) est donc au moins exponentiel et est donc prohibitif... Heureusement, on peut mieux faire.
Calcul des colts optimaux

En fait, le nombre de sous-problémes est assez réduit : un probléme pour chaque chetxdeg tels que
1<i < j<n, soit au totalC? +n = ©(n?) choix. L'algorithme récursif rencontre chaque sous-probléme un grand

nombre de fois (ici, un nombre exponentiel de fois) dans différentes branches de I'arbre des appels récursifs. Cette
propriété, dite des sous-problémes superposés (des sous-problémes ont des sous-sous-problémes en commun), est I¢

deuxiéme indice de I'applicabilité de la programmation dynamique.

Plutdt que d'implémenter de maniére récursive I'équation 6.1, on aborde la troisieme étape du paradigme de la
programmation dynamique : on calcule le co(t optimal en utilisant une approche ascendante. L'entrée de I'algorithme

ORDONNER-CHAINEDEMATRICES ci-dessous est la séquengg ps, ..., Pn des dimensions des matrices. Cet algo-
rithme calcul le coGt optimat[i, j] et enregistre un indicgi, j| permettant de I'obtenir.

ORDONNER-CHAINEDEMATRICES(p)

n — longueurp) — 1
pour i+ 1anfaire m[i,ij <0
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pour | «+ 2 an faire
pouri«—lan—I|+1faire
je—i+l-1
mii, j] — +oo
pour k< 1aj—1faire
q— m[|7k]+m[k+17j]+ Pi—1PkPj
sig< mi, j] alorsmi, j] < q
g, j] «—k
renvoyer mets

L'algorithme remplit le tableaum en considérant des suites de matrices de longueur croissante. L'équation 6.1
nous montre en effet que le calcul du colt d’'un produitdmatrices ne dépend que des colts de calcul de suites de
matrices de longueur strictement inférieure. La boucld sst une boucle sur la longueur des suites considérées.

La figure 6.1 présente un exemple d’exécution de I'algorithrme @NNER-CHAINEDEMATRICES. Commen[i, j]
n'est défini que pour < j, seule la partie du tablean strictement supérieure a la diagonale principale est utilisée.
Les deux tableaux sont présentés de maniére a faire apparaitre la diagonale prinaiphleridentalement, chaque
rangée horizontale contenant les éléments correspondants a des chaines de matrices de mérme tailkE RO
CHAINEDEMATRICES calcule les rangées aedu bas vers le haut, et chaque rangée de la gauche vers la droite. Dans
notre exemple, un parenthésage optimal colte 15 125 multiplications scalaires.

FiG. 6.1 — Tableauxm et s calculés par EDONNER-CHAINEDEMATRICES pour n = 6 et les dimensions :
30,35,15,5,10,20,25.

Complexité

Un simple coup d’ceil & I'algorithme montre que sa complexité e€@n). Plus précisément :

T() =3ty s
=5,y (-1
=3 o(n=1+1)(1-1)
=3 o(—12+1(n+2) - (n+1))
_ n3+5é1+12

sachant quq{‘zli3 = %6(2”“). La complexité de l'algorithme ®DONNER-CHAINEDEMATRICES est donc en

O(n%) ce qui est infiniment meilleur que la solution naive énumérant tous les parenthésages ou que la solution récur-
sive, toutes deux de complexité exponentielle.
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Construction d’une solution optimale

L'algorithme ORDONNER-CHAINEDEMATRICES calcule le co(t d’'un parenthésage optimal, mais n’effectue pas
la multiplication de la suite de matrices. Par contre, I'information nécessaire a la réalisation d'un calcul suivant un
parenthésage optimal est stockée au fur et & mesure dans le tablspyj] contient une valeuk pour laquelle
une séparation du produiAi1...Aj entreA, et A1 fourni un parenthésage optimal. L'algorithmeuMrIPLIER-
CHAINEDEMATRICES ci-dessous réalise la multiplication et résout donc notre probléme.

MULTIPLIER-CHAINEDEMATRICES(A, S, i, j)
Sij>i
alors X < MULTIPLIER-CHAINEDEMATRICES(A, s, i, S[i, j])
X < MULTIPLIER-CHAINEDEMATRICES(A, S, §[i, j] + 1, j)
renvoyer MULTIPLIER-MATRICES(X, Y)
sinon renvoyer A;

Dans I'exemple de la figure 6.1, BATIPLIER-CHAINEDEMATRICES(A, S, 1, 6) calcule le produit de la suite de
matrices en suivant le parenthésage :

((A1(A2A3)) ((Aahs)Ae)),
cars[1,6] = 3,5/1,3] =1 ets[4,6] = 5.

6.2 Eléments de programmation dynamique

On examine ici les deux caractéristiques principales que doit posséder un probléme d’optimisation pour que la pro-
grammation dynamique soit applicable : une sous-structure optimale et des sous-problémes superposés. On examinera
aussi une variante de ce paradigme : le recensement.

6.2.1 Sous-structure optimale

Un probléme fait apparaitre useus-structure optimalesi une solution optimale au probleme fait apparaitre des
solutions optimales aux sous-problémes. La présence d’'une sous-structure optimale est un bon indice de I'utilité de
la programmation dynamique (mais cela peut aussi signifier qu’une stratégie gloutonne est applicable, cf. chapitre 7).
La sous-structure optimale d'un probléme suggére souvent une classe de sous-problémes pertinents auxquels on peut
appliquer la programmation dynamique.

6.2.2 Sous-problémes superposés

La seconde caractéristique que doit posséder un probléme d’optimisation pour que la programmation dynamique
soit applicable est « I'étroitesse » de I'espace des sous-problémes, au sens ou un algorithme récursif doit résoudre
constamment les mémes sous-problémes, plutdt que d’en engendrer toujours de nouveaux. En général, le nombre de
sous-problémes distincts est polynomial par rapport a la taille de I'entrée. Quand un algorithme récursif repasse sur
le méme probléme constamment, on dit que le probléme d’optimisation contiesbvueproblémes superposés
contrario, un probléme pour lequel I'approche « diviser pour régner » est plus adaptée génére le plus souvent des
problémes nouveaux a chaque étape de la récursivité. Les algorithmes de programmation dynamique tirent parti de la
superposition des sous-problemes en résolvant chaque sous-probléme une unique fois, puis en conservant la solution
dans un tableau ou on pourra la retrouver au besoin avec un temps de recherche constant.

6.2.3 Recensement

Il existe une variante de la programmation dynamique qui offre souvent la méme efficacité que I'approche usuelle,
tout en conservant une stratégie descendante. Son principe estetserles actions naturelles, mais inefficaces,
de I'algorithme récursif. Comme pour la programmation dynamique ordinaire, on conserve dans un tableau les so-
lutions aux sous-problémes, mais la structure de remplissage du tableau est plus proche de I'algorithme récursif. Un
algorithme récursif de recensement maintient a jour un élément de tableau pour la solution de chaque sous-probléme.
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Chaque élément contient au départ une valeur spéciale pour indiquer qu'’il n'a pas encore été rempli. Lorsque le sous-
probléme est rencontré pour la premiére fois durant I'exécution de I'algorithme récursif, sa solution est calculée puis
stockée dans le tableau. A chaque nouvelle confrontation avec ce sous-probléme, la valeur stockée est simplement
récupéree.

RECENSEMENFCHAINEDEMATRICES(P)

n < longueufp) — 1
pour i < 1 anfaire
pour j < i anfaire
mli, j] < +oo
renvoyer RECUPERATION-CHAINE(p, 1,n)

RECUPERATION-CHAINE(P, I, )
simli, j] < 4o alors renvoyerm(i, j]
Sii=]
alorsm[i, j] <0
sinon pourk < i a j — 1 faire
g — RECUPERATION-CHAINE (P, i,K) + RECUPERATION-CHAINE (p,K+ 1, j) + pPi—1PxPj
sig< mi,j] alorsmi, j] < q
gi, j] «—k

Chacun de®(n?) éléments du tableaun est rempli une unique fois parR UPERATION-CHAINE et chacun de ces
O(r?) appels & RCUPERATION-CHAINE requiert un temps e®(n) —en excluant le temps passé a calculer d’autres
éléments éventuels. La complexité dEdPERATION-CHAINE est donc erd(n?).

En pratique, si tous les sous-problémes doivent étre résolus au moins une fois, un algorithme ascendant de pro-
grammation dynamique bat en général un algorithme descendant avec recensement d’un facteur constant car il élimine
le temps pris par les appels récursifs et prend moins de temps pour gérer le tableau. En revanche, si certains sous-
problemes de I'espace des sous-problémes n’ont pas besoin d’'étre résolus du tout, la solution du recensement présente
I'avantage de ne résoudre que ceux qui sont vraiment nécessaires.



Chapitre 7

Algorithmes gloutons

Les algorithmes qui résolvent les probléemes d’optimisation parcourent en général une série d’étapes, au cours
desquelles ils sont confrontés a un ensemble d’options. Pour de nombreux problémes d’optimisation la programmation
dynamique est une approche trop lourde pour déterminer les meilleures solutions ; d’autres algorithmes plus simples et
efficaces y arriveront. Ualgorithme glouton fait toujours le choix qui semble le meilleur sur le moment. Autrement
dit, il fait un choix optimal localement, dans I'espoir que ce choix menera a la solution optimale globalement.

Les algorithmes gloutons n’aboutissent pas toujours a des solutions optimales, mais la méthode gloutonne est tres
puissante et fonctionne correctement pour des problémes variés.

7.1 Location d'une voiture

On considére le probléme de la location d’une unique voiture. Des clients formulent un ensemble de demandes de
location avec, pour chaque demande, le jour du début de la location et le jour de restitution du véhicule. Notre but ici
est d'affecter le véhicule de maniére a satisfairmbximum de clientpossible (et non pas de maximiser la somme
des durées des locations).

Nous disposons donc d’'un ensemBleles demandes de location avec, pour chaque éléerdmiE, la dated(e)
du début de la location et la daf¢e) de la fin de cette location. Nous voulons obtenir un ensembigaximal de
demandes satisfaites. Cet ensenfbtinit vérifier une unique contrainte : deux demandes ne doivent pas se chevaucher
dans le temps, autrement dit une location doit se terminer avant que la suivante ne commence. Cette contrainte s’écrit
mathématiquement :

Vere R Ve e F, d(e) <d(e) = f(er) <d(e).

Algorithme

LoCATIONDUNEVOITURE(E)

Tri des éléments dE par date de fin croissante.

On obtient donc une sui®, ey, ..., &, telle quef(er) < f(e) < ... < f(en).
F[l] «— €1
j—1
pour i < 1 anfaire

sid(e) > f(F[j]) alors j — j+1

Fli] < e

renvoyer F

Cet algorithme est glouton car a chaque étape il prend la location « la moins colteuse » : celle qui finit le plus tét
parmi celles qui sont satisfiables.

53
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Preuve de I'optimalité de I'algorithme

SoitF = {x1,%2, ..., Xp} la solution obtenue par I'algorithme glouton, et $Bi= {y1,Y>,...,Yq}, 0> p, une solution
optimale. Nous voulons montrer géeest optimal, et donc qug= p.

Nous supposons que les ensemifiest G sont classés par dates de fins de location croissant&n8&icontient
pasF, il existe un entiek tel que Vi < k,x; =y etxx # yk. Par construction dE, xx est une demande de location
qui a la date de fin minimale et dont la date de début soit postérieure a la date deyfin deyx_1. Par conséquent,
f(yk) > f(x). On peut alors remplacé parG' = {y1,Y2,....Yk—1, %, Yk+1 -, Yq} tout en satisfaisant la contrainte
de non chevauchement des deman@ st une autre solution optimale mais ayant strictement plus d’éléments en
commun ave& queG. En répétant autant que faire se peut ce procéde, on obtient un enséddhaéme cardinalité
queG et qui contienf. Cet ensemblél ne peut contenir d’autres éléments que ceuk dar ceux-ci, débutants aprés
la fin dexp, auraient été ajoutésrapar I'algorithme glouton. Donkl = F, etF etG ont le méme nombre d’éléments.

Limites de I'algorithme

Il est primordial, ici, que les demandes soit classées par dates de fin croissantes. Le tableau 7.1 présente trois
demandes de location classées par dates de début croissantes pour lesquelles I'algorithme glouton présenté ci-dessus
n'est pas optimal. Pour d’évidentes raisons de symétries, classer les demandes par dates de début décroissantes donne
par contre un résultat optimal.

&L | & | &
d|2|3]|5 € | & | &
F| 8|48 d| 3|53
F
TAB. 7.1 — Demandes classées par dates de début crois-
santes. TAB. 7.2 — Demandes classées par durées décroissantes.

L'algorithme glouton ne donne pas I'optimum si notre but est de maximiser la durée totale de location du véhicule.
Méme si on classe les demandes de location par durées décroissantes, un algorithme glouton ne donnera pas une
solution optimale, le tableau 7.2 présentant un contre-exemple. En fait, le probléme de la maximisation de cette durée
totale est NP-complet (cf. chapitre 11) et on ne connait pas d'algorithme de complexité polynomiale pour le résoudre.

Si nous disposons de deux voitures et non plus d’une seule, I'algorithme précédent ne donne plus I'optimum.

7.2 Eléments de la stratégie gloutonne

Un algorithme glouton détermine une solution aprés avoir effectué une série de choix. Pour chaque point de dé-
cision, le choix qui semble le meilleur a cet instant est retenu. Cette stratégie ne produit pas toujours une solution
optimale. Il existe cependant deux caractéristiques qui indiquent qu’un probléme se préte a une stratégie gloutonne :
la propriété du choix glouton et une sous-structure optimale.

7.2.1 Propriété du choix glouton

Propriété du choix glouton: on peut arriver a une solution globalement optimale en effectuant un choix locale-
ment optimal (ou choix glouton). En programmation dynamique on fait un choix a chaque étape, mais ce choix dépend
de la solution de sous-problémes, au contraire, dans un algorithme glouton, on fait le choix qui semble le meilleur sur le
momentpuison résout les sous-problémes qui surviennent une fois le choix fait. Une stratégie gloutonne progresse en
général de maniére descendante en faisant se succéder les choix gloutons pour ramener itérativement chaque instance
du probleme a une instance « plus petite ».

7.2.2 Sous-structure optimale

Montrer qu’un choix glouton aboutit & un probléme similaire mais « plus petit » raméne la démonstration de
I'optimalité a prouver qu’une solution optimale doit faire apparaitre une sous-structure optimale.
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Un probleme fait apparaitre um®us-structure optimalesi une solution optimale contient la solution optimale
de sous-problémes. Cette propriété est un indice important de I'applicabilité de la programmation dynamique comme
des algorithmes gloutons. Le sujet du TD 6 montre un exemple de probleme qui peut étre résolu par programmation
dynamique mais pas par un algorithme glouton.

7.3 Fondements théoriques des méthodes gloutonnes

La théorie des matroides ne couvre pas tous les cas d'applications de la méthode gloutonne, mais elle couvre de
nombreux cas intéressants en pratique.

7.3.1 Matroides

Définition 10 (Matroide). Un matroide est un couple M (E, 1) vérifiant les conditions suivantes :
1. E est un ensemble fini non vide.

2. | estune famille non vide de sous-ensembles de E, appelés sous-engsaédipiesdantsle E, telle que si K |
et si FC H alors F €| (on dit que | eshéréditaird. Autrement dit, si | contient un sous-ensemble H de E, |
contient tous les sous-ensembles de H. On remarque que I'ensemble vide est obligatoirement membre de I.

3. Si F et H sont deux éléments de |, ayE¢ < |H|, alors il existe (au moins) un élémenexH \ F tel que
FU{x} €| (propriété d’échangg

Un premier résultat sur les matroides :
Théoréme 2. Tous les sous-ensembles indépendants maximaux d’un matroide ont la méme taille.

Ce résultat est une conséquence directe de la propriété d’échange : si un de ces erldemdilejctement plus
petit que les autres, la propriété d’échange nous garantit cutient un sur-ensemble stridt deH, ce qui contredit
la maximalité deH.

Définition 11 (Matroide pondéré). Un matroide M= (E, ) est ditpondérési I'on dispose d’une fonction de pondé-
ration w qui affecte un poids strictement positifgva chaque élément x de E. La fonction de pondération w s’étend
aux sous-ensembles de E. Soit F un sous-ensemble quelconque de E :

w(F) = Xg: wW(X).

7.3.2 Algorithmes gloutons sur un matroide pondéré

De nombreux problémes pour lesquels une approche gloutonne donne les solutions optimales peuvent étre ramenés
a une recherche d’'un sous-ensemble indépendant de pondération maximale dans un matroide pondéré. Autrement dit,
on dispose d’'un matroide pondéwe= (E,l) et on souhaite trouver un ensemble indépendrart| pour lequel
w(F) est maximisé. Un tel sous-ensemble indépendant et qui posséde la plus grande pondération possible est appelé
sous-ensembleptimal du matroide. Comme la pondération est strictement positive par définition, un sous-ensemble
optimal est toujours un sous-ensemble indépendant maximal.

L'algorithme ci-dessous prend en entrée un matroide podér€E, | ) et sa fonction de pondératianet retourne
un sous-ensemble optimial

GLouToN(M = (E,I), w)
F—0
Trier E par ordre de poids décroissant
pour x € E par ordre de poids décroissdaire
siFU{x} el alorsF — FU{x}
renvoyer F
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Cet algorithme est glouton parce qu'il considére les éléments plar ordre de poids décroissant et qu’il ajoute
immédiatement un élémerta F si F U {x} est indépendant. & contientn éléments et si la vérification de I'indé-
pendance d& U {x} prend un temp®( f(n), 'algorithme tout entier s’exécute énlogn+nf(n)) —rappel : le tri
d’un ensemble da éléments colt®(nlogn).

Le sous-ensemble deE est indépendant par construction. Nous allons maintenant établir 'optimaké de

Théoréme 3 (Les matroides satisfont & la propriété du choix glouton)Soit M= (E,I) un matroide pondéré de
fonction de pondération w. Supposons que E soit trié par ordre de poids décroissant. Soit x le premier élément de E
tel que{x} soit indépendant, s'il existe. Si x existe, il existe un sous-ensemble optimal F de E contenant x.

Si x n’existe pas, le seul élément dest 'ensemble vide. Soll un sous-ensemble optimal. On utilisepour
construire, au moyen de la propriété d’échange, un ensdmivlaximal (de méme cardinalité gt et contenank.
Par constructiorf; etH ne différent que d’un élément et il existe donc un élényetet que :F = (H\ {y}) U {x}. Par
maximalité du poids dg, w(y) < w(x), w(H) < w(F) etF est optimal.

Théoréme 4. Soit M= (E, ) un matroide quelconque. Si x est un élément de E tefgp@’est pas élément de I,
alors x n"appartient a aucun sous-ensemble indépendant F de E.

Autrement dit, un élément qui n’est pas utilisable immédiatement ne pourra jamais étre utilisé : I'algorithme
GLOUTON ne fait donc pas d’erreur en ne considérant pas les élémehtsgjdiene sont pas extension @e

Théoréme 5 (Les matroides satisfont la propriété de sous-structure optimale)Soit x le premier élément de E

choisi par GLOUTON pour le matroide pondéré M (E,1). Le reste du probléme —trouver un sous-ensemble indé-
pendant contenant x et de poids maximal— se réduit a trouver un sous-ensemble indépendant et de poids maximal du
matroide pondéré M= (E’,l’), ou :

E'={yeE:{xy}el},
"'={HCE\{x}:HU{x} €1},
et ou la fonction de pondération de’Mst celle de M restreinte &'E
Une solution de poids maximum sMrcontenank engendre une solution de poids maximumiglret vice versa.

Théoréme 6 (Validité de I'algorithme glouton sur les matroides).Si M= (E,I) est un matroide pondéré de fonction
de pondération w, alors I'app&bLouTON(M = (E, ), w) renvoie un sous-ensemble optimal.
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Graphes et arbres

8.1 Graphes

Un graphe orienté G est représenté par un couplg @) ou S est un ensemble fini & une relation binaire
sur S. L'ensembleS estl’ensemble des sommetsle G et A estl’ensemble des arcge G. La figure 8.1 est une
représentation graphique du graphe origaté (S A) avec I'ensemble de sommeds= {1,2,3,4,5,6} et 'ensemble
d'arcsA={(1,2),(2,2),(2,4),(2,5),(4,1),(4,5),(5,4),(6,3)} ; les sommets étant représentés par des cercles et les
arcs par des fleches. On notera quédescles— une boucle étant un arc qui relie un sommet a lui-méme — sont ici
possibles.

(D——2) & — &

(®) (8) @ (8)

FiG. 8.1 — Exemple de graphe orienté. FiG. 8.2 — Exemple de graphe non orienté.

Dans ungraphe non orientéG = (S A), 'ensemble dearétesA n'est pas constitué deouplesmais depaires
de sommets — une paire étant non ordonnée contrairement & un couple. Par convention, on représente I'aréte entre
les sommetsi etv non par la notatiofu,v} mais, indifféremment, par les notatiofis v) ou (v,u). Dans un graphe
non orienté les boucles sont interdites et chaque aréte est donc constituée de deux sommets distincts. La figure 8.2
est une représentation graphique du graphe non or@ri¢S A) avec I'ensemble de sommeds= {1,2,3,4,5,6} et
'ensemble d’arcé\ = {(1,2),(2,5),(5,1),(6,3)}.
Si (u,v) est un arc d'urgraphe orienté G= (S A), on dit que(u,v) part du sommeu etarrive au sommev. Si
(u,v) est une aréte d’un grapinen orienté G= (S A), on dit que I'arétdu, v) estincidente aux sommetsi etv.
Dans ungraphe non orientéle degré d’un sommet est le nombre d’arétes qui lui sont incidentes. Si un sommet
est de degré 0, comme le sommet 4 de la figure 8.2, il essa@ Dans ungraphe orient¢le degré sortantd’un
sommet est le nombre d’arcs qui en partentdgré (r)entrant est le nombre d’arcs qui y arrivent etdegréest la
somme du degré entrant et du degré sortant.
Dans ungraphe orienté G= (S A), un chemin de longueur k d'un sommetu & un sommev est une séquence
(Ug, Uy, ..., Ux) de sommets telle que= ug, v= Uk et (ui_1,U;) € A pour touti dans{1,...,k}. Un chemin esélémen-
taire si ces sommets sont tous distincts. Dans la figure 8.1, le ch@nfrb, 4) est élémentaire et de longueur 3, mais
le chemin(2,5,4,5) n'est pas élémentaire. ous-cheminp’ d'un cheminp = (up, U, ..., Uyx) €st une sous-séquence
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contigué de ses sommets. Autrement dit, il existej, 0 <i < j <k, tels quep’ = (uj,Uiy1,...,uj). On définit dans
lesgraphes non orientéa notion correspondante d@aine

Dans urgraphe orienté G= (S A), un chemin(up, us, ..., Ux) forme uncircuit siup = uk et sile chemin contient au
moins un arc. Ce circuit eélémentairesi les sommets;, ..., Uk sont distincts. Une boucle est un circuit de longueur
1. Dans urgraphe non orienté G- (S A), une chaingup, us, ..., Uux) forme uncyclesik > 3 et siup = ux. Ce cycle est
élémentairesi les sommetsy, ..., Uk sont distincts. Un graphe sans cycle estdiclique

Un graphe non orientéest connexesi chaque paire de sommets est reliée par une chainecdreposantes
connexesd’un graphe sont les classes d'équivalence de sommets induites par la relation « est accessible a partir de ».
Le graphe de la figure 8.2 contient trois composantes conndde® 5}, {3,6} et {4}.

Un graphe orientéestfortement connexesi chague sommet est accessible a partir de n'importe quel autre. Les
composantes fortement connexed’'un graphe sont les classes d’équivalence de sommets induites par la relation «
sont accessibles I'un a partir de I'autre ». Le graphe de la figure 8.1 contient trois composantes cofin@xé 5},

{3} et{6}.
On dit qu'un graph&s’ = (S, A’) est unsous-graphedeG = (S A) siS C SetsiA C A

8.2 Arbres

Un graphe non orienté acyclique est doeét et un graphe non orienté connexe acyclique esirbre. La figure
8.3 présente un graphe qui n’est ni un arbre ni une forét car contenant un cycle; la figure 8.4 présente un graphe qui
est une forét mais pas un arbre, puisque n'étant pas connexe; la figure 8.5 présente un arbre.

Pi7n

Fic. 8.3 — Exemple de graphe FiG. 8.4 — Exemple de forét. FIG. 8.5 — Exemple d’arbre.
contenant un cycle.

Théoréeme 7 (Propriétés des arbres)Soit G= (S A) un graphe non orienté. Les affirmations suivantes sont équiva-
lentes.

1. G estun arbre.

Deux sommets quelconques de G sont reliés par un unique chemin élémentaire.

G est connexe, mais si une aréte quelconque est 6tée de A, le graphe résultant n’est plus connexe.
G estconnexe éf| = |5 — 1.

G est acyclique €Al = |5 — 1.

G est acyclique, mais si une aréte quelconque est ajoutée a A, le graphe résultant contient un cycle.

o0k wnN

Pour la démonstration de ce théoréme, voir [2, pp. 89-91].

Un arbre enraciné est un arbre dans lequel I'un des sommets se distingue des autres. On appelle ce sommet
la racine. Ce sommet particulier impose en réalité un sens de parcours de I'arbre et I'arbre se retrouve orienté par
l'utilisation qui en est faite... Dans la suite de ce cours, et sauf avis contraire, tous les arbres que nous manipulerons
seront des arbres enracinés et nous omettrons de le préciser. En outre, on appelleraxseudsies sommets des
arbres (enracinés). La figure 8.6 présente deux arbres qui ne different que s'’ils sont considérés comme des arbres
enracinés.

Soitx un nceud d’'un arbr& de raciner. Un nceud quelconquesur I'uniqgue chemin allant de & x est appelé
ancétredex. Si T contient I'aréte(y, x) alorsy est lepere dex etx est lefils dey. La racine est le seul nceud qui n'ait



FiG. 8.6 — Exemple d’arbres qui ne différent que s'ils sont enracinés.

pas de pere. Un nceud sans fils est un nceud externe deuitie. Un nceud qui n’est pas une feuille est nmeud
interne. Siy est un ancétre de alorsx est undescendantdey.

Le sous-arbre de racinex est I'arbre composé des descendantg,dmraciné ex. Par exemple, dans le premier
arbre de la figure 8.7, le sous-arbre de racine 8 contient les nceuds 8, 6, 5 et 9.

profondeur 0 a

(3) (2) profondeur 1 (3) (2)
0. W ooz @ () @ @
® ® poongers (D @ (D
e profondeur 4 a

FiG. 8.7 — Exemple d’arbres (enracinés) qui ne different que s'ils sont ordonnés.

Le nombre de fils du nceudest appelé lelegrédex. Donc, suivant qu’un arbre (enraciné) est vu comme un arbre
(enraciné) ou un graphe, le degré de ses sommets n'a pas la méme valeur! La longueur du chemin entre & racine
le nceudk est laprofondeur dex. La plus grande profondeur que puisse avoir un nceud quelconque de Tagbtda
hauteur deT. Les deux arbres présentés figure 8.7 sont de hauteur 4.

Un arbre ordonné est un arbre enraciné dans lequel les fils de chaque nceud sont ordonnés entre eux. Les deux
arbres de la figure 8.7 sont différents si on les regarde comme des arbres ordonnés... mais ils sont identiques si on les
regarde comme de simples arbres (enracinés).

Les arbres binaires se décrivent plus aisément de maniére récursigebridrbinaire T est une structure définie
sur un ensembile fini de nceuds et qui :

— ne contient aucun nceud, ou

— est formé de trois ensembles disjoints de nceuds : une racine, un arbre binaire appelésanre gaucheet

un arbre binaire appelé sepus-arbre droit.

Un arbre binaire est plus qu'un arbre ordonné dont chaque noeud serait de degré au plus deux : dans un arbre
binaire, si un nceud n’a qu’un seul fils, la position de ce fils — qu'il Blsifgaucheoufils droit — est importante. La
figure 8.8 présente deux arbres ordonnés qui ne sont différents que quand ils sont vus comme des arbres binaires.

Dans urarbre binaire complet chaque noeud est soit une feuille, soit de degré deux — aucun nceud n’est donc de
degré un.

Un arbrek-aire est une généralisation de la notion d’arbre binaire ou chaque nceud est de degrékaet plois
plus simplement de degré au plus 2.
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FiG. 8.8 — Exemple d'arbres ordonnés qui ne différent que quand ils sont vus comme des arbres binaires.

8.3 Parcours

8.3.1 Parcours des arbres

Nous ne considérons ici que dadbres ordonnés

Parcours en profondeur

Dans unparcours en profondeur d’aboran descend le plus profondément possible dans I'arbre puis, une fois
gu'une feuille a été atteinte, on remonte pour explorer les autres branches en commencant par la branche « la plus
basse » parmi celles non encore parcourues; les fils d'un nceud sont bien évidemment parcourus suivant I'ordre sur
l'arbre.

PP®)

si An’est pas réduit a une feuilfaire
pour tous les filsu deracine(A) faire dans I'ordre PP ()

FIG. 8.9 — Algorithme de parcours en profondeur d’'un arbre.

Les parcours permettent d’effectuer tout un ensemble de traitement sur les arbres. La figure 8.10 présente trois
algorithmes qui affichent les valeurs contenues dans les nceuds d’un arbre binaire, suivant des parcours en profondeur
préfixe, infixe et postfixe, respectivement.

PREFIXE(A) INFIXE(A) POSTFIXE(A)
si A= NIL faire si A NiL faire si A= NIL faire
afficheracine(A) INFIXE(FILS-GAUCHE(A)) POSTFIXE(FILS-GAUCHE(A))
PREFIXE(FILS-GAUCHE(A)) afficheracine(A) POSTFIXE(FILS-DROIT(A))
PREFIXE(FILS-DROIT(A)) INFIXE(FILS-DROIT(A)) afficheracine(A)

FiG. 8.10 — Parcours préfixe, infixe et postfixe d’un arbre.

Parcours en largeur

Dans unparcours en largeur d’abordtous les nceuds a une profondéwoivent avoir été visités avant que le
premier nceud a la profondeid 1 ne soit visité. Un tel parcours nécessite que I'on se souvienne de I'ensemble des
branches qu'il reste a visiter. Pour ce faire, on utilise filedici notéeF).
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PL(A)
F — {racine(A)}
tant que F # 0 faire
U« SUPPRESSIONF)
pour tous les filsv deu faire dans I'ordre INSERTION(F, V)

FIG. 8.11 — Algorithme de parcours en largeur d’'un arbre.

8.3.2 Parcours des graphes

Le parcours des graphes se révele étre un peu plus compliqué que celui des arbres. En effet, les graphes peuvent
contenir des cycles et nous voulons éviter de parcourir indéfiniment ces cycles! Pour éviter cet écueil on colorie les
sommets des graphes : initialement les sommets sont tous blancs; lorsqu’il est rencontré pour la premiere fois un
sommet est peint en gris; lorsque tous ses successeurs dans I'ordre de parcours ont été visités, un sommet est repeint
en noir.

Parcours en profondeur

PPG)

pour chaque sommetdeG faire couleufu] < BLANC
pour chaque sommet de G faire si couleufu] = BLANC alors VISITER-PP@G, u, couleuy)

VISITER-PP@G, s, couleun

couleuts| < GRIS
pour chaque voisirv desfaire

si couleufv] = BLANC alors VISITER-PP@G, v, couleun
couleurfs] — NoOIR

F1G. 8.12 — Algorithme de parcours en profondeur d’un graphe.

Parcours en largeur

PL(G, 9

couleurs| — GRIs

pour chaque sommetdeG, u # sfaire couleufu] < BLANC

F—{s}

tant que F £ 0 faire
U« SUPPRESSIONF)
pour chaque voisitv deu faire

si couleurv] = BLANC
alors couleurv] <— GRIS
INSERTION(F, V)

couleurfu] « NOIR

FIG. 8.13 — Algorithme de parcours en largeur d’'un graphe.
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Chapitre 9

Arbres de recherche et arbres de recherche
équilibrés

9.1 Arbres binaires de recherche
9.1.1 Définition

Définition 12 (Arbre binaire de recherche). Un arbre binaire de recherche est un arbre binaire vérifiant la propriété
suivante : soient x et y deux noceuds de I'arbre, siy est un nceud du sous-arbre gauche de x, &ors clef(x), si
y est un nceud du sous-arbre droit de x, alors @lef> clef(x).

Lafigure 9.1 présente deux exemples d’arbres binaires de recherche. Bien que différents, ces deux arbres contiennent
exactement les mémes valeurs.

FiG. 9.1 — Deux arbres binaires de recherche contenant les mémes valeurs.

9.1.2 Recherches
Recherche d'un élément

ARBRE-RECHERCHEKX, K)

six= NIL ouk = clé(x) alors renvoyer x

sik <clé(x)
alors renvoyer ARBRE-RECHERCHERgauchéx), k)
sinon renvoyer ARBRE-RECHERCHERdroit(x), k)

Minimum et maximum

ARBRE-MINIMUM (X) ARBRE-MAXIMUM (X)
tant que gauchéx) # NiL faire x «— gauchéx) tant que droit(x) # NiL faire x «— droit(x)
renvoyer x renvoyer x
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Successeur et prédécesseur

Si toutes les clés dans l'arbre sont distinctes, le successeur d’'unxestite noeud contenant la plus petite clé
supérieure &.

Fic. 9.2 — Localisation du successeur.

Considérons le fragment d’arbre présenté figure 9.2. De par la propriété des arbres binaires de recherche :
1. Le sous-arbre ne contient que des clés inférieurels & ne peut contenir le successeuikde
2. Le sous-arbre ne contient que des clés supérieurdéseh peut contenir le successeurldgil n’est pas vide.

3. y désigne le plus proche ancétreldgui soit le fils gauche de son péne=£ k si k est fils gauche de son pére).
Tous les ancétres dgusqu’ay sont inférieurs ou égauxkéet leurs sous-arbres gauches ne contiennent que des
valeurs inférieures &

x est le pére dg. Sa valeur est supérieure a toutes celles contenues dans son sous-arbre gauche {deracine
donc ak et a celles d®. Toutes les valeurs de son sous-arbre droit sont supérienres a

En résumé : sb est non vide, son minimum est le successeuk, éénon le successeur #eest le premier ancétre de
dont le fils gauche est aussi ancétrekde

ARBRE-SUCCESSEUHKX)
sidroit(x) # NiL alors renvoyer ARBRE-MINIMUM (droit(x))
y —perex)
tant que y # NIL etx = droit(y) faire
Xy
y —perex)
renvoyery

9.1.3 Insertion d’'un élément

L'élément & ajouter est inséré la ou on l'aurait trouvé s'il avait été présent dans 'arbre. L'algorithme d’insertion,
présenté figure 9.3, recherche donc I'élément dans I'arbre et, quand il aboutit a la conclusion que I'élément n’appartient
pas a I'arbre (I'algorithme aboutit suriN), il insere I'élément comme fils du dernier nceud visité.

9.1.4 Suppression d'un élément

La figure 9.4 présente les différents cas de figure que doit traiter I'algorithme de suppression d’un élément dans un
arbre binaire de recherche. L'algorithme, présenté figure 9.5, tient en plus compte des conditions aux limites (change-
ment de racine).
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ARBRE-INSERTIONT, 2)
X« racineg(T)
pére_de_x— NIL
tant que x # NIL faire
pére_de_x—x
siclef(z) < clef(x)
alors x «+ gauchéx)
sinonx « droit(x)
pergz)« pere_de_x
sipere_de_x= NIL
alorsracing(T) <« z
sinon siclef(z) < clef(x)
alors gauchépére_de_ X« z
sinondroit(pére_de_X« z

FIG. 9.3 — Algorithme d’insertion dans un arbre binaire de recherche.

(b)

FiG. 9.4 — Les différents cas de figure possibles lors de la suppression d’'un nceud d'un arbre binaire de recherche (les
nceuds a supprimer sont en gris foncé) : a) le nceud a supprimer n'a pas de fils et on I'élimine simplement de I'arbre ;
b) le nceud a supprimer a un unique fils, on détache le nceud et on relie directement son pére et son fils; ¢) le nceud a
supprimer a deux fils, on le remplace par son successeur (qui, dans ce cas, est toujours le minimum de son fils droit,
noeud qui est ici Ilégérement grisé).
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ARBRE-SUPPRESSIONT, X)
si gauchéx) = NiL etdroit(x) = NIL
alors
si pergx) = NiIL
alors racing(T)« NiL
sinon six = gauchépérgx))
alors gauchépére(x)) < NiL
sinondroit(pérgx)) < NiL
sinon sigauchéx) = NiL oudroit(x) = NiL
alors
si gauchéx) # NiL
alors filsde x <+ gauchéx)
sinonfilsde x «— droit(x)
pérgfilsde x)—pérgXx)
si pergx) = NiL
alors racing(T)« filsde x
sinon sigauchépérgx)) = X
alors gauchépergx)) < filsde x
sinon droit(pérex)) — filsde x
sinon
min«— ARBRE-MINIMUM (droit(x))
clé(y) < clé(min)
ARBRE-SUPPRESSIONT, min)
renvoyer racing(T)

FIG. 9.5 — Suppression d’'un élément dans un arbre binaire de recherche.

9.1.5 Complexité

Sihest la hauteur de I'arbre, on peut aisément montrer que tous les algorithmes précédents ont une complexité en
O(h). Malheureusement, un arbre binaire quelconqaeéeuds a une hauteur comprise, en ordre de grandeur, entre
log, n etn. Pour éviter les cas les plus pathologiques, on s’intéresse a des arbres de redugritibess

9.2 Arbres rouge et noir

Les arbres rouge et noir samh des schémas d’arbres de recherchedijtslibrés

9.2.1 Définition

Définition 13 (Arbre rouge et noir). Un arbre binaire de recherche est un arbre rouge et noir s'il satisfait les
propriétés suivantes :

1. Chaque nceud est soit rouge, soit noir.

2. Chaque feuille iL) est noire.

3. Siun nceud est rouge, alors ses deux fils sont noirs.
4

. Tous les chemins descendants reliant un noeud donné a une feuille (du sous-arbre dont il est la racine) contiennent
le méme nombre de nceuds noirs.

On appellehauteur noired’un nceud x le nombre de nceuds noirs sur un chemin descendant de x a une feuille.

La figure 9.6 présente un exemple d’arbre rouge et noir.
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FiG. 9.6 — Exemple d’arbre rouge et noir. Les hauteurs noires sont indiquées a coté des nceuds.

9.2.2 Rotations

La figure 9.7 présente les transformations d'arbres binaires appelées « rotations » pour d’évidentes raisons. La
figure 9.8 présente I'algorithme réalisant la rotation gauche (la rotation droite étant bien évidemment symétrique). Les
rotations préservent la propriété des arbres de recherche mais pas la propriété des arbres rouge et noir.

ROTATION-DROITE(T, y) ‘

ROTATION-GAUCHE(T, y)

Fic. 9.7 — Rotations sur un arbre binaire de recherche.

9.2.3 Insertion

Pour réaliser 'insertion dans un arbre rouge et noir, on peut essayer d’insérer le nouveau noeud comme si I'arbre
n'était qu'un vulgaire arbre de recherche. Pour ce qui est du choix de la couleur du nceud inséré, learmmioest
a proscrire puisqu’il provoqueraslystématiquemenine violation de la propriété 4. On choisit donc de colorier le
nouveau nceud en rouge ce qui provoqueaeois des violations de la propriété 3 : un pere et un fils étant tous les
deux rouges. Nous étudions les différents cas de violations. La figure 9.9 présente une premiére série de configura-
tions pathologiques qui sont transformées en d’autres configurations. La figure 9.10 présente une deuxiéme série de
configurations pathologiques, ces configurations la pouvant étre résolues par I'application d’'une ou de deux rotations
suivant les cas. La figure 9.11 présente 'algorithme d’insertion d’'un élément dans un arbre rouge et noir obtenu suite
a cette étude de cas, et la figure 9.12 présente de nouveau les différents cas pathologiques sur un exemple.

9.2.4 Suppression

Pour supprimer un élément dans un arbre rouge et noir, on commence par appliquer I'algorithme de suppression
pour les arbres de recherche. Si I'élément supprimé était de couleur rouge, aucune des propriétés des arbres rouge et
noir n’est violée. Par contre, si le nceud supprimé était noir la propriété 4 (tous les chemins descendants d’'un nceud
a une feuille contiennent le méme nombre de nceuds noirs) peut étre violée. Il nous fawjdater un noir sur
tous les chemins perturbés. Pour ce faire, on rajoute un noir a I'unique fils du nceud supprimé (pour I'unicité du fils,
voir I'algorithme de suppression figure 9.5). Si ce fils était rouge, I'arbre obtenu est un arbre rouge et noir. Si ce fils
était déja noir, on a deux « noirs » empilés sur un méme nceud et il nous faut les répartir. La figure 9.13 présente les
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ROTATION-GAUCHE(T, X)
y «— droit(x)
droit(x) <+ gauchégy)
si gauchey) # NiL alors perg/gauchgy)) « x
pere(y) —perg(x)
si péergy) = NiL
alorsracing(T)«y
sinon six = gauchépérex))
alors gauchépéergx)) <y
sinondroit(pérgx)) <y
gauchéy) «— x
peregx) —y

FiG. 9.8 — Algorithme de rotation gauche pour un arbre binaire.

nouvelx

Transformation

FIG. 9.9 — Premiére série de cas pathologiques rencontrés par I'algorithme d’insertion. Les nceuds « noirs » sont a fond
noir, et les « rouges » sont a fond blanc. Ici, seule la propriété 3 est vioant le noeud source du probléme. Par
conséquent, les sous-arbeg, y, 6 ete sont tous de racine noire et ont tous la méme hauteur noire. L'algorithme fait

« descendre » la couleur noire du grand-pére sigr le pére et I'oncle de, ce qui revient a faire remonter le probleme

dans l'arbre, seule la propriété 3 pouvant étre violée par cette transformation. Les cas non traités sont symétriques de
ceux présentés.
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ROTATION-DROITE(C) ROTATION-GAUCHE(A)
B
OECN
a B vy o
arbre valide

FiG. 9.10 — Deuxiéme série de cas pathologiques rencontrés par I'algorithme d’insertion. Les nceuds « noirs » sont a
fond noir, et les « rouges » sont a fond blanc. Ici, seule la propriété 3 est waéele nceud source du probléme et

nous ne sommes pas dans un des cas traités par la figure 9.9. Par conséquent, les soyfaytassont tous de

racine noire et ont tous la méme hauteur noire (et les transformations d'un cas a I'autre préservent cette propriété). Ici
on conjugue des rotations et des changements de couleur des noeuds.

différents cas de figure possibles et les méthodes de résolutions associées. Si le nceud supprimé n’avait pas de fils, on
rajoute un « noir » a la feuille M correspondante de son pére. Pour pouvoir réaliser cette manipulation, on utilise une
sentinelle : un nceud spécial valaniLNet qui permet de ne pas traiter a part les feuilles.Na figure 9.14 présente
I'algorithme de suppression avec utilisation de sentinelles et appel de I'algorithme de correction — celui qui répartit
les « noirs » surnuméraires — lui-méme présenté figure 9.15.

9.2.5 Complexité

Théoreme 8 (Hauteur des arbres rouge et noir).Un arbre rouge et noir contenant n nceuds internes a une hauteur
au plus égale 2log(n+1).

On peut montrer par induction que le sous-arbre (d’un arbre rouge et noir) enraciné en uxr qoelmbnque
contient au moinsP® nceuds internes, din(x) est la hauteur noire de Sachant que la hauteur est toujours infé-
rieure au double de la hauteur noire on en déduit la borne du théoréme 8.

Ce théoréme montre bien que les arbres rouge et noir sont relativémeliibrés: la hauteur d’'un arbre rouge et
noir est au pire du double de celle d'un arbre binaire parfaitement équilibré.

Toutes les opérations sur les arbres rouge et noir sont deQidiit c’est-a-direO(logn), ce qui justifie leur
utilisation par rapport aux arbres binaires de recherche classiques.
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ROUGENOIR-INSERTIONT, X)

ARBRE-INSERTION(T, X)
couleur(x) + ROUGE
tant que x # racing(T) etcouleurpérgx)) = ROUGE faire
si pérgx) = gauchégrand-péréx))
alors
y « droit(grand-péréx))
si couleury) = ROUGE
alors > cas de la figure 9.9
couleur(pergx))«<NoOIR
couleury)<—NOIR
couleur(grand-péréx))« ROUGE
X «—grand-peréx)

sinon > cas de la figure 9.10
si x =droit(pergXx))
alors > cas a) de la figure 9.10
X «—pérgx)

ROTATION-GAUCHE(T, X)
> cas b) de la figure 9.10
couleur(pergx))«<NoOIR
couleur(grand-péréx))«ROUGE
ROTATION-DROITE(T, grand-péréx))
sinon (méme chose que précédemment en échangeaibet gauché
couleulracingT))«NoIR

FiG. 9.11 — Algorithme d’insertion dans un arbre rouge et noir.
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(©) (d)

FiG. 9.12 — Exemple d’insertion dans un arbre rouge et noir faisant apparaitre les différents cas de figure pathologiques
pouvant apparaitre aprés l'insertion. Les nceuds « noirs » sont a fond noir, et les « rouges » sont & fond blanc. A chaque
fois le nceudk et son pére sont tous les deux rouges : a) I'oncle dst également rouge, nous nous trouvons donc

dans le cas de la figure 9.9, le pére et I'onclexdent donc repeints en rouge et son grand-pere en noir, le probléme est
alors remonté de deux crans; b) I'onclexdest noir ex est le fils gauche de son pére, nous nous trouvons donc dans

le cas a) de la figure 9.10, nous appliquons alors une rotation gauche sur le p&tendes aboutissons a la situation

du cas suivant; c¢) I'oncle deest noir,x est le fils droit de son pére et son pére est le fils gauche de son grand-pére,
nous nous trouvons donc dans le cas b) de la figure 9.10, nous appliquons alors une rotation droite sur le grand-péere
dex, I'ancien grand-pére de est alors repeint en noir et le pere xien rouge, ce qui hous donne un arbre rouge et

noir valide.
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Cas1l

Cas 4

a B Y 0

FiG. 9.13 — Configurations pathologiques pour la suppression dans un arbre rouge et noir. Les nceuds a fond noir sont
des nceuds « noirs », ceux a fond blanc sont « rouges » et ceux a fond grisé sont soit « noirs » soit « Qugyes ».

Yy, 0, € et{ désignent des arbres quelconques. Le ngaz@mporte un noir supplémentaif@) Ce cas est transformé

en cas 2, 3 ou 42) Le noir supplémentaire est remonté sur le perg, dlencle dex étant repeint en rouge ; si le pere

de x était rouge I'arbre est de nouveau valide, sinon on rapplique I'algorithme de correction cette fois-ci sur le pére
dex. (3) Ce cas est transformé en cag4).Le noir supplémentaire est éliminé par rotation gauche sur le péxete
recoloriage du pere et de I'oncle e
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ARBRE-RN-SUPPRESSIONT, X)
sigauchéx) = NIL(T) etdroit(x) = NIL(T)
alors
sipergx) = NIL(T)
alors racing(T)— NIL(T)
sinon
si x = gauchépergx))
alors gauchépérgx)) < NiL(T)
sinondroit(pérex)) «— NIL(T)
si couleur(x) = NOIR
alors
pergNIL(T)) < pergX)
RN-CORRECTIONT, X)
sinon sigauchéx) = NIL(T) oudroit(x) = NIL(T)
alors
si gauchéx) # NiL(T)
alors filsde x «— gauchéx)
sinonfilsde x < droit(x)
perdfilsde x)«—pérgXx)
sipergx) = NIL(T)
alors racing(T)« filsde x
sinon sigauchgpérex)) = x
alors gauchépéergx)) « filsde x
sinondroit(pérgx)) < filsde x
si couleurx) = NoIR alors
RN-CORRECTIONT, filsde x)
sinon
min— ARBRE-MINIMUM (droit(x))
clé(y) «—clé(min)
ARBRE-RN-SUPPRESSIONT, min)
renvoyer racing(T)

FiG. 9.14 — Suppression d'un élément dans un arbre rouge et noir.
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RN-CORRECTIONT, X)

tant que x # racineg(T) etcouleurx) = NOIR faire
si x = gauchépeérgx))

alors
w — droit(pérex))
si couleuw) = ROUGE
alors > cas 1 de la figure 9.13

couleurfw) < NOIR
couleur(pérgw)) — ROUGE
ROTATION-GAUCHE(T, pérgX))
w «— droit(pére(x))
si couleu(gauchéw)) = NoIR et couleur(droit(w)) = NOIR
alors > cas 2 de la figure 9.13
couleurfw) « ROUGE
X «— pérgXx)
sinon
si couleui(droit(w)) = NOIR
alors > cas 3 de la figure 9.13
couleui(gauchéw)) < NOIR
couleuw) «— ROUGE
ROTATION-DROITE(T, W)
w «— droit(péregx))
> cas 4 de la figure 9.13
couleuw) « couleurpéergx))
couleur(pérgx)) < NOIR
couleur(droit(w))) < NoOIR
ROTATION-GAUCHE(T, pérgXx))
X« racine(T)
sinon (méme chose que précédemment en échangeaibet gauche
couleur(x) < NOIR

FiG. 9.15 — Correction d'un arbre rouge et noir apres suppression d’un élément.



Chapitre 10

Plus courts chemins

Dans un probleme de plus courts chemins, on possede en entrée un graphe orientéGend®# de fonction
de pondérationv: A — R. Le poids du chemimp = (vp, Vi, ..., V) est la somme des poids de ses arcs :

K
w(p) = _;W(Vifl,vi)-

Le poidsd(u,v) d'un plus court chemin d’un sommet un sommev est bien évidemment le minimum des poids des
chemins deu av (si celui-ci est défini, ce qui peut ne pas étre le cas si le graphe contient un circuit de poids strictement
négatif). Unplus court chemind’un sommeu a un sommev est alors un chemin deav de poidsd(u, V).

10.1 Plus courts chemins a origine unique

On souhaite dans cette section trouver les plus courts chemins depuis un sommetsatgiaes n'importe quel
autre sommet.

Dans la suiteriu] désignera le prédécesseunogans I'estimation du plus court chemin sladu etd[u] désignera
la longueur de ce chemin.

10.1.1 Algorithme de Dijkstra

L'algorithme de Dijkstra résout le probléme de la recherche d’'un plus court chemin & origine unique pour un
graphe orienté pondéfé= (S A) dans le cas otous les arcs ont un poids positif ou nut V(u,v) € A w(u,v) > 0.
L'algorithme de Dijkstra maintient a jour un ensemBlales sommets dé dont le plus court chemin a partir de
I'origine s est connu et calculé. A chaque itération, I'algorithme choisit parmi les sommes Be— c’est-a-dire
parmi les sommets dont le plus court chemin a partir de l'origine n’est pas connu — le sondowt I'estimation
de plus court chemin est minimale. Cet algorithme est dpoaton. Une fois un sommaet choisi, I'algorithme met
a jour, si besoin est, les estimations des plus courts chemins de ses successeurs (les sommets qui peuvent étre atteint
directement a partir de).
SOURCE-UNIQUE-INITIALIZATION initialise les valeurs deqfu] et ded[u] pour chaque sommet: initialement,
il 'y a pas de chemin connu d&u (Si u # ) etu est estimé étre a une distance infiniesde
RELACHER(u, v, w) compare le plus court chemin d@v connu avec une nouvelle proposition (chemin estimé de
sau puis arc deu av), et met les différentes données a jour si besoin est.
L'algorithme est présenté figure 10.1.
Cet algorithme fourni effectivement les plus courts chemins. L'algorithme glouton fonctionne uniqguement parce
que les poids sont positifs. On montre la correction de I'algorithme par récurrence.
— Le premier sommet ajoutéBaests card[s| vaut alors 0 quand toutes les autres distances estimées sont infinies.
— Supposons gu’'a un instant donné pour chaque somrdeE, d[u] est bien la longueur du plus court chemin
desau. On rajoute alors un somme® E. d|v] est alors minimale parmi les sommets$eE. Montrons que
d[v] = 8(s,v).
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SOURCEUNIQUE-INITIALIZATION [G, 9|

pour chaque sommeatdeG faire
d[V] «— 400
V] < NIL

djs] <0

RELACHER(U, V, W)
sid[v] > d[u] +w(u,Vv) alors
d[v] < d[u] +w(u,Vv)
mv] < u

DIJKSTRA(G, w, 9)

SOURCE-UNIQUE-INITIALIZATION (G, 9)
E—0
F—S
tant que F # 0 faire
u«— EXTRAIRE-MIN(F)
E—EU{u}
pour chaque arg¢u,v) deG faire
RELACHER(U, v, W)

FIG. 10.1 — Algorithme de Dijkstra pour le calcul des plus courts chemins.

Soit p un plus court chemin deav Soity le premier sommet dp n’appartenant pasi&. Par minimalité del[v|
on a :d[v] < dly]. De plus on ally] = &(s,y) : parce que contient le plus court chemin dgix et donc desau
prédécesseurdey, parce quel|zl = 0(s,z) par hypothése de récurrence, et finalement parce géé relaché.
Par positivité des poid§(s,y) < 8(s,v). Doncd[v] < d[y] = 8(s,y) < 8(s,Vv) etd[v] = (s,V).

La figure 10.2 présente un exemple d’'exécution de 'algorithme de Dijkstra.

Complexité

La complexité de I'algorithme dépend de la complexité de I'opérationfAIRE-MIN. Dans le cas (défavorable)
ou on implémente I'ensembleau moyen d’un simple tableau, la recherche du minimum coGte & chaq@®( fbig =
0O(|9). La boucle « tant que » s’exécutant exactem8rfois, et chaque arc étant visité une unique fois, la complexité
de I'algorithme esO(|S2 + |A]) = O(|S?).

10.1.2 Algorithme de Bellman-Ford

L'algorithme de Bellman-Ford résout le probléme des plus courts chemins avec origine unique dans le cas général
ou le poids des arcs peut étre négatif. Appelé sur un gr&he(S A), I'algorithme de Bellman-Ford renvoie un
booléen indiquant si le graphe contient ou non un circuit de poids strictement négatif accessible a partir de I'origine.
L'algorithme est présenté figure 10.3.

Correction

La correction de I'algorithme de Bellman-Ford peut se montrer par récurrence sur le nombre d’arcs des plus courts
chemins : a la fin de I& itération de la premiéere boucle, les plus courts chemins contenant aiugoltsssont connus,
a la condition que le graphe ne contienne aucun circuit de poids strictement n&yatif.itérations suffisent car un
plus court chemin est élémentaire (sans perte de généralité) et contient donc|&u-plliarcs.
Vu ce qui précede, I'algorithme renvoierR¥I s'il N’y a pas de circuit de poids strictement négatif. Montrons
gu'il renvoie FAUX sinon. Pour s’en convaincre, prenons un circule sommetsig, Uy, ..., Up—1, UpUp. Si I'algorithme
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1

~—

d) e) f)

FiG. 10.2 — Exemple d’exécution de I'algorithme de Dijkstra : I'origine est le sommet le plus a gauche ; dans chaque
graphe, les sommets noirs sont élémentk de sommet grisé est celui qui va étre rajouté @t les arcs en pointillés

sont ceux utilisés pour les estimations des plus courts chemins, les longueurs de ces chemins étant indiquées dans les
sommets.

BELLMAN -FORD(G, s, W)

SOURCE-UNIQUE-INITIALIZATION (G, 9)
pour i« 1lal|g —1faire
pour chaque arg¢u,v) € Afaire
RELACHER(U, Vv, W)
pour chaque arg¢u,v) € Afaire
sid[v] > d[u] +w(u,V) alors renvoyer FAUX
renvoyer VRAI

FiG. 10.3 — Algorithme de Bellman-Ford pour le calcul des plus courts chemins.
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renvoie WRAI, alors pour tout € [1, p|, on ad(u;) < d(ui—1 +Ww(ui_1,U;). Par sommation on obtient :

p-1

p p P p
du) < S du—r+ S wui—g,u) < Y d(u) <y d(u+w(c) < d(up) < d(ug) +w(c) < 0 < w(c).
W= dumr g i @ g dl) = g d :
Donc, si I'algorithme renvoie YAl le graphe ne contient pas de circuit de poids strictement négatif.

Complexité

Cet algorithme est e®(|S.|A|) car l'initialisation et la vérification de la non-existence d’'un circuit de poids
strictement négatif sont eB(|S) et ©(|A|) respectivement, et car la boucle « pour » s’exécute exacteif@nt1)
fois et que chaque itération visite chaque arc exactement une fois ce qui nou®¢&itd ).

La figure 10.4 présente un exemple d’exécution de cet algorithme.

Fic. 10.4 — Exemple d’exécution de I'algorithme de Bellman-Ford : I'origine est le sommet le plus a gauche; dans
chaque graphe les arcs en pointillés sont ceux utilisés pour les estimations des plus courts chemins, les longueurs de

ces chemins étant indiquées dans les sommets. Les arcs sont considérés dans I'ordre lexicographigue x),
(Uy), (wu), (xv), (xy), (%,V), (z,u) et(zX).

10.2 Plus courts chemins pour tout couple de sommets

Nous nous intéressons ici a la recherche des plus courts chemins entre tous les couples de sommets d’'un graphe
(typiguement on cherche a élaborer la table des distances entre tous les couples de villes d’un atlas routier). On dispose

en entrée d’'un graph® = (S,A) et d’'une fonction de pondératian
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Nous supposons dans cette section qu’il peut y avoir des arcs de poids négatifs, mais qu’il n’existe pas de circuits
de poids strictement négatifs.

10.2.1 Programmation dynamique naive
Sous-structure optimale

Comme nous l'avons déja remarqué précédemment (pour I'algorithme glouton de Dijkstra), tout sous-chemin d’'un
plus court chemin est lui-méme un plus court chemin.

Résolution récursive

La récursion porte ici sur le nombre d’arcs du plus court chemin. Ondﬁ'gS')[de poids minimal d’un chemin d’au
plusmarcs du sommatau sommej. Pourm= 0 il existe un plus court chemin sans arcidersj si et seulement si

i=j:
40 _ 0 sii=j,
LI 7] o sinon.

Pourm> 1, di(rjm est la longueur du plus court cheminidij contenantw plus marcs. Soit un tel plus court chemin
contient exactemenh arcs et il est obtenu par concaténation d'un plus court chemin d’aunplus arcs da a un

sommek et de I'arc dek a j, soit il n’en contient au plus qua— 1 et sa longueur est égaleii%Fl). Par conséquent :

d = min (di(ATl),lrplen {di(j?*l) + Wi j }) = min {di(f;*l) + Wi j } :

1<k<n

la formule étant simplifiée grace a la propriéw;;j = 0.

Calcul ascendant des poids des plus courts chemins

.<m>)

b/ 1< j<n
chemins contenant au plus arcs. Le calcul d®(™ & partir deD(™1) et deW se fait au moyen de I'algorithme
ci-dessous :

On noteW = (W j)1i<i j<n l& matrice des poids @M = (d la matrice des poids des plus courts

EXTENSION-PLUS-COURTS-CHEMINS(D, W)
n— lignegD)
soitD’ = (d] )1<i,j<n Une matrice carrée de tailfe
pour i < 1 anfaire
pour j < 1anfaire

dlj — +eo
pour k < 1 anfaire
di/,j — min(di’yj,di,k+wk7j)
renvoyer D’/

L'algorithme EXTENSION-PLUS-COURTS-CHEMINS s’exécute er®(n®), & cause des trois boucles imbriquées. A
partir de cet algorithme, la résolution du probléme est triviale (cf. figure 10.5). Le codt total de résolution est donc en
o).

La figure 10.6 présente un exemple d’'exécution de cet algorithme.

10.2.2 Algorithme de Floyd-Warshall

L'algorithme de Floyd-Warshall est un autre algorithme concgu suivant le principe de la programmation dynamique.
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PLUS-COURTS CHEMINS(W)
n < lignegW)
DA —w
pour m« 2an—1faire
DM « EXTENSION-PLUS-COURTS-CHEMINS(D(™1 W)
renvoyer D("-1

FiG. 10.5 — Algorithme naif par programmation dynamique pour le calcul des plus courts chemins.

0 3 8 o —4 0 3 8 2 -4
o 0 o 1 7 3 0 -4 1 7
DW=| o 4 0 o o D= o 4 0 5 11
2 o -5 0 o 2 -1 -5 0 -2
© o o 6 0 8 o 1 6 O
0 3 -3 2 —4 0 1 -3 2 -4
3 0 41 -1 3 0 -4 1 -1
D=7 4 o0 5 11 D=7 4 0 5 3
2 -1 -5 0 -2 2 -1 -5 0 -2
8 5 1 6 O 8 5 1 6 O

FiG. 10.6 — Un graphe orienté et la séquence des matrices calculéesysa®URTS CHEMINS.
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Structure d’un plus court chemin

Ici, la récursion n'a pas lieu sur le nombre d'arcs d’'un plus court chemin, mais sur les sommets intermédiaires

de ces chemins, un sommet intermédiaire étant un sommet autre que les extrémités du chemin{Dg,nate}
lesn sommets dé&. Ici, di(_? est la longueur du plus court cheminidé j n’utilisant comme sommets intermédiaires

que des sommets parrfil, 2, ....k}. De deux choses I'une, un plus court chemini dej n’ayant comme sommets
intermédiaires que des sommets{de2, ..,k} contient ou ne contient pas le somrket
1. Sile plus court chemip dei & j et n'ayant comme sommets intermédiaires que des somméts &e., k} a
effectivement comme sommet intermédidiralorsp est de la forme % k 2 j ou p; (resp.pz) est un plus court
chemin de ak (resp. de&k & j) n'ayant comme sommets intermédiaires que des sommédts ge..,.k — 1}.
2. Sile plus court chemip dei & j et n'ayant comme sommets intermédiaires que des somméts 2le.,k} ne
contient pag, alors c’est un plus court chemmdei a j et n'ayant comme sommets intermédiaires que des
sommets d¢1,2,...k—1}.

Résolution récursive

La structure explicitée aux paragraphes précédent nous donne directement une récursion déiﬂ?ﬁissant

4 _ W j stk="0,
i min(di(,l?il)vdi(,fl)+dl(<|,(1'71)) sinon.

Calcul ascendant des poids des plus courts chemins

L'algorithme est présenté figure 10.7.

FLOYD-WARSHALL(W)

n — lignegW)

DO —w

pour k< 1 anfaire

pour i < 1l anfaire
pour j — lanfaire
k (k1) (k-1 k-1
o — min(df§ ™, df " + )

renvoyer D("

FIG. 10.7 — Algorithme de Floyd-Warshall pour le calcul des plus courts chemins.

Construction des plus courts chemins

Tout comme on a défini récursivement les longueurs des plus courts chemins, on peut définir récursivement les
prédécesseurs dans les plus courts Chemiﬁ?s représente ici le prédécesseur du sompuztns le plus court chemin
dei a j n'utilisant comme sommets intermédiaires que des sommets darii...,k}. Pourk = 0, un plus court
chemin ne posséde aucun sommet intermédiaire, donc :

) | NIL sii=jouw j=o,
i) _{ i sii#jetw) <oo.

Dans le cas général, si le plus court chemin est de la formek ~~ | le prédécesseur deest le méme que celui
du plus court chemin dk & j et n'utilisant comme sommets intermédiaires que des sommets pargi...k — 1}.
Autrement, on prend le méme prédécesseurqlee celui qui se trouvait sur le plus court chemiri dg et n’utilisant
comme sommets intermédiaires que des sommets gari...,k— 1}. Nous avons donc, dans tous les cas :

T[i(,kj_l) Si di(f_l) < di(,kk_l) er(h_—l)

U R T R )

i
)

)
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Complexité

On remarque aisément que I'algorithme de Floyd-Warshall est de compBixité.
La figure 10.8 présente le résultat de I'exécution de 'algorithme de Floyd-Warshall sur le graphe de la figure 10.6.

0 3 8 o —4 NIL 1 1 N 1
o 0 o 1 7 NiL  NiL  NiL 2 2
DO—| 0o 4 0 o o NO—| NL 3 NL NL N
2 o -5 0 o 4  NiL 4 NIiL NIL
w0 oo o 6 0 NiL  NiL  NiL 5 NIL
0 3 8 o —4 NIL 1 1 N 1
o 0 o 1 7 NIiL  NIiL NIL 2 2
DU=] 0o 4 0 o MU= NL 3 NL NL N
2 5 -5 0 -2 4 1 4 NL 1
w0 o o 6 O NiL  NiL  NiL 5 N
0 3 8 4 -4 NiIL 1 1 N 1
o 0 o 1 7 NiL  NIiL NiL 2 2
DP=| « 4 0 5 11 n=1 N 3 NL 2 2
2 5 -5 0 -2 4 1 4 NL 1
o oo o 6 0 NiL  NIiL NiL 5 NiIL
0O 3 8 4 -4 NIL 1 1 NiL 1
o 0 o 1 7 NIiL  NiL  NiL 2 2
D= o 4 0 5 11 n®=1 NL 3 NL 2 2
2 -1 -5 0 -2 4 3 4 NL 1
0w o o 6 0 NiL NiL NiL 5 NiL
0O 3 -1 4 -4 NiL 1 4 2 1
3 0 -4 1 -1 4 NIL 4 2 1
W=7 4 0 5 3 n9=1 4 3 NL 2 1
2 -1 -5 0 -2 4 3 4 NL 1
8 5 1 6 O 4 3 4 5 NL
0O 1 -3 2 -4 NiL 3 4 5 1
3 0 -4 1 -1 4 NL 4 2 1
D=7 4 o0 5 3 n=1 4 3 NL 2 1
2 -1 -5 0 -2 4 3 4 NL 1
8 5 1 6 O 4 3 4 5 NL

FIG. 10.8 — Séquence des matrio&) et M%) calculées par I'algorithme LFOYD-WARSHALL pour le graphe de la
figure 10.6.
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NP-compléetude

Tous les algorithmes que nous avons vu jusqu’a présent, étaient des algorithmes en temps polynomial : sur des
entrées de taille, leur temps d’exécution dans le pire cas étaitGin¥) pour une certaine constanke D’oll la
guestion tous les problemes peuvent-ils étre résolus en temps polynomial ?

— Non, car certains ne peuvent pas étre résolus (non décidabilité de la terminaison) ;

— Non, a priori, car il y a des probléemes pour lesquels on ne connait que des algorithmes de co(t exponentiel.

On aimerait donc savoir si un probléme peut ou non étre résolu par un algorithme polynomial : s'il ne peut exister d’al-
gorithme polynomial pour le résoudre, il vaudra alors sans doute mieux dévelopalgonithme d’approximation
(ou heuristique) polynomial qu’un algorithme de résolution exact a la complexité super-polynomiale.

La question de I'existence d’'un algorithme de résolution de complexité polynomiale nous améne a définir des
classes de complexitéintuitivement on aimerait avoir une classe des programmes que 'on peut résoudre en temps
polynomial, une classe de probléme plus compliqués, et un moyen de déterminer a quelle classe appartient un pro-
bléme.

11.1 Laclasse P

11.1.1 Problémes abstraits
Définition
On définit unprobléme abstrait Q comme une relation binaire sur un ensenibiBinstancesd’un probleme et
un ensembl&desolutionsde ce probleme.
Exemple : prenons le probléme Bs-CoURT-CHEMIN qui consiste a trouver le plus court chemin entre deux
sommets d’'un graphe.
— Une instance de ce probléme est un triplet composé d’un graphe et de deux sommets.
— Une solution du probleme est une séquence de sommets du graphe (si la séquence est vide, il n'existe pas de

chemin du graphe reliant les deux sommets).
— Le probléeme lui-méme est la relation qui associe a une instance donnée une ou plusieurs solutions.

Restriction aux problémes de décision

Dans le cadre de la théorie de la NP-complétude, nous nous restreindrgirehléxnes de décisionc’est-a-dire
ceux dont la solution est soitai soitfaux

Exemple : prenons le probléme4€EMIN qui répond a la question « étant donné un grapheéeux sommets etv
et un entier positik, existe-t-il danss un chemin daus av de longueur au plus? ».

Problémes d’optimisation

De nombreux problémes abstraits ne sont pas des problémes de décisions rpaibl@eses d’optimisation.
Pour leur appliquer la théorie de la NP-complétude, le plus souvent on les reformulera sous la forme d’'un probléeme
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d’optimisation en imposant une borne sur la valeur a optimiser, comme nous l'avons fait en passant du probléeme
PLUS-COURT-CHEMIN au probléme @EMIN.

11.1.2 Codage
Définition

Pour gu’un programme informatique puisse résoudre un probléme abstrait, il faut que ces instances soient repré-
sentées sous une forme compréhensible par le programme. On aymplelfged’'un ensembleés d’objets abstraits une
applicationedeSdans I'ensemble des chaines binaires (ou dans I'ensemble des chaines d’un alphabet fini quelconque).
Exemple : le classique codage des entiers sous forme binaire...

Un algorithme informatique qui « résout » un certain probléme de décision prend en fait en entrée un codage d’'une
instance de ce probleme. Un probléme dont les instances forment I'ensemble des chaines binaires psitdppaié
concret On dit qu'un algorithmeésout un probléme concret eéd(T (n)) quand, sur une instanéelu probleme de
longueurn = |i|, I'algorithme est capable de produire la solution en au @(iE(n)). Un probléme concret est donc
résoluble en temps polynomial s'il existe un algorithme permettant de le résoudre enQg@mtppour une certaine
constante.

Définition 14 (Classe de complexité P)La classe de complexité P est I'ensemble des problémes concrets de décision
qui sont résolubles en temps polynomial.

Limportance des codages

Pour quoi s’embéter avec des codages plutét que de définir directement la complexité d’un probleme abstrait ?
Parce que la complexité dépend du codage... Pour le voir, considérons un algorithme qui prend comme unique entrée
un entierk, et dont le temps d’exécution est &xk).

— Sil'entierk est fourni erunaire (son codage est alors une chaine&kds, le temps d’exécution de I'algorithme

est enO(n) sur des entrées de longueyet I'algorithme est de complexigolynomiale.

— SiI'entier k est fourni erbinaire, la longueur du codage est alorsmle- |log, k| + 1, et le temps d’exécution

de l'algorithme est e®(k) = ©(2"), et I'algorithme est de complexigiperpolynomiale
On ne peut donc pas parler de la complexité de la résolution d’'un probléme abstrait sans spécifier son codage.

Relativiser cette importance

Définition 15 (Fonction calculable en temps polynomial).Une fonction f: {0,1}* — {0,1}* estcalculable en
temps polynomiak’il existe un algorithme polynomial qui, étant donné une entrég(®, 1}* quelconque, produit le
résultat f(x).

Deux codage®; et e, définis sur un méme ensemifiesont reliés polynomialement s'il existe deux fonctions
calculables en temps polynomidh, et f»; telles que pour tous € Son afiz(ei(s)) = ex(s) et fai(ex(s)) = ei(s).
Autrement dit, un codage peut étre calculé a partir de I'autre en temps polynomial, et réciproquement.

Théoréeme 9. Soit Q un probléme de décision abstrait et soienete deux codages (des instances de Q) reliés
polynomialement. Alors, le probléeme concret défini par Q;eigpartient a la classe P si et seulement si il en va de
méme du probléme concret défini par Q £t e

11.2 Laclasse NP

11.2.1 Algorithme de validation

Considérons le problemeHEMIN et une de ses instancéS,u,v,k). La question qui nous intéresse est donc :
existe-t-il dans le graph® un chemin reliant les sommeistv dont la longueur est inférieure ou égalkeaSi I'on se
donne également un chemirde u versv, on peut facilement vérifier que la longueur glest au plus égalelaet, le
cas échéant on peut vggrcomme urcertificat que le probléme de décisiorHEMIN renvoievrai sur cette instance.
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Ici, la validation du fait que le probléme concret de décisierE@IN renvoievrai sur I'instance(G, u, v, k), vali-
dation effectuée a partir du certificat prend autant de temps que la résolution du probléme a partir de rien. Ce n'est
pas toujours le cas.

Exemple : il est trivial de vérifier qu'un chemin est wycle hamiltonier{cycle simple contenant tous les sommets)
d’un graphe donné alors que I'on ne sait résoudre ce probléeme qu’en temps super polynomial.

Définition 16 (Algorithme de validation). Soit unprobléme concretle décision Q. Uralgorithme de validation

pour Q est un algorithme de décisigna deux arguments, ou un argument est une instance x du probléme, et ou
I'autre argument est un certificat y. L'algorithmfevalide I'entrée x si et seulement si il existe un certificat y tel que
A(x,y) = vrai. Bien évidemment, I'algorithme A ne doit valider que les instances x de Q pour lesqugdjessQurai.

Si Q(x) = faux, il ne doit pas y avoir de certificat validant x.

Exemple : dans le probleme du cycle hamiltonien, le certificat est la liste des sommets du cycle hamiltonien. Si un

graphe est hamiltonien, le cycle lui-méme offre toute I'information nécessaire pour le prouver. Réciproquement, si un
graphe n’est pas hamiltonien, il n’existe aucune liste de sommets capable de faire croire a I'algorithme de validation
gue le graphe est hamiltonien : I'algorithme de validation se rend bien compte que le cycle décrit par la liste des
sommets n'est pas un cycle du graphe étudié.

Remarque : dans 'immense majorité des cas le certificat sera une « solution » du probléme considéré...

11.2.2 Laclasse de complexité NP

Définition 17 (Classe de complexité NP)La classe de complexité NP est 'ensemble des problémes concrets de
décision Q pour lesquels il existe un algorithme polynomial de validation A.

Jc > Otelle que pour tout x instance de:Q Q(x) = vrai < 3Jy certificat |y| = O(|x|°),A(x,y) = vrai

Remarques

— D’apreés cette définition et ce qui précéde, le problémeE-HAMILTONIEN appartient a NP.

— P C NP (soitQ un probléme de la classe P, il existe donc un algorithme polynomial qui résoutle convertit
facilement en algorithme de validation qui ignore le certificat).

— P =NP?Onn’en sait rien. La majorité des chercheurs pense gul® et donc que E NP.
La classe de complexité P est la classe des problémes qui peuvent étre résolus rapidement. La classe de com-
plexité NP est celle des problémes pour lesquels une solution peut étre rapidement validée (vérifiée). Intuiti-
vement, PC NP signifierait qu'il existe des algorithmes difficiles & résoudre mais dont une solution peut étre
facilement vérifiée...

11.3 NP-complétude

Une des raisons qui laissent a penser qy& RP est I'existence de la classe des probléiBscomplets si un
seulprobléme NP-complet peut étre résolu en temps polynomial, losdes probléemes de NP peuvent étre résolus
en temps polynomial et P = NP. Mais aucun algorithme polynomial n’a jamais été découvert pour aucun probleme
NP-completLes problémes NP-complets sont, dans un certain sens, les problémes les plus « difficiles » de NP.

11.3.1 Réductibilité

Nous avons besoin de pouvoir comparer la difficulté de problémes. Intuitivement, un praplgreet étre ramené
a un problemé), si une instance quelconguele Q; peut étre « facilement reformulée » comme une certaine instance
y deQ,. Dans ce cas, la résolution du proble@sgy) nous fournira la solution du probleni@ (x) et le problemeQ;
n'est, dans un certain sens, « pas plus difficile a résoudre » que le praQleme
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Exemple trivial :  le probléme de la résolution d’équations linéaires a une incorawe& { b = 0) peut étre ramenée
a la résolution d’équations quadratiquas«x® + b x x+c = 0).

Définition 18 (Probleme réductible a un autre en temps polynomial).Soient Q et Q deux problémes concrets.
Q1 estréductible en temps polynomial Q, (ce que I'on note @<p Q) s'il existe une fonction calculable en temps
polynomial f: {0,1}* — {0,1}* telle que pour tout x {0,1}* :

Qi(x) =vrai sietseulementsi £f(x))=vrai.

Exemple non trivial :

1. ProblémeQ; : probleme de I'existence d’'un cycle Hamiltonien (cycle simple qui comprend tous les sommets)
dans un graphe donri&,.

2. ProbléemeQ; : étant donné un graph@; de villes valué des distances inter-villes, existe-t-il un cycle (pas
forcément simple) passant par toutes les villes, et de longueur inférieure a une valelt fixée

3. Réduction deQ; aQ :
— On crée un graph@; de villes contenant autant de villes q@¢ de sommets. On associe chaque sommet de
Gy a une ville deGo.
— Sideux sommets d&; sont reliés par une aréte, on relie les deux villes correspondan@&sul une aréte
valuée de la distance interville « 1 », et sinon valuée par la distance interville « 2 ».

4. On exécute I'algorithme résolva@b surG; avecM = n, le nombre de sommets . S'il existe un tel cycle...
il est hamiltonien! Et s{3; admet un cycle hamiltonie, admet un cycle tel que recherché.

5. Gy contient autant de villes qu8; de sommets, et le nombre d’arétes@leest égal au nombre de paires de

sommets d&; : M La réduction est linéaire en la taille @ et est donc bien polynomiale en la taille de
Gi.

11.3.2 Définition de la NP-complétude

Les réductions en temps polynomial fournissent un moyen formel de montrer qu’un probléme est au moins aussi
difficile qu’un autre, & un facteur polynomial prés (&i <p Q, alorsQ1 n’est pas plus difficile & résoudre a un facteur
polynomial prés, qué,. Les réductions nous permettent de définir 'ensemble des problémes NP-complets, qui sont
les problémes les plus difficiles de NP.

Définition 19 (Probléme NP-complet).Un probléme Q estiP-completsi
1. Qe NP.
2.VQ eNP, Q <pQ.

On note NPC la classe des problemes NP-complets.
Un probléme concret qui vérifie la propriété 2 mais pas nécessairement la propriété 1 Btdifficile.

Théoreme 10. Si un probléeme de NP est résoluble en temps polynomial, alors P = NP. De fagon équivalente, si un
probléme quelconque de NP n’est pas résoluble en temps polynomial, alors aucun probléme NP-complet ne peut se
résoudre en temps polynomial.

11.3.3 Exemples de problemes NP-complets

Il existe des problémes NP-complets :

— SAT : soit une formule booléenne composée de variahles., x, et de connecteurs (et, ou, non, implication,
équivalence) et de parenthéses; existe-t-il une affectation des vanaplesx, pour laquelle la formule soit
vraie ?
Premier probléme dont la NP-complétude ait été démontrée, par Cook en 1971.

— 3-SAT : méme probléme que SAT, la formule étant sous forme normale conjonctive a trois littéraux, c'est-a-dire
de la forme : E7¢ (1,1 outi > out; 3) avecVi, j, 3K, tj j = X Outj j = —X.

— PARTITION : peut-on diviser un ensemble d’entier en deux ensembles de méme somme ?
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— CLIQUE : un graphe donné contient-il une clique (un sous-graphe complet) dektaille

— CYCLE-HAMILTONIEN.

— VOYAGEUR-DE-COMMERCE : le voyageur de commerce veut faire la tournée d’'un ensemble de villes (cycle
hamiltonien) la plus courte possible.

— 3-COLORIAGE D' UN GRAPHE: peut-on colorier a I'aide de trois couleurs les sommets d'un graphe de sorte que
deux sommets adjacents aient des couleurs différentes ?

11.3.4 Preuves de NP-complétude
Comment démontrer qu’un probléme est NP-complet ?

Théoreme 11.Si Q; est un probleme tel que X p Q1 pour un certain probléme £= NPC, alors Q est NP-difficile.
De plus, si Q € NP, alors Q € NPC.

Commentaire la premiére assertion montre gQg est polynomialement plus difficile qu’un probléme polyno-
mialement plus difficile que tous les problemes de NP.

Méthode pour montrer la NP-complétude d'un problemeQ;

1. Prouver qué); € NP.
2. Chaoisir un probleme NP-compl€l.

3. Décrire un algorithme polynomial capable de calculer une fondtitaisant correspondre toute instance(@e
a une instance d@;.

4. Démontrer que la fonctiom satisfait la propriété :

Q2(x) =vrai  sietseulementsi Qi(f(x)) = vrai.

5. Démontrer que I'algorithme calculaffits’exécute en temps polynomial.

Preuve de la NP-complétude de Cycle-Ham

1. On avu ala section 11.2.1 un algorithme polynomial de validationeLE-HAM. Par conséquent,XCLE-
HAM € NP.

2. On a choisi le probléme de I'existence d'un cycle passant par tous les sommets et de taille bornée (on suppose

gue I'on sait que ce probléeme est NP-complet).
3. Onavu alasection 11.3.1 un algorithme de réduction.
4. On a montré a la section 11.3.1 la correction de la réduction.
5. On a montré & la section 11.3.1 que I'algorithme de réduction était polynomial.
Donc le probléeme €cLE-HAM est NP-complet.
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Chapitre 12

Heuristiques

Si le probleme a résoudre est NP-complet, plutét que d’élaborer un algorithme de complexité super-polynomiale,
on peut avoir intérét a recourir a atgorithme d’approximation — ou heuristique — c’est-a-dire a un algorithme
qui ne construira que des solutiopesqueoptimales. On recherchera bien évidemment des algorithmes d’approxi-
mations de complexité polynomiale .

Bornes de performances

Supposons que I'on cherche a résoudre un probléme d’optimisation dans lequel chaque solution potentielle a un
co(t positif et que I'on cherche a trouver une solution de colt minimal. Un algorithme d’approximatiorbaraee
p(n) si pour toute entrée de taille le colt d’'une solution produite par I'algorithme est au ghgs) fois le coGtC*
d’une solution optimale :
C
5 S p(n)7
autrement dit, un algorithme d’approximation a une bgr(r® si pour toute entrée de taille une solution produite
par I'algorithme est au pire(n) fois plus colteuse qu’une solution optimale. Un algorithme d’approximation qui
admet une borne est appéléuristique garantie.
On peut, de méme définir I'erreur relative d'un algorithme d’approximation par :

C-C
cr

Un algorithme d’approximation a une borne d’erreur relative égal@gsi et seulement si :

C-C|
C*

< g(n).

Un schéma d’approximationest un algorithme d’approximation qui prend en entrée, en plus d’'une instance du
probléme, une valewg > 0 et qui renvoie une solution approchée avec une borne d’erreur relative égale’agit
donc d’'une heuristique dont on peut contraindre la précision.

12.1 Le probleme de la couverture de sommet

Soit un graphe non orient®= (S A). Unecouverture de sommeest un sous ensemifede S(S C ) tel que si
(u,v) est une aréte dB, alors soitu € S, soitv € S (soitu etv appartiennent tous deuxs. La taille d’'une couverture
est le nombre de sommets qu’elle contient.

Le probléme de la couverture de sommetonsiste a trouver une couverture de sommet de taille minimale. Ce
probleme est NP-difficile (le probleme de décision associé est NP-complet).

89



90 CHAPITRE 12. HEURISTIQUES

12.1.1 Heuristique

Bien que le probleme de la couverture de sommet soit compliqué, on peut facilement concevoir une heuristique
garantie pour le résoudre :

COUVERTURE-SOMMET-APPROCHEKG)
C—0
A —A
tant que A’ # 0 faire
soit (U, v) une aréte arbitraire d&
C—cu{u,v}
supprimer de¥ toutes les arétes incidentes soit soit av
renvoyerC

12.1.2 Exemple d'utilisation

FZN

b)

—0 O—0 @
© (—0O ®© —» 9

c) d)

b m;c ' j di : b:
e)
FiG. 12.1 — Exemple d'utilisation de I'algorithmed@VvERTURE SOMMET-APPROCHEE les sommets sur fond blanc
étant ceux appartenant a la couverture : a) le gré&pte départ ; b) I'arétey( c), en gras, est la premiére choisie par
COUVERTURE SOMMET-APPROCHEE les sommet$ et c sont rajoutés a la couverture ; c) I'aréte £) est choisie
et les sommets et £ sont rajoutés a la couverture ; d) l'aréte §) est choisie et les sommetst g sont rajoutés a la

couverture ; e) la couverture produite contient donc les somimetsy, e, f etg; f) la couverture optimale ne contient
que trois sommetsk, d ete.

12.1.3 Garantie de performances

Théoréme 12. L’'heuristiqueCOUVERTURE-SOMMET-APPROCHEEPOsséde une borne de 2.
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Démonstration

SoitE I'ensemble des arétes qui ont été choisies a la ligne 4 de I'heuristique. Par construction, deux arétes quel-
congue déE ne peuvent pas avoir un sommet en commun. Donc chaque exécution de la ligne 5 de I'heuristique ajoute
deux nouveaux sommetsGet |C| = 2 x |[E|. SoitC* une couverture de sommet de taille minimale. Comme deux
arétes deE ne peuvent avoir de sommets en commun, un sommext* dest incident a au plus une aréte BePar
ailleurs, par définition d’'une couverture de sommetsdoit contenir au moins une des deux extrémités de chacune
des arétes dE. Donc|E| < |C*|. D'ou, |C| < 2% |C*|.

12.2 Le probleme du voyageur de commerce

Nous considérons ici aussi un graphe non origdté (S A). Mais ici le graphe estomplet: chaque paire de
sommets est reliée par une aréte. On a un poids positif owfwbl) associé a chaque aréte v) du graphe. Le
probleme est ici de trouver un cycle hamiltonien (une tournée) de poids minimal.

Nous restreignons ici le probléeme en supposant que la fonction de\p@iéisfie I'inégalité triangulaire : soient
u, v etw trois sommets quelconques, alors :

w(u,w) < w(u,V) +w(V,w).

TOURNEE-APPROCHEEG, W)

Chaisir arbitrairement un sommetle G qui servira de « racine »
Construire un arbre couvrant minimBlpourG a partir de la racine

SoitL la liste des sommets visités lors d’un parcours préfixé de
renvoyer le cycle hamiltonierH qui visite les sommets dans I'ordre He

Un arbre couvrant minimal est un arbre qui contient tous les sommets du graphe (= couvrant) et dont la somme
des poids des arétes est minimale.

Un parcours préfixe visite tous les sommets d’un arbre. L'afbéant ici couvrant, la listé contient bien tous
les sommets du graphe @test bien défini. Le parcours est préfixe : un nceud est donc visité avant que ses fils ne le
soient.

La complexité de cet algorithme est@iS?) car le graphe est complet (c’est la complexité de la construction d’un
arbre couvrant minimal dans ce cas).

12.2.1 Exemple d'utilisation
Voir la figure 12.2.

12.2.2 Garantie de performances

Théoreme 13. TOURNEEAPPROCHEEeSt un algorithme d’approximation ayant une borne égale a deux pour le
probléme du voyageur de commerce avec inégalité triangulaire.

Démonstration

Nous devons donc montrer quetsi est une tournée optimale, omgH) < 2w(H*).

En supprimant certaines aréteské (n’importe laquelle dans notre exemple), on peut toujours obtenir un arbre
couvrantT’. D'od w(T’) < w(H*). CommeT est, par définition, un arbre couvrant de poids minimal, av(B) <
w(T’) <w(H*).

Un parcours completdeT liste les sommets dés qu'ils sont visités pour la premiére fois et également quand ils
sont & nouveau traversés apres la visite d'un sous-arbreNSmtparcours. Le parcours complet dans notre exemple
a pour résultat la liste :

a,b,c,b,hba.d e f egeda
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d - ‘ e

FiG. 12.2 — Exemple d'utilisation de I'algorithmeClURNEE-APPROCHEE: @) I'ensemble des sommets auxquels on

fait correspondre les sommets d’une grille, le poids d’une aréte étant égal a la distance euclidienne des deux sommets
gu’'elle relie; b) arbre couvrant de poids minimal et de racine) parcours de I'arbre partant de un parcours

complet visite les sommets dans l'ordre,:b, ¢, b, h, b, a, d, e, f, e, g, e, d eta; un parcours préfixe visite les
sommets dans l'ordres, b, c, h, d, e, £ etg; d) tournée des sommets obtenue a partir du parcours préfixe et de codt
environ 19,074 ; e) tournée optimale de codt environ 14,715.

Un parcours complet traverse toutes les aréteb dractement deux fois. Par conséquent :
W(W) = 2w(T) < 2w(H").

W n’est pas une tournée, et notre démonstration n'est pas terminée! Grace a l'inégalité triangulaire, on peut
supprimer dé&V la visite d'un sommet quelconque sans augmenter le poids : si un sonasiesupprimé d&/ entre
les visites &l etw, la nouvelle liste va directement déw (avec un poidsv(u,w) < w(u, V) +w(v,w)). En appliquant
plusieurs fois ce résultat, on peut supprimenddoutes les visites a chaque sommet sauf la premiére, et sauf la
derniére visite du premier sommet (la racine). Dans notre exemple, on se retrouve avec la liste réduite :

a,b,c.h,de f,ga.

Cette liste est correspond exactement au parcbluet H est donc obtenu en supprimant (en utilisant I'inégalité
triangulaire) des sommets du parcours conmlePar conséquent :

w(H) <w(W) etw(H) <2xw(H").
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