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Abstract

Let K be a �nite simplicial complex. We are interested in the asymp-
totic behavior of the Betti numbers of a sequence of �nite sheeted covers
of K, when normalized by the index of the covers. W. L�uck, has proved
that for regular coverings, these sequences of numbers converge to the l
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Betti numbers of the associated (in general in�nite) limit regular cover of
K.

In this article we investigate the non regular case. We show that
the sequences of normalized Betti numbers still converge. But this time
the \good" limit object is no longer the associated limit cover of K, but a
lamination by simplicial complexes. We prove that the limits of sequences
of normalized Betti numbers are equal to the l

2 Betti numbers of this
lamination.

Even if the associated limit cover of K is contractible, its l2 Betti num-
bers are in general di�erent from those of the lamination. We construct
such examples. We also give a dynamical condition for these numbers to
be equal. It turns out that this condition is equivalent to a former crite-
rion due to M. Farber. We hope that our results clarify its meaning and
show to which extent it is optimal.

In a second part of this paper we study non free measure-preserving
ergodic actions of a countable group � on a standard Borel probability
space. Extending group-theoretic similar results of the second author, we
obtain relations between the l2 Betti numbers of � and those of the generic
stabilizers. For example, if b(2)1 (�) 6= 0, then either almost each stabilizer
is �nite or almost each stabilizer has an in�nite �rst l2 Betti number.

Introduction

0.1 Asymptotique des nombres de Betti

Un complexe simplicial compact K poss�ede des invariants topologiques num�eri-
ques : ses nombres de Betti (usuels) bn(K), qui sont les dimensions des espaces
vectoriels Hn(K;R) d'homologie en dimension n. On consid�ere dans tout cet
article une action libre cocompacte (L;�) d'un groupe d�enombrable discret
� sur un complexe simplicial L.

Ses nombres de Betti l2 not�es b(2)n (L;�) sont les dimensions g�en�eralis�ees (au

sens de von Neumann) des espaces hilbertiens H
(2)
n (L;�) d'homologie l2 r�eduite

en dimension n. Les nombres de Betti l2, introduits par M. Atiyah dans un con-
texte analytique [Ati76], ont connu un vaste d�eveloppement, notamment dans
le cadre des feuilletages mesur�es (par A. Connes [Co79]), dans le cadre g�en�eral
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des actions topologiques quelconques de groupes d�enombrables (J. Cheeger et
M. Gromov [CG86]), ou suivant l'approche de W. L�uck qui fait rentrer cette
th�eorie dans un cadre homologique classique par une extension de la notion
de dimension g�en�eralis�ee [L�uc98a, L�uc98b]. L'article de B. Eckmann1 [Eck00]
constitue une excellente introduction aux nombres de Betti l2. Une question
r�ecurrente dans le domaine consiste �a �etablir leurs liens avec les nombres de
Betti usuels.

Lorsque � est un groupe �ni, la dimension g�en�eralis�ee au sens de von Neu-
mann n'est autre que la dimension usuelle divis�ee par le cardinal j�j de �. D�es
lors, si le complexe simplicial L ci-dessus est lui-même compact (et donc � �ni),
alors

b(2)n (L;�) =
bn(L)

j�j
:

D'o�u il r�esulte, si � est un sous-groupe normal d'indice �ni de �, que les
nombres de Betti l2 de l'action du groupe �ni �n� sur le complexe compact
�nL co��ncident avec les nombres de Betti usuels normalis�es de �nL :

b(2)n (�nL;�n�) =
bn(�nL)

[� : �]
: (1)

On appellera tour de sous-groupes d'indices �nis de � toute suite
d�ecroissante (�i)i2Nde sous-groupes d'indices �nis de � telle que �0 = �. Il lui
correspond
- la tour de revêtements L! � � ��i+1nL! �inL! �i�1nL! � � � ! �0nL
- en chaque dimension n, la suite des nombres de Betti usuels (bn(�inL))i2N.

Si les sous-groupes �i sont de plus d'intersection triviale (\i�0�i = feg),
alors la tour de revêtements (�inL)i \semble converger" vers le revêtement L, et
on cherche �a comprendre le comportement asymptotique de la suite des nombres
de Betti usuels, ou plus pr�ecis�ement au vu de la formule (1), de ces nombres

normalis�es : ( bn(�inL)[�:�i]
)i2N. Un argument fort en faveur de cette normalisation

est que la caract�eristique d'Euler, ainsi normalis�ee est constante dans une tour
de revêtements.

D. Kazhdan, dans une �etude sur les vari�et�es arithm�etiques [Kaz75] a essen-
tiellement obtenu la comparaison suivante, lorsque les sous-groupes d'indices
�nis �i sont de plus normaux et d'intersection triviale :
(In�egalit�e de Kazhdan)

lim sup
i!1

bn(�inL)

[� : �i]
� b(2)n (L;�): (2)

M. Gromov [Gro91, p.13, p.153] est ensuite amen�e �a poser la question :
l'in�egalit�e ci-dessus est-elle une �egalit�e ? En 1994, W. L�uck, dans un article
remarqu�e d�emontre ce r�esultat.

1C'est d'ailleurs B. Eckmann qui le premier a introduit une structure euclidienne sur
l'espace des châ�nes d'un complexe, pour obtenir une d�ecomposition de Hodge (voir [Eck45]).
Il est �egalement remarquable que l'une des premi�eres applications (voir [Eck49]) de cette
d�ecomposition de Hodge simpliciale concerne la th�eorie des revêtements, application dont la
preuve contient en germes les id�ees de M. Atiyah conduisant aux nombres de Betti l2 dans le
cas d'un revêtement galoisien �ni.
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Th�eor�eme (L�uck [L�uc94]) Soit (�i)i2Nune tour de sous-groupes d'indices
�nis de �. Si les sous-groupes �i sont de plus normaux dans � et d'intersection
triviale, alors

lim
i!1

bn(�inL)

[� : �i]
= b(2)n (L;�): (3)

Observons que dans l'�enonc�e original de l'article [L�uc94], le complexe simpli-
cial L est suppos�e simplement connexe, mais que cette hypoth�ese est super
ue.
Du coup, on peut aussi supprimer l'hypoth�ese de trivialit�e de l'intersection des
�i, �a condition de remplacer alors dans la conclusion, et seulement dans le terme
de droite, le groupe � par le quotient � := �= \i2N�i et L par L := \i2N�inL.

Alors que le membre de gauche de (1) repose sur l'existence d'une action de
�n� et donc sur le fait que � est distingu�e dans �, le membre de droite a un
sens même lorsque � n'est pas distingu�e dans �. Cette question est discut�ee
dans la section introductive 2.1.

Une g�en�eralisation du th�eor�eme de W. L�uck �a des revêtements non galoisiens
a n�eanmoins �et�e propos�ee par M. Farber, qui est amen�e �a introduire une hy-
poth�ese d'apparence technique.

Crit�ere de Farber Soit ni le nombre de sous-groupes distincts de � qui sont
conjugu�es �a �i et, pour chaque g 2 �, soit ni(g) le nombre de ceux-l�a qui
contiennent g.

8g 2 �; lim
i!1

ni(g)

ni
= 0: (4)

Th�eor�eme (Farber [Far98]) Soit (�i)i2Nune tour de sous-groupes d'indices
�nis de � d'intersection triviale. Si le crit�ere (4) est v�eri��e, alors

lim
i!1

bn(�inL)

[� : �i]
= b(2)n (L;�):

Observons que ce crit�ere entrâ�ne que � est r�esiduellement �ni.
Dans la partie 4, on pr�esente des exemples o�u ce crit�ere n'est pas satisfait et

o�u la conclusion est mise en d�efaut, et o�u même l'in�egalit�e de Kazhdan (2) se
trouve viol�ee. Voici par exemple une sp�ecialisation du th�eor�eme 4.1.

Soit A un complexe simplicial compact A de groupe fondamental in�ni et
r�esiduellement �ni. Soient K un complexe obtenu en lui attachant un cercle par
un point, � ' �1(A)�Zle groupe fondamental et L = eK le revêtement universel
de K.

Th�eor�eme 0.1 Pour tout �0 2 [0; 1[, il existe une tour (�i)i2Nde sous-groupes
d'indices �nis de �, d'intersection triviale, telle que, �i+1 est normal dans �i
et pour n � 2, limi!1

bn(�inL)
[�:�i]

= �0bn(�nL) + (1� �0)b
(2)
n (L;�);

et pour n = 1, limi!1
b1(�inL)
[�:�i]

= �0b1(�nL) + (1 � �0)b
(2)
1 (L;�)� �0:
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Rappelons que b1(�nL) = 1 + b1(A) et b
(2)
1 (L;�) = 1 + b

(2)
1 ( ~A; �1(A)), et

que bn(�nL) = bn(A) et b
(2)
n (L;�) = b

(2)
n ( ~A; �1(A)), pour n � 2. Du coup, tout

complexe A pour lequel bn(A) 6= b
(2)
n ( ~A; �1(A)) (n � 2) conduit �a un contre-

exemple.
Par exemple, pour construire des exemples qui ne v�eri�ent pas l'in�egalit�e de

Kazhdan, on prend pour A le tore Tp de dimension p, alors L est contractile,

� 'Zp�Z, b1(�nL) = p+1, b
(2)
1 (L;�) = 1 et, pour n � 2, bn(�nL) = Cn

p tandis

que tous les b(2)n (L;�) sont nuls.
Cet �enonc�e permet �egalement de produire des exemples o�u cette fois l'in�egali-

t�e de Kazhdan se trouve fortement v�eri��ee (avec une in�egalit�e stricte). Prenons
A hom�eomorphe �a une vari�et�eM de dimension 4 compacte acyclique �a b1(M ) =
0 et groupe fondamental r�esiduellement �ni (on peut penser �a un faux CP 2 ou
CP 2 d'homologie [Mum79] ; �1(M ) est alors un r�eseau de SU (2; 1)). On a alors :

b
(2)
2 (L;�) > b2(�nL). En e�et, par dualit�e de Poincar�e, b4 = b0 = 1, b1 = b3 =

0 = b
(2)
4 = b

(2)
0 et b

(2)
1 = b

(2)
3 et donc b2(A) + 2 = �(A) = �(2)( ~A; �1(A)) =

b
(2)
2 ( ~A; �1(A)) � 2b

(2)
1 ( ~A; �1(A)).

Si l'on se contente d'un exemple avec n = 1, une �egalit�e b1(A) = b
(2)
1 ( ~A; �1(A))

suÆt, qu'on peut obtenir avec une sph�ere d'homologieA (b1 = 0) de dimension 3

et hyperbolique (b
(2)
1 = 0). C'est encore plus simple si l'on se satisfait d'exemples

non acycliques ou avec de la torsion.

Apr�es ces pr�eliminaires, voici le premier r�esultat g�en�eral que nous obtenons
avec des sous-groupes non n�ecessairement normaux. On ne connait pas d'autre
preuve de cet �enonc�e. La suite consid�er�ee n'est, en g�en�eral, ni monotone, ni
sous-additive.

Th�eor�eme 0.2 Soit (�i)i2Nune tour de sous-groupes d'indices �nis de �. Pour

tout entier n, la suite des nombres de Betti usuels normalis�es ( bn(�inL)
[�:�i]

)i2Nest
convergente.

Plus pr�ecis�ement, nous donnons une interpr�etation \dynamico-g�eom�etrique"
de cette limite et nous montrons en quel sens le crit�ere Farber (4) est optimal,
ce qui, on l'esp�ere, clari�e sa signi�cation. Pour cela, nous consid�erons une con-
struction associ�ee �a la donn�ee de la tour de sous-groupes d'indices �nis (�i)i2N
de � et de l'action (L;�) :

Pour tout entier positif i, on introduit l'espace de probabilit�e (Xi; �i) �egal �a
l'ensemble (�ni) des classes (�a droite) �=�i de � modulo �i, que l'on munit de
la mesure de comptage normalis�ee. Les applications de r�eductions successives
Xi+1 = �=�i+1 ! Xi = �=�i permettent de consid�erer l'espace de probabilit�e
limite projective

(X;�) :=limproji�0(Xi; �i).

C'est un espace bor�elien standard. On peut le voir comme le bord (�a l'in�ni)
d'un arbre enracin�e. C'est aussi un espace topologique hom�eomorphe �a un
espace de Cantor (si la suite des indices [� : �i] tend vers l'in�ni). L'action
naturelle de � sur les Xi fournit une action de � sur (X;�), pr�eservant la
mesure �. Cela ne d�epend que de la tour.
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L'action diagonale de � sur X �L donne par passage au quotient une lami-
nation transversalement mesur�ee qu'on appellera une (L;�)-lamination :

L(X;L;�) := �n(X � L):

Ses feuilles en sont les composantes connexes par arcs (lorsque L est connexe).
Chacune est isomorphe au quotient de L par le stabilisateur d'un point de
l'action (X;�).

Les nombres de Betti l2 d'une telle lamination (pour la mesure transverse
provenant de �) ont �et�e consid�er�es par le second auteur [Gab01]. Nous les
noterons

�n(X;L;�):

Les d�e�nitions seront rappel�ees en section 2. On peut les voir commeune version
simpliciale des nombres de Betti des feuilletages de A. Connes.

On est alors capable de donner un sens, en termes de laminations, au membre

de gauche \b(2)n (�nL;�n�)" de l'�egalit�e (1) même lorsque � n'est pas normal :
�n(�=�; L;�). Et cette �egalit�e reste valide (voir section 2.1). Plus g�en�eralement,
nous obtenons le r�esultat suivant, qui est central dans cet article :

Th�eor�eme 3.1 Soit (�i)i2Nune tour de sous-groupes d'indices �nis de �.
Pour tout entier n,

lim
i!1

bn(�inL)

[� : �i]
= �n(X;L;�):

o�u �n(X;L;�) est comme ci-dessus.

On dit que l'action (X;�;�) est libre si l'�el�ement neutre est le seul �el�ement
de � �a avoir un ensemble de points �xes de mesure non nulle. On a alors :

Th�eor�eme [Gab01, Th. 3.11] Si l'action (X;�;�) est libre, alors

�n(X;L;�) = b(2)n (L;�):

Si les �i sont normaux dans � et d'intersection triviale, alors X h�erite d'une
structure de groupe (pro�ni), � est un sous-groupe et son action est par multi-
plication �a gauche dans X. Elle est alors libre et le th�eor�eme 3.1 se sp�ecialise en
le th�eor�eme de W. L�uck. Quant au crit�ere de Farber (4), il signi�e pr�ecis�ement
que l'action est libre. En e�et,

Proposition 2.6 Dans (X;�;�), l'ensemble des points �xes de g 2 � est de

mesure exactement limi!1
ni(g)
ni

.

On doit observer que ni le th�eor�eme de Farber, ni notre th�eor�eme 3.1 ne
fournissent une nouvelle preuve du th�eor�eme de L�uck, puisque dans un cas
comme dans l'autre, il s'agit d'adapter les arguments de [L�uc94].

0.2 Actions bor�eliennes non libres

Le th�eor�eme 3.1 d�ecrit les limites possibles des nombres de Betti normalis�es
dans les tours des revêtements �nis. Un contrôle sur la combinatoire des tours
de revêtements �nis est donc impos�e par l'action (X;�) et la (L;�)-lamination
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associ�ee. Il est naturel de chercher �a comprendre ces actions et plus pr�ecis�ement
�a trouver des restrictions sur les stabilisateurs des points pour des actions non li-
bres (X;�;�), pr�eservant la mesure, d'un groupe d�enombrable � sur un bor�elien
standard de probabilit�e.

Les nombres de Betti l2 de (L;�) sont des invariants homotopiques, si bien

que lorsque L est p-connexe, les nombres de Betti l2 de l'action b
(2)
n (L;�), pour

n � p deviennent des invariants du groupe � lui-même. On les appelle alors les

nombres de Betti l2 de � et on les note b
(2)
n (�). Plus g�en�eralement, J. Cheeger et

M. Gromov [CG86] ont introduit les nombres de Betti l2 pour tous les groupes
d�enombrables discrets, même ceux ne poss�edant pas de K(�; 1) �a p-squelette
�ni.

Dans la section 5, nous d�emontrons :

Th�eor�eme 5.4 Soit (X;�;�) une action ergodique, pr�eservant la mesure, d'un
groupe d�enombrable � sur un bor�elien standard de probabilit�e sans atome. Si

b
(2)
1 (�) 6= 0, alors

� ou bien �(x), le stabilisateur de x dans �, est un groupe �ni pour �-presque
tout x 2 X;

� ou bien le premier nombre de Betti l2, b
(2)
1 (�(x)), est in�ni pour �-presque

tout x 2 X.

Si de plus, la relation induite par l'action de � sur X est moyennable, seul le
deuxi�eme cas est possible. Tandis que dans le premier cas, pour �-presque tout
x, les sous-groupes �(x) sont conjugu�es deux �a deux et il sont presque normaux,
au sens o�u chacun n'a qu'un nombre �ni de conjugu�es distincts dans �.

Il est int�eressant de rappeler deux �enonc�es en lesquels ce th�eor�eme se sp�eciali-
se, chacun d'eux �etant une g�en�eralisation dans une direction di��erente d'un
th�eor�eme de O. Schreier :

Th�eor�eme (O. Schreier [Sch27, p.162]) Un sous-groupe normal non trivial et
de type �ni d'un groupe libre est d'indice �ni.

D'un côt�e, les stabilisateurs des points dans l'action (X;�;�) peuvent être
consid�er�es d'une certaine fa�con comme des g�en�eralisations de sous-groupes nor-
maux (penser par exemple �a une action o�u tous les points ont le même sta-
bilisateur : c'est alors un sous-groupe normal). La remarque de D. Sullivan
selon laquelle \there is no measurable way to pick a point in a leaf" impose
des conditions fortes sur certaines (L;�)-laminations. Rappelons que dans
[Ghy95], �E. Ghys a montr�e comment d�eduire de cette remarque une classi�-
cation topologique des feuilles g�en�eriques des laminations usuelles de dimension
2. Sous-jacent �a ses id�ees, on peut trouver l'�enonc�e suivant :

Th�eor�eme 5.2 Soit � un groupe libre et (X;�;�) une action libre ergodique
pr�eservant la mesure de probabilit�e � sans atome sur le bor�elien standard X.
Alors, pour �-presque tout point x 2 X, le stabilisateur de x est soit trivial soit
de type in�ni.

D'un autre côt�e, un groupe libre non cyclique est un exemple de groupe �a
premier nombre de Betti l2 non nul, et le second auteur a �etendu le th�eor�eme de
O. Schreier �a tous les groupes du même genre (consulter [Gab01] pour r�ef�erences
�a des r�esultats ant�erieurs notamment de J. Cheeger, M. Gromov et W. L�uck) :
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Th�eor�eme [Gab01, Th. 6.8] Soit � un groupe dont le premier nombre b
(2)
1 (�)

de Betti l2 est non nul. Si N est un sous-groupe normal de � qui a un premier
nombre de Betti l2 �ni (par exemple si N est de type �ni) alors N est ou bien
�ni ou bien d'indice �ni.

La preuve dans cette g�en�eralit�e fait d'ailleurs appel �a une action libre du
groupe � sur (X;�) et �a la notion de nombres de Betti l2 des laminations.

Pour d�emontrer le th�eor�eme 5.4 (ainsi que 5.6 ci-dessous), nous serons con-
duits �a prouver le r�esultat suivant, int�eressant en lui-même, bien que pas franche-
ment surprenant puisque les nombres de Betti l2 des stabilisateurs sont d�e�nis
explicitement sans recours �a l'axiome du choix.

Th�eor�eme 5.7 Soit (X;�;�) une action pr�eservant la mesure d'un groupe
d�enombrable � sur un bor�elien standard de probabilit�e sans atome. Alors, la

fonction X ! R+, x 7! b
(2)
n (�(x)), qui associe �a x le n-�eme nombre de Betti l2

de son stabilisateur, est mesurable. En particulier, si l'action de � est ergodique,
alors cette fonction est presque sûrement constante.

Concernant les nombres de Betti l2 de dimension sup�erieure, nous obtenons
une g�en�eralisation du th�eor�eme 6.6 de [Gab01]. Rappelons qu'une action mesu-
rable est hyper�nie si la relation d'�equivalence engendr�ee est r�eunion croissante
de relation d'�equivalence mesurables �a classes �nies. Par le th�eor�eme de Connes-
Feldman-Weiss [CFW81], cela �equivaut �a la moyennabilit�e de la relation au sens
de R. Zimmer.

Th�eor�eme 5.6 Soit (X;�;�) une action ergodique hyper�nie, pr�eservant la
mesure, d'un groupe d�enombrable � sur un bor�elien standard de probabilit�e sans
atome. Si pour un certain n 2 N, le n-�eme nombre de Betti l2 de presque tout

stabilisateur est �ni (b(2)n (�(x)) <1 �-p.s), alors b(2)n (�) = 0.

Pour l'ensemble de cette section, on se permettra de supposer une certaine
familiarit�e avec le contexte de l'article [Gab01].
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1 Rappels sur les nombres de Betti l2 d'une ac-

tion de groupe

Soit (L;�) une action simpliciale libre et cocompacte et q : L ! K := �nL le
revêtement associ�e. Quitte �a prendre des subdivisions barycentriques, on peut
supposer que l'espace K a une structure de complexe simplicial. On confondra
un complexe simplicial et sa r�ealisation g�eom�etrique. On se donne une orienta-
tion sur les simplexes de K (et donc aussi sur ceux de L) et on appelle Kn (resp.
Ln) l'ensemble des simplexes de dimension n de K (resp. de L). L'ensemble
Ln est muni d'une action libre de � qui est simplement transitive sur l'image
inverse q�1(�) de chaque simplexe � de Kn.

On note C
(2)
n (L) l'espace des n-châ�nes l2 de L : c'est l'espace de Hilbert

dont une base hilbertienne est Ln. Il vient avec une repr�esentation �n de �.
Les applications bord s'�etendent par continuit�e en des op�erateurs born�es @n :

C
(2)
n (L)! C

(2)
n�1(L). Ils v�eri�ent @n@n+1 = 0 et 8
 2 �, �n�1(
)@n = @n�n(
).

Soit �n un domaine fondamental (partie qui rencontre une fois et une seule
chaque orbite) pour l'action de � sur Ln. La libert�e de l'action permet alors
d'identi�er Ln avec �n := j�nj copies de � : Ln = [s2�n

�s. Cette identi�cation
induit un isomorphisme

C(2)
n (L) =

M
s2�n

l2(�s) '
M
s2�n

l2(�) (5)

qui donne �a C
(2)
n (L) une structure de N (�)-module de Hilbert, o�u N (�) est

l'alg�ebre de von Neumann de �.
On dispose alors d'un complexe de N (�)-modules hilbertiens :

0 � C
(2)
0 (L)

@1 � C
(2)
1 (L)

@2 � : : : n � C(2)
n (L)

@n+1
 � : : : :

On appelle homologie `2 r�eduite de L la suite d'espaces

�H(2)
n (L) := Ker @n=Im @n+1;

o�u H est l'adh�erence de H. Ces espaces ont une structure de N (�)-module de

Hilbert et se plongent naturellement dans C
(2)
n (L) comme suppl�ementaire or-

thogonal de Im @n+1 dans Ker (@n). L'image de ce plongement est par d�e�nition
l'espace, not�e Hn(L), des n-châ�nes harmoniques `2 de L. Un calcul imm�ediat
montre qu'il est par ailleurs �egal au noyau de l'op�erateur laplacien �n :=
@�n@n + @n+1@

�
n+1.

On cherche �a \estimer la taille" de cet espace de Hilbert Hn(L). En dimen-
sion �nie, la dimension d'un sous-espace est donn�ee par la trace d'un projecteur
sur ce sous-espace.

Ici, la trace 2 (de von Neumann) d'un op�erateur a de l2(�) qui commute
avec N (�) est donn�ee par le produit scalaire

TrN(�)(a) := haÆejÆei;

2Il peut être �eclairant de penser �a a comme une matrice (in�nie) par rapport �a la base
privil�egi�ee (Æg)g2� : a = (ag;h) = (ha(Æg)jÆhi) pour remarquer que les termes diagonaux
ha(Æg)jÆgi sont constants, vu la commutation de a avec N(�). La trace est alors l'un quel-
conque de ces termes diagonaux.
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o�u Æe est la fonction caract�eristique de l'identit�e de �. De même, grâce �a

l'isomorphisme ci-dessus (5), la trace d'un op�erateur a de C(2)
n (L) commutant

avec N (�) est donn�ee par

TrN(�)(a) =
X
s2�n

ha(s)jsi:

La N (�)-dimension dimN(�)(H) d'un sous-espace ferm�e N (�)-invariant H

de C(2)
n (L) est alors donn�ee par la trace du projecteur orthogonal sur ce sous-

espace.

D�e�nition 1.1 Les nombres de Betti l2 de l'action (L;�) sont les N (�)-dimen-
sions des N (�)-modules Hn(L) :

b(2)n (L;�) := dim�(Hn(L)) = TrN(�)(pn) =
X
�2�n

hpn(s)jsi: (6)

o�u pn est le projecteur orthogonal de C
(2)
n (L) sur Hn(L).

Si L est le revêtement universel de K, on appelle aussi parfois ces nombres
les nombres de Betti l2 de K.

Ces nombres sont des invariants d'�equivalence homotopique, si bien que
lorsque L est p-connexe, les p+ 1 premiers nombres de Betti l2 de (L;�) devi-

ennent des invariants du groupe : les nombres de Betti l2 de �, not�es b
(2)
n (�),

pour n = 0; 1; � � � ; p.

2 Nombres de Betti l2 d'une (L;�)-lamination

On rappelle dans cette section la notion de nombres de Betti l2 d'une lamination
dans l'esprit de [Gab01, sect. 3].

Soit (X;�;�) une action mesurable du groupe � sur le bor�elien standard X,
pr�eservant la mesure de probabilit�e �. On note �(x) le stabilisateur du point
x 2 X. Soit d'autre part (L;�) une action libre cocompacte de � sur le
complexe simplicial connexe L.

On regarde l'espace X �L, avec la lamination par feuilles fxg�L. L'action
diagonale de � pr�eserve cette lamination et d�e�nit par passage au quotient ce
qu'on appelle une (L;�)-lamination transversalement mesur�ee

L(X;L;�) := �n(X � L):

Nous allons rappeler la d�e�nition des nombres de Betti de la lamination sous
l'hypoth�ese que �nL est un complexe simplicial �ni, dans ce cas chaque �n est
�ni.

L'image de la feuille fxg�L est isomorphe �a �(x)nL. Sur X, on dispose du
champ mesurable de sous-groupes x 7! �(x). Cela permet de d�e�nir le champ
mesurable L de complexes simpliciaux

x 7! Lx = �(x)nL

sur lequel le groupe � agit encore : 
:(x;�(x)� ) = (
x; 
�(x)� ) = (
x;�(
x)
� )
puisque �(
x) = 
�(x)
�1. C'est un complexe simplicial (hautement non con-
nexe) �equip�e d'une application (\�bration") surX, dont les �bres sont les feuilles

9



(au-dessus de x 2 X, la feuille Lx). Ses simplexes seront not�es (x;�(x)s), o�u
x 2 X et s 2 L. Pour chaque dimension n, l'espace de ses n-simplexes forme
un espace bor�elien standard L

n
. On dispose aussi d'une application mesurable

Q : X � L! L (7)

qui est un revêtement �bre �a �bre

qx : fxg � L! Lx = �(x)nL

�A l'action de � sur X est associ�ee la relation d'�equivalence

R := f(x; y) : �x = �yg; (8)

o�u les points x et y de X sont dans la même classe s'il existe un �el�ement 
 dans
� tel que y = 
x.

La relation R poss�ede une action sur le champ de complexes simpliciauxL :
(x; y) 2 R d�e�nit un isomorphisme Ly ! Lx donn�e par l'isomorphisme naturel�

�(y)nL ! �(x)nL
�(y)s 7! (x; y) � �(y)s = �(x)
s

�
(9)

o�u s 2 L et 
 2 � v�eri�e x = 
y, i.e. �(x) = 
�(y)
�1 . Bien entendu, si 
0 2 �
est un autre tel �el�ement, alors �(x)
0 = �(x)
. De plus, (x; x) induit l'identit�e.

Remarque 2.1 Si L est muni d'un point base �, alors les espaces Lx h�eritent
d'un pointage �x = qx(�) qui n'est pas pr�eserv�e par l'isomorphisme ci-dessus. De
plus, l'image dans la lamination L(X;L;�) de ce champ de pointages permet
de retrouver l'espace X comme transversale et �xe donc un choix de mesure
transverse invariante (et non �a un multiple pr�es).

Cette action poss�ede un domaine fondamental mesurable en chaque di-
mension n, [

s2�n

Q(X � fsg) =
[

s2�n

f(x;�(x)s) : x 2 Xg (10)

o�u �n est toujours un domaine fondamental pour l'action de � sur Ln. Soit
en e�et (x;�(x)s0) = Q((x; s0)) un simplexe de L. Il existe s 2 �n et 
 2 �
tels que que s0 = 
s. Alors (x;�(x)s0) = (x;�(x)
s) = (x; 
�(
�1x)s) =

(x; 
�1x) � (
�1x;�(
�1x)s). Ainsi, l'ensemble L
n
des simplexes de dimension

n de L peut s'identi�er avec �n := j�nj copies de R.
On consid�ere le champ d'espaces de Hilbert

x 7! C(2)
n (Lx) = C(2)

n (�(x)nL)

Chaque simplexe s 2 Ln y fournit un champ de vecteurs, que nous noterons
s : x 7! sx, (donn�e par le champ de simplexes x 7! (x;�(x)s)). Le champ de
familles g�en�eratrices (s)s2Ln lui donne sa structure mesurable.

On dispose aussi du champ mesurable d'op�erateurs bord @xn : C
(2)
n (Lx) !

C
(2)
n�1(Lx). On d�e�nit C

(2)
n (L) et Dn comme int�egrales :

C(2)
n (L) :=

Z �

X

C(2)
n (Lx)d�(x) et Dn :=

Z �

X

@xnd�(x):

10



Rappelons simplement qu'un vecteur u de C
(2)
n (L) est un champ de vecteurs

x 7! ux mesurable et de carr�e int�egrable, au sens o�u les fonctions x 7! huxjsxi
sont mesurables pour chacun des champs s donn�es par les simplexes s 2 L, etR
X
kuxk2d�(x) <1.
On dispose alors du complexe :

0 � C
(2)
0 (L)

D1 � C
(2)
1 (L)

D2 � : : :
Dn � C(2)

n (L)
Dn+1
 � : : : : (11)

Le n-�eme groupe d'homologie l2 r�eduite H
(2)
n (L) = Ker Dn=Im Dn+1 il est

isomorphe �a l'espace des n-châ�nes harmoniques l2 de L : le suppl�ementaire
orthogonal

H(2)
n (L) = Ker Dn 	 Im Dn+1

D�e�nition 2.2 Les nombres de Betti l2 du R-complexe simplicial L ou de la
(L;�)-lamination L(X;L;�) sont d�e�nis par :

�n(L) = �n(X;L;�) :=
X
s2�n

hPnsjsi; (12)

o�u Pn est le projecteur orthogonal de C(2)
n (L) sur H(2)

n (L), qu'on �evalue sur les
champs de repr�esentants s pour s 2 �n.

L'identi�cation R-�equivariante de L
n
avec �n copies de R construite �a l'aide

du domaine fondamental (10) induit un isomorphisme qui donne �a C
(2)
n (L) une

structure de M-modules de Hilbert :

C(2)
n (L) =

M
s2�n

C(2)
n (R �Q(X � fsg) '

M
s2�n

L2(R; �); (13)

o�uM est l'alg�ebre de von Neumann de la relation R. On rappelle [FM77, Gab01]
que l'espace R � X�X est un bor�elien standard pour la tribu induite (B�B)\R,
o�u B est la tribu de X, et pour tout C 2 (B � B) \ R, la mesure � est d�e�nie
par

�(C) =

Z
X

j��11 (x) \Cjd�(x)

avec �1 : R ! X projection sur la premi�ere coordonn�ee. Si on d�esigne par
R
 et R� les op�erateurs de L2(R; �) donn�es pour 
 2 � et � 2 L1(X;�) par
R
f(x; y) = f(x; 
�1y) et R�f(x; y) = �(y)f(x; y), alors M est l'alg�ebre des
op�erateurs de L2(R; �) qui commutent avec tous les R
 et R�. Le complexe
(11) est alors un complexe de M-modules hilbertiens et l'isomorphisme entre le
n-�eme groupe d'homologie l2 r�eduite et l'espace des châ�nes harmoniques l2 de
L est un isomorphisme de M-modules.

La trace d'un op�erateur A de L2(R; �) qui commute avec M est donn�ee par
la formule

TrM(A) := hP'0j'0i;

o�u '0 est la fonction caract�eristique de la diagonale de X �X. De même, grâce

�a l'isomorphisme (13), la trace d'un op�erateur A de C
(2)
n (L) qui commute avec

M est donn�ee par

11



TrM(A) :=
X
s2�n

hPnsjsi; (14)

La M-dimension d'un sous-espace ferm�e M-invariantH de C
(2)
n (L) est alors

donn�ee par la trace du projecteur orthogonal sur ce sous-espace. Les nombres
de Betti l2 du R-complexe simplicial L ou de la (L;�)-lamination L(X;L;�)

sont donc les M-dimensions des M-modules H(2)
n (L) :

�n(L) = �n(X;L;�) = dimMH
(2)
n (L) = TrM(Pn)

o�u Pn est le projecteur orthogonal de C
(2)
n (L) sur H

(2)
n (L).

Comme rappel�e dans l'introduction, lorsque l'action de � sur X est libre (au
sens de la mesure), on peut montrer, [Gab01, th. 3.11], que pour tout entier n,

�n(L) = b
(2)
n (L;�).

Rappelons qu'inspir�e par l'approche de Cheeger et Gromov [CG86], on peut
d�e�nir (voir [Gab01]) la notion g�en�erale de nombres de Betti l2 d'un R-complexe
simplicial g�en�eral sur une relation d'�equivalence donn�ee R. Dans [Gab01], une
invariance homotopique de ces nombres de Betti l2 est d�emontr�ee. Cela permet
de d�e�nir les nombres de Betti l2 de la relation R.

2.1 Exemple : revêtements �nis

Dans l'introduction on a rappel�e la remarque (1) selon laquelle si � est un
sous-groupe distingu�e d'indice �ni dans un groupe � agissant librement et
cocompactement sur un complexe simplicial L, alors (le groupe �n� agit libre-
ment sur �nL et) pour tout entier n,

b(2)n (�nL;�n�) =
bn(�nL)

[� : �]
: (15)

Dans cette �egalit�e (15), le membre de droite conserve un sens même lorsque
le revêtement n'est pas galoisien autrement dit même lorsque le sous-groupe �
n'est pas distingu�e dans �. Le membre de gauche quant �a lui n'a plus de sens,
n�eanmoins consid�erons sa d�e�nition \concr�ete", donn�ee par la formule (6)

b(2)n (�nL;�n�) :=
X
s2
n

hpn(s)jsi;

o�u 
n est l'image d'un domaine fondamental �n pour l'action de � sur Ln

(et donc un domaine fondamental pour l'action (�nLn;�n�)). Elle conserve
toujours un sens mais sa valeur d�epend du choix du domaine fondamental �n

i.e. du choix d'un point de vue. Une solution consiste �a faire la moyenne de
tous ces points de vue. On va d�etailler cela avec comme double but d'illustrer
la construction de la section 2 et de pr�eparer �a la section 2.2.

Soit � un groupe agissant librement et cocompactement sur un complexe
simplicialL. Soit � un sous-groupe d'indice �ni de �, � := [� : �] et q : L! �nL
le revêtement correspondant.
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Soit X l'ensemble �ni �=� muni de la mesure de comptage normalis�ee :
�(fxg) = 1

�
. L'action de � sur X est transitive, donc la relation d'�equivalence

R est celle o�u tous les points sont �equivalents. La mesure � est la mesure qui
donne �a chaque point de R = X �X le poids 1

�
. L'espace de Hilbert L2(R; �)

est l'espace vectoriel dont les points de X �X forment une base, sont de norme
1
�
et deux �a deux orthogonaux.
La (L;�)-lamination L(X;L;�) := �n(X � L) n'est constitu�ee que d'une

seule feuille isomorphe �a �nL. Le champ de complexes simpliciaux L est form�e
de � complexes simpliciaux Lx := �(x)nL, index�es par x 2 �=�, o�u �(
�) =

�
�1, isomorphes deux �a deux par la formule (9).

Les espaces de châ�nes l2 sont alors

C(2)
n (L) :=

Z �

X

C(2)
n (Lx)d�(x) =

M
x2X

C(2)
n (�(x)nL);

avec comme produit scalaire hujvi =
P

x2X
1
�
huxjvxi.

Les nombres de Betti l2 de cette lamination sont alors obtenus �a l'aide de la
formule (12) :

�n(L) =
X
s2�n

hPnsjsi;

o�u Pn est le projecteur orthogonal de C(2)
n (L) sur H(2)

n (L), qu'on �evalue sur les
champs de repr�esentants s pour s 2 �n.

Remarquons que l'alg�ebre de von NeumannM de R est isomorphe �a l'alg�ebre
M� des matrices � � �. Son action sur L2(R; �) identi��e avec les matrices
A = (Ax;y)x;y2X se fait alors par multiplication �a gauche. La trace TrM�

est
alors la trace usuelle des applications lin�eaires, divis�ee par �.

Par d�e�nition de l'op�erateur \bord" Dn, pour cn 2 C
(2)
n (L), on a cn�1 =

Dncn si et seulement si cn�1(x) = @xncn(x) pour � presque tout x dansX. On en
d�eduit que Pn est un op�erateur d�ecomposable Pn =

L
x2X pxn, o�u x 7! pxn est le

champ (mesurable) d'op�erateurs projections orthogonales pxn : C
(2)
n (�(x)nL) !

H
(2)
n (�(x)nL).

�n(L) =
X
s2�n

X
x2X

1

�
hpxnsxjsxi

=
1

�

X
s2�n

X
x2X

hpxn�(x)sj�(x)si

o�u �(x)s est vu comme une n-châ�ne dans C
(2)
n (�(x)nL).

Mais l'isomorphisme de la formule (9) entre �(y)nL et �(x)nL induit une

isom�etrie entre les espaces C
(2)
n (�(y)nL) et C

(2)
n (�(x)nL) qui entrelace les projec-

tions pyn et pxn. Ainsi, p
x0
n (�(x0)
s) = p


�1x0
n (�(
�1x0)s) et avec x0 = � 2 �=�

et 
1; 
2; � � � ; 
� des repr�esentants des classes �a gauche de �n�,

�n(L) =
1

�

�X
i=1

X
s2�n

hpn(�
is)j�
isi
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Par ailleurs, [i=�i=1
i�n constitue un domaine fondamental pour l'action de � sur
Ln. C'est-�a-dire, [i=�i=1�
i�n = �nLn, dont les �el�ement constituent une base de

l'espace vectoriel de dimension �nie C
(2)
n (�nL). Si bien que, avec tr(pn) la trace

usuelle de l'op�erateur pn,

�n(X;L;�) :=
1

�

�X
i=1

X
s2�n

hpn(�
is)j�
isi

=
1

�
tr(pn) =

1

�
dimC(H

(2)
n (�(x)nL))

=
1

[� : �]
bn(�nL):

Les \changements de point de vue" �evoqu�es plus haut consistent donc �a
remplacer le domaine fondamental �n par ses divers translat�es 
i�n. Une autre
mani�ere de dire consiste �a \oublier le groupe �" : consid�erons un revêtement �ni
d'indice �, non n�ecessairement galoisien, L ! K. Choisissons un point base ~�
dans L, son image � dans K puis ses � relev�es �1; �2; � � � ; �� dans L. Chacun des
revêtements point�es (L; ~�) ! (L; �i) nous fournit un sous-groupe �i de �. Ils
sont deux �a deux conjugu�es. Passer de l'un �a l'autre constitue un changement
de point de vue.

Nous avons donc d�emontr�e :

Proposition 2.3 Si (L;�) est une action libre cocompacte sur un complexe
simplicial, si � est un sous-groupe d'indice �ni, et X = �=� est muni de la
mesure de comptage normalis�ee, alors les nombres de Betti l2 de la lamination
L(X;L;�) = �n(X � L) co��ncident avec les nombres de Betti normalis�es :

�n(X;L;�) =
bn(�nL)

[� : �]

La (L;�)-lamination L(X;L;�) n'est constitu�ee que d'une seule feuille isomor-
phe �a �nL qui est recouverte par les projections des 
�n o�u �n est un domaine
fondamental pour la �-action dans Ln et 
 d�ecrit un syst�eme de repr�esentants
quelconque des classes �a gauche de � modulo �. De plus, ces nombres de Betti
l2 peuvent se voir comme une moyenne selon les points de vues :

�n(X;L;�) =
1

[� : �]

X

2�n�

X
s2�n

hpn(�
s)j�
si:

Remarque 2.4 �A ce stade, une petite pr�ecision s'impose. Si l'on consid�ere un
sous-groupe strict �0 tel que � < �0 < � et l'action restreinte (L;�0), alors

les nombres de Betti usuels normalis�es bn(�nL)
[�0:�] ne sont plus les mêmes, tandis

que la lamination L(X;L;�0) ' �nL est la même en tant qu'espace lamin�e !
La r�eponse tient au fait que la suite des nombres de Betti l2 d'une lamination
transversalement mesur�ee n'est bien d�e�nie qu'�a une constante multiplicative
pr�es qui d�epend du choix d'une normalisation de la mesure transverse invariante.
Dans notre situation, ce choix est pr�ecis�e lorsqu'on d�ecide que l'espace (X;�)
est un espace de probabilit�e (voir remarque 2.1).
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2.2 (L;�)-lamination associ�ee �a une tour de revêtements

�nis

On appelle tour de sous-groupes d'indices �nis de � toute suite d�ecroissante
� = �0 � �1 � : : : � �m � : : : de sous-groupes d'indices �nis de �. Il lui
correspond la tour de revêtements �nis au-dessus de �nL :
L! � � ��i+1nL! �inL! �i�1nL! � � � ! �0nL.

Pour tout entier positif i, on introduit l'espace de probabilit�e (Xi; �i) �egal �a
l'ensemble (�ni) des classes (�a droite) �=�i de � modulo �i, que l'on munit de la
mesure de comptage normalis�ee. Les applications de r�eductions successives �i :
Xi = �=�i ! Xi�1 = �=�i�1 permettent de consid�erer l'espace de probabilit�e
limite projective

(X;�) :=limproji�0(Xi; �i).

C'est un espace bor�elien standard. On peut le voir comme le bord (�a l'in�ni)
d'un arbre enracin�e, o�u les sommets sont les �el�ements des Xi et les arêtes
donn�ees par les applications Xi+1 ! Xi). C'est aussi un espace topologique
(hom�eomorphe �a un espace de Cantor, si la suite des indices [� : �i] tend vers
l'in�ni). L'action naturelle de � sur les Xi fournit une action de � sur (X;�),
pr�eservant la mesure �. Cela ne d�epend que de la tour.

D�e�nition 2.5 L'action diagonale de � sur X � L donne par passage au quo-
tient la (L;�)-lamination associ�ee �a la tour (�i)i2N:

L(X;L;�) := �n(X � L):

Au vu du th�eor�eme 3.1, il est important, pour comprendre l'asymptotique
des nombres de Betti normalis�es d'une tour de revêtements �nis, de comprendre
l'action de � sur l'espace de probabilit�e X. On en isole quelques propri�et�es
�el�ementaires dans la proposition suivante :

Proposition 2.6 1. Un point x 2 X est une suite (xi)i2Nde classes xi 2
�=�i telles que �i(xi) = xi�1. Si 
i est un repr�esentant de xi dans �, alors
on obtient pour stabilisateurs �i(xi) = 
i�i


�1
i et �(x) = \i2N
i�i


�1
i .

2. Pour tout point x 2 X et pour tout sous-complexe compact C de L, il
existe un entier i0 � 0 tel que pour tout i � i0, et tout repr�esentant 
i de
xi dans � le projet�e de 
�1i :C dans �inL soit simplicialement �equivalent
aux projet�es de C dans �(x)nL et 
i�


�1
i nL.

3. L'action de � �etant transitive sur chaque Xi, on en d�eduit que l'action de
� sur X est ergodique : tout ensemble bor�elien invariant est de mesure 0
ou 1. En particulier, l'ensemble des points de X �a stabilisateur trivial est
de mesure 0 ou 1.

4. Pour tout �el�ement g dans �, la mesure dans X de l'ensemble des points
�xes de g dans X vaut :

�(FixX (g)) = lim
i!+1

ni(g)

ni
;

o�u ni d�esigne le nombre de sous-groupes de � conjugu�es �a �i et ni(g) le
nombre de sous-groupes de � conjugu�es �a �i et contenant g.
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Seuls les points 2 et 4 demandent une explication.
Preuve du point (2) : Il n'existe qu'un nombre �ni g1; g2; � � � ; gk d'�el�ements de
� qui envoient un simplexe de C dans C. Pour i0 assez grand et pour tout
j = 1; � � � ; k, on a gj 2 �(x) si et seulement si gj 2 �(xi). Pour tout i � i0,
les projet�es de C dans �(x)nL et �(xi)nL sont simplicialement �equivalents.
L'isomorphisme (9) entre �inL et �(xi)nL qui envoie �i


�1
i C sur �(xi)C permet

de conclure.
Preuve du point (4) : Soit fi(g) le nombre de points �xes de l'action de g sur
Xi. Alors :

fi(g)

[� : �i]
=

ni(g)

ni
: (16)

En e�et, le groupe � agit sur Xi et par conjugaison sur l'ensemble des conjugu�es
de �i dans �. L'application

p :

�
Xi ! fconjugu�es de �i dans �g
x 7! Fix�(x)

est �-�equivariante pour ces deux actions. Chaque �bre de p est donc de cardinal

ai = jfx 2 Xi : Fix�(x) = �igj;

�egal �a l'indice de �i dans son normalisateur N�(�i). Ainsi, avec les notations
de la proposition, [� : �i] = ni � ai et le nombre de points �xes de l'action
d'un �el�ement quelconque g 2 � sur Xi est �egal �a ni(g) � ai. D'o�u l'on conclut
�a l'�egalit�e (16).

En passant alors �a la limite (la suite ni(g)
ni

est d�ecroissante), on obtient par
d�e�nition de �, l'�egalit�e annonc�ee du point (4).

3 Asymptotique des nombres de Betti

On peut maintenant �enoncer et d�emontrer le th�eor�eme principal de cet article.
Soient L un complexe simplicial et � un groupe agissant librement et cocom-

pactement sur L. Soit (�i)i�0 une tour de sous-groupes d'indices �nis dans �.
Soit L = L(X;L;�) := �n(X � L) la (L;�)-lamination associ�ee (d�ef. 2.5).

Th�eor�eme 3.1 Pour chaque entier n, la suite des nombres de Betti normalis�es�
bn(�inL)
[�:�i]

�
i2N

converge et sa limite est �egale au n-i�eme nombre de Betti l2 de la

(L;�)-lamination associ�ee : �n(X;L;�).

D�emonstration. Fixons un entier n positif. Soit Cn(L) l'espace des n-châ�nes
enti�eres de L. C'est un Z[�]-module �niment engendr�e, dont la famille �n in-
troduite section 1 fournit une base. Soit ~u une application positive autoadjointe
des n-châ�nes de L dans elles-mêmes (on peut penser au laplacien) donn�ee par
une matrice �a coeÆcients dans Z[�] (dont l'action se fait par multiplication �a
droite). Autrement dit, avec �n = j�nj:

~u : Cn(L)! Cn(L); ~u 2Z[�]
Mat(�n � �n;Z):

Pour que ~u commute avec N (�), il faut y penser comme une matrice agissant

par multiplication �a droite sur
L�n

i=1 l
2(�).
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Observons que si � est un sous-groupe de �, alors ~u induit (toujours par
multiplication �a droite) un op�erateur au quotient sur les n-châ�nes enti�eres de
�nL qui s'�etend en un op�erateur born�e sur les châ�nes l2.

Pour chaque i � 0, consid�erons Xi = �=�i muni de sa mesure de comptage
normalis�ee �i. Pour chaque i � 0 et pour chaque point xi 2 Xi, l'application

~u induit une application C -lin�eaire uxii sur Cn(L
i

xi
) = C

(2)
n (L

i

xi
), l'espace des

n-châ�nes de la feuille simpliciale L
i

xi
= �(xi)nL au-dessus de xi dans la (L;�)-

lamination Li = �n(Xi � L) (dans ce cas la lamination Li n'a en fait qu'une
feuille). Par int�egration contre la mesure �i on obtient un op�erateur ui de

C
(2)
n (L

i
) dans lui-même.

De même, pour chaque point x 2 X, l'application ~u induit une application
C -lin�eaire ux sur Cn(Lx) qui s'�etend en un op�erateur born�e, encore not�e ux,

sur C
(2)
n (Lx), l'espace des n-châ�nes l2 de la feuille simpliciale Lx = �(x)nL

au-dessus de x dans la (L;�)-lamination L. Par int�egration contre la mesure �

on obtient un op�erateur u de C(2)
n (L) dans lui-même.

Soit Q(z) un polynôme �a coeÆcients r�eels. Pour tout x 2 X;xi 2 Xi, on a
Q(u)x = Q(ux) et Q(ui)xi = Q(uxii ).

Rappelons que si s est un simplexe dans �n il induit un champ de vecteurs

s (resp. si) dans la (resp. les) (L;�)-lamination(s) L (resp. L
i
) donn�e par :

(x 7! (x; s)).

Fait 1. Soit x = (xi)i un point de X. Pour i suÆsamment grand et s 2 �n,

hQ(u)x(s(x))js(x)i = hQ(ui)
xi (si(xi))jsi(xi)i:

Les champs mesurables d'op�erateurs x 7! Q(u)x sur L (resp. xi 7! Q(ui)
xi

sur L
i
) ne sont autres que x 7! Q(ux) (resp. xi 7! Q(uxii )). Le fait 1 d�ecoule

alors simplement des d�e�nitions et de la proposition 2.6 (point (2)).

La norme d'op�erateur de ui est born�ee uniform�ement par rapport �a i par
une constante N (on peut prendre comme valeur pour N le produit de �n par la
somme des coeÆcients des �el�ements de � dans la matrice ~u, cf. [L�uc94] Lemma
2.5). Du th�eor�eme de convergence domin�ee de Lebesgue, on d�eduit donc :

TrM(Q(u)) =
X
s2�n

hQ(u)(s)jsi

=
X
s2�n

Z
X

hQ(u)x(s(x))js(x)id�(x)

=
X
s2�n

Z
X

lim
i!+1

hQ(ui)
xi (si(xi))jsi(xi)id�(x)

=
X
s2�n

lim
i!+1

Z
X

hQ(ui)
xi (si(xi))jsi(xi)id�(x)

= lim
i!+1

X
s2�n

Z
Xi

hQ(ui)
xi (si(xi))jsi(xi)id�i(xi)

= lim
i!+1

X
s2�n

hQ(ui)(si)jsii:
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Autrement dit :

TrM(Q(u)) = lim
i!+1

TrMi
(Q(ui)); (17)

o�u Mi est l'alg�ebre de von Neumann de la relation d'�equivalence sur Xi en-
gendr�ee par l'action transitive de �, i.e. Mi est l'alg�ebre des matrices jXij�jXij,
munie de la trace normalis�ee TrMi

, qui est la trace usuelle divis�ee par jXij.

Soit maintenant fP (�)=� 2 [0; N ]g la famille spectrale continue �a droite de
u. Notons

F : [0;+1[!R+; � 7! TrM(P (�)):

Fait 2. SoitQk une suite de polynômes r�eels qui, sur l'intervalle [0; N ], converge
simplement vers la fonction caract�eristique �[0;�] de [0; �] et reste uniform�ement
born�ee sur [0; N ]. Alors

lim
k!+1

TrM(Qk(u)) = F (�):

En e�et, toujours �a l'aide du th�eor�eme de convergence domin�ee de Lebesgue
et des propri�et�es standard des traces (de von Neumann) on a :

lim
k!+1

TrM(Qk(u)) = lim
k!+1

TrM

 Z N

0

Qk(�)dP (�)

!

= lim
k!+1

Z N

0

Qk(�)dF (�)

=

Z N

0

�
lim

k!+1
Qk(�)

�
dF (�)

=

Z N

0

�[0;�]dF (�)

= F (�):

Fixons un r�eel � > 0. Pour tout k � 1, soit

f :

8>><>>:
R �! R

� 7�!

8<:
1 + 1

k
si � � �

1 + 1
k
� k(� � �) si � � � � �+ 1

k
1
k

si �+ 1
k
� �:

On a �[0;�](�) < fk+1(�) < fk(�) et fk converge simplement vers �[0;�] sur
[0;+1[. Pour chaque k, choisissons un polynômeQk tel que �[0;�](�) < Qk(�) <
fk(�) pour tout � 2 [0; N ]. Soit Ei(�) l'ensemble ordonn�e des valeurs propres �
de ui inf�erieures �a � et compt�ees avec multiplicit�es.

Fait 3.
jEi(�)j

[� : �i]
� TrMi

(Qk(ui)) �
jEi(� +

1
k
)j

[� : �i]
+
�n
k
:
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En e�et :

TrMi
(Qk(ui)) =

1

[� : �i]
TrC(Qk(ui))

=
1

[� : �i]

X
�2Ei(N)

Qk(�):

Et on conclut alors grâce �a un petit calcul, cf. [L�uc94] pp. 468-469.

Comme dans la d�emonstration du th�eor�eme de L�uck, le lemme \clef" de la
preuve du th�eor�eme est :

Lemme de L�uck [L�uc94] Soit g : V ! W une application lin�eaire en-
tre deux espaces de Hilbert de dimensions �nies. Soit p(t) =det(tid � gg�) le
polynôme caract�eristique de gg�. On �ecrit p(t) = tkq(t) o�u q est un polynôme
ne s'annulant pas en z�ero. Soit A un r�eel sup�erieur �a 1 tel que A � jjgjj2 et soit
C un nombre r�eel positif tel que C � jq(0)j. Soit E(�) l'ensemble des valeurs
propres � de gg� v�eri�ant � � � et compt�ees avec multiplicit�es. Alors pour
0 < � < 1 :

jE(�)j � jE(0)j

dimC(V )
�

� log(C)

dimC(V )(� log(�))
+

log(A)

� log(�)
:

Soit " un r�eel strictement positif.
Dor�enavant ~u est le laplacien � = @n+1@

�
n+1 + @�n@n. On a alors :

bn(�inL)

[� : �i]
� �n(L) = �n(L

i
)� �n(L)

=
jEi(0)j

[� : �i]
� �n(L)

=

�
jEi(0)j

[� : �i]
�
jEi(�)j

[� : �i]

�
+

�
jEi(�)j

[� : �i]
� TrMi

(Qk(�i))

�
+(TrMi

(Qk(�i)) �TrM(Qk(�)))

+ (TrM(Qk(�))� F (�)) +
�
F (�)� �n(L))

�
:

Pour all�eger les notations on notera ces cinq parenth�eses : �1;�2; : : : ;�5.
Puisque la famille spectrale fP (�)=� 2 [0; N ]g est continue �a droite, la fonc-

tion F l'est aussi. Or, puisque ~u d�esigne dor�enavant le laplacien, F (0) = �n(L).
On peut donc supposer que � est suÆsamment petit pour que j�5j �

"
5 .

On peut appliquer le lemme de L�uck en prenant g = �n. Puisque �n est
d�e�ni sur Z, la constante C peut-être prise �egale �a 1 (un entier strictement
positif est toujours sup�erieur ou �egal �a 1). La conclusion du lemme de L�uck

s'�ecrit alors (avec dimC(C
(2)
n (L

i
)) = �n[� : �i]) :

jEi(�)� Ei(0)j

[� : �i]
�

2�n log(N )

� log(�)
;

si � < 1. Donc quitte �a diminuer �, on peut supposer que j�1j �
"
5 .

D'apr�es le fait 2, on peut alors choisir k de mani�ere �a ce que j�4j �
"
5 .
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En passant �a la limite en i et pour k �x�e dans l'in�egalit�e du fait 3, �a l'aide
de (17), on obtient :

limi!+1
jEi(�)j

[� : �i]
� Tr(Qk(�)) � limi!+1

jEi(� +
1
k
)j

[� : �i]
+
�n
k
;

pour tout entier k strictement positif. En particulier, en passant cette fois �a la
limite en k �a l'aide du fait 2, pour tout � > 0 :

F (�) � limi!+1

jEi(� + �)j

[� : �i]
� limi!+1

jEi(�+ �)j

[� : �i]
� F (�+ �):

Ainsi la continuit�e �a droite de F permet de conclure que quitte �a augmenter k,
il existe un entier i0 positif tel que pour tout i � i0, j�2j �

"
5 .

En�n d'apr�es (17), quitte �a augmenter i0, on peut supposer que pour tout
i � i0, j�3j �

"
5 .

Finalement on obtient que pour tout r�eel " > 0, il existe un entier positif i0
tel que pour tout i � i0,

j�n(L)�
bn(�inL)

[� : �i]
j � ":

Ce qui ach�eve la d�emonstration du th�eor�eme 3.1.

4 Une famille d'exemples

Soient A et B deux complexes simpliciaux compacts, de points bases respec-
tifs des sommets �A et �B. Soit K le complexe simplicial compact obtenu en
ajoutant �a la r�eunion disjointe de A et B un simplexe a de dimension 1 en at-
tachant ses extr�emit�es �a �A et �B. On prend comme point base de K le point
� milieu de a.

Soient �A := �1(A; �A) et �B := �1(B; �B) les groupes fondamentaux de A
et B, soit � := �1(K; �) = �A � �B celui de K et soit L le revêtement universel
de K, avec un point base ~� qui rel�eve �.

Th�eor�eme 4.1 Supposons que les groupes fondamentaux �A et �B sont in�nis
et r�esiduellement �nis.

Alors pour tout �0 2 [0; 1[, il existe une tour d�ecroissante de sous-groupes
(�i)i2Nd'indices �nis dans �, telle que

1. �i+1 est normal dans �i

2. \i2N�i = feg

3. limi!1
bn(�inL)
[�:�i]

= �0bn(A)+(1��0)b
(2)
n ( ~A;�A)+b

(2)
n ( ~B;�B), pour n � 2

4. limi!1
b1(�inL)
[�:�i]

= �0b1(A) + (1� �0)b
(2)
1 ( ~A;�A) + b

(2)
1 ( ~B;�B) + (1� �0)

De plus, dans l'action limite (projective) (X;�;�),

5. il existe un bor�elien X0 de mesure �0 tel que l'ensemble des points �xes
de tout g 2 �A n feg soit exactement X0,
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6. le �xateur de �-presque tout point de X est un produit libre de conjugu�es
de �A.

L'�enonc�e du th�eor�eme 0.1 est une sp�ecialisation de celui-ci, avec B ' T1.
Dans ce cas on pourra noter que la preuve se simpli�e �a plusieurs endroits.

On se donne une tour de sous-groupes normaux d'indices �nis et d'intersec-

tion triviale (�
A

i)i2N(resp. (�
B

i)i2N) de �A (resp. �B).
On va construire par r�ecurrence une suite (�Ai )i2N(resp. (�

B
i )i2N) telle que

(condition Ci
1) chaque �

A
i (resp. �Bi ) est l'un des sous-groupes �

A

j (resp. �
B

j )

et �Ai (resp. �Bi ) est un sous-groupe strict de �Ai�4 (resp. �Bi�4).

On appellera Ai ! A (resp. Bi ! B) les revêtements galoisiens correspondants
et ai := [�A : �Ai ] (resp. bi := [�B : �Bi ]) leurs indices. On aura encore
\i2N�Ai = feg, \i2N�Bi = feg et limi!1 ai = limi!1 bi =1.

On va construire par r�ecurrence des revêtements �nis pi : Ki ! K d'indices
�i. Chaque Ki sera un graphe d'espaces, constitu�e de ki arêtes : les relev�es de a,
et d'un certain nombre de sommets : les composantes connexes de p�1i (A

`
B)

auxquels on imposera les types suivants :
(condition Ci

2)
p�1i (A) est constitu�e d'un nombre ri de sommets isomorphes �a A et si sommets
isomorphes �a Ai,
p�1i (B) est constitu�e d'un nombre ti de sommets isomorphes �a Bi.

L'indice du revêtement v�eri�e alors

�i = ri + siai = tibi

Notons qu'alors le graphe Gi obtenu en �ecrasant en un point chaque composante
connexe (=sommet) de p�1i (A

`
B) est connexe et poss�ede ri+ si+ ti sommets

et �i arêtes. Une application de la suite longue exacte de Mayer-Vietoris permet
alors de calculer :

bn(Ki) = ribn(A) + sibn(Ai) + tibn(Bi)(n � 2)

b1(Ki) = rib1(A) + sib1(Ai) + tib1(Bi) + (1 � (ri + si + ti) + �i)

b0(Ki) = 1

On va faire en sorte que ri
�i
! �0 en d�ecroissant lorsque i ! 1, alors

sibn(Ai)
�i

= (�i�ri)bn(Ai)
ai�i

= (�i�ri
�i

) bn(Ai)
ai
! (1 � �0)b

(2)
n ( ~A;�A), par application

du th�eor�eme de L�uck. De même, tibn(Bi)
�i

= tibn(Bi)
tibi

! b
(2)
n ( ~B;�B). Et en�n,

(1�(ri+si+ti)+�i )
�i

! (��0 + 1). Cela permettra d'assurer les points 3. et 4. de
l'�enonc�e du th�eor�eme.

Fait 1. On choisit dans chaque revêtement Ai un point base �Ai qui rel�eve �Ai�1
et pour les autres relev�es de �Ai�1, on choisit un chemin le reliant �a �Ai . On fait
de même pour les revêtements Bi. On choisit aussi un arbre maximal dans Gi.
Le groupe �i = �1(Ki; �i) s'�ecrit alors naturellement comme produit libre des
groupes fondamentaux des composantes connexes de p�1i (A

`
B) et du groupe

fondamental �1(Gi; �i) du graphe Gi. Il est donc form�e comme produit libre
d'un certain nombre de groupes qu'on range en 4 types :
- (1) ti fois �1(Bi; �

B
i ) ' �Bi
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Figure 1: Amorce de la r�ecurrence

- (2) un groupe libre �1(Gi; �i) = Fi de rang (1� (ri + si + ti) + �i)
- (3) ri fois �1(A; �A) ' �A

- (0) si fois �1(Ai; �Ai ) ' �Ai .

Construction basique. Le complexe Ki+1 sera alors construit �a partir de Ki

par le proc�ed�e suivant :
On va choisir un certain nombre ui de facteurs de type m (m = 1; 2; 3 ou 0)
dans la d�ecomposition en produit libre de �1(Ki; �i). L'isomorphisme qu'ils
entretiennent chacun avec Gi := �Bi ;Fi;�

A ou �Ai (selon que m = 1; 2; 3 ou
0) s'�etend (trivialement sur les autres facteurs) en un homomorphisme surjectif
hi : �1(Ki; �i) = �i ! Gi. On choisira alors un certain sous-groupe normal
d'indice �niG0i deGi. Il d�e�nit par image inverse un sous-groupe normal d'indice
�ni �i+1 de �i et un revêtement galoisien associ�e Ki+1 ! Ki. Chaque partie
de Ki associ�ee �a un des facteurs choisis est alors revêtue par un revêtement
connexe d'indice [Gi : G

0
i], tandis que les parties associ�ees aux autres facteurs

sont revêtues par un revêtement �a [Gi : G
0
i] feuillets. L'espaceKi+1 vient avec un

point base �i+1 qui rel�eve �i. L'indice du revêtement (non galoisien) Ki+1 ! K
est donn�e par �i+1 = [Gi : G

0
i]�i.

Il reste �a expliciter les conditions qui pr�esident �a ces choix. On peut suivre
les premi�eres �etapes sur la �gure 1.

� Pour i = 0, le complexeK0 = K a deux sommetsA et B. On choisit le facteur
de type (1) pour obtenir l'homomorphisme h0 : �0 := �1(K0; �) ! �B0 = �B .

On choisit un sous-groupe de la tour (�
B

j ) strictement plus petit qu'on notera

�B1 , d'indice b1 dans �
B tel que

(1� �0)b1 > 2: (18)
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Alors �1 = b1, le complexe K1 a r1 = �1 sommet de type A chacun reli�e par
une arête �a l'unique sommet de type B1 = �B1 n

~B. Le graphe G1 est un arbre
avec un sommet de valence �1 et �1 sommets terminaux.

� Pour i = 1, on choisit un certain nombre u1 de sommets de type A, i.e. de
groupes de type (3) dans la d�ecomposition en produit libre de �1(K1; �1), avec
�0 <

r1�u1
�1
� �0 +

1
�1
, pour obtenir l'homomorphisme h1 : �1 := �1(K1; �1)!

�A1 = �A. La condition (18) assure que u1 � 2. On choisit n'importe quel sous-

groupes qu'on appellera �A2 de la tour (�
A

j ) contenu strictement dans �A. Son
indice est appel�e a2. Alors K2 est un revêtement d'indice �2 = �1a2 comportant
t2 = �2

�1
sommets de type B2 = B1, s2 = u1 sommets de type A2 = �A2 n ~A et

r2 = �2
�1
(r1 � u1) sommets de type A. On voit que la condition sur u1 assure

r2
�2

> �0. Un calcul imm�ediat montre que le rang du groupe libre �1(G2; �2)
vaut (u1 � 1)(a2 � 1). Les conditions impos�ees entrâ�nent donc qu'il n'est pas
trivial, et �a partir de maintenant, aucun des Gi ne sera un arbre.

� Apr�es cette mise en jambes et maintenant que la r�ecurrence est amorc�ee,
supposons que la construction ait �et�e avanc�ee jusqu'�a l'�etape i � 2, satisfaisant
aux conditions Ci

1, C
i
2 et (condition Ci

3) : ri
�i

> �0. On d�ecrit selon la
congruence m = 2; 3; 0; 1 de i modulo 4 les choix e�ectu�es dans la construction
basique a�n de construire Ki+1 �a partir de Ki.

� Pour i = 4j+2 (m = 2). On consid�ere le graphe Gi et son groupe fondamental
(non trivial), le facteur de type 2 dans la d�ecomposition en produit libre de
�1(Ki; �i), pour obtenir l'homomorphisme hi : �1(Ki; �i) ! Fi. Le graphe Gi
poss�ede un revêtement galoisien �ni Gi+1 d'indice Ji o�u
aucun des lacets (en nombre �ni) de longueur � 2i+ 1 de Gi ne se rel�eve en un
lacet, avec de plus la condition suivante sur Ji :

bi
(biai)i+1 � 1

(biai)� 1
< (ri � �i�0)Ji (19)

Le revêtement Ki+1 ! Ki est alors d�e�ni �a l'aide du sous-groupe normal de
Fi correspondant. Il est d'indice Ji et sa d�ecomposition en graphe d'espaces
fait apparâ�tre des sommets de type A, Ai+1 := Ai et Bi+1 := Bi en nombres
ri+1 = Jiri, si+1 = Jisi, ti+1 = Jiti. Les sous-groupes doivent donc valoir
�Ai+1 = �Ai et �Bi+1 = �Bi . Le graphe Gi+1 est pr�ecis�ement Gi+1, qu'on vient de
consid�erer.
Fait 2. le graphe Gi+1 (obtenu lors de cette �etape) ne comporte aucun lacet de
longueur � 2i+ 1.

� Pour i = 4j + 3 (m = 3). Parmi les ri copies de A dans Ki, on en choisit une
quantit�e ui, avec (ri � �i�0) � 1 � ui < (ri � �i�0), en prenant en particulier
toutes celles dont la distance au point base �i est � 2i � 1. C'est possible
car la myst�erieuse quantit�e �a gauche dans l'in�egalit�e (19) donne un majorant
grossier du nombre de sommets �a distance � 2i � 1 = 2(4j + 2) + 1 du point
base �4j+3, tandis que la quantit�e de droite co��ncide avec la nouvelle valeur
de (ri � �i�0) (vu le d�ecalage des indices). On obtient alors l'homomorphisme
hi : �1(Ki; �i)! �A, construit �a l'aide des ui facteurs du produit libre, associ�es
�a ces copies de A et on choisit comme sous-groupe normal dans �A, le sous-
groupe �Ai . Les espaces sommets de Ki+1 sont donc de type A, Ai+1 = Ai et
Bi+1 = Bi.
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Fait 3. Dans Ki+1 et dans tous les revêtements post�erieurs Kl, l > i+1, aucun
des sommets �a distance � 2i� 1 du point base ne sera donc de type A.
Fait 4. La condition impos�ee sur le nombre ui donne alors

�0 <
ri+1
�i+1

=
ri � ui
�i

� �0 +
1

�i

et permettra d'assurer la convergence de la suite ( ri
�i
) vers �0.

� Pour i = 4j + 4 (m = 0). On choisit toutes les copies de Ai pour obtenir

l'homomorphisme hi : �1(Ki; �i) ! �Ai et un sous-groupe �Ai+1 de la tour (�
A

j )

strictement contenu dans �Ai . Cela permet de d�e�nir Ki+1. La proportion
ri+1
�i+1

= ri
�i

reste inchang�ee.

� De même, pour i = 4j + 5 (m = 1). On choisit toutes les copies de Bi

pour obtenir l'homomorphisme hi : �1(Ki; �i)! �Bi et un sous-groupe �Bi+1 de

la tour (�
B

j ) strictement contenu dans �Bi . Cela permet de d�e�nir Ki+1. La
proportion ri+1

�i+1
= ri

�i
reste inchang�ee.

Les conditions Ci+1
1 , Ci+1

2 et Ci+1
3 sont imm�ediatement v�eri��ee �a chaque

�etape. Fin de la r�ecurrence. Les points 1., 3. et 4. de l'�enonc�e du th�eor�eme
sont aussi d�emontr�es.

Fait 5. Un point base �i �etant choisi dans Ki, au-dessus de �, le groupe
fondamental �1(Ki; �i) est un sous-groupe �i de �1(K; �). Les autres relev�es
de � dans Ki sont alors associ�es bijectivement aux classes �a droite de �=�i.
Un �el�ement 
 2 � �xe une telle classe (dans l'action �a gauche sur �=�i) si et
seulement si un (tout) lacet repr�esentant 
 dans (K; �) se rel�eve en un lacet �a
partir de ce relev�e.

Tout lacet dans A (resp. B) s'ouvre pour i assez grand lorsqu'on le rel�eve
dans Ai (resp. Bi).

Ainsi, par exemple, un �el�ement g de �A n feg � � = �A ��B sera repr�esent�e
par un lacet dans K0 = K constitu�e du chemin c de � �a �A, suivi d'un lacet
� dans A puis c�1. Il �xera donc une classe de �=�i associ�e au relev�e �0i de �
dans Ki si et seulement si le relev�e de c �a partir de �0i aboutit �a une composante
connexe de p�1i (A) o�u le lacet � se rel�eve en un lacet. Et donc pour i assez
grand, si et seulement si ce relev�e de c aboutit �a l'un des ri sommets de Ki de
type A. La convergence ri

�i
! �0 entrâ�nera alors le point 5. de l'�enonc�e, avec

X0 le bor�elien de la limite projective associ�e aux suites de points �0i qui v�eri�ent
cette condition.

Soit x un point de la limite projective X. C'est une suite x = (�0i)i2Nde
sommets �0i de Ki, chacun relevant le pr�ec�edent dans la tour Ki+1 ! Ki !
Ki�1. Il est stabilis�e par le groupe Stab(x) := \i2N�1(Ki; �0i).
L'espace Lx := Stab(x)nL bas�e en l'image �x de ~� vient avec les revêtements
fi;x : Lx ! Ki = �1(Ki; �0i)nL, qui envoient �x sur �0i et qui co��ncident avec la

composition fi;x : Lx
fi+1;x
�! Ki+1 ! Ki. C'est un graphe d'espaces (in�ni).

En restriction �a une composante connexe de f�10;x(B), chaque fi;x d�e�nit un
revêtement de l'un des sommets de type Bi dans Ki. On en d�eduit que ces
composantes connexes sont donc simplement connexes et s'identi�ent �a ~B. De
même, si une composante connexe de f�10;x(A) revêt via fi;x, pour un certain i �
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2, l'un des sommets de type Ai, alors elle est simplement connexe et s'identi�e
�a ~A. Sinon (elle ne revêt que des A) elle s'identi�e �a A. Les sommets du graphe
d'espaces Lx sont donc de type A, ~A ou ~B.

Consid�erons maintenant le graphe G1;x obtenu en �ecrasant en un point
chacune des composantes connexes de f�10;x(A

`
B). Si � est un lacet de Lx qui

se projette dans G1;x en un lacet sans aller-retour � 0, alors il n'emprunte aucun
sommets de type A (les sommets de type A sont en e�et terminaux : une seule
arête y est attach�ee). On en d�eduit que pour i � i0 assez grand il se projette
dans Ki puis Gi en un lacet isomorphe �a � 0. Mais il existe un nombre in�ni de
valeurs de i (fait 2) pour lesquelles Gi+1 ne comporte aucun lacet de longueur
� 2i+ 1. On en d�eduit que � 0 est le lacet trivial et G1;x est un arbre.

Ainsi Lx est un arbre d'espaces dont les sommets ont �et�e d�ecrits. Son groupe
fondamental �1(Lx; �x) = Stab(x), comme sous-groupe de �1(K; �), est un pro-
duit libre de conjugu�es de �1(A; �A). Cela montre le point 6. du th�eor�eme.

Il reste �a montrer que \i2N�i = feg, i.e. que le stabilisateur du point
x = (xi)i2N, associ�e �a la suite de points base particuliers �i, est trivial. On
raÆne l'argument pr�ec�edent en ajoutant, �a l'aide du fait (2), que pour i assez
grand, aucun des sommets �a distance donn�ee � l du point base �i dans Ki

n'est de type A. Ainsi, aucun des sommets de Lx ne peut être de type A et
�1(Lx; �x) = Stab(x) est le groupe trivial.

5 Actions bor�eliennes non n�ecessairement libres

Dans cette section, on consid�ere un espace bor�elien standard de probabilit�e sans
atome, (X;�) et une action mesurable pr�eservant � d'un groupe � d�enombrable.

Un exemple particulier d'action non libre de � est donn�e par une action
libre pr�eservant � d'un groupe quotient �=� sur (X;�), o�u � est un sous-groupe
normal de �. Tous les points de X ont le même stabilisateur �.

On peut constater assez rapidement par des m�ethodes classiques que des
conditions de �nitudes impos�ees aux stabilisateurs ont des cons�equences impor-
tantes : si les stabilisateurs sont de type �ni, alors on se trouve essentiellement
�a indice �ni pr�es dans le cas de l'exemple particulier. En e�et :

Th�eor�eme 5.1 Si l'action de � est ergodique et les stabilisateurs de points
sont de type �ni, alors X poss�ede une partition �nie X =

`
i2I Xi et � un

sous-groupe normal d'indice �ni �0 tels que
- presque tous les x 2 Xi ont le même stabilisateur �i, lequel n'a donc qu'un
nombre �ni de conjugu�es
- pour tout i 2 I, �0Xi = Xi

- les actions de �0 sur les divers Xi sont deux �a deux conjugu�ees par des iso-
morphismes pr�eservant la mesure �.
- l'action de �0 sur Xi poss�ede pour noyau un sous-groupe �0i qui est d'indice
�ni dans �i et l'action de �0=�0i est libre.

D�emonstration. Soit SGTF (�) l'ensemble des sous-groupes de type �ni de
� muni de l'action par conjugaison de �. C'est un ensemble d�enombrable.
L'application �(:) : X ! SGTF (�), x 7! �(x) est mesurable et �-�equivariante.
La mesure image �(:)�� �etant ergodique et invariante, elle charge seulement une
�-orbite �nie f�i : i 2 Ig et le noyau de l'action de � sur cette orbite est un
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sous-groupe normal d'indice �ni �0. La partition �nie (�a un ensemble de mesure
nulle pr�es) de X est obtenue par image inverse. Tout x 2 Xi a pour stabilisateur
le sous-groupe �i et �0i := �0\�i est le noyau de l'action de �0 sur Xi. C'est un
sous-groupe d'indice �ni dans �i. Observons qu'il est donc aussi de type �ni.
Pour tout j 2 I, il existe un 
 2 � tel que 
Xi = Xj qui fournit la conjugaison
recherch�ee entre les diverses actions de �0.

Corollaire 5.2 Si � est un groupe libre, si l'action est ergodique et si les sta-
bilisateurs de points sont de type �ni, alors l'action est libre.

D�emonstration du corollaire. En e�et, chaque �0i est un sous-groupe normal de
type �ni du groupe libre �0. S'il �etait d'indice �ni, les �-orbites des points de
X seraient �nies. Le th�eor�eme de O. Schreier rappel�e en introduction permet
de conclure que �0i est le groupe trivial.

Plus g�en�eralement, en utilisant le th�eor�eme 6.8 de [Gab01] �egalement rappel�e
dans l'introduction, on obtient :

Corollaire 5.3 Si l'action de � est ergodique, si les stabilisateurs de points

sont de type �ni, et si de plus b(2)1 (�) 6= 0, alors pour presque tout x 2 X, le
stabilisateur �(x) est �ni.

D�emonstration du corollaire. En e�et, le sous-groupe d'indice �ni �0 v�eri�e

aussi b
(2)
1 (�0) 6= 0. Chaque sous-groupe normal �0i est de type �ni. Il n'est pas

d'indice �ni dans �0 sinon les orbites seraient �nies. Alors par [Gab01, th.6.8],
�0i est �ni. En�n, pour tout x 2 Xi, �0i est d'indice �ni dans �(x).

Il nous semble int�eressant et conforme �a l'introduction de donner aussi une
preuve \g�eom�etrique" du corollaire 5.2. Soit (L; �) un arbre simplicial point�e
sur lequel le groupe libre � agit librement. Consid�erons la (L;�)-lamination
L := �n(X � L) et le plongement X de X comme transversale induit par
X � f�g. Pour tout x 2 X ' X , la feuille Lx est exactement �(x)nL. Si �(x)
est de type �ni, alors cette feuille de la lamination a un c�ur compact (le plus
petit sous-graphe connexe contenant toute la topologie), dont l'intersection avec
X est form�ee d'un nombre �ni de points. Si tous les �(x) sont de type �ni, on
est ainsi en mesure de choisir un nombre �ni de points dans chaque orbite, et
cette construction est assez clairement mesurable. Cela n'est possible que si les
orbites de l'action sont �nies.

Plus g�en�eralement encore (en e�et � de type �ni entrâ�ne b
(2)
1 (�) �ni), voici

le r�esultat que nous obtenons :

Th�eor�eme 5.4 Soit (X;�;�) une action ergodique, pr�eservant la mesure, d'un
groupe d�enombrable � sur un bor�elien standard de probabilit�e sans atome. Si

b
(2)
1 (�) 6= 0, alors

� ou bien �(x), le stabilisateur de x dans �, est un groupe �ni pour �-presque
tout x 2 X (et alors le th�eor�eme 5.1 s'applique) ;

� ou bien le premier nombre de Betti l2, b
(2)
1 (�(x)), est in�ni pour �-presque

tout x 2 X.
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Corollaire 5.5 Si (X;�;�) est une action ergodique, pr�eservant la mesure,

d'un groupe d�enombrable � tel que b
(2)
1 (�) 6= 0, et si les stabilisateurs sont

moyennables, ou s'ils ont la propri�et�e (T) de Kazhdan, alors ils sont presque
tous �nis.

En e�et, dans les deux cas, le premier nombre de Betti l2 des stabilisateurs
est nul. On peut �egalement dire que les groupes poss�edant la propri�et�e (T) de
Kazhdan sont de type �ni.

Concernant les nombres de Betti l2 de dimension sup�erieure, nous montrons
aussi :

Th�eor�eme 5.6 Soit (X;�;�) une action ergodique hyper�nie, pr�eservant la
mesure, d'un groupe d�enombrable � sur un bor�elien standard de probabilit�e sans
atome. Si pour un certain n 2 N, le n-�eme nombre de Betti l2 de presque tout

stabilisateur est �ni (b(2)n (�(x)) <1 �-p.s), alors b(2)n (�) = 0.

Comme nous l'avons annonc�e dans l'introduction, pour d�emontrer les th�e-
or�emes 5.4 et 5.6, nous serons amen�es �a prouver le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 5.7 Soit (X;�;�) une action pr�eservant la mesure d'un groupe
d�enombrable � sur un bor�elien standard de probabilit�e sans atome. Alors, la

fonction X ! R+, x 7! b
(2)
n (�(x)), qui associe �a x le n-�eme nombre de Betti l2

de son stabilisateur, est mesurable. En particulier, si l'action de � est ergodique,
alors cette fonction est presque sûrement constante.

On repousse �a la �n de cette section la preuve un peu technique de cet �enonc�e

5.1 D�emonstration des th�eor�emes 5.4 et 5.6

Commen�cons par \lib�erer" l'action de � en lui associant une action libre. Soit
X0 un bor�elien standard muni d'une mesure de probabilit�e �0 et sur lequel � agit
librement. Alors, l'action diagonale 
:(x0; x) = (
:x0; 
:x) de � sur Z = X0 �X
est libre et pr�eserve la probabilit�e produit �. Soient RZ et RX les relations
produites par � sur (Z; �) et � sur (X;�). Appelons � la projection de Z sur
X et �1 la projection de RZ dans RX :

((x0; x); (
:x0; 
:x)) 7! (x; 
:x):

Notons TZ l'image inverse par �1 de la relation triviale sur X (celle o�u les
classes sont les singletons). Deux points (x0; x) et (y0; y) dans Z = X0 �X sont
TZ-�equivalents si et seulement s'il existe un �el�ement 
 2 �(x) tel que (y0; y) =

:(x0; x). C'est-�a-dire, les �bres de � sont TZ-invariantes et la restriction TZjx de

TZ �a la �bre X0 � fxg de x, munie de la mesure �0 est donn�ee par une action
libre pr�eservant la mesure de �(x).

Par hypoth�ese, la relation RX est �a classes in�nies.

Fait. La relation RX contient une sous-relation hyper�nie HX �a classes in�nies
(consulter par exemple [Gab00, prop. III.3]).
Soit HZ := ��11 (HX) sa pr�eimage dans Z. Elle contient TZ.

Lemme 5.8 Si pour un certain n 2 N, les b
(2)
n (�(x)) sont presque tous �nis

�egaux �a b, alors �n(H
Z; �) = 0.
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La relation HX �etant hyper�nie, elle s'�ecrit comme r�eunion croissante d'une
suite de relations HX

i �a orbites �nies, qui poss�edent un domaine fondamental
bor�elien Xi � X. D�e�nissons par pr�eimage le bor�elien Zi := ��1(Xi) � Z et la
relation HZ

i := ��11 (HX
i ).

Puisque Zi rencontre toutes les orbites de la relation HZ
i (et �(��1(Xi)) =

�(Xi)) alors, le corollaire 5.5 de [Gab01] assure que

�n(H
Z
i ; �) = �(Xi)�n(H

Z
ijZi

; �i); (20)

o�u �i est la restriction de � �a Zi renormalis�ee en une mesure de probabilit�e, et
HZ
ijZi

la restriction de HZ
i �a Zi.

Puisque la restriction de HX
i �a Xi est la relation triviale, alors la restriction

HZ
ijZi

co��ncide avec la restriction de TZ �a Zi. C'est-�a-dire, HZ
ijZi

�xe chaque

�bre ��1(x) et y est donn�ee par une action libre d'un groupe (�(x)) dont le
n-�eme nombre de Betti l2 est �egal �a b.

On en d�eduit que �n(HZ
ijZi

; �i) = b et donc que la quantit�e de l'�egalit�e (20)

tend comme �(Xi) vers 0 lorsque i tend vers l'in�ni. Mais HZ �etant la r�eunion
croissante des HZ

i , le corollaire 5.13 de [Gab01] assure que

�n(H
Z; �) � lim inf �n(H

Z
i ; �):

Ce qui d�emontre le lemme.

Le th�eor�eme 5.6 s'en d�eduit puisque dans ce cas, on peut prendre HX =
RX et donc HZ = RZ . Le lemme s'applique par ergodicit�e de RX et par le
th�eor�eme 5.7.

Supposons dor�enavant par l'absurde (en utilisant l'ergodicit�e de l'action de
� sur X et le th�eor�eme 5.7) que :

1. le groupe �(x) est in�ni pour �-presque tout x dans X et,

2. le premier nombre de Betti b(2)1 (�(x)) = b, est �ni pour �-presque tout x.

Soit " un r�eel strictement positif. Nous allons montrer que b
(2)
1 (�) < ".

Tout d'abord, l'image inverse TZ par �1 de la relation triviale sur X a
presque toute ses orbites in�nies (puisque �(x) est in�ni �-p.s.) La proposition
1 de [Lev95] implique qu'il existe une suite (Zj)j2Nde bor�eliens de Z qui sont
de mesures � "

2j+1 et qui chacun rencontre presque toutes les TZ-classes.
Soit (
1; 
2; : : : ; 
j ; � � �) une famille g�en�eratrice de �. On d�e�nit des isomor-

phismes bor�eliens partiels 'j comme restriction de 
j �a Zj .

Fait. La plus petite relation d'�equivalence contenant TZ et les graphes des 'j
est �egale �a RZ , i.e. RZ est la plus petite relation d'�equivalence pour laquelle
zTZz0 ) z � z0 et z 2 Zj ) z � 'j(z). Autrement dit, avec la terminologie de
[Gab00, Gab01], RZ peut être engendr�ee �a partir de TZ en ajoutant le graphage
� = ('j)j .

Clairement, TZ _ � � RZ . Pour l'inclusion inverse, il suÆt de montrer que
(z; 
j :z) 2 (TZ _ �), pour tout 
j et pour (presque tout) z = (x0; x) 2 Z. Il
existe g 2 �(x) qui envoie z dans Zj et g0 := 
jg

�1
�1j appartient �a �(
j :x).

Les points suivants sont (TZ _�)-�equivalents : z et g:z grâce �a TZ, g:z et 
jg:z
grâce �a � et 
jg:z et g0
jg:z = 
j :z grâce �a TZ. Cela d�emontre le fait.
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Soit maintenant � un HZ-complexe simplicial simplement connexe (chaque
�z est simplement connexe), d'ensemble de sommets �0 ' HZ et soit L1 :=
HZn� la structure simpliciale sur HZ associ�ee (cf. [Gab01, sect. 2.2.3]).
L'image de la diagonale de HZ ' �0 induit un plongement (encore not�e Z)
de Z comme transversale totale dans L1. Maintenant, puisque HZ � RZ , la
structure simpliciale L1 sur HZ peut aussi être consid�er�ee comme une struc-
ture simpliciale L2 sur RZ. Dans ce cas, les feuilles de L2 sont des r�eunions
de feuilles de L1. Elle ne sont plus connexes : la feuille L2[z] de z 2 Z est la
r�eunion des feuilles de L1 qui sur la transversale Z rencontrent la RZ-orbite de
z. Les formules suivantes s'obtiennent par la formule de r�eciprocit�e, [Gab01,
sect. 5.2], par d�e�nition ([Gab01, Th. 3.13, D�ef. 3.14]) et grâce au lemme 5.8,

�1(L2;R
Z) = �1(L1;H

Z)

= �1(H
Z)

= 0

Soit en�n L3 la structure simpliciale sur RZ obtenue �a l'aide de cylindre
Zj � [0; 1] feuillet�es par fzg � [0; 1] recoll�es sur L2 par Zj � f0g � Zj via
l'identit�e et Zj � f0g � 'j(Zj) via 'j . Stricto sensu, pour �eviter des arêtes
doubles et obtenir des complexes simpliciaux, on peut être amen�e �a restreindre
encore les 'j �a une partie de leur domaine. On obtient ais�ement :

�1(L3;R
Z) � �1(L2;R

Z) +
X

�(Zj)

� 0 + "

Le fait ci-dessus montre que les feuilles de cette structure simpliciale sur RZ

sont connexes. Par ailleurs, RZ est donn�ee par une action libre de �, alors

�1(�) = �1(R
Z)

� �1(L3;R
Z)

Ce qui d�emontre l'in�egalit�e annonc�ee (pour tout ") donc le th�eor�eme 5.4.

5.2 D�emonstration du th�eor�eme 5.7

D�emonstration du th�eor�eme 5.7. Notons T la relation TZ sur (Z; �) de la section
pr�ec�edente. Rappelons qu'elle �xe les �bres de � et notons Tx la restriction de
T �a la �-�bre X0 � fxg. L'alg�ebre L1(X;�) se plonge naturellement dans le
centre de l'alg�ebre de von NeumannMT de T, laquelle peut alors se d�ecomposer
sous la formeMT =

R
X
MTxd�(x) et sa trace TrT =

R
X
TrTxd�(x).

Si H est un MT-module de Hilbert, et p un projecteur orthogonal de H qui
commute avecMT, alors ils sont d�ecomposables sous la forme H =

R �
X
Hxd�(x)

et p =
R �
X
pxd�(x), o�u x 7! Hx est un champ mesurable d'espaces de Hilbert,

pour �-presque tout x 2 X, Hx est un MTx-module de Hilbert, x 7! px est un
champ mesurable de projecteurs orthogonaux et px commute avec MTx. On en
d�eduit que la fonction x 7! TrTx(px), ou autrement dit x 7! dimTx(Im (px)) est
mesurable.

Soit � un T-complexe simplicial contractile et (�t)t2Nune suite croissante
exhaustive de sous-T-complexes uniform�ement localement born�es (ULB) (cf.
[Gab01, sect. 2]). Pour �-presque tout x 2 X, par restriction �a X0 � fxg, le
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complexe � fournit un Tx-complexe simplicial contractile �x et les complexes
�t fournissent une suite croissante de Tx-complexes simpliciaux ULB (�t;x)
exhaustive de �x.

Si U s;t d�esigne (pour s � t) l'adh�erence de l'image du morphisme naturel de

MT-modules de Hilbert H
(2)
n (�s;T; �)! H

(2)
n (�t;T; �), alors ces donn�ees sont

d�ecomposables suivantX et la fonction x 7! dimTx(U
s;t
x ) est mesurable. La fonc-

tion f : x 7! sups inft�s t!1 dimTx(U
s;t
x ) l'est aussi. Maintenant, pour presque

tout x 2 X, f(x) co��ncide avec le n-�eme nombre de Betti l2 du Tx-complexe
simplicial �x : f(x) = �n(�x;Tx; �

0) (cf. [Gab01, sect. 3], en particulier, prop.
3.9, th. 3.13 et d�ef. 3.14).

Mais puisque Tx est donn�ee par une action libre de �(x), alors par [Gab01,

cor. 3.16], �-presque sûrement, f(x) = b
(2)
n (�(x)) (dans les notations de [Gab01],

il s'agit de �n(�(x))).
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