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Un syst�eme d’isom�etries (de dimension un) est une r�eunion �nie D d’intervalles
compacts de R, munie d’une famille �nie ’1; ’2; : : : ; ’k d’isom�etries entre sous-
intervalles ferm�es de D. Ces objets sont des syst�emes dynamiques tr�es riches
malgr�e la grande simplicit�e de leur d�e�nition.
Ils apparaissent comme g�en�erateurs de l’holonomie pour les feuilletages

transversalement mesur�es singuliers de codimension 1 sur les vari�et�es com-
pactes: on se donne une famille de courbes transverses et on consid�ere
les applications d’holonomie le long des feuilles (voir par exemple [Hae1],
[Hae2], [Mol], [Sal]). Lorsque la vari�et�e est une surface, les syst�emes qui
apparaissent sont des �echanges d’intervalles; ils ont �et�e largement �etudi�es
(voir [Kea], [Vee], [Mas], [DN]) et donnent une id�ee de la fertilit�e de ces
objets.
C’est essentiellement par des techniques introduites par E. Rips qu’ils

ont fait leur entr�ee dans un autre domaine: celui des actions de groupes par
isom�etries sur des arbres r�eels. Un arbre r�eel est un espace m�etrique o�u deux
points quelconques sont toujours joints par un unique arc, lequel est, de plus,
isom�etrique �a un segment de R. Une action d’un groupe de type �ni sur un
arbre r�eel d�e�nit un syst�eme d’isom�etries en consid�erant les restrictions des
g�en�erateurs �a des segments de l’arbre. C’est l’�etude de ces syst�emes, qui a
permis �a E. Rips de d�emontrer, en particulier, la conjecture de Morgan–Shalen:
Les groupes de type �ni qui agissent par isom�etries et librement sur un arbre
r�eel sont des produits libres de groupes ab�eliens libres et de groupes de sur-
faces (voir [GLP1], [BF]). Inversement, partant d’un syst�eme d’isom�etries, on
peut construire des actions de groupes sur des arbres r�eels (cf. [GL], [GLP2]
et [LP]).
Lorsque les syst�emes d’isom�etries sont �etudi�es pour eux-mêmes (voir

[Lev2], [Lev3]), comme syst�emes dynamiques, une notion essentielle est celle
d’orbite. Deux points x et y de D sont dans la même orbite si et seulement
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s’il existe un mot m �es1 ’±1i , tel que l’isom�etrie associ�ee soit d�e�nie en x et
envoie x sur y.
De la même mani�ere qu’un groupe �equip�e d’un syst�eme g�en�erateur, chaque

orbite est l’ensemble des sommets d’un graphe de Cayley: il y a une arête
d’appellation ’i entre x et ’i(x). Comme dans le cas des groupes de type
�ni, c’est un espace m�etrique bien d�e�ni �a quasi-isom�etrie pr�es. En e�et, si
on remplace le syst�eme X par un syst�eme X ′ ayant les mêmes orbites, les
graphes de Cayley restent quasi-isom�etriques [GLP2, Proposition 5.6]. Il est
alors l�egitime de consid�erer, pour les orbites, des notions asymptotiques telles
que nombre de bouts (voir par exemple [Sta]) ou type de croissance (voir par
exemple [EMS]). Le principal objet de ce travail concerne le nombre de bouts
des orbites des syst�emes d’isom�etries. On d�emontre le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme 0.1. Les orbites d’un syst�eme d’isom�etries ont un nombre fini de
bouts. Ce nombre est au plus deux; sauf peut-être pour un nombre fini
d’orbites.

On dispose d’une d�ecomposition canonique du syst�eme d’isom�etries (voir
[AL, app.], [GLP1, Th�eor�eme 3.1], [MS2]) en un nombre �ni de sous-syst�emes
�el�ementaires: ses composantes. Sur chacun d’eux, soit toute orbite est �nie, soit
toute orbite est dense (la composante est alors dite minimale). Les composantes
minimales se r�epartissent en trois types [GLP1]:
– homog�enes, les orbites sont la trace sur D de celles d’un groupe P d’isom�e-
tries de R,

– �echanges d’intervalles au sens de [DN],
– les autres, dites exotiques, dont l’existence a �et�e mise en �evidence par
G. Levitt [Lev2].

Elles engendrent des comportements dynamiques sp�eci�ques. Par exemple,
toutes les orbites d’un syst�eme homog�ene ont le même nombre de bouts, un ou
deux bouts selon le groupe P. Les orbites des �echanges d’intervalles minimaux
ont (toutes sauf un nombre �ni) deux bouts.
L’�etude dynamique des syst�emes d’isom�etries se ram�ene �a celle de leurs

composantes et �nalement �a celle des syst�emes exotiques (Processus II.3 ou
Th�eor�eme II.4), de sorte que le Th�eor�eme 0.1 est cons�equence du Th�eor�eme 0.3
ci-dessous.
Dans la Sect. IV, on apporte pour les syst�emes exotiques une r�eponse

g�en�erique, au sens de Baire (Th�eor�eme IV.1):

Th�eor�eme 0.2. La r�eunion des orbites �a un bout d’un syst�eme exotique con-
tient un G� dense.

Pour �etudier l’ensemble des orbites �a au moins trois bouts d’un syst�eme
exotique, on peut appliquer le r�esultat (bien plus g�en�eral) de S. Adams [Ada],
qui conclut que presque toute orbite de X a au plus deux bouts. F. Paulin re-
donne une preuve de ce r�esultat [Pau] qui simpli�e les arguments de S. Adams

1 en les (voir [Gab1, intro.]).
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et utilise des mesures de probabilit�e sur le compacti��e du graphe de Cayley
du groupe libre.
Ici, on donne un r�esultat optimal (Th�eor�eme VI.1) et plus pr�ecis que dans

le Th�eor�eme 0.1:

Th�eor�eme 0.3. Le nombre de bouts des orbites d’un syst�eme exotique est
born�e et le nombre d’orbites �a au moins trois bouts est fini.

On donne des bornes explicites, ne d�ependant que du nombre de g�en�erateurs
et du nombre de composantes connexes de D.
Cependant, contrairement �a la situation des autres syst�emes minimaux, dont

toutes les orbites, sauf peut-être un nombre �ni, ont le même nombre de bouts,
on a (Th�eor�eme V.1):

Th�eor�eme 0.4. L’ensemble des orbites �a deux bouts d’un syst�eme exotique
est non d�enombrable.

Ces th�eor�emes entra�̂nent des r�esultats analogues sur le nombre de bouts des
feuilles des feuilletages mesur�es singuliers de Codimension 1 sur les vari�et�es
compactes.
Question: quelle est la mesure de la r�eunion des orbites �a deux bouts?
Question: Lorsque le syst�eme provient d’une action de groupe sur un arbre,

comment interpr�eter les bouts des orbites du syst�eme en termes de l’action?
Une notion importante pour cette �etude est celle de syst�eme �a g�en�erateurs

ind�ependants (Les graphes de Cayley des orbites sont presque tous des arbres).
Si un syst�eme est sans composante minimale homog�ene, on peut obtenir un
syst�eme �a g�en�erateurs ind�ependants, ayant les mêmes orbites, sans augmenter
le nombre de ’i (voir [Lev1], [Rim] et voir [Gab1] pour un �enonc�e optimal).

De plus, on s’appuie de fa�con centrale sur un processus it�er�e d’�elagages
adapt�e de celui dû �a E. Rips et d�ej�a utilis�e dans [GLP1], qui consiste �a sup-
primer les arêtes terminales dans les graphes de Cayley.
L’�etude du nombre de bouts des syst�emes se ram�ene (Processus II.3) �a

celle des syst�emes dits id�eaux o�u le processus d’�elagages est in�ni et les
g�en�erateurs sont ind�ependants. On introduit pour ces syst�emes un ensemble
limite qui pr�esente certaines similitudes avec l’ensemble limite des groupes
kleiniens et dont le satur�e est (�a un ensemble �ni d’orbites pr�es) la r�eunion
des orbites �a deux bouts.
Plusieurs preuves reposent alors sur la:

Proposition V.2. Si X est id�eal alors son ensemble limite est un ensemble de
Cantor.

Etudier le type de croissance de l’orbite de x, c’est s’int�eresser au com-
portement asymptotique de la suite (|B(x; n)|)n, dont le n-i�eme terme est �egal
au nombre de points de l’orbite de x atteints �a l’aide de mots de moins de n
lettres.
Puisque les orbites des syst�emes consid�er�es sont contenues dans les

orbites d’un groupe de type �ni d’isom�etries de R, elles ont une croissance
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polynômiale (i.e. |B(x; n)| est major�e par un polynôme). On dit qu’une orbite a
une croissance lin�eaire quand la suite est semblable �a un polynôme de degr�e 1,
c’est-�a-dire quand 0¡ lim supn→∞

|B(x; n)|
n ¡∞.

Si X est un �echange d’intervalles minimal, alors la croissance est lin�eaire.
En revanche, dans le cas d’un syst�eme minimal homog�ene, la croissance est
comparable (polynômiale de degr�e un de moins) �a celle du groupe sous-jacent
d’isom�etries de R, donc non lin�eaire d�es que le groupe est “assez gros”.
Pour les syst�emes exotiques, on relie croissance et nombre de bouts dans

le r�esultat partiel suivant (Proposition VII.1):

Proposition 0.5. Soit X = (D;�) un syst�eme exotique. S’il existe une orbite
�a croissance lin�eaire; alors il existe une mesure invariante pour laquelle la
r�eunion des orbites �a deux bouts est de mesure strictement positive.

On utilise encore la notion d’�elagages et la mesure invariante est obtenue
par une construction de J.F. Plante [Pla].
Nous avons avec G. Levitt [Lev3, Proposition 8] g�en�eralis�e ce th�eor�eme,

avec le même argument d’�elagages, au cas d’un compact m�etrique mesur�e
(D; �), muni d’un ensemble �ni d’hom�eomorphismes pr�eservant la mesure �,
�a g�en�erateurs ind�ependants: dans ce cas, s’il existe une constante C telle que
|B(x; n)|5 Cn, pour tout n= 1 et �-presque tout x ∈ D alors �-presque toute
orbite a z�ero ou deux bouts.
Sous les mêmes hypoth�eses, G. Levitt a obtenu une r�eciproque [Lev5,

Proposition 3]: La r�eunion des orbites �a deux bouts et �a croissance non lin�eaire
constitue un ensemble de mesure nulle.
Ces r�esultats sont extraits de ma th�ese de doctorat, soutenue en juin 1993,

pr�epar�ee au Laboratoire de Topologie et G�eom�etrie de Toulouse (URA CNRS
1408) sous la direction de Gilbert Levitt, que je remercie sinc�erement pour
sa disponibilit�e et sa patience. Je remercie �egalement Fr�ed�eric Paulin pour ses
conseils et ses relectures attentives.

1 Syst�emes d’isom�etries, g�en�eralit�es

Un multi-intervalle D est la r�eunion d’un nombre �ni d’intervalles compacts
disjoints inclus dans R; il est orient�e. On notera |I | la mesure de Lebesgue
d’un multi-intervalle I . Un intervalle est dit trivial si sa mesure est nulle. Un
multi-intervalle est trivial si l’une de ses composantes connexes est triviale.

D�e�nition I.1: syst�emes d’isom�etries. Un syst�eme d’isom�etries X = (D;�) est
la donn�ee d’un multi-intervalle D et d’une famille � constitu�ee de k isom�etries
’i : Ai → Bi; i = 1; : : : ; k o�u Ai et Bi sont des sous-intervalles ferm�es (�eventuel-
lement triviaux) inclus dans D.

On supposera toujours D non trivial. Les isom�etries ’i sont les g�en�erateurs,
les intervalles Ai et Bi sont les bases de X . Un g�en�erateur ’i est un singleton
si Ai est r�eduit �a un point. Si aucun g�en�erateur n’est un singleton, le syst�eme
est non d�eg�en�er�e.
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Un �-mot est un mot m = ’�1i1 : : : ’
�p
ip �es lettres ’i et ’−1i . Il fournit une

isom�etrie not�ee aussi m, dont le domaine (�eventuellement vide) est l’intervalle
ferm�e maximal d�e�ni de fa�con �evidente. On convient que le mot trivial l fournit
l’isom�etrie identit�e qui est d�e�nie sur D tout entier.
Si le syst�eme est non d�eg�en�er�e, on appelle �’i : �A i → �Bi la restriction de

’i �a l’int�erieur de son domaine, �� l’ensemble des �’i et �X = (D; ��).
Un �-mot m donne une isom�etrie �m; son domaine est l’int�erieur du domaine

de l’isom�etrie m.

D�e�nition I.2: orbites. Les orbites de X sont les classes de la relation d’�equi-
valence sur D engendr�ee par x ∼ ’i(x) pour tout x ∈ Ai.

L’orbite de x, not�ee X (x), est l’ensemble des points y de D pour lesquels
il existe un �-mot m contenant x dans son domaine tel que m(x) = y. De
mani�ere analogue, on note �X(x) l’orbite de x pour ��.
Un point singulier du syst�eme est un point du bord de D ou du bord d’une

base. Une orbite est singuli�ere si elle contient un point singulier et r�eguli�ere
sinon.
Notons que chaque orbite est d�enombrable et que les �X-orbites sont con-

tenues dans des X -orbites.

D�e�nition I.3: graphes de Cayley. Chaque orbite X (x) du syst�eme X =(D;�)
est l’ensemble des sommets d’un graphe appel�e graphe de Cayley et not�e
�(x) : il y a une arête orient�ee; d’appellation ’i de y vers y′ si y ∈ Ai et y′ =
’i(y). L’arête inverse d’une arête d’appellation ’i porte l’appellation ’−1i .
On note ��(x) le graphe de Cayley de la �X-orbite de x.

On appelle sommet terminal un sommet de valence 1, et arête terminale
une arête aboutissant �a un sommet terminal.
Une arête de �(x) entre y et ’i(y) est dite singuli�ere si y ∈ @Ai et r�eguli�ere

sinon.
Si X (x) est une orbite r�eguli�ere alors X (x) = �X(x) et �(x) = ��(x).

Si X (x) est une orbite singuli�ere, alors l’orbite �X(x) est un sous-ensemble de
l’orbite X (x) et chaque composante connexe du graphe de Cayley �(x) priv�e
des arêtes singuli�eres devient le graphe de Cayley ��(y) d’une orbite �X(y)
de �X. Le graphe de Cayley ��(x) d’un point du bord de D est r�eduit �a un
point.
Un point x �etant �x�e, il existe une correspondance bijective naturelle entre

les �-mots r�eduits m dont le domaine contient x, d’une part, et les chemins
dans �(x) reliant x �a un sommet, sans aller-retour, modulo reparam�etrage,
d’autre part. On remarque que les lacets sans aller-retour correspondent aux
isom�etries qui �xent x.
Chacun de ces graphes est muni de sa m�etrique de Cayley; c’est la distance

pour laquelle les arêtes sont isom�etriques au segment [0; 1] et les distances
entre sommets sont maximales pour cette condition. Puisque les sommets sont
de valence �nie, les boules ferm�ees sont compactes.
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Une quasi-isom�etrie entre des espaces m�etriques E et E′ est une application
f : E→ E′ pour laquelle il existe �; �; �¿0 tels que

∀x; y ∈ E; 1
�
(d(x; y)− �)5 d(f(x); f(y))5 �d(x; y) + � et

∀x′ ∈ E′; d(x′; f(E))5 � :

Si l’espace (�-compact) m�etrique connexe E est r�eunion de la suite crois-
sante de compacts (Kn)n∈N, on consid�ere l’ensemble S des suites (xn) de
points de E telles que ∀n ∈ N, les points xn; : : : ; xn+k : : : appartiennent �a la
même composante connexe de E\Kn. Deux suites (xn) et (yn) de S sont
�equivalentes si et seulement si ∀n ∈ N, les points xn+k et yn+k appartiennent
�a la même composante connexe de E\Kn. Un bout est une classe de cette
relation d’�equivalence (voir aussi [Sta]).
En g�en�eral, le nombre de bouts n’est pas invariant par quasi-isom�etrie (par

exemple une droite est quasi-isom�etrique �a la r�eunion de deux droites parall�eles
et d’un segment les reliant).

Proposition I.4. Pour des espaces de longueur (i.e. la distance entre deux
points est la borne inf�erieure des longueurs des chemins les joignant)
localement connexes dont les boules ferm�ees sont compactes (par exemple
pour des graphes de Cayley); le nombre de bouts est un invariant de quasi-
isom�etrie [Gab0].

Proposition I.5 [GLP2, Proposition 5.6]. Si X = (D;�1) et X2 = (D;�2) ont
les mêmes orbites; alors pour tout x ∈ D; les graphes de Cayley �1(x) et
�2(x) sont quasi-isom�etriques.

Cela l�egitime la d�e�nition suivante:

D�e�nition I.6. Soit X = (D;�) un syst�eme d’isom�etries et x ∈ D. On appelle
nombre de bouts de l’orbite de x le nombre de bouts de son graphe de Cayley.

Cette notion ne d�epend que de l’ensemble des orbites et non du syst�eme
de g�en�erateurs.

D�e�nition I.7. Soit X = (D;�) un syst�eme d’isom�etries et D′ ⊂ D un multi-
intervalle. On appelle restriction de X �a D′ le syst�eme X ′ = (D′; �′) obtenu en
rempla�cant chaque ’i : Ai → Bi par sa ou ses restrictions au multi-intervalle
(Ai ∩ D′) ∩ ’−1i (D′ ∩ Bi).

On appelle groupe fondamental ou �1 d’une orbite, le groupe fondamental
de son graphe de Cayley �(x). Ce groupe (d�e�ni �a isomorphisme pr�es tant
qu’on n’a pas choisi de point base) d�epend du syst�eme de g�en�erateurs.
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2 R�eduction du probl�eme

Soit X = X0 = (D0; �0) un syst�eme d’isom�etries. On d�ecrit un proc�ed�e inspir�e
de celui dû �a E. Rips [Rip], [GLP1].
L’ensemble L(X0) des points de D0 qui appartiennent �a au plus une base

de �0 est une r�eunion �nie d’intervalles qui sont des ouverts relatifs de D0.

D�e�nition II.1. Lorsque L(X0) est non vide; on dit que la restriction X1 =
(D1;�1) de X �a D1 = D\L(X0) est obtenue par �elagage �a partir de (D0; �0)
et on note X1 = Elag(X0).

Apr�es qu’on ait e�ectu�e un �elagage, il est possible que L(X1) soit non vide,
on peut alors it�erer le processus d’�elagage. On obtient ainsi une suite �nie ou
in�nie de syst�emes Xj = (Dj; �j) = Elag

j(X0).

D�e�nitions II.2.
Un syst�eme X = (D;�) est �a g�en�erateurs ind�ependants si les graphes de
Cayley ��(x) sont tous des arbres.
Un syst�eme est minimal s’il est non d�eg�en�er�e et si toutes ses orbites sont
denses.
Un syst�eme minimal est pur si les seuls points �a �X-orbites finies sont les
extr�emit�es du multi-intervalle D.
Un syst�eme minimal; pur; �a g�en�erateurs ind�ependants; pour lequel le processus
d’�elagages est infini; sera dit id�eal.
Un syst�eme qui a les mêmes orbites qu’un syst�eme id�eal est exotique.

Les trois premi�eres d�e�nitions reprennent celles de [GLP1].
D�ecrivons maintenant un processus qui permet de ramener l’�etude d’un

syst�eme d’isom�etries quelconque X �a un syst�eme id�eal.

Processus II.3.
1) On remplace X par un syst�eme non d�eg�en�er�e, car supprimer les singletons
revient �a ôter un nombre �ni d’arêtes, �a un nombre �ni de graphes de Cayley.
2) On remplace un syst�eme non d�eg�en�er�e par un nombre �ni de syst�emes
minimaux.
Pour un syst�eme X = (D;�) non d�eg�en�er�e, on dispose d’une d�ecomposition
canonique en un nombre �ni de sous-syst�emes “�el�ementaires” (voir [GLP1,
Th�eor�eme 3.1] pour une preuve dans ce cadre pr�ecis, voir aussi [Ima], [AL,
app.], [MS2]). Pr�ecis�ement, il existe des multi-intervalles D1; D2; : : : ; DN en
nombre �ni, deux �a deux d’int�erieurs disjoints, dont la r�eunion est �egale �a D,
tels que pour chaque g�en�erateur ’i : Ai → Bi de X et pour chaque j = 1; : : : ; N
on a ’i(Ai ∩ Dj) = Dj ∩ Bi et tels que pour chaque restriction X j = (Dj; �j),
soit toute orbite est �nie, soit toute orbite est dense (la restriction est alors dite
minimale).
Soit x ∈ D. Si X (x) ne rencontre qu’un seul Dj (c’est clairement le

cas si X (x) rencontre Dj sans rencontrer son bord), alors le graphe de
Cayley �(x) s’identi�e naturellement avec �j(x). Sinon X (x) rencontre disons
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Dj1 ; D j2 ; : : : ; D jl , l¿1, et les graphes de Cayley �jp(x) s’identi�ent naturelle-
ment �a des sous-graphes de �(x), dont les intersections deux �a deux sont
compactes et dont la r�eunion est �egale �a �(x). Il n’y a qu’un nombre �ni
d’orbites de ce type.
Puisque les orbites �nies n’ont pas de bout, l’�etude se ram�ene �a celle des

restrictions minimales.
3) On se ram�ene �a l’�etude des syst�emes minimaux non homog�enes, puisque
celle des syst�emes homog�enes ne pr�esente pas di�cult�e.
On rappelle qu’un syst�eme minimal est homog�ene s’il existe un sous-groupe P
de Isom(R), de type �ni, �a orbites denses qui v�eri�ent pour tout x; y dans D,
les points x et y sont dans la même �X-orbite si et seulement s’ils sont dans
la même P-orbite.
Puisqu’il est de type �ni, le groupe P ou �a d�efaut un de ses sous-groupes

d’indice �ni est isomorphe �a Zp; p= 2, et on peut v�eri�er que toutes les or-
bites sont quasi-isom�etriques �a Zp−1 (voir par exemple [Pau, Proposition 1.7]).
Elles ont donc un ou deux bouts selon que p¿2 ou p = 2.
4) On transforme X en un syst�eme �a g�en�erateurs ind�ependants.
En e�et, on dispose du th�eor�eme suivant qui optimise des r�esultats de G. Levitt
[Lev1] ou F. Rimlinger [Rim].

Th�eor�eme [Gab1, Th�eor�eme VII.1]. Si X = (D;�) est un syst�eme sans re-
striction minimale homog�ene; alors on peut obtenir un syst�eme X ′ = (D;�′)
�a g�en�erateurs ind�ependants; ayant les mêmes orbites; en rempla�cant chaque
g�en�erateur ’i par sa restriction �a un certain sous-intervalle (�eventuellement
vide) de son domaine.

5) On peut supposer que le processus d’�elagages est in�ni.
On a montr�e dans [GLP1] qu’un syst�eme minimal, �a g�en�erateurs ind�ependants,
pour lequel les �elagages s’arrêtent apr�es un nombre �ni d’�etapes est un �echange
d’intervalles minimal (au sens de [DN], [GLP1]). Dans ce cas, toutes ses orbites
ont deux bouts sauf un nombre �ni d’entre elles qui ont alors un nombre �ni
de bouts.
6) On peut en�n rendre les syst�emes purs.
Soit x ∈ �D. On remplace d’abord chaque g�en�erateur ’i : Ai → Bi dont le
domaine Aj contient x dans son int�erieur, par deux g�en�erateurs: ses deux re-
strictions aux adh�erences de chaque composante connexe de Aj\{x}. On fait
ensuite de même pour chaque g�en�erateur dont le but Bj contient x dans son
int�erieur. On remplace l’intervalle de D qui contient x par deux intervalles
ferm�es D1 et D2, isom�etriques aux adh�erences des composantes connexes de
D\{x}, disjoints entre eux et disjoints des autres intervalles de D: on obtient
un multi-intervalle D′ et on remplace en�n chaque g�en�erateurs sur D par les
g�en�erateurs sur D′ d�e�nis naturellement.
Dans les graphes de Cayley, cela a pour e�et de remplacer x par deux

points x1 et x2, et ne modi�e que les arêtes d’extr�emit�e x.
Par minimalit�e, les ��-orbites �nies contiennent un point singulier. Elles sont

donc en nombre �ni et leur r�eunion R est �nie. Il su�t alors de d�ecouper D en
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tous les points de R qui sont int�erieurs �a D: pr�ecis�ement, l’op�eration ci-dessus
appliqu�ee successivement �a chacun d’eux conduit �a un syst�eme pur, dont les
orbites sont en correspondance bijective avec celles de X , avec quasi-isom�etrie
des graphes de Cayley.
On v�eri�e imm�ediatement que cette op�eration pr�eserve les propri�et�es qu’ont

assur�ees les �etapes (1) �a (5).
De plus (mais cela ne sera utilis�e que dans la preuve du Th�eor�eme VI.1),

on peut remarquer que si k est le nombre de g�en�erateurs et � le nombre
de composantes connexes de D, alors la di��erence k − � ne cro�̂t pas.
En e�et, le graphe de Cayley ��(x) d’une ��-orbite �nie poss�ede a
arêtes et s sommets. Par ind�ependance des g�en�erateurs, s− a = 1. L’op�eration
ci-dessus appliqu�ee successivement en tous les points de l’orbite fait aug-
menter le nombre de g�en�erateurs de a et le nombre de composantes connexes
de s.
L’ensemble de ce processus fournit la preuve du th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme II.4. Si le Th�eor�eme 0.1 est vrai pour les syst�emes id�eaux; alors
il est vrai pour tout syst�eme d’isom�etries.

3 Processus d’�elagage de E. Rips et l’ensemble limite

A partir de maintenant, X = X0 est un syst�eme id�eal.
Notons quelques observations concernant le processus d’�elagage:

Remarques III.1.

(1) Soit x ∈ D1; le graphe de Cayley �1(x) est obtenu �a partir de �0(x)
en effa�cant toutes les arêtes terminales (d’o�u le nom d’�elagage); les noms
des arêtes changent. Si x ∈ Dj; alors le graphe de Cayley �j(x) s’identifie
naturellement �a un sous-graphe connexe (sans appellations des arêtes) de
�0(x).
(2) Un point x ∈ D0 appartient �a L(X0) si et seulement s’il est un

sommet terminal du graphe �0(x). Les points de X0(x) ∩ L(Xj) sont les
sommets y du graphe �0(x) pour lesquels �0(x)\{y} n’a qu’une seule
composante connexe infinie et la borne sup�erieure des longueurs des
chemins g�eod�esiques (immerg�es non n�ecessairement plong�es) issus de
y dans l’adh�erence des composantes connexes born�ees de �0(x)\{y} est
�egale �a j; en particulier; l’adh�erence de ces composantes est simplement
connexe.
(3) Un point x ∈ D0 de valence = 2 dans son graphe ��0(x) n’est pas

adh�erent �a L(X0) donc appartient �a �D1.
(4) La �j-orbite d’un point de Dj est �egale �a l’intersection de sa �0-orbite

avec Dj.
(5) L’ensemble des points singuliers de Xj est inclus dans l’ensemble des

images des points singuliers de X0; par les mots d’au plus j lettres �es ’±1i .

Proposition III.2. Si X0 est id�eal; alors X1 = Elag(X0) l’est aussi.
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Preuve de la Proposition III.2.
• Montrons que D1 est non trivial. Soit x ∈ D1, isol�e dans D1 d’un côt�e o�u il
ne l’�etait pas dans D0, alors x ∈ L(X )\L(X ) et x appartient au bord d’une
base. Par non d�eg�en�erescence, x ∈ �D0, donc (par puret�e) x appartient �a
l’int�erieur d’une base. Il existe donc un intervalle d’extr�emit�e x contenu
dans deux bases et x n’est pas isol�e des deux côt�es dans D1.

• Montrons que X1 est non d�eg�en�er�e. Consid�erons ’ : A→ B un g�en�erateur de
X0, x ∈ A ∩ D1 ∩ ’−1(D1) et y = ’(x). La composante connexe Ux (resp.
Uy) de D1 qui contient x (resp. y) est non triviale. Il s’agit de montrer que
A ∩ Ux ∩ ’−1(Uy)-{x}.
Si x ∈ @A, alors A ∩ Ux est non trivial (par puret�e de X0 si x ∈ �D0, resp.
non d�eg�en�erescence si x ∈ @D0). Par sym�etrie, B ∩ Uy est non trivial et on
conclut.
Si x ∈ �A et si x ∈ �Ux on y ∈ �Uy, on a le r�esultat. En�n la puret�e de X0
empêche qu’on ait �a la fois x ∈ �A, x ∈ @Ux et y ∈ @Uy (x et y seraient
de valence 1 dans leur ��-graphe de Cayley, lequel serait alors r�eduit �a une
arête).

• Il est clair que X1 est minimal, �a g�en�erateurs ind�ependants et �a �elagages
in�nis.

• Montrons que X1 est pur. Soit x ∈ �D1, alors x ∈ �D0. Par puret�e et ind�epen-
dance des g�en�erateurs de X0, le graphe ��0(x) est un arbre in�ni mais
localement �ni. On peut donc y trouver (lemme de K�onig) un plongement
isom�etrique 
 de R+ issu de x. Chaque sommet de 
 est de valence 2 dans
��0(x) donc n’adh�ere pas �a L(X ). Le plongement 
 se retrouve dans ��1(x),
donc �X1(x) est in�nie.

D�e�nition III.3. On appelle ensemble limite; et on note D∞; l’intersection
d�ecroissante

D

∖
∞⋃
j=0
L(Xi) =

∞⋂
j=0
Dj

constitu�ee de tous les points jamais �elagu�es.

Si x ∈ D∞ alors on appelle �∞(x) le sous-graphe de �(x) qui a pour som-
mets les points qui appartiennent �a D∞ et pour arêtes (sans appellation) celles
qu’on retrouve dans chaque �j(x). La connexit�e de �∞(x) est imm�ediate.

Proposition III.4. Si x ∈ D∞; le graphe �∞(x) est �egal �a la r�eunion des R
immerg�es (images de R par une application localement injective) dans �0(x).
Le satur�e de D∞ est �egal �a la r�eunion des orbites �a au moins deux bouts et
des orbites �a �1 non trivial.

Preuve de la Proposition III.4. Consid�erons une immersion 
 de R dans �0(x).
La locale injectivit�e entra�̂ne que chaque sommet de 
(R) appartient �a au moins
deux bases de �0, donc appartient �a D1. On identi�e alors 
 �a une immersion
de R dans �1(x) et en it�erant, dans chaque �j(x) donc dans �∞(x).
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Soit y ∈ �∞(x). S’il existe deux arêtes issues de y qui sont incluses dans
des composantes connexes in�nies de �(x)\{y}, alors (les valences des som-
mets �etant �nies) on trouve une immersion de R contenant y. Sinon, seule
une arête issue de y se trouve dans une composante connexe in�nie (on y
plonge R+), et l’une des composantes �nies contient un chemin g�eod�esique
de longueur arbitrairement grande (cf. III.1 (2)) donc un lacet non trivial. Il
est alors facile de construire une immersion de R contenant y. Le reste s’en
d�eduit.

4 Orbites �a un bout: le cas g�en�erique

Dans ce paragraphe, on montre le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme IV.1. La r�eunion des orbites �a un bout d’un syst�eme exotique con-
tient un G� dense.

On suppose X id�eal. Le th�eor�eme est alors une cons�equence imm�ediate de
la proposition suivante:

Proposition IV.2. L’ensemble limite D∞ d’un syst�eme id�eal est un ferm�e non
vide; d’int�erieur vide de D; son satur�e est donc un F� d’int�erieur vide.

Preuve du Th�eor�eme IV.1. Toute orbite �a au moins deux bouts rencontre
D∞ (Proposition III.4). La r�eunion des orbites �a un bout contient donc le
compl�ementaire du satur�e de D∞, qui est un G� dense.

Avant la preuve de la proposition, une observation d�ej�a faite par E. Rips:

Lemme IV.3. Si H est un intervalle ferm�e non d�eg�en�er�e inclus dans l’int�erieur
de D; alors il existe N ∈ N tel que ∀x ∈ D; on peut trouver un �-mot m de
longueur inf�erieure �a N tel que m(x) ∈ H .
Preuve du Lemme IV.3. Pour tout x ∈ D, il existe (pour la topologie
intrins�eque de D) un voisinage Vx de x et un mot mx contenant Vx dans son
domaine et tel que mx(Vx) ⊂ H . On note �x = |mx| (o�u |mx| est le nombre de
lettres du mot mx). La famille (Vx)x∈D constitue un recouvrement ouvert du
compact D, dont on extrait un recouvrement �ni Vx1 ;Vx2 ; : : : ;Vx� .

On prendra alors N = max{�x1 ; �x2 ; : : : ; �x�}.
Preuve de la Proposition IV.2. L’ensemble limite, intersection de compacts de
D, est clairement ferm�e non vide.
Raisonnons par l’absurde pour montrer qu’il est d’int�erieur vide. Supposons

que H est un intervalle non trivial inclus dans D∞ et consid�erons N ∈ N donn�e
par le Lemme IV.3. Soit x ∈ L(XN+1), alors �(x)\{x} n’a qu’une composante
connexe in�nie. Les autres composantes connexes sont n�ecessairement des ar-
bres, ont tous leurs sommets dans

⋃N
i=0 L(Xi) et l’une d’elles contient (dans

son adh�erence) un chemin g�eod�esique 
 de longueur N + 1 qui relie x �a un
point y de L(X0). Tout chemin de y �a un point de DN+1 passe par x, donc y
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se trouve dans �(x) �a distance = N + 1 de tout point de DN+1. Cela contredit
le lemme.
Pour tout mot m �es ’±1i , m(D∞) est un ferm�e d’interieur vide. Le satur�e

de D∞ est la r�eunion (d�enombrable) des m(D∞). L’ensemble limite est donc
un F�, d’int�erieur vide par le th�eor�eme de Baire.

5 Orbites �a au moins deux bouts

Th�eor�eme V.1. L’ensemble des orbites �a au moins deux bouts d’un syst�eme
exotique est non d�enombrable.

On suppose X id�eal, alors ce th�eor�eme repose sur la proposition suivante:

Proposition V.2. Si X est id�eal alors l’ensemble limite D∞ est un ensemble
de Cantor.

Preuve du Th�eor�eme V.1. Les g�en�erateurs �etant ind�ependants, seules les or-
bites singuli�eres peuvent avoir un groupe fondamental non trivial et donc �a un
nombre �ni d’orbites pr�es, D∞ ne rencontre que des orbites �a au moins deux
bouts (Proposition III.4). Chaque orbite �etant d�enombrable et les ensembles de
Cantor ne l’�etant pas, la proposition entra�̂ne le th�eor�eme.
Preuve de la Proposition V.2. On sait d�ej�a que D∞ est un ferm�e non vide,
d’int�erieur vide. On aura en fait besoin de son in�nitude pour prouver qu’il
n’a pas de point isol�e.

Lemme V.3. L’ensemble limite D∞ d’un syst�eme id�eal est non vide; il est
même infini.

Preuve du Lemme V.3. Soit x ∈ D∞ et 
 une immersion de R+, issue de x
dans le graphe �0(x). Les sommets de 
 ne sont �elagu�es �a aucune �etape.

Avant de d�emontrer que D∞ est sans point isol�e, on le prouve dans le
cas particulier o�u chaque point du bord de D appartient �a au moins deux
bases (Lemme V.5) auquel le cas g�en�eral se ram�ene (Proposition V.4). Cela
d�emontrera la Proposition V.2.

Proposition V.4: nouvelle r�eduction du probl�eme. Soit X un syst�eme id�eal;
alors il existe un syst�eme ideal X ′ = (D′; �′); avec D′ ⊂ D; qui a le même
ensemble limite et qui v�erifie (∗)@D′ ∩ L(X ′) = ∅.
De plus; les orbites de X et de X ′ sont en correspondance bijective; avec

quasi-isom�etrie des graphes de Cayley.

Preuve de la Proposition V.4. On d�ecrit un algorithme “d’�elagages au bord”,
o�u l’on supprime les points du bord de D couverts par une seule base. Cet
algorithme pr�eserve le caract�ere id�eal de X ainsi que l’ensemble limite et il
aboutit, en un nombre �ni d’�etapes, au X ′ cherch�e.
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Elagages au bord ou @-�elagages: Soit L@(X ) la r�eunion des intervalles de
L(X ) qui contiennent un point du bord de D. On note D′1 = D\L@(X ); c’est
un multi-intervalle, inclus dans D et dont chaque composante connexe de D
contient au plus un intervalle.

On appelle X ′1 = Elag@(X ) = (D
′
1; �

′
1) la restriction de X �a D′1 et on dit

que X ′1 est obtenu par @-�elagage. Notons que le nombre de g�en�erateurs de
X ′1 est major�e par celui de X . Si x ∈ D′1; son �′1-graphe de Cayley �′1(x) est
obtenu �a partir de �(X ) en e�a�cant certains sommets terminaux et les arêtes
correspondantes. Si L@(X ′1) n’est pas vide, on peut recommencer. On appelle
X ′i = Elag

i
@(X ) le syst�eme obtenu apr�es i @-�elagages.

La Proposition V.4 est une cons�equence des propri�et�es suivantes:

(1) Le syst�eme X ′1 est id�eal et a le même ensemble limite que X .

(2) Les orbites de X et de X ′1 sont en correspondance bijective, avec quasi-
isom�etrie des graphes de Cayley.

(3) Apr�es un nombre �ni de @-�elagages, le syst�eme obtenu X ′p v�eri�e
l’hypoth�ese (∗).
(1) et (2) se v�eri�ent facilement (même preuve que celle de la Proposition

III.2).

Pour (3), on prouve en trois a�rmations que le processus de @-�elagage
s’arrête apr�es un nombre �ni d’�etapes. Soit D l’intersection (�nie ou in�nie)
de tous les D′i ; on montre:

A�rmation 1. D contient un intervalle H non trivial.

En effet. chaque intervalle de D contient au plus une composante connexe de
D′1 alors, en it�erant, il en contient au plus une de D, qui a donc un nombre �ni
de composantes. On exclut le cas o�u D n’aurait qu’un nombre �ni de points
car il contient l’ensemble in�ni D∞ (Lemma V.3).

Pour x ∈ D, la profondeur de x pour � est l’�el�ement de N ∪ {∞} d�e�ni
de la mani�ere suivante: si x ∈ L(Xi), la profondeur de x est i ∈ N; si x ∈ D∞
la profondeur de x est ∞. La profondeur d’un point est �x�ee une fois pour
toute dans l’algorithme.

A�rmation 2. Soit N ∈ N donn�e pour l’intervalle H par le Lemme IV.3,
alors aucun point de profondeur = N n’est @-�elagu�e.

Preuve de l’Affirmation 2. En e�et, soit x un point @-�elagu�e �a une �etape
M , alors �0(x)\{x} n’a qu’une composante connexe in�nie. Les autres com-
posantes connexes sont n�ecessairement des arbres et ont tous leurs sommets
en dehors de H , puisqu’ils sont @-�elagu�es avant l’�etape M . Consid�erons un
sommet terminal y d’une des composantes connexes �nies et un chemin de
longueur 5 N joignant y �a un point de H . Ce chemin passant par x, la
distance de Cayley de x �a y est major�ee par N − 1 et la profondeur de x
est 5 N − 1 (cf. III.1 (2)).
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A�rmation 3. ∀j¡N; il existe une �etape pj de @-�elagage �a partir de laquelle
on ne @-�elague plus aucun point de profondeur 5 j.
Preuve de l’Affirmation 3. On proc�ede par r�ecurrence sur j.
Si x ∈ L(X0) est @-�elagu�e �a une certaine �etape alors toute sa composante

connexe dans L(X0) est @-�elagu�ee �a cette même �etape. L(X0) n’ayant qu’un
nombre �ni de composantes connexes, l’�etape 0 de la r�ecurrence s’en d�eduit,
on trouve p1.

Supposons le r�esultat vrai jusqu’�a un certain j. Soit K l’ensemble des points
de profondeur j + 1, @-�elagu�e apr�es apr�es le pj-i�eme @-�elagage. Si K = ∅, on
pose pj+1 = pj. Sinon, chaque point x de K appartient �a L(Xpj) (les sommets
des composantes connexes �nies de �0(x)\{x} sont de profondeur strictement
inf�erieure �a celle de x). On applique alors l’�etape 0 de la r�ecurrence pour
conclure.

Combiner les A�rmations 2 et 3 conduit �a prouver la propri�et�e (3) et
ach�eve la preuve de la Proposition V.4.

Lemme V.5. Si X0 est id�eal et v�erifie la propri�et�e (∗) @D0 ∩ L(X0) = ∅; alors
D∞ est sans point isol�e.

Preuve du Lemme V.5. La d�emonstration se fait en trois temps.
Premier temps V.5.1. Si X est id�eal et v�erifie la propri�et�e (∗); alors il en est
de même pour Xj = Elagj(X ); ∀j ∈ N.
En effet. D�ej�a, X1 = Elag(X ) est id�eal (Proposition III.2). Soit x ∈ L(X1), mon-
trons que x n’est pas un point du bord de D1 (lequel est inclus dans la r�eunion
du bord de D0 avec l’adh�erence de L(X0)). Appelons � l’unique arête issue
de x dans �1(x) et �̃ l’arête correspondante dans �0(x). Puisque x |∈ L(X0), il
existe au moins une autre arête, disons �̃ = xz issue de x dans �0(x). Puisque
x ∈ L(X1), l’extr�emit�e z est un sommet terminal de �0(x). Par hypoth�ese (∗),
le point z ne se trouve pas dans le bord de D donc, par puret�e, sa �X-orbite
est in�nie. On trouve donc une demi-droite plong�ee dans ��(z), issue de z; elle
passe n�ecessairement par x. On en d�eduit que:

– les graphes de Cayley ��(x) et ��(z) sont �egaux donc x |∈ @D0,
– x est de valence au moins 2 dans ��(x), donc n’adh�ere pas �a L(X0).

Deuxi�eme temps V.5.2. Le bord des intervalles �elagu�es est contenu dans
l’ensemble limite:

⋃
i∈N@L(Xi) ⊂ D∞

En effet. Si L(Xj−1) (qui est un ouvert relatif de Dj−1) contenait un point
x de son bord, alors x appartiendrait au bord de Dj−1, ce qui est impossible
par la propri�et�e (∗). Ainsi, si x ∈ @L(Xj−1) alors x ∈ @Dj. De plus, par la
propri�et�e (∗), si x ∈ @Dj, alors x ∈ @Dj+1. En it�erant et en passant �a la limite,
on obtient que

∞⋃
j=0
@L(Xj) ⊂

∞⋃
j=1
@Dj ⊂ D∞ :
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Troisi�eme temps V.5.3. Si un point x est isol�e dans D∞; il l’est dans un
certain Dp.
En effet. Soit x non isol�e d’un côt�e (disons �a droite) dans D mais isol�e du
même côt�e dans D∞, alors il existe un intervalle ]x; x + �[; � ¿ 0, qui ne ren-
contre pas

⋃
j∈N @L(Xj) mais est, tout de même, enti�erement �elagu�e: il est donc

inclus dans un certain L(Xq).
Ainsi un point isol�e de D∞ le serait d�ej�a dans un certain Dp, ce qu’interdit

la non d�eg�en�erescence des �j.
Cela termine la preuve du Lemme V.5. et donc de la Proposition V.2,

d’apr�es la Proposition V.4.

6 Orbites �a au moins trois bouts: �nitude

On rappelle qu’�a un syst�eme X = (D; {’1; ’2; : : : ; ’k}) est associ�e un groupe,
qu’on note G(X ) (dont on donne ci-dessous une pr�esentation), invariant par
�elagages, qui dans le cas o�u X est id�eal, est isomorphe �a un groupe libre de
type �ni, disons �a r g�en�erateurs Fr (voir [GLP1], [BF]). Si � est le nombre
de composantes connexes de D; k le nombre de g�en�erateurs de X et n =
k − �+ 1, alors n= r.
Une r�eflexion est un mot m pour lequel il existe x ∈ D tel que ∀� ¿ 0

petit, m(x + �) = m(x − �).

Th�eor�eme VI.1. Les orbites d’un syst�eme exotique ont toutes un nombre fini
de bouts. Le nombre d’orbites �a au moins trois bouts d’un syst�eme exotique
X est fini; strictement inf�erieur �a 2n− 2. Mieux encore; dans le cas sans
r�eflexion; leur nombre est strictement inf�erieur �a 2r − 2.
Preuve du Th�eor�eme VI.1. Notons que rendre les g�en�erateurs ind�ependants
(II.3.4), les rendre purs (II.3.6) ne fait pas cro�̂tre le nombre n. De même
lorsqu’on remplace X par X ′ dans la Proposition V.4 (en e�et le nombre de
g�en�erateurs ne cro�̂t pas et il est facile de voir qu’�a chaque composante con-
nexe de D, qui dispara�̂t compl�etement lors d’un �elagage au bord, correspond
injectivement un g�en�erateur qui est supprim�e). On peut donc supposer que le
syst�eme est id�eal et v�eri�e la propri�et�e (∗) de la Proposition V.4.
On utilise essentiellement les deux formules combinatoires usuelles:

Si � est un graphe �ni �a s sommets et a arêtes, alors

a− s+ 1 = rang �1(�) :(VI.2)

Si � est un graphe localement �ni, �a b(�) bouts, sans sommets terminaux
alors ∑

x∈�
(V�(x)− 2) = 2 rang �1(�) + b(�)− 2(VI.3)

o�u V�(x) repr�esente la valence de x dans �.
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Au syst�eme Xi = (Di; �i) correspond un graphe �i dont les sommets sont
les composantes connexes de Di et dont une arête relie l’intervalle contenant le
domaine �a celui contenant le but de chaque g�en�erateur. Le groupe fondamental
de ce graphe est isomorphe �a Fn. C’est clair pour �0. Il su�t ensuite de
remarquer que les �elagages ne changent pas la di��erence a− s dans (VI.2).
Pour i ∈ N ∪ {∞}, si x ∈ Di, on note ui(x) la valence de x dans �i(x). Si

x ∈ D∞, alors u∞(x)= 2 et la suite (ui(x))i∈N est d�ecroissante, stationnaire
et tend vers u∞(x). De plus, ∀i ∈ N; x appartient �a au moins u∞(x) bases de
�i et x appartient �a une composante connexe D0i de Di qui est un sommet de
valence = u∞(x) dans �i.

Si x1; : : : ; xp sont p points distincts de D∞ tels que u∞(xi)= 3, on peut
supposer, quitte �a �elaguer un certain nombre de fois, qu’ils appartiennent �a
des composantes connexes distinctes D1i ; : : : ; D

p
i de Di (D∞ est d’int�erieur

vide). En appliquant alors la formule (VI.3) dans �i (qui n’a pas de som-
mets terminaux, car chaque Xi v�eri�e la propri�et�e (∗) (V.5.1)), on obtient:∑p

j=1 (u∞(xj)− 2)5 2n− 2.
Si toutes les bases incluses dans une composante connexe E de Di ont un

point commun, alors par (∗) cette composante ne rencontre pas L(Xi); c’est
par exemple le cas si E est un sommet de valence 2 de �i. En cas d’�egalit�e
dans l’in�egalit�e ci-dessus, chaque xj appartient �a toutes les bases de D

j
i et les

sommets de �i autres que D1i ; : : : ; D
p
i sont de valence 2, on en conclut que

L(Xi) est vide ce qui est absurde. Donc:∑
x∈D∞

(u∞(x)− 2)¡2n− 2 :(VI.4)

La formule (VI.3) appliqu�ee �a �∞(x) permet d’�ecrire (puisque �0(x) et
�∞(x) ont le même nombre de bouts et des �1 isomorphes):
2 rang �1(�0(x)) + b(�0(x))− 2 =

∑
y∈�∞(x) (u∞(y)− 2). En sommant sur

les diverses orbites qui rencontrent D∞ et en notant D∞ =X leur ensemble, on
obtient: ∑

O∈D∞ = X
(2 rang �1(O) + b(O)− 2)¡2n− 2 ;(VI.5)

donc en particulier grâce �a la Proposition III.4:∑
O∈D= X

sup(b(O)− 2; 0)¡2n− 2 ;(VI.6)

o�u D=X d�esigne l’ensemble des orbites de X . Cela termine la preuve de la
premi�ere assertion du th�eor�eme.
Un ra�nement de [GLP1] permet de montrer que n− r =∑O∈D= X rang

�1(O).
En e�et, on sait que G(X ) ' G(Xj) pour tout j ∈ N et que G(Xj) admet

la pr�esentation suivante [GLP1]:
– comme g�en�erateurs, on prend les g�en�erateurs de Xj.
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Les relations sont de deux types:
-1- un arbre maximal quelconque �etant choisi dans le graphe �j, chacune de
ses arêtes (associ�ee �a un g�en�erateur ’ de �j) fournit la relation ’,
-2- chaque isom�etrie avec un point �xe (i.e. chaque lacet dans un graphe de
Cayley) fournit une relation de même nom que l’isom�etrie (l’ind�ependance des
g�en�erateurs entra�̂ne qu’il n’y a qu’un nombre �ni de lacets simples).
Notons que si l’on ne consid�ere que les relations du premier type, le groupe

obtenu est isomorphe au groupe fondamental �1(�j), groupe libre de rang n
quel que soit j.
Consid�erons les plus petits sous-graphes �1; �2; : : : ; �� qui engendrent

le �1 des graphes de Cayley des orbites singuli�eres de X0. Ils fournissent
les relations du deuxi�eme type et se retrouvent dans les graphes de Cayley
correspondants pour Xl; ∀l ∈ N. On peut prendre l su�samment grand pour
que leurs sommets appartiennent �a des composantes connexes deux �a deux
distinctes de Dl et pour que toutes leurs arêtes portent des appellations deux �a
deux distinctes. Cette condition entra�̂ne qu’ils se plongent alors dans �l en des
sous-graphes deux �a deux disjoints. Du coup, on peut choisir l’arbre maximal
(relations du premier type) de sorte que les plongements des �j engendrent
dans �1(�l) un facteur libre. Le groupe libre �1(�l) quotient�e par le facteur
libre sera bien un groupe libre de rang �egal �a n−∑O∈Dl = Xl rang �1(O) =
n−∑O∈D= X rang �1(O).

On en d�eduit alors: ∑
O∈D∞ = X

(b(O)− 2)¡2r − 2 ;(VI.7)

Et donc dans le cas o�u les orbites �a �1 non trivial ont au moins deux bouts:∑
O∈D= X

sup(b(O)− 2; 0)¡2r − 2 :(VI.8)

C’est ce qui arrive en particulier si � n’a pas de r�e
exions (Lemme VI.9
ci-dessous).

Lemme VI.9. Dans le cas id�eal; sans r�eflexion; les orbites �a �1 non trivial
ont au moins deux bouts.

Preuve du Lemme VI.9. Soit �(x) le graphe de Cayley d’une orbite �a un bout
et �1 non trivial du syst�eme id�eal X , on montre que X admet une r�e
exion.
Chaque composante connexe du complexe � obtenu en ôtant du graphe �(x)
ses arêtes singuli�eres est le graphe de Cayley d’une �X-orbite. Appelons �0

l’unique composante connexe in�nie de �. Soient �1; �2; : : : ; �� ses com-
posantes �nies. Puisque le syst�eme est pur, leurs sommets sont des points du
bord de D. Pour cette raison, un chemin 
 (localement injectif et aboutissant �a
un sommet) dans �(x) qui ne rencontre pas �0 donne un mot m = ’�lil : : : ’

�i
i1

d�e�ni sur un intervalle non trivial (le syst�eme est non d�eg�en�er�e). Si 
 est,
de plus, un lacet, alors m �xe un intervalle non trivial. L’ind�ependance des



314 D. Gaboriau

g�en�erateurs entra�̂ne alors que tout lacet 
 non trivial (1) rencontre �0 et (2)
n’y est pas enti�erement inclus. Soit x ∈ �0 un point o�u 
 quitte �0, soit 
′ un
sous-chemin de 
 ne rencontrant �0 qu’en ses extr�emit�es x = 
′(0); 
′(1) et
soit 
′′ un chemin dans �0 de 
′(1) �a x. Le mot lu suivant 
′ est d�e�ni sur un
intervalle non trivial d’extr�emit�e x, celui lu en suivant 
′′ est d�e�ni sur un inter-
valle non trivial contenant 
′(1) dans son int�erieur. Le lacet 
′ · 
′′ fournit donc
un mot �xant x, d�e�ni sur un intervalle non trivial, donc une r�e
exion.

7 Croissance et nombre de bouts

Soit X = (D;�) un syst�eme, x un point d’une orbite r�eguli�ere et B(x; n) la
boule de centre x, de rayon n dans le graphe de Cayley de x. On note |B(x; n)|
le nombre de sommets de B(x; n) et on s’int�eresse �a la limite sup�erieure de la
suite |B(x; n)|

n . Elle ne d�epend pas du choix de x dans son orbite.
On dit qu’une orbite a une croissance polynômiale quand |B(x; n)| est

major�e par un polynôme et une croissance lin�eaire quand 0¡ lim supn→∞
|B(x; n)|
n ¡∞. Cette notion est invariante par quasi-isom�etrie.
Si X est un �echange d’intervalles minimal, alors limn→∞

|B(x; n)|
n = 2. Si

l’�echange d’intervalles n’est obtenu qu’apr�es un certain nombre d’�elagages, il
demeure que la croissance est lin�eaire. En revanche, dans le cas d’un syst�eme
minimal homog�ene, les orbites �etant quasi-isom�etriques �a Zp−1, on a lim sup
log |B(x; n)|
log n = p− 1, et donc lim sup |B(x; n)|

n est in�nie sitôt que p= 2:

Pour les syst�emes exotiques, on d�emontre la proposition suivante:

Proposition VII.1. Soit X = (D;�) un syst�eme exotique. S’il existe une or-
bite �a croissance lin�eaire; alors il existe une mesure invariante pour laquelle
la r�eunion des orbites �a deux bouts est de mesure strictement positive.

On ne connait malheureusement pas d’exemples qui v�eri�ent cette
hypoth�ese.

Question. Existe-t’il des syst�emes exotiques poss�edant des orbites �a crois-
sance lin�eaire?

La croissance des graphes �etant un invariant de quasi-isom�etrie, on peut
supposer X id�eal.
Dans [Pla], J.F. Plante d�ecrit, sous une hypoth�ese de croissance sous-

exponentielle, une construction de mesure invariante pour un pseudogroupe
de type �ni d’hom�eomorphismes locaux (�a domaines ouverts), sur un espace
de Hausdor� compact. Appliqu�e ici, ce r�esultat fournit une mesure � qui est
��-invariante. Pour d�emontrer la Proposition VII.1, on doit revenir sur la
mani�ere dont cette mesure appara�̂t et on a besoin pour le deuxi�eme para-
graphe de la preuve du Lemme VII.2 de montrer qu’elle est sans atome.
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Rappel [Pla, Proof of Th�eor�eme 3.2]: On choisit un point x de D. Pour
i = 1; : : : ; k et n ∈ N, on pose:

Wi
n = {y ∈ B(x; n); t:q: (y ∈ Ai et ’i(y) |∈B(x; n)) ou

(y ∈ Bi et ’−1i (y) |∈B(x; n))} :

La croissance �etant polynômiale, on peut trouver une suite croissante (np)p
telle que l’�egalit�e limp→∞ Card Wi

np /Card B(x; np) = 0 soit valable pour tout
i = 1; : : : ; n. On consid�ere alors la suite (�np)p extraite de la suite (�n)n; �n =

1
|B(x; n)| · ∑y∈B(x; n) �y (�n est la moyenne des masses de Dirac plac�ees aux
points de D qui appartiennent �a l’orbite de x, dont la distance de Cayley �a x
est inf�erieure ou �egale �a n). La compacit�e (pour la topologie faible) de l’espace
des mesures de probabilit�e sur D permet d’extraire de la suite (�np)p une suite
(�nj)j qui converge vers une mesure � de probabilit�e. Par choix de (np)p, la
mesure � est invariante pour ��. La question de la �-invariance de � n’est
pas imm�ediate car la convergence faible ne fournit la relation �nj (f)−→j→∞�(f)
que pour les fonctions f continues. Or, si f est une fonction continue dont le
support est contenu dans A, la fonction qui vaut f ◦ ’−1 sur B et 0 ailleurs
n’est pas forc�ement continue, si bien qu’on ne sait pas �evaluer �(f ◦ ’−1).
Notons cependant qu’il su�t de montrer que � est sans atome, ce qu’on fait
dans le lemme qui suit. Fin du rappel.

Lemme VII.2. La mesure � n’a pas d’atomes.

Preuve du Lemme VII.2. Par puret�e de � et ��-invariance de �, la mesure
� ne poss�ede pas d’atome dans �D. Soit y ∈ @D. Par minimalit�e, il existe un
g�en�erateur ’ : A→ B de � qui contient y dans (le bord de l’) une de ses bases.
Supposons pour �xer les id�ees que y ∈ A. On va montrer que pour �(y)5
�(’(y)). Cela su�t car si ’(y) est encore un point de @D, on recommence
jusqu’�a atteindre un point z ∈ �D. La majoration �(y)5 �(z) montre alors que
y n’est pas un atome.
On se donne une suite (gr)r∈N de fonctions continues sur D telles que:

• 05 gr 5 1
• La suite gr converge simplement vers la fonction caract�eristique (ou fonc-
tion de Dirac) �y de {y} (on a alors, par convergence domin�ee, �(y) =
limr→∞ �(gr))

• Supp(gr) ⊂ A.
On se donne aussi une suite de fonctions continues (fr) telles que (que z :=
’(y) soit un point int�erieur �a D ou non):

• 05 fr 5 1
• fr−→

r→∞�z

• fr prolonge continûment gr ◦ ’−1 sur D.
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Pour tout j; r ∈ N, on a �nj (fr)= �nj (gr ◦ ’−1). D’autre part:

|�nj (gr ◦ ’−1)−�nj (gr)|

=
1

|B(x; nj)| ×

∣∣∣∣∣∣∣
∑

v∈B(x; nj)
v∈B

gr ◦ ’−1(v)−
∑

u∈B(x; nj)
u∈A

gr(u)

∣∣∣∣∣∣∣
=

1
|B(x; nj)| ×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

v∈B(x; nj)
v∈B

’−1(v) |∈B(x; nj)

gr ◦ ’−1(v)−
∑

u∈B(x; nj)
u∈A

’(u) |∈B(x; nj)

gr(u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5
Card Wi

nj

|B(x; nj)| −→j→∞0 :

Ainsi, on a: �(fr) = limj→∞ �nj (fr)= limj→∞ �nj (gr ◦ ’−1) = limj→∞ �nj
(gr) = �(gr). D’o�u en faisant tendre r vers l’in�ni, �(z)= �(y):
Preuve de la Proposition VII.1. Notons A = �(

⋃∞
i=0 L(Xi)) =

∑∞
i=0 �(L(Xi)).

Soit � ¿ 0 et l ∈ N tel que A= �(
⋃l
i=0 L(Xi))= A− �.

On utilise ensuite ce r�esultat bien connu de la th�eorie de la mesure: une
suite �i de mesures de probabilit�e sur un compact de R qui converge faible-
ment vers une mesure � NON ATOMIQUE, converge sur les fonctions ca-
ract�eristiques des intervalles. On a alors:

lim
j→∞

�xnj

(
l⋃
i=0
L(Xi)

)
= �

(
l⋃
i=0
L(Xi)

)
:

En particulier, il existe j0 ∈ N tel que ∀j = j0, on ait:

�
(

l⋃
i=0
Li

)
− �5 �xnj

(
l⋃
i=0
Li

)
5 �

(
l⋃
i=0
Li

)
+ � :

Alors, ∀j = j0,

A− 2�5 Card(B(x; nj) ∩
⋃l
i=0 Li)

|B(x; nj)| 5 A+ � :

En suivant un chemin in�ni sans aller-retour issu de x dans �(x), au plus
les l premiers sommets appartiennent �a

⋃l
i=0 Li. Cela donne la minoration

suivante:

|B(x; nj)|=
∣∣∣∣B(x; nj) ∩ l⋃

i=0
Li

∣∣∣∣+ nj − l :
D’o�u |B(x; nj)| × (1− A+ 2�)= nj − l.
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Cette in�egalit�e �etant valable pour tout j, puis pour tout �, on en conclut:

(1− A) · lim sup
n→∞

|B(x; n)|
n

= 1 :

Ainsi, si lim sup |B(x; n)|
n est �nie, alors A est di��erent de 1, donc D∞ est de

mesure non nulle pour �, de même que la r�eunion des orbites �a deux bouts.
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