Invent. math. 139, 41-98 (2000) ’

Digital Object Identifier (DOI) 10.1007/s002229900019 Inve”tzone%'
mathematicae
O Springer-Verlag 2000

Codt des relations dequivalence et des groupes

Damien Gaboriau*

Département de Maématiques, ENS-Lyon, 46, A d'ltalie, F-69364 Lyon Cedex 7,
France (e-mailgaboriau@umpa.ens-lyon.fr )

Oblatum 27-1-1999 & 4-1V-1999 / Published online: 22 September 1999

Abstract. We study a new dynamical invariant for dicrete groups: the cost.
Itisareal numberigl—1/n}U[1, oo], bounded by the number of generators

of the group, and it is well behaved with respect to finite index subgroups.
Namely, the quantities 1 minus the cost are related by multiplying by the
index. The cost of every infinite amenable group equals 1. We compute
it in some other situations, including free products, free products with
amalgamation and HNN-extensions over amenable groups and for direct
product situations. For instance, the cost of the free group generators
equalsn. We prove that each possible finite value of the cost is achieved
by a finitely generated group. It is dynamical because it relies on measure
preserving free actions on probability Borel spaces. In most cases, groups
havefixed price which implies that two freely acting groups which define
the same orbit partition must have the same cost. It enables us to distinguish
the orbit partitions of probability-preserving free actions of free groups of
different ranks. At the end of the paper, we givenarcuriale i.e. a list of

costs of different groups. The cost is in fact an invariant of ergodic measure-
preserving equivalence relations and is defined ugnaghings A treeing

is a measurable way to provide every equivalence class (=orbit) with the
structure of a simplicial tree, this an example of graphing. Not every relation
admits a treeing: we prove that every free action of a cost 1 non-amenable
group is not treeable, but we prove that subrelations of treeable relations are
treeable. We give examples of relations which cannot be produced by an
action of any finitely generated group. The cost of a relation which can be
decomposed as a direct product is shown to be 1. We define the notion for a
relation to be a free product or an HNN-extension and compute the cost for
the resulting relation from the costs of the building blocks. The cost is also
an invariant of the pairs von Neumann algebra/Cartan subalgebra.
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Introduction et r ésultats

Cette étude concerne, essentiellement, la classification des actions me-
surables des groupe&mbmbrables, @servant la mesure, (donc des re-
lations déquivalence mesaes de type |l et des paires algebre de von
Neumann/sous-algébre de Cartan). Eferit un nouvel invariant pour ces
relations et pour les groupeg&mbmbrables : leodt et certains autres in-
variantsdynamiques

SoitI" un groupe énombrable et soitX, 8, 1) un boglien standard, de
probabilie (u(X) = 1) sans atome (ils sont tous isomorpheX & [0, 1]
avec lamesure de Lebesgue). dadona del’, sera toujours, pour nous, un
morphisme de groupes, dfedans le groupe AgK, 1) des automorphismes
mesurables d€X, 8) qui preservent la mesure. Une action ébte si
pour touty € I' \ {1} et pouru-presque touk € X, on acx(y)(X) # X.
Tout groupe @nombrable infini admet des actions libres ergodiques, par
exemple leslécalagesde Bernoulli sur I'espace probabiig0, 1}", muni
d’'une mesure produit.

Consicerons suiX larelation dequivalencer,, étre dans la méme orbite

XRaY) & @y €T ra(n)(X) =)

(c’est une relation @quivalence mesae de type H) etoublionsle groupe
et l'action. Une questioné&rérale de tkorie ergodique est alors de savoir
la quantié d'information qu’on peut retrouver darf,.

Deux actions ergodiqueas, eta, sur (Xq, 1) et (Xp, up) de groupes
I'; et I'; sont ditesorbitalementéquivalenteg OE) si R,, et R,, sont
isomorphes, au sens ou il existe deuxdiiens satues de mesure totale
X; C Xy etX; C X;etunisomorphisme bélien f : X; — X, préservant
la mesure (il 'y a gu'une mesure de probakilitans sa classe) tel que pour
tout X,y € X3, XRaY) & (f(X)R,, f(y)). Cette notion ne suppose pas
gue les groupeF; etT', soient isomorphes.

En 1959, H. Dye a &couvert que pouF ~ Z, tout ce qui concerne
a est effa@ : toutes les actions ergodiques du grodpsur (X, i) sont
orbitalementquivalentes entre elles [Dye59]. Une suite de travauxésen
par plusieurs auteurs (notamment H. Dye, A. Connes et W. Krieger, A. Ver-
shik...) conduit au thoreme de D. Ornstein et B. Weiss [OW80] :I5i
et I'; sont deux groupesoyennablesalors toute action ergodique dg
est orbitalemengéquivalente a toute action ergodique Ide En d’autres
termes, il n’existe au niveau OE qu’une seule action ergodique de groupes
moyennables (les actions sont dans@utw)).

La situation estradicalement céffente pour les actions ergodiques libres
des groupeson moyennable®rimo, aucune d’entre elles n'est OEat-
tion moyennablesecundo certains groupes peuvent avoir plusieurs actions
ergodigues non OE. Par exemple, desultats de A. Connes et B. Weiss
assurent que tout groupe non moyennable n'ayant pas la @éor) de
Kazhdan, admet au moins deux actions libres non OE. Par exemple, les
travaux de D. McDuff et S. Bezuglhet V. Golodets permettent de trouver
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des groupes qui possédent un continuum d’actions deux a deux non orbitale-
mentéquivalentes. Tertio, il arrive sous certaines conditions que la relation
R, détermine, a peu de choses pres, et le groupe et I'action. La plupart de
ces ésultats deigidité concernent des group&sjui sont desé&seaux dans
des groupes de Lie semi-simples de rapgl = 2. Citons par exemple des
travaux de R. Zimmer (voir par exemple [Zim84]) ou I&sultats ecents
d’A. Furman [Fur98] qui entrainent notamment que, si un grdupemet
une action libre OE a I'action naturelle de @L.Z) sur len-tore R"/Z",
avecn > 3 alorsT" >~ SL(n, Z) et les actions sont conjugas. Notreetude
est d'une certaine maniécgthogonalea ces esultats (prop. VI.30 et prop.
VI1.34) et se rapproche plutdt dessultats de S. Adams sur legeings
[Ada9q].

Dans cet article, on associe a chaque grdupénombrable (y compris
fini) un nombreC(T") € [1, co] U {1 — % : n € N*} : soncolt majoee par
le nombre de grérateurs dé’, et a certains groupes on associe des dsalit
(prix fixe, arborabilié...), le tout reposant sur la notion gephage

Un graphage de&r,, est une manieére mesurableeduiper chaque classe
d’équivalence d’'une structure de graphe connexe. Par exempleesti
une action libre d’'un groupE engende parn elements{yy, ..., yn}, alors
R, est engendre par lem automorphismes(yj) : X — X, et chaque
orbite terite de la structure du graphe de Cayley du groipeorrespon-
dant a{yi, ..., yn}. Mais les relations entre lesterateurs (les cycles
dans les graphes) introduisent une redondance dareséaagion deR,,
gu’on va chercher a minimiser en corisient des automorphismes partielle-
ment cefinis. Ainsi, plus peci€ment, urgraphagede R, est une famille
dénombrabled = (¢; : Aj — Bj)jei d'isomorphismes partiels, telle que
la relation engenée par(p;(x) ~ X) soit isomorphe aRr,. Le coltde
® se calcule imradiatement, c'est le nombre dérgrateursp; poncerés
par la mesure de leur domaine, c’est la quéntfinie ou non) suivante :
C(D) = Zjel w(Aj). Laction « admet de nombreux graphages et la borne
inferieure de leurs colts s’appelledelt de la relationR, (ou de I'ac-
tion ), no® C(R,). Enfin, un groupd” posséde plusieurs actiofisres,
et la borne inérieure (c’est en fait un minimum, prop. VI.21) de leurs co(ts
est appede lecolt du groupd™, on le noteC(T"). Ainsi,

(@(cb))).

Le grouperl esta prix fixesi C(R,) est constant sur toutes les actions
libresa. On ne connait aucun groupe qui ne soit pas a prix fixe. La notion de
co(t fut introduite par G. Levitt et le psent travail &te largement mot&

par une question de [Lev95, p. 1174]For instance, iscos{R) strictly
bigger thanl if R comes from a free action of a nonabelian free group ? If
so, this would lead to a nontrivial numerical invariant for (non amenable)
discrete groupsa laquelle le thoreme 1 (annoiécdans [Gab98]) permet

de epondre, en fournissant un moyen de calcul effectif de ce nombre :

eM =  min ( inf
« action libre del” \® graphage der,,
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Théoreme 1.Soit® un graphage der,, qui donne a presque chaque orbite
la structure d'un arbre, alor€2(R,) = C(d).

Ondit, dans ce cas, quzest unarborage C’est en particulier utreeing
au sens de S. Adams (voir par exemple [Ada90]). Un groupe dont toutes les
actions libres sont arborables (i. e. admettent un arborage) adbdrable
Siaucune de ses actions libres (dans(Xuiw)) n'est arborable, il est alors
dit anti-arborable

D’aprés [OW80], tous les groupes moyennables sont arborables, a prix
fixe, de codt 1. Dans [AS90], S. Adams et R. Spatzier ont néamtie tout
groupe infini posadant la propéte (T) de Kazhdan est anti-arborable. Le
theoréme 1 entraine imediatement :

Corollaire 1. Le groupe libre sump gérérateurs est arborable, a prix fixe,
de codtp.

L'int érét de ces notions repose sur leurs pé&ipsi dinvariance

Invariance par OE. Si deux groupes a prix fixe ont des actions libres
orbitalementéquivalentes, alors ils ont méme codit.

Cela permet deépondre a une question de A. Vershik [Ver89, p.90] :

Corollaire 2. Les decalages de Bernoulli de groupes libres de rangs dis-
tincts ne sont pas orbitalemeaguivalents.

Deux actions sonstablement orbitalemer&quivalentegSOE) si les
relationsR,; admettent des restrictions, chacune a urelen rencontrant
presque toutes les orbites, qui sontisomorphes (cette notion est comparable,
en pesence d'un feuilletage sur une \&#, a I'equivalence de Kakutani
pour les pseudogroupes as&sca diferentes transversales totales).

Notons que le groupe librE, posséde un sous-groujpg d'indice 2.

Alors touteF3 action sétend en uné-, action qui lui est stablement or-
bitalementéquivalente : le colt n’est donc pas invariant par SOE.

Invariance par SOE. SoientI'; et I',, deux groupes qui admettent des
actions libres stablement orbitalemegquivalentes.
— SiI'; est anti-arborable alorg™, n'est pas arborable.
— Sil'y etI'; sont a prix fixe, alors®(I'1) = 1 (resp. est fini, resp= 00) si
et seulement s2(I',) = 1 (resp. est fini, resp= 00).

On dresse unmercuriale c’est-a-dire une liste de groupes (a prix fixe
pour la plupart), avec leur colt, (par exem¢l’) = 1 — |_%\ pour I"
groupe fini de cardingdl’|, les groupes infinis sont de coftl) et on dcrit
comment agrandir la liste, par divers pedes. Le plus frappant, qu’on peut
voir comme un analogue duébréme de Grushko dans le cas des produits

libres, est le suivant :
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Théoréme 2.SiT" = I'y *r, I'2 est le produit amalgaéde deux groupes a
prix fixe, de colts finig; etl", au-dessus du groupe moyennal@egntuelle-
ment trivial) 'z alors T est a prix fixe eC(I') = C(I'y) + C(I',) — C(T').

Cela entraine, entre autres :

— SL(2, Z) est arborable, a prix fixe, de coltdl L,

— le groupe fondamentat,(Xg) de la surface compacte de gegye- 1
est a prix fixe, de coat@— 1.

— pour toutc > 1, il existe (au moins) un groupg; (resp.A¢) a prix
fixe, de colt et arborable (resp. anti-arborable) et il existe au moins un
groupede type finide codtc, pourc < oo.

Concernant le passage a des sous-groupes, on obtient :

Théoreme 3.

— Si A est d’indice fini[I" : A] dansT, alors G(A) —1 = [I" : A] -
() —1).

— Si A est un sous-groupe infini distingw prix fixe del”, alors €(I") <
C(A).

Par ailleurs, il existe de nombreux groupfesniliers qui sont a prix
fixe, de colt 1. Par exemple les produits direlcisx ', ou I'; contient
un élement d’ordre infini, les groupes contenant un sous-groupe normal
moyennable, S{n, Z) pourn > 2, le groupe de Thompson... On donne des
criteres algbriques permettant eablir cela, on en&tuit que les groupes
consicerés par D. McDuff [McD69] sont tous de co(t 1 et on prouve :

Théeoreme 4.

— Tout groupe non moyennable de codt 1 est anti-arborable.
— Tout groupe contenant un sous-groupe anti-arborable est anti-arborable.

Le groupe libre sur une infiretde grérateurs est a prix fixe de codt
infini. On en dduit, en éponse a une question de V. Kaimanovich :

Corollaire 3. |l existe des actions qui ne sont SOE a aucune action d’'un
groupe de type fini.

Comme le suggere ce quigmede, plusieursesultats portent en fait
sur des relations dguivalence mesées de type 1, mais on sait (voir
les papiers [FM77] de J. Feldman et C. Moore) qu’elles sont toutes de la
forme R, pour une actiorr non recessairement libre d’un certain groupe
denombrable. On&finit la propréeté (geréralisant celle d&. Ghys [Ghy95])
pour une relation de seedomposer comme produit amalgamu HNN-
extension qui correspond a celle pour les groupeg €sit une action libre
du groupd” = T'y *r, 'z (resp.I' = I'1#r,), alorsR, = Ry, *Ryry Rall's
(resp.ﬁammalrg). On prouve que ces notions sont identiqgues modulo SOE
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eten Ealite, onétablit'analogue (th. 1V.15) du #ftoréme 1 dans ce contexte.
De méme, on obtient :

Théoreme 5. Toute sous-relation d’une relation arborable est elle-méme
arborable.

S. Jackson, A. Kechris et A. Louveau ont obtenu [JKL] de maniére
independante de€sultats comparables aux nétres sur I'arbor@hilihais
dans lecadre boElien(i.e. sans la firsence d’'une mesure quasi-invariante).
Notre preuve du thoreme 5 seé@reralise a ce cadre.

On sait bien, depuis les travaux de F. Murray et J. von Neumann, le lien
étroit entre relations é&quivalence mesaes et algébres de von Neumann.
En fait ((FM77]), a toute relation &quivalenceRr mesuee ergodique de
type Iy correspond une algébre de von Neumdhde type I} et une sous-
algebre de CartaA. Inversement [FM77], pour toute telle pait®l, A), il
existe une unique relation &tjuivalence mesae péservant la mesure sur
un boklien standard de probabdi{et un 2-cocycle, sans incidence pour
nous), qui est assam (tordue pas) a (M, A). Si bien que les invariants
qgu’on a consiéres, colt et arborabiét deviennent des invariants pour les
paires algébre de von Neumann/sous-algébre de Cartan. éesligies ne
manqueront pas de remarquer certaines similitudes (non eelcwictes)
entre nos &sultats sur le codt et ceux concernant l'invariant (“free entropy
dimension”) introduit par D. Voiculescu des facteurs de von Neumann de

type Il;.
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| D éfinitions et premiéres proprietés
I-A Premieres éfinitions

Soit (X, 8, u) un espace bétien standard muni d'une mesugre sans
atome. S'il est de probabit(u(X) = 1), alors il est isomorphe a l'inter-
valle [0, 1] muni de la tribu des bétiens et de la mesure de Lebesgue.

(S) Une relation déquivalenceR sur (X, 1) est ditestandard si

— pour toutx € X, la classe dBquivalencer[x] dex est cenombrable.
— R comme partie dX x X est un boglien de las-algébre produit.

(P) On dit queu est peseree parR si tout automorphisme belien deX,
dont le graphe est contenu daRs préserveu.

Le R-satuie d'un bo€lien A est la Bunion desR-classes deslements
de A, c’est un boelien de X. La relation R estergodiquesi pour tout
borelien R-satué A, ou bienA, ou bien son comgimentaire est de mesure
nulle. On appell®rbite d’'un pointx € X sa classe &quivalence.

Notreétude se concentrera essentiellement sur les reld&#ti) c'est-
a-dire standard, pservant la mesure sur X de probabilite. Cependant,
au cours des @mnonstrations, apparaitront des espaces de baééebsr
standardso-finis (i.e. reunion @&nombrable de bétiens de mesures finies).
Ces relationsérifieront (S) et (P), elles seront ditg&P). Nos consiérations
seront mesurables, gservant la mesure et a un ensemble de mesure nulle
prés (mod 0). Il existe uprincipe disant “tant qu’on n'utilise pas I'axiome
du choix, on demeure dans le cadre mesurable”.

Dans un contexte plus faible ou I'on ne suppose pas (P), on dit que la
mesureu estquasi-peseneesi le R-satué de tout baglien regligeable est
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lui-méme regligeable. Dans ce cadre, on dit qu'une relation standard est de
typell; si R est a classes infinies etgserve une mesure de probabilit
équivalente qu (i.e. 1 etv ont les mémes ensembles de mesure nulle). Si
de plusR est ergodique, alonsest unique dans sa classe de mesure.

On dira que les relationsR; et R, sur (Xq, ny) et (Xo, np) sont
isomorpheset on écrira R; >~ R, S'il existe une bijection bimesurable
f . X1 — X; telle que f, (1) = uo et telle que poupi-presque tout
X € X, les ensemble$(R1[x]) et R,[ f(X)] sontégaux. Une propeite est
vérifiee pourpresque chaque orbitede R si elle est erifiee pour chaque
orbite d’'une relation isomorphe.

Si G est un sous-groupeédombrable du groupe AUX, 1) des au-
tomorphismes b@&liens deX préservantu, la relation déquivalenceRg
définie par ses orbites est une relation (SP). Inversement, le corollaire 1 de
[FM77] de J. Feldman et C. Moore assure que, pour toute relationgSP)
sur (X, w), il existe un sous-groupeedombrableG de Aut X, 1) tel que
R >~ Rg.

Onrenvoie a [FM77] ou [Wei81] pour plus détdils sur ce qui fcede.

Définition 1.1. Un graphage sur (X, 1) est une famille @&nombrable
® = (¢; : Aj = Bj)jes d'isomorphismes bé@liens peéservantu, entre
parties bokliennes deX. Chaquey; est ungénérateur, le domaine A; et
le but B sont ses bases.

Un graphaged engendreune relation cequivalenceRe € X x X :la
plus petite relation @&quivalence qui &rifie (x ~ y) s'il existe j € J avec
Xe Ajety=g;(X.

Un ®-mot w est un mogcrit avec les lettreg; et<pj‘1. C’est un isomor-
phisme partiel dont le domaine défehition domw) (défini de la maniére
maximaleévidente) et I'image bib) sont des baliens deX. Lalongueur
du ®-motw = ¢j' ... ¢{7¢;} (avece; = +1 ety € @) est I'entierl. Un
mot estréduits'il ne contient pas une lettre suivie ingdiatement de son
inverse. Le mot vide estdini partout et vaut l'identé&. Deux®-motsw; et
wy coincidentenx € X si x appartient a leurs domainese@t(x) = w,(X).

La relation R est donc aussi 'ensemble des y) pour lesquels il
existe und-mot w défini enx tel quew(x) = v. Il estimmédiat de s'assurer
que c’est une relation (SP) (tout automorphisme dont le graphe est contenu
dansR ¢ se cecompose en une famill@dombrable d&-mots).

Un graphaged donne naturellement (et “mesurablement”) a chaque
orbite de{R¢ une structure de graphe connexe, goaphe de Cayley et
la munit d’'une nétriqueds : les sommets sont lé&dements de la classe et
une aréte oriege d'appellationy; joint x a y si et seulement st € A;
ety = ¢j(X). Le nombre d'arétes incidentesxa(not ve(x)) (resp. le
nombre d’arétes sortant dg estégal au nombre de baség, B; (resp.
de domained\;) le contenant. On not@[x] le graphe de Cayley de La
meétriqueds est la plus grande qui place a distance 1 deux points joints par
une aréte (s'ils sont distincts). Autrement dig (X, y) = n si et seulement



Colt des relations édqguivalence et des groupes 49

si n est le minimum des longueurs désmots dex ay. On dira qued est
ungraphage de la relationR si Re >~ R.

Définition I.2. Si presque chaque orbite a la structure d’un arbre, on dit
que® est unarborage. R estarborable si elle admet un arborage.

Vu la denombrabilié de 'ensemble de®-mots,® est un arborage si et
seulement si pour todb-mot w réduit non vide, 'ensemblfx € dom(w) :
w(X) = X} des points fixes de est de mesure nulle.

Ces structures sont trés proches de celles cérésidpar S. Adams.
En particulier, un arborage localement fini (chaques X est contenu
dans un nombre fini de basesfitit untreeingau sens de [Ada90]. Une
difféerence notable entre nos graphages egtaphingsde Adams @side
dans I'existenc&ventuelle deedondances on peut avoir des&yérateurs
distinctsg, et g, de ® qui coincident sur un bélien de mesure- 0.

Exemple 1.3SoitI" un groupe énombrable engenélparyy, y2, ..., ¥, - . -

et qui admet une actiom : ' — Aut(X, u). La relationR, des orbites de
I'action coincide avec la relatiolRe donrée par le graphag® = ((pj :
X—= X, X — O{()/J')(X))j:l.z!m. Ainsi, grace au@sultat de Feldman-Moore
rappeé ci-dessus, toute relation (SP) admet un graphage.

On dira que l'action dd” estlibre si u{x/a(y)(X) = x} = 0, pour
tout y € '\ {1}. Dans ce cas, le graphe de Cayley de presque chaque
orbite, s’'identifie avec le graphe de Cayley d& (y1, ¥2, ..., ¥n, ...)).
Plus pécigement, chaque choix d'uelementx de I'orbite fournit un iso-
morphisme de graphes de Cayley (otk> 1), mais il n’existe pas, en
géréral, d'identification (mesurable) intrinseéque (cf. Remarque 1.4).653it
le groupe libre supy, o, ..., vp, - - -, le graphagep est alors un arborage.

Remarque 1.4Supposong«(X) = 1. L'ordre induit sur chaque orbite par
l'ordre sur [0, 1] (via un isomorphisme bélien qui identifie(X, 8, w)

a [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue) permet, lorsque chaque orbite
est finie, de construire un domaine fondamental (choix d’'un point par or-
bite) boglien en ne retenant queelément minimal de chaque classe. En
revanche, lorsque les classes sont infinies, un domaine fondamental est
nécessairement non kiien. C’'est pourquoi Etude de I'espace des orbites

ne se raméne pas a celle d’'une partieehenne.

La notationx = y ou xRy signifie quex ety sont dans la méme orbite
de larelationR. La relation (SP¥ est unesous-relationde la relation (SP)
R si pour presque towt € X, on ad[x] C R[X]. Si R et R, sont deux
relations (SP) surX, i), on noteraR, Vv R, la relation qu’elles engendrent,
i.e. la plus petite relation (SP) suK, ) pour laquelle, pour toux € X,
I'orbite dex contientR1[X]UR,[X]. SiP1 = (¢))jey, €1P2 = (¢))jey, SONt
deux graphages suX, p), on noted; v ®, le graphage&union(¢; ) je3,u3,-
C’est un graphage d®¢, vV Re,. On dira que¥ = (¥j)jes €St Unsous-
graphagede ® = (¢;j)jes Si pour chaqug € J, les gererateursy; et g;
coincident en tous points de do#n ) (en particulier, dorwyj) C dom(e;)).
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Notation : ®* := (g1, o171, 02, 035, ..., on. 0L, ...) est la famille
des lettres ou des mots de longueur 1.

I-B Définitions des codts

Définitions 1.5. Soit (X, 8, 1) un boilien standard de mesure 1, sans
atome.

(1) Le colt du graphage® = (¢; : Aj — Bj)jes sur (X, n) est la
quantié (finie ou non) suivanteC ,(®) = ZJEJ w(A;).

(2) Lecodt de la relation (SP1)R sur (X, u) est la borne ingrieure des
codts des graphages @ : C,(R) = inf{C,(P)/R¢e = R}.

(3) Le colt d'un groupe denombrableI’ est la borne irdrieure des
colts des relationsR,,, ou « parcourt la famille des actionsibres
deT, préservant la mesure, sur déX, i) de probabilité: ¢(I) =
inf{C,(Ry)/a action libre del" sur (X, u) avecu(X) = 1}.

(4) Un groupe est dig prix fixe si les relationsR, de toutes ses actions
libres o ont le méme colt (suiX, 1) de probabilig).

Il est immeédiat que deux relations (SP1) isomorphes ont méme coit. Le
co(t cepend de la mesuge Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguét on omettra
la mesure en indice. Notons que le nomiy€x) de voisins (la valence de
x dans sond-graphe de Cayley) eggal, en moyenne, a 2 fois le colt du
graphageb : [, ve(X)du(x) = 2- €, (P).

Remarque |.6Sil'espace X, 1) estun espace de mesure finiegliéinte de 1
on appellera encore, par abus, colt du grapliage (¢; : Aj — Bj)jey
sur (X, w) la quantié G, (®) := ZJEJ w(A;).

Remarque 1.7.Un groupe @&nombrablel’ admet toujours des actions
(presque) libres servant la mesure sur des &@ns standards de proba-
bilité, lesdécalages de BernoullisoitY = {0, 1, - - - , n} un ensembile fini,
muni d’'une mesure de probabdit qui donne a chaquséement une mesure
non nulle. Le boglien standarX = Y' des applications dE dansY, muni
de la tribu et de la mesure produits, admet une actipnesque libre d&’,
para(y)(f(-)) = f(y~1.). SiT estinfini (resp. si est unélement d’ordre
infini de I') alors cette action (resp. I'action restreinte aest ergodique.
On peut aussi voir [Dye59, lemma 2.1] pour un autre exemple.

Le colt d'un groupe de type fini est toujours majgar le nombre de
ses @rerateurs (exemple 1.3).

On se demandera si les bornestiigures qui interviennent dans les
définitions (2) et (3) sont atteintes. Lesthreme 1V.1 donnera une condition
nécessaire et suffisante pour qu’un graph&gealise le colt de la relation
gu’il engendre. Pour laéinition (3), voir VI.21.

Question 1.8 Existe-t-il des groupes qui ne soient pas a prix fixe ?
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I-C Exemples des relations finies

L'exemple des relations @guivalence (SP1) finies (i.e. a orbites finies) est
particulierement simple a traiter. Cela repose sur I'existence ditumaine
fondamental pour la relation, i.e. une parti® ¢ X mesurable, qui ren-
contre presque chaque orbite en un et un seul point (voir remarque 1.3). Ces
résultats sont essentiellement contenus dans [Lev95]. C’est parce qu'on
rencontrera de telles relations gu’on n'a pas pu restreindre abice aux
seules relationsrgodiques

Proposition 1.9 [Lev95]. Soit R une relation (SP1) suKX, u) (avec
w(X) = 1). Supposons que ses orbites sont (presque toutes) finies (il est
équivalent de dire queR posseéde un domaine fondameriigl alors :

(1) ¢(R) =1- (D),
(2) R admet un arborage,
(3) tout arborage est de colt exactemeértr).

Preuve.Consicerons un graphag® de R et un domaine fondamental.

Pour chaque € D, appelonsS(x) (resp.V(x)) le nombre de sommets (resp.
lasomme des valences des sommetshdiraphe de Cayley de I'orbite ce

On afD S(X)du(X) = n(X) et presque toute orbite est finie. Ces fonctions
mesurables arifient I'inégalieé des graphes connexes finis/2M(x) >

S(x) — 1, avecegalié si et seulement si le graphe de Caydgk] de x est

un arbre. Par igration surD, on obtientC(®) > u(X) — (D), avec
égali€ si et seulement si presque chaque graphe est un arbre. Inversement,
par finitude des orbites, il existe une nératation mesurable des sommets
et il est facile d’exhiber un arborage. Ce joli raisonnement est di a G. Levitt
(non publé sous cette forme). O

Corollaire 1.10. SiT est un groupe fini de cardindl’|, alors il est a prix
fixe etC(I") =1 — ﬁ

Preuve.Consictrons une action libre (SP1) de& Chaque orbite 4rI'|
elements ; un domaine fondamental mesure doE|1 O

I-D Exemples des rotations du cercle

Consickrons I'action suS* = R/Z du groupeZ? engendé par deux trans-
lationsa et b définies par deux nombreselsl,, |, tels que 1l,, I, soient
rationnellement inépendants. Pour toat> 0, on trouve un balien A, de
mesure< ¢ qui rencontre presque tougeorbite (i.e. dont le satérA par
a est de mesure pleine) (par ergodicit’est en fait le cas de tout liien
de mesure- 0). Soith, la restriction deéb a A,. Le graphaged, = (a, b,)
de colt 1+ ¢ pos®dera presque les mémes orbites que= (a, b), de
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colt 2. En effet, pour tout € A, il existe unn tel quea”(x) € A.. Alors

a "ob, oa"(x) est ckfini etégaleb(x). Enfait (cf. [Dye63]), cette relation est
engendee par un automorphisme & préservant la mesure de Lebesgue.
On verra (partie Ill) gu’elle est arborable, de codt 1.

I-E Premiéres propétes

Proposition I.11. Siun graphageb de codt fini alise le colt der, alors
® est un arborage.

Soit ® un graphage sufX, w). Soitm = ¢;'--- ¢? - ¢! un ®-mot.
Appelonsm; := (pfjj -+~ g2 - ¢! les sous-mots a droite, Bl = 1.

Lemme 1.12. Si A est un boelien de mesure 0, contenu dans le domaine
dem, tel quevx € A m(x) = X, mais tel que les @rés internédiaires,
m;(xX) (j = 0,---,1 — 1) sont deux a deux distincts, alors il existe une
partie A’ de A, de mesure- 0 dont les ierés internédiairesm;(A’) sont
deux a deux disjoints.

Preuve du lemme 1.12X étant un bcglien standard, prenons = [0, 1].
Par le tfeoréme de Lusin, pour toyt = 1,--- .| et toute > O, il ex-
iste un boelien U; contenu dansn;_;(A) de mesure< ¢, tel quecpfjJ

soit continue sum;_1(A) \ U;. Prenons < 1(A)/I et soitA I'ensemble
A=U um*(Uy U---um=(U). La mesureu(A\ A) est> 0. Con-
siderons un point de dengik de A\ A. Ses ierésétant deux a deux distincts
et par continuig, il existe un voisinagé\ (de mesure positive par der&it
dex dansA\ Adont les iérés sont deux & deux disjoints. O

Preuve de la proposition I.1Par contraposition, & n’est pas un arborage,
on trouve (par @nombrabilié de 'ensemble de®-mots) un motm et un
borélien A satisfaisant les hypothéses du lemme. Suppridiedans le
domaine onfll fournit un graphage de co(t strictementénéur qui a les

mémes orbites. O

Rappelons un lemme utile (voir par exemple [Lev95, prop. 1]) qui est
immédiat dans le cas ergodique :

Lemme |.14. Si{R est une relation a orbites infinies, alors il existe une suite
decroissante de bétiensY,,, dont la mesure tend vers 0, qui rencontrent
presque chaque orbite.

Remarquele caractere standard de I'espaXentervient dans ces deux
lemmes.
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Il Invariances et induction
II-A Equivalence orbitale

Il est usuel dans la &orie de confondre deux relations (SP1) si elles sont
orbitalementéquivalentes

Définition 1.1. Deux relations (SPLR1 sur (X, 1) €t R, sur (Xo, (o)
sontorbitalement équivalentes(OE) s'il existe un isomorphisme hiien

f : X] — X, entre des bagliensX| C X; et X, C X, satues de mesures
totales, tel que

(i) f envoiew; sur une mesuréquivalente quo,
(i) pour toutx € X}, on a f(R1[X]) = Ro[ F(X)].

La difference avec des relations isomorpltesde dans (i). Ici, I'impor-
tance du choix de la mesure invariante dans sa classe fait que le colt n’est
pas un invariant @&quivalence orbitale. CependatR, préserve aussi la
mesuref, 1 (tout automorphismé de X, dont le graphe est contenu dans
R, fournit un automorphismé 1. h. f de X, (I’ étendre par l'identé sur
X1\ X7) dont le graphe est contenu daRs, qui peserve dongis). Si R»
est ergodique, alor®; est ergodique et, 1 = uo. Les relations sont alors
isomorphes. On enadluit :

Invariance 11.2. Si R, et R, sont deux relations (SPBrgodiquesor-
bitalementéquivalentes sui(Xy, 1) et (Xp, up), de probabilig, alors
Cuy (R1) = Cpp(R2).

Invariance 11.3. Si R, et R, sont deux relations (SP1) OE sUXq, 1)
et (Xy, u2), de probabilig, et siR, est dongée par les orbites d’'une action
libre d’'un grouper'; a prix fixe, alors R, et R, ont méme colt.

Dans ce cas, on n'a pas besoin de I'nypothése ergodique. ErceffeR,) =
C(2) = Cr,y (R2) = Cpy (Ra).

Corollaire I.4. Sideux groupes a prix fixes ont des actions libré&sprvant
la mesure, orbitalemer&quivalentes, alors ils ont le méme codt.

11-B Induction

Si on ne s’est pas restreint a des espaces de probabibst parce qu'on a
besoin de la notion de relation induite.

Définition I1.5. La relation (SP)R sur (X, n) induit la relation Ry sur
(Y, yy) si'Y est un boelien de mesure- 0 de X et pour toutx, y € Y,
(XR|vY) & (XRY).
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Soit ® un graphage der. Si on considére tous le&-mots et qu’on
restreint 'isomorphisme ass@ca chacun, de sorte que les domaiges-
tuellement vides) et les buts soient contenus darms obtient un graphage
grossier deRy. Le lemme 11.8 qui vient, écrit une maniére d’en trouver
un plus malin qui permettra de prouver ksultat que voici. On se place
toujours dans le cas ou la mesure esspréee, mais on autorise a n'étre
gueo-finie.

Proposition 11.6. (induction). SoitY C X un botlien qui rencontre toutes
les orbites de la relation (SPR sur (X, w), alors les proprétes suivantes
sont \erifiees :

(1) R est arborable si et seulementRiy est arborable.

(2) Si0 < u(X) < oo, alors en posanti; = # ety; = ;f(_‘\vo

(X)) - (Cpy(R) = ) = u(¥) - (Co (Ryy) — D).

ona

Remarque I1.7Si on suppose qu est standard, mais queest seulement
quasi-peseree, alors la premiére partie de la proposition 1.6 reste vraie,
avec la méme preuve.

Lemme 11.8. Soit® un graphage de larelation (SBj sur (X, w), soitY un

borélien deX qui rencontre toutes les orbites et s@ty la relation induite.
On peut, quitte a @couper les domaines de semgrateurs, partitionner
® en deux sous-graphages disjoints,(comme “vertical” et®;, comme
“horizontal” ) ® = &, v &, qui verifient :

(1) &, estun arborage dont chaque orbite rencontte&n un et un seul
point

(2) faire glisser (cf. 11.8.1, ci-dessousdy, le long ded, jusque dansy
fournit un graphage?;, de Ry

(3.1) si ¥’ est un autre graphage d&,y, alors &’ = ¥’ v @, est un
graphage der

(3.2) si @ estun arborage der, alors ¥, est un arborage de&®y
si Y’ est un arborage der |y, alors @’ est un arborage d&®

Siu(X) est finie, alorsd, est a orbites finies, et

(4) C.(P) = u(X) — u(Y) (cf. Remarque 1.6).
(5) C.(Pp) = Cpy (W) (cf. Remarque 1.6).

Preuve du lemme 11.8S0it Yo = Y etY; = {x € X/ds (X, Yg) = i}, ou

i € N. On rappelle qual, est la nétriqgue sur les orbites doaa par le
graphage®. Quitte a partitionner domaines et buts désggateurs, puis
remplacer certains d’entre eux par leur inverse, on peut supposer que pour
chaque gréerateurp : A — B, domaines et buts sont chacun contenus dans
un'Y; et de plus le domainé estplus hautque le but :A C Y etB C Yj,
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aveci > j. Numérotons les grérateurs, et appelong” (pouri > 0 et
¢ € @), 'ensemble dex € Y; pour lesquelsy est le premier grérateur
defini enx dont 'image est dan¥;_; (considerer, pour chaqur € Y; avec
i > 0, un mot de longueurdex a'Y pour s’assurer qu'un telagérateur
existe). LesZ! fournissent une partition ¥ \ Y :
X\Y =11, Z¢ (11.8.a.)
Définition de @, et @y, : Oncoupe en deughaque @rérateurp : A — B,
avecA C Y;, en cefinissant :
8, la restriction dep a Z,
8, la restriction dep a domy) \ Z
Appelons®, (resp.®y) la famille des,, (resp.s,). Pour chaquet € X\ 'Y,
il existe un unique grérateur de®, défini enx, et il descendvers leY;
d’indice piecedent. Il existe donc un unigue,-mot reduitm, dex aY. Les
®,-orbites sont des arbres (item 1), qui rencontrémn un unique point,
leur racine
Dans le cagu(X) < oo, la finitude desd,-orbites repose sur I'exis-
tence du domaine fondamentlet on a donc bien l'item (4) €, (®,) =

Y sew, 1(dOM@)) = 11(X) — u(Y), par 11.8.a. et 1.9,

[1.8.1. Glissement dedy, le long ded,,. Quitte a @composer domaines et
buts des grérateurs deby,, on peut supposer que pour chagueA — B,
3 € @y, il existeun ®,-motmp s (resp.mg_s) qui pour toutx € A (resp.
y € B), estle ®,-mot dex (resp.y) aY. Si A (resp.B) est contenu dans,
ce mot sera paréfinitionégal a I'identie. On poses = (Mg 5).8.(Mas) 2,
pours € &y, et on appellel” 'ensemble degs. On a faitglissers en ;.

Le domaine da/; est(ma s)2(A), alors I'item (5) est @rifie. Au niveau
de chaque@-graphe de Cayley, on a choisi une forét de sous-arbres e@sacin
qui partitionne I'ensemble des sommets, et on a fait glisser toutes les autres
arétes le long de ces sous-arbres jusqu’aux racines. leeatams de glisse-
ment ne modifiant pas le type topologique des graphes de Cayley, les items
(2), (3.1) et (3.2) seérifient alors imnédiatement. ]

Preuve de la proposition 1l.@Du lemme 11.8, on @duit imnediatement la
propriete (1).

Si u(X) < 00, 0n @ :Cuy(¥h) = C,(Ph) = Cu(d) — Cu(d,) =
C . (P)—(n(X)—pu(Y)). Puisquel, etd sontrespectivement des graphages
de Ry etR, on obtient en normalisant les mesures queY) - C,, (Ry) <
w(X) - Cpuy (R) — (n(X) — n(Y)). Inversement, s’ engendreRy alors
Vv @, engendrer eton a :u(X) - C (R) < u(Y) - G (W) + (u(X) —
w(Y)). D'ou le resultat. O

II-C Equivalence orbitale stable

Définition I1.9. Deux relations (SP1) sostablement orbitalementéqui-
valentes(SOE) si elles sont orbitalemeatjuivalentes en restriction cha-
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cune a un bcglien qui rencontre presque toutes les orbites : il existe
Y. C X; (resp.Y> C X5) qui rencontrent presque toutes les orbites de
R1 (resp.Ry) tels que les relations induiteR )y, et Ry, soient orbitale-
mentéquivalentes.

Si deux relations (SP1) sont OE, alors elles sont SOE.

Corollaire 11.10. Si R, et R, sont stablement orbitalemeatuivalentes,
alors R4 est arborable si et seulementRb est arborable.

C’est un corollaire imradiat de la proposition d’'induction 11.6.(1).

Invariance 11.11. Si R, et R, sont deux relations (SP1) sgiXq, 1) et
(X2, u2), ergodiques et stablement orbitalemegtuivalentes et si
C(R1) = 1 (resp.= 0), alors C(R,) = 1 (resp.= o0)

SiT'; etT’; sont deux groupes a prix fixes qui ont des actiensta;, libres
ergodiques et stablement orbitaleménquivalentes et € (I";) = 1 (resp.
= 00), alorsC(T"y) = 1 (resp.= 00).

Les quatreenon@s contenus dans ce corollaire de la proposition 11.6 se
demontrent de maniére analogue. On @aéadle que celui sur les groupes
et le colitegal a 1 : cela repose sur la ndlifobtenue successivement) des
expressions suivantes.

0=cIy) -1
= Gﬂl(ﬁal) - [/L]_(X)
= u1(Y1) - (Cpy (Rayivy) — 1)
= faua(Y2) - (Ct oy (Ragy) — 1)
= u2(Y2) - (C 1y (Raypv,) — 1) (proportionnalié de f,.uq et i)
=C(Ry,) — 1

Evidemment, la notion la mieux ad#&gt & notre probléme est celle
gu’on appeller&quivalence orbitale stable isoratrique ou f : Y; — Y,
envoie i1y, SUr iz, (au lieu d'une mesure seulemegquivalente). La
proposition 11.6 donne alors :

Corollaire 11.12. La quanti& p(X) - (G, (R) — 1) est un invariant
d’équivalence orbitale stable is@trique (oUu; = ﬁ).

C’est en ce sens qu’on peut dire qu’on a un invariant efgdace meser
des orbites Lorsque les orbites sont ou bien toutes finies ou bien toutes
infinies et que la quanétu(X) - (1 — C,,(R)) est positive ou nulle, elle
correspond alors a lmesure de I'espace des orbits [Lev95].

Exemple 11.14.Soit £ un feuilletage transversalement meswgur une
variett V compacte. SoitX une sous-vaéte deV, transverse &, qui
rencontre toutes les feuilles. Supposons que la mesdapoge surX soit
finie et sans atomes, alors le pseudogroupe d’holonomi# dar (X, )
définit une relation cquivalenceR préservantu. Le choix d’'une autre
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transversale total¥ conduit (paréquivalence de Kakutani) a une relation
4 isometriquement SOE &®.

Exemple Il.15SoientI” et A deux Eseaux d'un groupe de LiB. Fixons
une mesure de HaarsurG (elles sont toutes proportionnelles). L'acti@n
del surG par multiplication & gauch&(y)(g) = yg) et I'action 8 de A par
multiplication & droite g(1)(g) = gr~') ont des domaines fondamentaux
X (resp.Y) depu-mesure finie, elles commutent entre elles et ellés@nvent
la mesurex. On en @&duit donc une actioa deT" sur(G/A, 1) >~ (Y, 1)
et une actiorg de A sur(I'\G, p) =~ (X, u). Ces deux relationR, et R
sont stablement iscgtriquement orbitalemeréquivalentes les images de
X para/(I") partitionnentY enY = [[; Yi = [ [, @(y)(Xi), ou lesX; sont
des boeliens deX. PosonsX’ = UX;. On peut trouver deX; C X; qui
forment une partition d&’, et soitY’ = [ [; @(y1)(X]). Les espacesX’, u)

et(Y’, n) sontisomorphes. Les relationeduivalenceR x, Ry, Rx etRy:
N . - L OE
induites par I'actiorx x g del’ x A surX, Y, X etY’ vérifient: R, ~ Ry,
OE OE _ OE SOE OE
Ry = Ry €tRx =~ Rg. Onen @duit queR, =~ Ry =~ Rx = Rg.

On conclut alors, grace a la proposition d’induction 11.6, augc= m

etun = & QUen(G/A).(Cpupr(Ro) — 1) = (G/1).(Cp, (Rp) — D).

Notons que sG est connexe, les actioaset 8 sont presque libres si et
seulementsi'N A N Z(G) = {1}, ou Z(G) est le centre dé&.

Corollaire 11.16. SiT et A sont deux &seaux a prix fixe d’'un groupe de
Lie G connexe, alors leurs codts sont édipar leur covolumesu(G/A) -
eI -1 =wuG/I)-(C(A)—1D.

SiQ =T NANZG) est infini, alors on verra en VI.26 (a) que
e =CA) =1

SiQ est fini non trivial, on quotiente la situation p&r pour se ramener
au cas des actions libres et VI.19 (ii) permettra de conclure.

Corollaire 11.17. Puisque le group&L(2, R) (resp.PSL(2, R)), des matri-
ces2x 2de ceterminant 1 (resi5L(2, Z) quotiené par son centre), contient
un groupe libreF, comme eseau, alors chaqueeseau deSL(2, R) (resp.
PSL(2, R)) possede une action (SP1) arborable (voir 11.10).

Le centre deF, étant trivial, on est dans la situatidd = {1} ou les
actiona et 8 sont presque libres.

Il Relations hyperfinies

Aprés I'exemple des relations finies (cf. I-C) traitons le cas, a la frontiere
du fini et de l'infini, des relations (SP1) (i.2(X) = 1) hyperfinies Dans
cette partie, on rappelle quelquésultats connus et on redonne une preuve
de certains.
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Définition 11l.1 [Dye59]. Une relation (SP1)R est ditehyperfinie si elle
est isomorphe a une limite croissante de relations fitRgs pour presque
toutx € X, Rp[X] C Rny1[X] etUnRulX] = R[X].

Par exemple, les relations finies sont hyperfinies. On sait que si le gfoupe
admet une action libre (SP1) hyperfinie, albrest moyennable (voir V1.4
pour des exemples). Inversement :

Théoreme [OW80]. Si«a est une action libre (SP1) d’un groupe moyen-
nablel, alors R, est hyperfinie.

Remarque II1.2.1l existe une notion deelation moyennableintroduite

par R. Zimmer, quietend naturellement celle de groupe moyennable et
gui concerne les relations tmiennes munies d’'une classe invariante de
mesures (voir par exemple [Zim84]). Leéthréeme principal de [CFW81]
assure que les notions de moyennable et d’hyperfinie coincident exactement.
Le theoreme de D. Ornstein et B. Weiss, ra@pel-dessus, en est un cas
particulier. C’est ce dont on aura besoin.

Proposition 111.3 [Lev95]. SoitR une relation (SP1) eX; la réunion des
orbites ai élementsi(e N* U {oo}). Posonsd(R) = 1 — 3 cne & - (XK.
Ona:

(1) C(R) = d(R), en particulier si toutes les orbites de sont infinies,
alorsC(R) > 1.

(2) R est hyperfinie si et seulement si elle admet un graphiagke colt
égal ad(R). Dans ce cas(R) = d(R) et ® est un arborage.

(3) SiR esthyperfinie, alors tous ses arborages sont de egataC(R).

CommentairePour les relations finies, cette proposition se ramene a la
proposition 1.9. L'item (2) est une version faible du fait connu suivant : une
relation (SP1) a orbites infinies est hyperfinie si et seulement si elle est or-
bitalementequivalente a une action libre @e Le theoréme IV.1 consistera

a montrer l'item (3) sans I'hypothése d’hyperfinitude. On pourra alors en
deduire qu’une relation de co@tR) est hyperfinie si et seulement si elle est
arborable (corollaire 1V.2). S. Adams&dabli dans [Ada90] gu’une relation
(SP1) arbage est hyperfinie si et seulement si I'arbre ass@c{presque)
chaque orbite a au plus deux bouts. La preuve de la proposition lll.3&donn
dans [Lev95] utilise ceésultat, tandis que nous pouvons NOUS en passer,
grace aux outils (dont nous avons besoin pour la suite) que nous a&jans d
définis. Enfin, on peut reformuler leébréme de [OW80] :

Corollaire 111.4. Les groupes moyennables infinis sont a prix fixe, de colt
égal a 1 et toutes leurs actions sont arborables.
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Preuve de la proposition I11.3.

-1- SoitY; un domaine fondamentak(Y;) = 1/i - (X)) pour la relation
R|x; induite surX; pouri < oo et soitY:, C X un bokélien de mesure
< & qui rencontre toutes les orbites &gx__ . La reunionX® desY; et deY,

a une mesure qui tend vers-1d(R) lorsques — 0. Le co(t de la relation
induite surX® est rele a celui der par la proposition d’'induction 11.6 :
C(R) — 1= pu(X®) - (Cp,(Rix:) — 1) = —u(X?), d’ou le resultat lorsque

e — 0.

-2- Si® est un graphage de tel queC(®) = d(R) alors par -1-C(R) =
d(R) et, par la proposition 1.1 est un arborage. Pour montrer gReest
hyperfinie, il suffit de consigrer le cas ou toutes ses orbites sont infinies
(X = X, C(®) = d(R) = 1). SoitY, une suite de b&liens donke
par le lemme I.14. En induisamR surY,, le lemme 1.8 @composed en
@V dp, oud" estun arborage a orbites finies, de domaine fondamental
En jouant sur la nugrotation des grérateurs (preuve du lemme 11.8), on
peut supposer que I'arboradé est un sous-graphage @é**. La reunion
croissanted® des®! engendre une relation hyperfinie a orbites infinies.
C’est donc un sous-graphage @dequi a un co(t> 1, donc ses@rérateurs
ont méme domaine (mod 0) que ceux @eet il engendre une relation
isomorphe aR.

Inversement, supposo® hyperfinie. SoitD, une suite écroissante de
domaines fondamentaux pour les relations finies approximaRteglle
veérifie limp_. o u(Dp) = 1 — d(R). Soit®; un arborage der,, puis, pour
chaquen, soit &, un arborage de la relation fini®yp, , induite deR,
sur Dp_;. La proposition 1.9 entrain@(®,) = u(Dn_1) — u(Dy). Le
graphage &union desb, est un arborage d&, de colt) , (u(Dn_1) —
uw(Dp)) = 1 — (1 — d(R)). Consicrons maintenant un arborage =
(¥j)jes deR. Posonsy,, = (1//?)jej ou 1//? est la restriction de/; dont le
graphe est l'intersection du graphe gieavecR,. Le graphagel, est un
arborage qui engendre une sous-relation (finieRdealors on peut trouver
un domaine fondamental dg& 4, contenantD, et par la proposition 1.9,
C(Yp) = C(Ry,) < u(X) — n(Dy). Mais W est la Bunion croissante des
Y, onadonc C(W¥) = lim, C(¥,) < Ilim, u(X) — u(Dy) = d(R). O

Voici enfin un lemme qui sera utile en plusieurs occasions. Il assure que
pour le calcul de(R), on peut se restreindre aux graphages qui contiennent
tous un sous-arborage hyperfini dénn

Lemme IIl.5. SoitRo une sous-relation hyperfinie de la relation (SER)
et ®y un arborage deRy. Pour toute > 0, on peut comgter &, en un
graphage® de R de co(t inérieur aC(R) + «.

Preuve du lemme Ill.8Consicerons une suite@troissantéd,, de bokliens
qui rencontrent toutes leBy-orbites et dont la mesure tend vers H(Rg)
(voir lemme 1.14). La proposition d’induction 1.6 assure I'existence d’un
graphageb; de la relation induiteRp, de R surDy, qui vérifie : €, (P1) <
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CL(R) — 1+ u(Dy) +¢. Or, C(Pg) = d(Ro) et le graphage = oo Vv P4
engendreR. Le résultat s’en dduit. ]

IV Arborabilit &, produits amalganes et HNN-extensions
IV-A Relations arborables

On s’interesse plus particulierement d’abord aux relations (SP) qui admet-
tent un arborage. Rappelons qu’un arborage est un graghggedonne a
chaque orbite (en dehors d'un ensemble de mesure 0) une structure d’arbre.
Il estéquivalent de dire que I'ensemble des pointégipar I'isomorphisme
partiel asso@ a und-mot reduit quelconque est de mesure nulle.

Si, par exempleR est donge par une action libre du groupe librea
gérerateurs, le choix d'une base Hg fournit un arborage de la relation.

Si R est une relation (SP1) non hyperfinie a orbites infinies qui admet
un arborage®, le colt ded® est strictement suguieur a 1 (voir propo-
sition 111.3.(2) ou [Lev95, th. 2]). Qu'en est-il du colt de la relation
R elle-méme ? Une chose est slre, on ne peut pas engendrer la méme
relation avec un sous-arborage strict de mais on pourrait envisager
I'existence d’'autres graphages, complétemeinangers a l'arborage, de
moindres codts. Souvenons-nous, par exemple, qu’il existe des actions li-
bresmoyennablespar rapport a une classe invariaiitel de mesures, du
groupe libreF, (n > 2) (voir par exemple [Ver89, 4, ex. 2]). La relation
d’équivalence est enger@dr parun automorphisme deX [CFW81]. Elle
admet donc un graphage ou tous les sommets sont de valence 2 et un autre
ou tous les sommets sont de valence Cependant, notrétude ne s'ap-
pliquera pas puisqu’une telle action ne peutgarver aucune mesure de
probabilie dans la classi:].

Le theoréme qui vient, annoaadans [Gab98] est l&sultat fondateur
de ce papier etapond a la question. Il assure, en particulier, I'existence de
relations (SP1) de co(t strictement gupur a 1. Les@sultats a venir (IV-B
et IV-C) sur les produits amalga®s ou les HNN-extensions en sont, d'une
certaine maniére, de€rgeralisations. Les preuves sont dées en |V-D.

Théoreme IV.1. Si ® est un arborage de la relation (SP1, alors
C(R) = C(D).

Onadkjavuen .11 la&ciproque partielle : sb est un graphage de co(t
fini de larelation (SPLR etsiC(R) = C(P), alors® est un arborage. Voir
la proposition VI.21 pour un com@inent concernant le colt des groupes.

Corollaire IV.2. Soit R une relation (SP1) de col@gal a 1, a orbites
infinies.R est hyperfinie si et seulement®iest arborable.

En effet, un arborage d® sera de colégal a 1 (tkoreme IV.1), et la
proposition 111.3 permet de conclure.
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Corollaire IV.3. Pour toutc € [0, oc], il existe une relation arborable de
coltc. Pour desc > 1, on peut les choisir ergodiques ; elles seront alors
deux a deux non orbitalemeaguivalentes.

En particulier, il existe des relations de codt infini. Elles ne sont donc
realiges par I'action d’aucun groupe de type fini. Voir aussi VI.14 et VI.16.

Preuve du corollaire 1V.3Consicrons I'action libre (SPX) du groupe libre
F+ sur une infinie d'élements(q;)icn, donree par le écalage de Bernoulli
sur X = {0, 1}F= (remarque 1.7). Les restrictiong’ des isomorphismes
a(a) deX ades bagliensAf tels que)_; . n(AY) = cfournissent un arbo-
rage de colt d’une sous-relatiomR® de R,. Sic > 1, imposonsA] = X.
Ces relationsR® sont alors ergodiques élementa; agit ergodiqguement),
elles sont donc deux a deux non orbitaleméptivalentes (invariance 11.2).
]

Théeoréeme IV.4. Une sous-relation d’'une relation arborable est elle-méme
arborable.

Cetheoreme, analogue awhréme du sous-groupe de Nielsen-Schreier,
“tout sous-groupe d’'un groupe libre est libre” permettra de montrer la non-
arborabilie des actions de certains groupes (voir par exemple VI.14, VI.18
et VI.22). On se placera dans le cas des relations (SP1), mais notons que Si
la mesureu n'est plus supp@=e invariante mais seulement quasi-invariante
(le satué des bagliens de mesure nulle est de mesure nulle) la méme preuve
donne encore le mén@moneé IV.4.

IV-B Produits amalgaris

SoitR une relation (SP1) sur le balren standardX, ). Consicrons deux
sous-relationsR; et R, qui engendrentr, c’est-a-dire qUER = Ry V R
est la plus petite relation &guivalence contenarR; et R, (comme parties
de X x X). SoitR3 une sous-relation communef, et R,. On veut donner
un sens a l'iée que toute la redondance dansééirdtion deR a partir de
R1 et R, est concenfre dansks.

Définition V.5 : suite r éduite. Une suite(xy, Xo, ..., X,) de points deX
est dite eduite si

e chaque(x;, ;1) appartient a I'un des facteur®; ou R,

e deux couples successifs_1, X;) et(x, Xi+1) appartiennent a des facteurs
distincts

e Sin > 2, aucun(x, Xj;1) N'appartient aR3

e Sin=2alorsx; # Xo.

Définition IV.6 : produitamalgam &. On dit queR est le produitamalga
de R, et R, au-dessus deR; et on note

R = Ry %z, Ro
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si pour toute suite &duite (Xq, X2, ..., Xn) (en dehors d’'un bdrlien de
mesure nulle), on &; # Xu.

Autrement dit :
pour presque toutj2uplet cyclique(X;)jecz,2pz, tel que

Xoi_1 % Xoi %2 Xoit1, Vi € Z/2pZ, il existe j € Z/2pZ tel quex; % Xj41-

Remarque V.7l est facile de voir, par&currence eréduisant la longueur
du cycle, qu’on peut méme trouver un fe¥ 2p.

Cette notion de relation qui s&€dompose comme le produit amalgam
de sous-relations eévidemment a rapprocher de celles de “groupe qui est
produit amalgara de sous-groupes”. Linéoreme de forme normalgui
carackérise ces groupes (voir, par exemple, [LS77, th. IV.2.6]) est ici @&opt
comme @finition.

Exemple IV.8Si« est une action libre du produit amalgair, r, I'p, alors
la relationR,, est naturellement le produit amalgames relationsR,r, et
Rqr, au-dessus AR, ;.

Définition IV.9 : produit libre. Dans le cas particulier oiR est le produit
amalgang de R, et R, au-dessus de la relation triviale (pour presque
tout x, R3[X] = {x}), on dit alors queR est le produit libre der; et R,,
et on le note

R = Rl * :(Rz

Autrement dit :
. R1 Ro
tout 2p-uplet cyclique(X;)jez,2pz, avecp > 0, tel qUEXyi_1 ~ Xoi ~ Xoit1,
Vi € Z/2pZ, n'est pas&duit : Il existe deux points co@sutifségaux.
Onditque deux relation® ; etR, sonten produit libreouindependantes
si la relationR qu’elles engendrent est le produit libfe = R, * Ro. |l
n'y a aucune redondance entre elles.

Exemple IV.10Si ® est un arborage si¥, alors toute partitiod® = &;v o,
décomposer ¢ en produit libreRe, * Re,.

Exemple IV.11Supposons qu& 3 est une relation finie et sdid un domaine
fondamental. Les propositions suivantes gemiivalentes :

— larelationR = R1+*x, R est produit amalgagdeR; et R, au-dessus
deﬁg

— la relation induiteR p est produit libre des relations induite®; p et
Rop

— R est le produit libre der; avec la relationr), triviale en dehors d®
et donreée parRyp surD.
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Exemple IV.12S. Adams et R. Spatzier ont moatgque les actions libres
a (SP1) ergodiques des groupes (infinis) ayant la petgp(ir) de Kazhdan
ne sont pas arborables [AS90, th. 1.8]. On peut ajouterRiuBe peut pas
se cecomposer comme produit libre de deux sous-relations ergodiques.

En effet, une dcomposition deRr, en produit libre fournit (avec la
terminologie de [AS90]) un cocycle a valeurs dans le grolipe: I',,
produit libre de deux copies dé. Le theoreme 1.1 de [AS90] dit alors
préeci€ment que le cocycle est cohomologue a un cocycle a valeurs dans
I'un des grouped’;. Cela suffit pour conclure.

Remarque IV.14tant donis deux groupes, il existe un groupe abstrait qui
en est le produit libre ; maistant donges deux relation®, et Ry, il n’est

pas raisonnable de chercher &fidir unerelation qui seraiteur produit
libre. En effet, il existe au moins deux actions (SP1) non orbitalement
équivalentes du groupe libfe, (voir par exemple [Ver89, p. 89, ex. 3)).
Chacune d’elles est produit libre de deZiactions, lesquelles sont toutes
orbitalemengquivalentes entre elles par l&tréme de [Dye59].

Théoréme IV.15. Soit (X, u) et R = R *r, K2 une relation (SP1),
produit amalgargé de deux relations?; et R, qui sont de codts finis au
dessus de la relatiohyperfinie R alors :

C(R) = C(R1) + C(R2) — C(Ry).

La preuve sera doie en IV.36. Bien entendu, le codt de la relation
hyperfinieR3 vaut 1 si et seulement si ses orbites sont infinies. Sinon, il est
donre par la proposition 111.3. Il serait iBtessant dtendre ce thoréme au
cas des relations de co(t infini. C&tréme admet unéciproque partielle,
prouvee en 1V.38 :

Théoreme IV.16. SoientR; et R, deux relations (SP1) de codts finis sur
(X, w), soitR la relation qu’elles engendrent et saR3 une sous-relation
finie de R4 et deR,.

SIiC(R) = C(R1) + C(R2) — C(R3), alors R = R1 *z; Ra.

Remarques IV.10n trouvera en V1.8 des exemples montrant que ces deux
théorémes tombent ergthut sans les hypothéses &ty. Si on appellan(I')

le nombre minimal de grérateurs du groupg, le theoréeme de Grushko
assure, pour les produits librea(I'; * I';) = n(I'y) + n(I",). Le theoréme
IV.15, avecRs triviale en fournit un analogue mesurable pour les relations.
Specialisons les thoremes V.15 et IV.16 au cas des produits libres :

Cas particulier IV.18. SoientRr; et R, deux relations (SP1) de codts finis
sur (X, n) et soitR la relation gu’elles engendrent. On &kjuivalence des
deux conditions suivantes :
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— R =R1* Ry (i.e. Ry et R, sont independantes)
— C(R) = C(R1) + C(R2)

On peut envisager la qua®@iC(R1) + C(R2) — C(R) comme une
“mesure de la @pendance” entre les deux relatiaRs et R.

IV-C HNN-extensions

Si on a pa® de produit amalga@ il est naturel d’envisager ensuite la
notion de HNN-extension. Les doees sont alors une relation (SPR)
sur (X, ), une sous-relatiod?, un isomorphisme g@servant la mesure
f : A — B entre deux barliens deX et une sous-relatiorR; de R1,
triviale en dehors d@ (i.e. R3[X] = {x}, pourx € X\ B). Consicrons la
relation, qu’'on va noterf ~1(R3), triviale en dehors dé\ et cfinie surA
par(x, y) € f~1(Ry) si et seulement sif(x), f(y)) € R3. On suppose que
f ~1(R3) est aussi une sous-relation &g et queR est engendre parR

et f,i.e. R estla plus petite relation contenaRy et le graphe dd .

. féi N L g
La notationxy; —> Xgi11, OUg; = £1, signifie
Xoi € Aet f(Xa) = Xaiq1, Siei = +1,
Xoi € Bet fﬁl(XZi) = Xpi41, Sigj = —1L.

Définition IV.19 : suite r éduite. Consicerons une suit€xy, Xo, X3, X4.. . .,
Xon—1, X2n) (N > 1) qui \erifie

R1 fe1 R1 féi-1 R1 féi R1
Xp ~Xp ——> Xg~ ... —> Xgi—1 ~ Xoj —> Xgjp1 ™~ ...
fén-1 R1

Xon—2 —> Xon—1 ™~ Xon

Une telle suite est diteeduite si
e N > 2 et il n'existe pas de sous-suite

f R1 f-1 R3 .
Xoi—2 —> Xoi—1 ™~ X2i —> X2i4+1, AVECXpi—1 ~ X, NI

f-1 R1 f f~1(R3)
Xoi—2 —> Xoi—1 ™~ X2i —> Xgit1, aVeCXpi—1 ~ Xy
e OU bienn = letx; # X».

Définition 1V.20 : HNN-extension. On dit queR est I'extension HNN de
R4 au-dessus d&Rs via f et on note

:(R = ﬁl *f_ms

si pour toute suite &duite (X, X2, ..., Xon) (en dehors d’'un bddien de
mesure nulle), on &; # X,.
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Exemple IV.21. Si le groupe @nombrablel’ est HNN-extension dE;

au-dessus dEz via les morphismes injectifs; ¢ I'; etT's LN 'y, alorsT
se pésente par grérateurs et relations comnie=< I'y, t | t™19t = h(y),
y € I'3 >. LarelationR,, définie par une action libre g@servant la mesure
« deT" se cecompose naturellement comme I'extension HNMRgde, au-
dessus der,r, via I'isomorphismef défini sur toutX par I'action det.

Exemple 1V.22. Si ® est un arborage suiX, alors toute partitiond =
(¢1) vV ®@», qui isole un @rérateur, dkcomposeRr ¢ en extension HNN de
R, au-dessus de la relation triviale vig .

Onretrouve, comme cas particulier, la notiorpdeudogroupe mesurable
engendé par un systeme fini qui est une HNN-extensidroduite par
E. Ghys dans [Ghy95] (voir [Pau98] pour une formulation exactement dans
notre contexte). Ces articles contiennent wgotléme, analogue algtbreme
de Stallings sur les groupes ayant une infiié bouts ([Sta71]), quiillustre
notre propos :

Théoreme V.23 [Ghy95]. Si ® est un graphage (SP1) ergodique sir
alors le graphe assoeia presque chaque orbite posséde 1, 2 ou une @finit
de bouts. Sid donne a presque chaque orbite la structure d’'un graphe
avec deux bouts (resp. une inf@)it alors la relationR ¢ est stablement
orbitalementéquivalente a une HNN-extension (au-dessuskdédriviale)

8 = Rixt = R1* R(p), oudom(f) N but(f) = ¥ et chaqueRrs-orbite
rencontredom( f) U but( f) en exactement deux points (resp. au moins trois
points).

On obtient alors le corollaire suivangégeralisant le@sultat de S. Adams
[Ada90] qui affirme la méme chose pour les arborages.

Corollaire IV.24. Si un graphage (SP1) ergodiquk donne a presque
chaque orbite la structure d’un graphe avec

(1) deux bouts, alorsR¢ est hyperfinie.
(2) au moins trois bouts, alor€(R¢) > 1 etRge N'est pas hyperfinie.

Preuve du corollaire 1V.24Consicerons, d’apres V.23, la relation (SP1)
8 = R1* Rty sur(Y,v) alaquelleRr, est SOE. Dans la premiere situa-
tion, R, posséde un domaine fondamental de mes(em( f)), donc un
graphaged; de colt= 1 — v(dom(f)) et &, v (f) est un graphage dg,
de co(t 1. La proposition 111.3.(2) montre queest hyperfinie ; donR o
aussi.

Dans la deuxiéme situation, posofis= v(dom(f)) ; il existe un
borélien A de mesure< 2/3- § qui rencontre touter ;-orbite, donc (propo-
sition 11.3) C(R1) > 1 — 2/3-6. Par ailleurs(f) étant un arborage
(dom( f) N but( f) = @), on a (tteoréme V.15 (8) = C(R1) + C((f)) >
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1-2/3-8448 > 1. Parlinvariance I1.11¢(Re) > 1 et par la proposition
1.3, Re N'est pas hyperfinie. O

Les notions pour les groupes, de produit amalgatrde HNN-extension
(introduite respectivement par O. Schreier en 1926 et par G. Higman,
B. H. Neumann et H. Neumann en 1949), sont paralleles mais distinctes et
sont unifees par le concept dgructure bipolairedéfini par J. Stallings en
1971 [Sta71] (on peut aussi consulter par exemple [LS77, IV.6]). Dans notre
contexte, il est probablement aussi possible d’en produire&fir@tibn ana-
logue en terme de structure bipolaire, cependant, ce n’est pas indispensable
puisqu’on va voir que produits amalgémet extensions HNN sont tout a
fait ambivalents modulo SOE :

SiR = Rixz,R2, consicrons deux copie¥; et X, deX etl*identite”

f : X1 — X,. Appelons4 la relation sur la @union disjointeX; [ [ X2
déefinie parfRy sur X, et R, sur X, et 83 la relationégale aRs sur X; et
triviale surX,. La relation® engendée pars et f est I'extension HNN de
4 au-dessus dé; via f. Elle induit R sur X;.

Inversement, SiR = R1*¢ gz, consicerons deux copieX; et X, de X,

I“identité” h : X; — X, et I'isomorphisme partielf : A, ¢ X; —
B, C X5 tel queﬁfl o f coincide aved via l'identification deX; avecX.
Appelons

e R larelation surX = X; [ | X, engendée parR; sur X; eth

e R, larelation surX engendee parRs sur X, et T

e R la relation engende parRs sur X, et f ~1(R3) sur X; (le graphe
de f n’est pas contenu dam®s) et enfin

e R larelation engende par tout celaR et f. Alors R = Ry *z, Rz
et elle induitR sur X;.

Corollaire IV.25. SiR estune HNN extension ¢, de co(t fini, au-dessus
de R3 hyperfinie, viaf : A — B alors

C(R) = C(R1) + (A — C(Ra).

Ce corollaire admegévidemment saéciproque partielle qui seéduit
immédiatement de son analoguegtiheme 1V.16) pour les produits amal-
ganes. On n’en dtaillera pas la preuve.

Corollaire IV.26. Soit&R; une relation (SP1) de codt fini sy, w), soit
f : A — B et soit{R3 une sous-relatiorfinie de R4, triviale en dehors
de B, telle que f ~1(R3) soit aussi une sous-relation de;. AppelonsR

la relation engendee parR; et f. SIC(R) = C(R1) + u(A) — C(R3),

alors R est I'extension HNN d&®; au-dessus d&s via f.

Preuve du corollaire 1V.250n se raméne a un produit amalgamar la
construction ci-dessus. La relatigRz, obtenue commeéunion de deux
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relations hyperfinies de supports disjoints est elle-méme hyperfinie. De
plus, chacune des relatios® peut étre vue comme produit libre de deux
sous-relations. Alors en appelanta mesure suX normalis’aewz’% X

2-C,(R1) = Cu(R1) + C,(h) = C,(R1) + 1 estfini

2-C,(R2) = Cu(R3) + C(T) = CL(R3) + n(A) estfini

2 C,(R3) = CL(R3) + Cu(fH(R3)) =2 CL(R3).
Le theoréme V.15 entraine alors

2:Cy(R) = CL(R1) + n(X) + n(A) — Cu(Ra),
et la proposition d’'induction 1.6 montre que

Cu(R) —1=2-(C,(R) — 1) = Cu(RD) — 14 u(A) — Cu(Ra).

]

IV-D Preuves

IV.27. Notation pour toutes les preuves qui viennent : soib un graphage
de larelation R sur X et soit® un graphage d’'une sous-relation§ de R.

Pour chaque& appartenant au domaine d’uérgrateum de ®, il existe
au moins und®-mot céfini enx qui envoiex surd(x). Quitte a partitionner
les domaines desgéerateurs d&, on peut supposer que chagueoincide
sur tout son domaine avec Wrrmot wy. On peut par exemple se donner
un ordre sur la familled* des @rérateurs deb et de leurs inverses et
prendre poutyy, le premier dans I'ordre lexicographique parmi{esnots
de longueur minimale qui coincident avc

Définition V.28 : morphismes simples. On appellemorphisme simple
entre un graphag& sur le boglien standard, v) et le graphageb sur le
borélien standard X, 1) la donree d'une application mesurable surjective
P:Y — Xetdune applicatiorP, : ¥ — ®*! qui verifie :

— Pest a fibre @hombrable

— siA C Y estunboelien sur lequeP estinjective, alors(A) = w(P(A)),

— pour toutyr; € W, 'application P est injective sur le domaingom(y;)
devy,

— siy € dom(y), alors P.(y) est ckfini enP(y) et P.(v)(P(y)) =
P (y)).

L'application P, peut sétendre en un morphisme ddsmots dans
les ®-mots, et sim = ﬁ' ---wfll est kfini eny € Y, alorsP,.(m) :=
P.(¢i)® - - - P(yi,)* est cefini enP(y) et \erifie P,.(m)(y) = P(m(y)).

Pour comparer les graphage® et ® comme dans V.27, on dispose
déeja de l'induction (partie 11). On va se donner une constructi@magale
(déploiement), qui permet de les relier par morphisme simple.

L'idée est la suivante : pour chagues X, on dispose d’une application
injectiveévidenteP entre les sommets di-graphe de Cayle®([x] dex et



68 D. Gaboriau

ceux ded[x]. Chaque aréte egtique€e par le @rérateur correspondant
et on cherchera @&tendreP en un morphisme de graphésiqueés, en
ajoutant des sommets sur les arétesa@ja] a I'aide deswy. Cela se fait
en augmentant I'espac¥ (par les sommets ajoes) et en dcomposant
chague® comme le moivg (voir figure 1). Geonetriquement, on peut se
représenter cette d@yation comme ceci :

-1- On suspend au sens usuel le graph&year le collage surX, pour
chaque @rérateurd : Ay — By, de “cylindres” Ay x [0, 1] en identi-
fiant par projection sur le premier facteu, x {0} avecA et Ay x {1}
avecBy via 6.

-2- Puis on ajoute des transversales aux cylindres de fagon &élesuper
en un nombre de morceawdgal a la longueur devs (On augmente
'espace).

-3- Onretient alors le graphag® sur I'espaceX réunion des transversales
et deX, dont cela est la suspension au sens usuel.

L'inconvenient de cette construction est que, mémast) = 1, l'es-
pace “augmer#” n'est peut-étre pas de mesure finie. Pour prouver le
theoréeme V.4, cela sera sans importance. En revanche, pour contrdler
le colt, on a di dans [Gab98] (et on gferera ici) modifier® pour le
rendre adap (cf. IV.35) et obtenir ainsi uX de mesure finie.

IV.29. Construction du déploiement d’un graphage vis a vis d’un autre.
Grace a IV.27, on se trouve dans la situation ou chadrérgteuro :
As — By de ®, coincide sur son domaine avecdemot done wy, =
(pi:((:; ... Y@, de longueut(d) € N, oty € @ etej = +1.

Pour chacun d’eux, congdons I'espaceéys x {0, 1, 2,...,1(0)}, muni
de la mesurge produit de la mesurg s par la mesure de comptage sur
{0,1,2,...,1(0)}, etles @rerateurs pouj = 1,2,...,1(6) :

0 A x {j =1} = A x {j}
X =D (X))

L'espaceX est alors obtenu en prenant &union disjointe deX et des
Ay x {0,1,2,...,1(0)}, pour tous le® € @O, puis en identifiant via les
isomorphismes @servant la mesuie (figure 1) :

Ay x {0} avecAy C Xvia(x,0) — X, et
Ay x {l1(6)} avecB, C X via (x,1(6)) — 0(X).

Appelonsf la mesure induite suk. Les#; deviennent des isomor-
phismes partiellementédinis, sur des béliens de mesure finie di,
préservant. Appelons® le graphage suKX constite desd;. L'espace
X est donc en fait lagunion disjointe d’une famille&hombrable de copies
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de bokéliens deX, sesniveaux: Xy = X et tous lesAy x {j} pourt € © et
i # 0, [(6). Définissons unéonction niveauN : X — {0,1,2, ...}, nulle
sur Xg et telle que les niveaux soient les ensembles de la fghine cte}.

Définition 1V.30. (X, 7, ®) est apped déploiement de (X, i, ®) par
rapport a® (voir figure 1).

Remarque 1V.3IMéme siu(X) = 1, rien n'assure qug(X) soit finie.
SoitP : X — X l'application cEfinie par

— P(x) = X, pourx € Xo = X,
= POO = ¢ - pigpig (), pourx = (v, j) € Ay x {j}, 0li0 € ©, avec
Wy = P - PiePie €8] =0,1,...,1(6),

et soitP, I'application de® dans®*! qui au nouveau grérateurd; fait
correspondre la Iettreij! .

Lemme IV.32.

— Lesapplication®, P, définissent un morphisme simple entre les graphages
(X, I, ©) et (X, pu, ).
— Larelation induite deRg sur {N = 0} estégale viaP a la relation Re.

Preuve du lemme 1V.32.e premier item est facile aérifier. Il est clair
que pour toux € Ay C Xo, on a l'egali& 6y, . .. 0201(X) = 8(X) € Xo.
Ainsi, un®-mot dex ay coincide sur son domaine avecdemot obtenu en
remplagant chaque®t par (6, . . . 6201)*1. Inversement, u®-mot reduit
dex € {N =0}ay e {N = 0}, se dccompose en un certain nombre de
blocs (0, . . . 6201)*! (car chaquez ¢ {N = 0} appartient & exactement
un domaine et un but pow), et donc coincide sur son domaine avec un
®-mot. m|

IV.33. Preuve du teoreme IV.40n va montrer que sb est un arborage
alors R est arborable. On dispose du graphage (qui n’est a priori pas un
arborage)® sur X, qui induit sur X la méme relations que ®. On va
utiliser le fait qued est un arborage pour arranget, ®) et se ramener a
un(X", ®%) o0 ®" est un arborage induisant encgrsur X. La proposition
d’'induction permettra alors de conclure.

SoitI1? de X dansX I'application qui ax e X fait correspondre le point
13(x) € X, qui appartient & I®-fibre dex et & laRg classe de, et qui est
de niveau minimal pour ces proptis. 12 est injective (comm®) sur les
niveaux (en particulier suky, = {N = 0} et sur les domaines dés= ©) et
en restriction aux niveaux, ellegserve la mesure ; appeloﬁg son image.
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Fig. 1

Chaqued € © fournit un isomorphisme suxX” partiellement éfini 9°
(M3(dom(®) — 112(but(@) ), donré pard”(x) = 1127+ (M3, =) *(x).

Soit®" = (8");.5 le graphage quiils constituent sl etP? : X — X
l'application qui \érifie P = P2 o T12. Soit P2 : 0" - o*! définie par
P2(6") = P(6). Les applicatiorP? et P2 définissent un morphisme simple
de(Ya, e, @a) sur_(X, wu, ®). De plus, les relation_ﬁe@a e_t{R@ induisent
la méme relation suX" d’une part et sufN = 0} C X* c X d'autre part.

On peut remarquer que 8 engendre la méme relation qde alors X"
estégal aX = {N = 0} et chaque 'gnérateur?? est une restriction d’'un
gérerateur ded. Avec I'hypothése que est unarborage, on va restreindre
les domaines des&’agérateurs@a pour faire de®”un arborage sans modifier
la relation.

Siw? est un®° -mot qui fixe un ensembe (i.e. WA(X) = x, VX € V) de
mesure> 0, alorsP2(w?) fixe 'ensembleP?(V), de méme mesure. Puisque
que ® est un arborage, on ereéduit queP?(w®) est un®-mot non eduit
et donc qu'il existe dan®?® deux lettres corécutives dont les images par
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P, sont inverses 'une de I'autre ; acrit w? = wa(05)%2(6;) 1w avec
P3((82)7) = P3(®").

L'intersectionU des domaines de@i‘)s1 et (52)82 contient 'ensemble
(5?)*8%1(\/), de mesure- 0. Pour toutx € U, on a:

P3((B)2(%) = P3((05)°?)(P(x)) = PA((@)%) (PA(x)) = P3((@D (%)),

et donc les point&{@i)gl(x) et (52)82(x) sont dans la méme -orbite et
dans la mémé™3-fibre. Ces deux points dX® ¢ X sont donc dans la
méme®-orbite et dans la mémR-fibre : ils sont confondus paréfinition

de X". Pour simplifier les notations, on peut supposer, quitte a remplacer
des @rerateurs par leur inverse, qi envoie ®° dans (au lieu de
il?:l). DaDas ce casgi.e; = _laet VX e_lg c dom@;) N dom(@,), on a
0,(X) = 6,(x) : on dit qued, double@z_asur D. On supgr;me tous les
doubles. Nurérotons les grérateurs ded . Le graphaged_ obtenu en
remplacant chaqu@a par sa restriction a la partie de son domaine ou il ne
double aucun grérateur de nu@rok < i, a les mémes orbites q@a.

Par restrictionP et P, fournissent un morphisme simple dia, @:) sur

(X, ®). Largument ci-dessus montre que si@ﬁ-mot fixe un ensemble de
mesure> 0, il est recessairement noBduit (il contient un double trivial) :

le graphage@z est donc un arborage. Il induiRe sur {N = 0}. Cette
relation est donc arborable par la proposition d’induction 11.6 (dont la partie
sur les arborages s’applique aussi si le gros espace n'est-fijog. Cela
termine la preuve du &oreme IV.4. ]

IV.34. On va maintenant se placer dans la situation @et® engendrent

la méme relation, i.eR = §. Comme on I'a remardg, il est possible que

le X produit par le ceploiement soit de mesure infinie. On va commencer
par remedier a cela.

Proposition IV.35. SoitR une relation de co(t fini. So® = (¢4, o, ...,
¢n, ... ) un graphage de codt fini d®. Quel que soit > 0, il existe un
graphage® de R dont le colt approche(R) & moins des et dont un
déploiement(X, iz, ®) par rapport a® n’a qu'un nombre fini de niveaux
(il est donc de mesure finie). De plix, y € X, (XRgY) Si et seulement
si (P(X)RP(y)), et les orbites pourd, ® et ® sont unifornément quasi-
isometriques (voir ci-dessous).

Comme dans [Gab98], on appelfeun graphagedapté.

Preuve de la proposition 1V.350it A un graphage d&, vérifiant :C(A) <
C(R) + g. L'ensembleU,, des points ol € A coincide avec ud-motm
donre est mesurable et quitte a remplatgar la famille de ses restrictions
a desVy, C Uy, disjoints, chaque. coincide sur son domaine tout entier
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avecun ®-mot, sans modification du codt. Fixomsun indice tel que
i Claih) < 5.

Maintenant, en nu@rotant la famille @nombrable dea-mots et pour
chaquep € ®,aveci =1,2,...,r, les bokliensW, ou¢; ne coincide pas
avec un des premiersA-mots \érifient :

lim w(W) =0.
n—o0

Il existe donc umg pour quueIM(Wri,o) < 37- Appelons®, la famille

finie desA-gérérateurs utiles pouacrire leng premiersA-mots et appelons
© 1= Oo V (@i Ji=1.2...r V (@iisr-
Ona:
CO®) = C(Og) +C((gyw )i<r) +CU(¢)isr) < C(R) +¢.
—— 0 —_—

———
<C(R)+3 <t <3

Le graphaged veérifie les prop@tes suivantes ® a les mémes orbites
que®, lesd € ©¢ (en nombre fini), coincident chacun sur son domaine tout
entier aveaun ®-mot wy (de longueur maj@e par, disond, ;) et chaque
0 € O\ O coincide sur son domaine tout entier avgcgénérateur gy
de®. On en conclut que legploiement(X, 1z, ®) construit avec ces choix
de wy possede un nombre de niveaux majparL ; fois le cardinal dedy.

De plus, le domaine de chaque= ® se ceccompose en un nombre finide
pieces sur lesquelles il coincide avat®-mot, de longueur majée par un
certainL, (le maximum des longueurs dag premiers mots de). Ainsi,
les orbites deb et ® sont alors uniforrament quasi-isogtriques, pour les
métriqguesdy etdg. Preciement, il existe desonstantes de quasi-is@tnie
(C, D) telles que pour (presque) toxit, X, € X :

(1/C).dp (X1, X2) — D < dg (X1, X2) < C.do (X1, X2) + D..

Soient maintenark,y € X. Si w est un®-mot deX a7y, son image
P.(w) est un®-mot deP(X) a P(y). Supposons a l'inverse qu’on ait un
®-mot w de P(X) a P(y) (soitl4(w) sa longueur), on a alors uR-mot
m et un ®-mot m de P(X) a P(y), de longueurs iréfrieures &, - lo(w)
etL;- L, -le(w) respectivement (voir figure 2). Par construction, il existe
Vx (resp.y,) un ®-mot deX (resp.y) a Xo, de longueurs< Li. On en
deduit pareillement I'existence dé-mots puis deB-mots iy et My (de
longueurs< Lj - Ly - L3) deP(x) ay,(X) (resp.P(y) ay (V). Le ®-mot
7;1-my-m-m;l-7x, de IongueUIS Li-Lolgp(w)+2-(L1-Lo-Ly)+2-L4q,
reliex ay. On a donc moné :

do (P(X), P(y)) = dg(X, y) < L1-L2-de(P(X), P(y))+2-L1-(L2-L1+1D).

O
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IV.36. Preuve du theoréme 1V.15.

Preuve.On suppose qQUR = Rj xz, R2, avecRz hyperfinie. Soitd;
un arborage deRrs ; il vérifie C(®3) = C(R3) (proposition 111.3). Le
lemme IIl.5 assure que quelque seit- 0, on peut comydter ®3 en un
graphageb, Vv ®zdeR (resp.®,Vv &3 deR,) de colt inérieur a8 (R1) +¢
(resp.C(R>) + ¢). Le graphaged, v ®, v ®3 engendreR pour un colt
< C(RD) +C(Ry) +2-¢— C(P3), etdonc

C(R1*ps R2) < C(R1) + C(R2) — C(R3).

L'in égali€ inverse demande plus d’effort. Les relati@tant suppd=es
de codts finis, soitb = ®; v ®, un graphage de codlt fini d& ou &,
(resp. ®,) est un graphage d&; (resp.Ry). Poure > 0, soit ® un
graphage der, de codt inérieur aC(R) + ¢ adapé a ®, donre par la
proposition IV.35.

On reprend alors les notations de la partie 1V.29 sur lépldiements.

Les fibres dé sont de cardinal uniforément majok et (X) < co. Les
pointsx € X des niveaux 1 appartiennentchacun a exactement deux bases
(domaine ou but) pour le graphage; on en duit quefy (ve — 2)du =
[x(vg — 2)dz et doncC,(©) = Cx(®) — x(X) + (X), ollve(X) est la
valence dex dans sor®-graphe de Cayley.

Quialifions derouge (resp.vert) tout ce qui concerna; (resp. ®,).

Le graphaged se cecompose naturellement en deux familles disjointes de
gérérateurs ©® = ©1 v @5, selon la couleur (rouge ou verte) Bgd). La
relation engendre par®; (resp.0,) induit sur{N = 0} une sous-relation

de R, (resp.{R,) via P, a priori plus petite. Appelon®; la relation (SP)
P~1(R3) surX définie par :

XR3y & P(O)R3P(Y)
et de méme posons
R1=PH(R1), R2=P (R, R=P R).

La relationR est encore un produit amalgamr = R *5, R (immédiat)
et R3 est hyperfinie commeR; (les fibres dé® sont finies).
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On va ajouter des@gerateurss = X, v %, de sorte que

e OV X; engendreRr,, donc induiser; sur{N = 0},
e ©,V X, engendrer,, donc induiseR, sur{N = 0},

(doncCx(®; v X)) > C,(Ri) — u(X) + m(X) (proposition 11.6)),
o Cpu(X) < Cu(R3) + m(X) — u(X).

On en cduira que :

Cr(©) — w(X) = Cx(®) — m(X)
= Cz(01) + Cx(T1) + C(®) + Cx(X2)
>Cp (R1)—u(X)+u(X) >Cu(R2)—p(X)+1(X)
— Cx(3) — r(X)
> CL(R1) + Cu(R2) — Cu(R3) — 1(X)

et donc avec destendant vers 0, que

Cu(R) = Cu(R1) + Cu(R2) — Cu(Ra).

IV.37. Construction de T = T; Vv X».

RemarqueDans le cas particulier du produit libre, ou la relatigy est
triviale, R est la relation “avoir méme image pBf. Ce qu’on va faire
alors, revient a cons@ter successivement les points de la mé&hféores

qui sont reles par un chemin rouge. S’il n'existe pas de chemin vert entre
eux, on en ajoute un. Puis on recommencé@rangeant rouge et vert. Puis
on recommence...

Soitﬁg une suite croissante de relatiditsies qui exhausterz. On va
construirex; et ¥, comme &union croissante dﬁz etfg, par ecurrence.
Partons d&; = ¢ ety = .

Supposong:; et T, construits et @rifiant les trois propétes £ () :

(1) g; v g; engendre une sous-relation &g,

(2) X, v X, estun arborage,

(3) six ety sontéquivalents pour la relation enger’adrparfz Y ig, alors
x ety sont & la fois(©; v T)-equivalents et®; v T,)-équivalents.

Observons quer (0) est vraie et que rouge et vert jouent des rolesétyim

ques.

Passons au ramg+ 1. Consi@rons les relations finies suivantes ur

—n+1 .
o8N = Ry N R@lvfg, l.e.

x8"y & xﬁgﬂy etil existe un(® v T")-mot rouge dec ay.
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- —n+1 .
o7 = ﬁg N Rélvf'{ N R@giB! l.e.
x8"y & xﬁgHy et il existe un(® v T")-mot rouge et un® v =')-mot
vertdex ay.

Les relations7" c 4" C ﬁg“ sont finies. Consigrons un domaine

fondamentalD" de la relations" et donnons-nous un arbora@s de la

relation induite des" sur D".

Posons, T =T, etTy T =T v L,
Ainsi, si x8"y alors x7 "1y, c’est-a-dire que sk et y sont deux

pointsﬁg-'equivalents et rougequivalents, alors adtapen + 1, on est

sar qu'ils sont aussi veieguivalents. On peutédinir X/, “concrétement”,

en céfinissant un grérateurs’, de la fagon suivante : prenons scitordre
induit de celui dg0, 1] (c’est un boelien standard). Chaqug"-classe a
un repésentant minimal, leur ensemble for@®. Chaques"-classe est
reunion d’'un nombre fini d& "-classes, donc contient un nombre fini de
repesentantsy, Xo, ..., Xp. SiX; est un repesentant, non maximal parmi
les repesentants qu’on trouve dans&aclasse, alors le nouveaarmgrateur

0, ENVOIeX; Sur son successeur.

Veérifions les progtes £ (n + 1).

PM+D(1): 3, v S5 engendre visiblement une sous-relatiorRlg .

PN+ 1)(3) : soit7 € f?“ v fg“ etx € dom().

— Sio € E'z, alorsx4$"a (x) doncx eta (x) sont rougeequivalents au rang,
donc aussh + 1. lls sont maintenant vegguivalents pas.

— Siz € T, v, alorsx etz (x) sont rougedquivalents et veréquivalents
pour (® v =7 v x5) donc aussi au rang suivamtt 1.

P(N+1)(2) : par (n)(1) et (n)(3), la relation engende pars; v T, est
une sous-relation d&", on peut donc en trouver un domaine fondamental
qui contientD". Alors, puisquef/2 est un arborage sub", la propréete

P (n)(2) entraine? (n + 1)(2).

Ce qu’on vient de écrire est en fait le passage du rangu rangn + 1
lorsquen est pair. Sh est impair, on fait la méme chose echangeant les
réles du rouge et du vert.

On pose enfirsy = Voo / T etT, = Vine / T, Ces deux
graphageséunion croissante sont des arborages (un cycle dans une or-
bite apparaitrait & unetape finie). lls @rifient en faity (c0)(1)(2)(3). En
appelanfzy la mesurew normalige, la proposition 111.3 entraine :

— 0 — (i) (iii) —
Crr(R3)=Ur(R3) >z (R5) = C iy (X)
@) wvoir 111.3.(2) o
(i) puisqueRs est une sous-relation des
(i) par 111.3.3
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et donc par la proposition d’induction I1.6 :
Cr(T) < Cu(Ra) + m(X) — u(X).

__lIinereste qu'as'assurer que larelation engeadipar®, Vv X, engendre
R (et l'affirmation syngtrique pour le vert).

Soientx, y € X tels queP(y) % p(x) ; il existe au moins u®-mot dex
ay (proposition IV.35, “De plus,...”). Consgfonsm = myp1 - Myp - - - Mg
m, - my un (© v X)-mot dex avy, tel que
e My 11 SOit UN(O; v Tq)-mot (eventuellementn; = 1 oumyp g = 1),

e My SOit UN(®, v T,)-mot, o

e p soit minimal pour ces progates (p est le nombre minimum dé&xv X)-

mots verts qui interviennent dans ua ¢ X)-mot dex ay).

o Posonsx; = my(X), -+, Xjy1 = Mja(Xj), - - Xop = Mzp(Xzp-_1).
na:

R R R R R R R R
P(X) ~ P(x1) ~ P(X2) ~ - - ~ P(Xgi) ~ P(Xai41) ~ - - - ~ P(Xp) ~ P(y).

En effet, en @composaniny 1 (resp.my) en®;- ou Z;-lettres (resp.
®,- ou X,-lettres), on trouve par projection pRret P, une suite de points
entrexy et X1 (resp. entrexyi_1 et X)) qui sontR1- ou Rz-équivalents
(resp.R2- ou R3-équivalents).

Supposong > 0. Par I'hypothésé@(y) & P(x) et par la propéte des
produits amalgags, la suitgP(xy), P(X2), - - - , P(X2p)) N'est pas eduite :
il existej € Z/2pZ (et par laremarque V.7, on peut supposer flye 2p)

tel queP(x;) % P(Xj+1). Alors, il existe um tel que

75
e Xj ~ Xjt1
e X; etx;.1 sont dans la méme orbite pour (@ v =, v T,)-mot unicolore
(de la couleur du motn;.;) (les =-lettres utiles pour &finir m;; sont
construites a unétape finie).

Alors, au moins a partir du rang+ 2 de la Bcurrencey; etx;;s1 sonta
la fois rouge- et veréquivalents. Il existe donc ui® v X)-mot de chacune
des deux couleurs dg ax;1. Cela contredit la minimakt dep, on a donc
p = 0. On procéde sysatriquement pour le vert. Cela termine la preuve du
théoréme IV.15 des produits amalges O

IV.38. Preuve du theoreme IV.16.

Commencons pagtablir la contrapoge dans le cas particulier o3 est
triviale : supposons qu& est engend¥e par deux sous-relationg; et R,
qui ne sont pas en produit libre. Montrons gGéR) < C(R1) + C(R>).

(1) Donnons-nous un graphage auxiliabg de R (resp.d, de R»).
On trouve :
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e un(®,Vvd,)-motmauise @compose sous laforme= my, - - - my-my,
ou lesmyi ;1 sont desb;-mots et lesny; desd,-mots et

e un boglien A de mesure- 0 contenu dans le domaine detels que les
itérés successifg; - - - my - my(A) sont deux a deux disjointg & |o) et
m(A) = A

En effet, il existe des suites cycliquesduites non triviale$x;) ez, 2pz,

avecp > 0, telles quexj # Xj;1 €tXg_1 X Xoi X Xoiv1, Vi € Z/2pZ.

Appelons longueur colée le nombre @ assodk a une telle suite. Pour
X € X, soit L(x) € N le minimum des longueurs cokes des suites
cycliques eduites non triviales contenart(L (X) = oo si X n"appartient
a aucune telle suite). Sdif le premier entiet (I'hypothése entraine que
2 < lg < o0 etlg pair) tel que le baglien{L = I} soit de mesure- 0. Quitte
a se donner un bon ordre sur Igg; v ®,)-mots, on trouve pour chaque
x € {L = lo} un premier mot de longueur co&®ly, qui realise un tel cycle
a partir dex. Par denombrabilié de 'ensemble des mots et minimalde
lo, on trouvem et A ¢ dom(m) de mesure> 0O tel que pour touk € A,
les iterés successifis; - m, - my(X) sont deux a deux distincts et(x) = X.
Le lemme 1.12 donne alorA.

(2) Appelonsy; la restriction dem; am;j_1---my - my(A), pour j =
1 ---,lo. Soit W, (resp.W,) l'arborage constite desy; d’ordre impair
(resp. d’ordre pair). lls engendrent une sous-relationRdgresp. Ry), a
orbites finies ef.(dom(vrj)) = n(A).

(3) Compktons ¥; en un graphagel; de R; de colt inkrieur a
C(R1) + n etW, en un graphag®, de R, de colt inerieur aC(R>) + 1,
avecn < 1/2- u(A) (lemme 1I1.5). Dans le graphagé, v ¥, de R, on
peut supprimer le&rérateuryr; sans modifier les orbites. Donc :

C(R) < C(¥1V Wp) — u(A)
< C(R1) +C(R2) + 21— (A < C(R1) + C(R2).

Consicerons maintenant le caggéral, avecR; finie.

Soit D un domaine fondamental pofRs. La relation? n’est pas le produit
amalgang R1 xz, R Si et seulement si les relations induit®sp et Ry p

ne sont pas en produit libre (exemple 1V.11). Appliquons ce gécéade
pour les relations induites. Alors la proposition d’'induction I1.6 (en utilisant
C.(R3) = 1— (D)) permet de montrer qu@(R) < C(R1) + C(R2) —
C(R3).

IV.39. Preuve du theoréme IV.1.

Soit ® un arborage. Sous I'hypothése swggpkntaire que le cardinal de
est fini, c’est peciment Ienon& du tfeoréme principal de [Gab98], et la
partie laisgée en suspens (graphage aéaptent d'étre étaillee (proposi-
tion 1V.35). Plus @réralement, c’est un corollaire duébréme 1V.15. En
effet :
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(1) Si® = (¢1) n'a qu'un seul grérateur qui constitue un arborage
est hyperfinie et la proposition 111.2.(3) montre g@éR ) = C(D).
(2) Si ® posséden gérérateurs, une partitio® = (¢1) V (g2, -+, @n)
decompose la relatiomR ¢ en produit libre et le toreme 1V.15 assure que
C(Re) = C(Ry) + C(Ryy..on)- Une currence permet de conclure
dans ce cas.
(3) Si le cardinal ded est infini (par exemple®(®) = o), appelons
®q = (¢1.¢2,...,9q) l'arborage constite desq premiers @rérateurs.
Soit ¥ un autre graphage d®s, montrons queC(¥) > C(®P). Pour
q fixe, les ¢; € @y s'expriment a l'aide d’'une partie finie d&, a peu
de choses présil existe une sous-famille finidy, = (Y1, Y2, ..., ¥r,)
de ¥ et des mesurable®,, D, ..., Dy, de mesures< 1/29 tels que Tes
pointsx ety (x) soient¥, -équivalents, pour tolt= 1, ..., q et pour tout
x € dom(g;) \ Dj. Par ailleurs, les grérateurs deb,, sont des® p-mot
pour un certainp > g assez grand. Le graphage constite deV;,, des
restrictions dep a D; (pouri =1,...,q), et ded, \ &4 engendreRs,
donc :C(¥y,) + 0/29 + C(Pp \ @g) > C(A) = C(Re,) = C(Pp) =
C(P, \ Pg) + C(Pg), ou le paragraphe (2) ci-dessus donne la premiere
egalie.

On en @duitC(¥) > C(¥,) > C(®q) — g/2%, quanti& qui tend vers
C(®) lorsqueq tend vers l'infini.

V Petits colts et relations &composables

Une relation (SP1)R sur (X, u) est ditedecomposables’il existe deux
relations (SP1) a orbites infinie®; et R, sur (X, uy) et(X,, uy) respec-
tivement, telles quer soit stablement orbitalemeaguivalente a la relation
sur(Xy x Xp, 1 X (), NOBER; x R, definie par(Xy, X2) ~ (Y1, Y2) Si
et seulement st;R1Y1 etXoRoVYs.

Proposition V.1. Si R est ergodique et&composable, alor€(R) = 1.
On retrouve ainsi urésultat de S. Adams :

Théoreme V.2 [Ada88, th. 4.1].Une relation (SP1) ergodique arborable
déecomposabler est recessairement hyperfinie.

Preuve de la proposition V.Bupposons queR se cecompose. Soib =
(pi + A — Bi)ieN_surxl (resp. W :_(xp,- : Cj = Dj)jen sur Xz) un
graphage de relatiomR; (resp.R>) et fixonse > 0. Donnons-nou =
(ok : Ex = Fokek un graphage de colt 1 d’une sous-relatfara orbites
infinies deR; et une suite dcroissantegH;);jcn de bokliens deXy, qui
rencontrent chacun toutes les orbitessdet telle querEN ni(Hj) <e/2.
Le graphage®®; = (ok x id)kek V (id‘Hj X Yj)jen SUr Xy x X3, oU

— ok x id est c&fini surEx x X, et envoie(Xy, X2) sur(ok(Xy), Xp) et
— idjy; x ¢ est &fini surH; x C; et envoie(xy, X2) Sur (Xy, ¥ (x2)),
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engendre la relatio x R, pour un colt ingrieur a 1+ ¢/2. En ef-
fet si (X, X2)8 x Ro(y1, ¥2), alors il existe un¥-mot m de x, a ys.
Soit jo le maximum des indices des-lettres qui composent ce mot. |l
existe un poinu; € Hj, qui est=-equivalent ax; et le (idjn;, x ¥j)jen-
mot correspondant én est cfini en (ug, x). Il est alors imnédiat que

® ® ®
(X1, X2)~ (U1, X2)~(Ug, Y2)~ (Y1, Y2).

De maniére comparable, on se donne une s@teailssanteL )iy de
boreliens deX,, qui rencontrent chacun toutes les orbitesRig et telle
que) ;. u2(Li) < &/2. On obtient alors un graphage & x R, de codt
inférieur a 14 ¢, par I'adjonction & du graphagéy; x id,;)ien. On en
deduit en variant que C(R; x R,) = 1, et l'invariance 11.11 permet de
conclure que®(R) = 1. |

Preuve du teoreme V.2Par V.1, on &(R) = 1 etle corollaire IV.2 assure
gue l'arborabilié entraine alors I'hyperfinitude. O

Avec des i@es analogues, on montre le lemme suivant :

Lemme V.3. Soit R une relation (SP1) et un graphage der. Soit
¥ : A — B un isomorphisme partiel dX et 7 la relation sur A définie
par

T =@ R ¥)NRa

— (Y eAxA: xZyety() < Yy}

Supposons qug soit a orbites infinies. Alorsye > 0, la relation R e,y
engendee par® Vv {y} est aussi engende par le graphage® v {y.} de
colt< C(®) + ¢, ou ¥, est la restriction de/ a un boklien de mesure
< & qui rencontre presque toutes Igsorbites.

Preuve du lemme V.En effet, soitA. C A un boglien (quelconque) de
mesure< ¢ qui rencontre presque toutes l&sorbites (voir lemme 1.14).
Toutx € Aest7 -équivalent & ury € A, et, par @finition de7", les points

¥(X) ety (y) sontR-équivalents. Alors, on & 2 y i Y(y) 2 ¥(X), ce
qui montre qu’il existe de® v {y.}-mots qui remplaceny sur A\ A..
]

VI En th éorie des groupes

A tout groupe @nombrablel”, on associe un nombr&(I") et dans cette
partie, onétudie les propétes de cette application, en particulier, com-
portement par produit libre, extensions... L'invariantdstamiquedans la
mesure ou saéfinition est lee awactionsdu groupe. On introduit aussi la
notion d’arborabilié pour un groupe&hombrable. C’est un autre invariant
dynamique.
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Toutes les actions con&rtes sont mesurables, libresggervant la
mesure, sur un espace de probabilX, ) isomorphe a l'intervalld€0, 1]
muni de la mesure de Lebesgue. On renvoie a la partie | pouefastibns
degraphage arborage, colt d’'un graphage, d’'une action, d’un groupe et
de groupe prix fixe.

VI-A Définitions et premiéres profés

Définition VI.1. Un groupel est ditarborable (resp.anti-arborable) si
toutes ses actions libres sont arborables (resp. non arborables).

Question VI.2.Existe-t-il des groupes dont certaines actions seraient
arborables et d’autres non ?

\oici quelques premiéres proptes ou bien dja connues, ou bien imen
diates. NotongI'| le cardinal du group€.

Propri étes VI.3.

(1) [Lev95] SiT est un groupe fini alorg™ est arborable a prix fixe et
el =1- 4.

(2) [OW80] SiT est infini moyennable alors est arborable a prix fixe et
e =1

(3) [Lev95] SiT est infini alorsC(I') > 1.

(4) SiT est engendr parr €lements alors?(I') <.

(5) SiTI'; etI', sont arborables alor§” = I'; + I', est arborable.

(6) [AS90] les groupes infinis poadant la propréte (T) de Kazhdan sont
anti-arborables.

(7) Chaque eseau d&SL(2, R) posséde une action arborable, il n’est donc
pas anti-arborable.

Remarques VI.4Sans rappeler laédinition degroupe moyennabjenen-
tionnons seulement que parmi les groupes moyennables, on trouve les
groupes finis, les groupes &llens et mémes les groupessolubles. En
revanche, les groupes libres non monogenes sont des prototypes de groupes
non moyennables. Si un groupe discret est moyennable, ses sous-groupes
et ses quotients sont moyennables. (2) Parderime de Ornstein-Weiss,
toute action libre d’un groupe moyennable est orbitalengentivalente

a uneZ-action, elle est hyperfinie (voir 1ll.1) La proposition (3) est une
géereralisation de (1), avec/do = 0. (6) C’est par exemple le cas de tous

les reseaux de Sin, R), n > 3. On obtient en VI1.30 une nouvelle preuve

de l'anti-arborabilié des eseaux dans les groupes de Lie de rang@sapr.

Il existe aussi des groupes hyperboliques au sens de M. Gromov qui ne
sont pas arborables : conéiér, par exemple, legseaux cocompacts du
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groupe Spn, 1) des isongtries de I'espace hyperbolique quaternionique. On
renvoie enfin a I'exemple V.12 pour un coréphent. Pour (7), voir 11.17.

Proposition VI.5. SiTI"; etI", sont deux groupes a prix fixes qui admettent
des actions libresy; et a, orbitalement équivalentes alors C(I'y) =
C((I'y).

Proposition VI.6. SiT'; etI'; sont deux groupes

(1) a prix fixes qui admettent des actions libieset o, stablement or-
bitalement équivalentesalors C(I';) = 1 (resp. est fini, resp= 00) Si
et seulement g (I",) = 1 (resp. est fini, resp= o).

(2) qui sont respectivement arborables et anti-arborables, alors leurs ac-
tions libres ne sont jamais stablement orbitalemequivalentes entre
elles.

Pour V1.5, voir I'invariance 11.3.
Pour VI.6. (1), voir I'invariance 11.11.
(2) est une coregjuence imradiate du corollaire 11.10.

VI-B Produits

Théoréme VI.7. Soientl"; etI", deux groupes a prix fixes de codts finis, et
soitI's un groupemoyennable

1- Le produit libreI" = T'y % ', est a prix fixe e€ (") = C(T"y) + C(I'y).

2 - SIiT" >~ I'y %1, I'2 est un produit amalgaénderl’; etI"; au-dessus dEs,
alorsT est a prix fixe e€(T") = C(T"y) + C(T'2) — C(T'3).

3 - SiT" =~ I'1*r, est une HNN-extension dg au-dessus dé&';, alors I’
est & prix fixe eC(I'yxr,) = C(I'y) + 1 — C(I'3).

Cette proposition admet l&ciproque partielle (o <& T signifie quei
est un homomorphisme de groupes injectif) :

Théoreme VI.7'. Soientl’; etI'; deux groupes a prix fixes, de codts finis,
et soitI'3 un groupefini.

1'- supposond™; & roet I's & . SiT est engendr par les images
i1(Ty) etiox(Ip) et siC(I') = C(I'y) + C(I'y), alors T est le produit
libre " = i]_(l—‘]_)l * iz(Fz). .

2~ supposond’; <5 T, T, <5 T etTs <> iy(I'y) Nia(Ty). SiT est
engende pariy(I'y) etix(Ip) etsiC(T) = C(I'y) + C(TR) — C(I'3)
alors I' est le produit amalgagI” >~ T'y *, I, avec les injections
donrees.
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3’- supposon$’y A etl's &2 i1(I'y). SiT” est engendr pari,(I';) etun
element tel quet=2i3(I'3)t < i1(Iy), etsiC(I) = C(I')+1—C(Iz),
alorsT" est 'THNN-extensiod™ >~ I'yxr,, avec les injections doies.

Remarque VI.8Llitem (1) est bien sdr un cas particulier du (2), avec
I's >~ {1}, mais vu son importance, on agf&e le cegager clairement.
Litem (2) ne serait paséarifié avecl’s non moyennable : congder, par
exemple, un produit amalga@du typeF; g, F,. Notons que, dans (1')
(resp. (2), (3)), la majoration< du co(t del” est toujours @rifiee. Ces
énon@s caradrisent les produits libres (resp. amaldgamrau-dessus de
groupes finis) par l'igegalige inverse ; ils seraient faux, eregeral, avec
'3 infini (méme moyennable) : le groupe &.Z), des matrices X 3 a
coefficients entiers, deéterminant 1, agit SUR® avec une basge;, e, €3).
Les grouped™; = Fix(ey) etI'; = Fix(e) sont a prix fixe de codt 1 (ils
vérifient le critére V1.24.(1) ci-dessous), le@union engendre 3B, Z) et
leur intersection"s est isomorphe 2. On a bien légalié sur les colts,
mais SL(3, Z) est indccomposable.

Preuve des thorémes V1.7 et VI.7Consicerons une action libre deTl"s xr,

Iy sur(X, u), avecu(X) = 1. Larelation engenée se écompose comme
produit amalgaré des actions restreinteR, = Ry r, K Ry Rar, (EXEM-

ple IV.8). Le theoreme V.15 donne le colt d@, en fonction des colts des
actions restreinte? (Ryr;) = C(I'j). Cela montre (2) et (1) trivial).

Il suffit d’appliquer le tleoréme V.16 pour obtenir (1) et (2’). En effet, si
les groupes ne sont pas en produit amalkgaators les actions restreintes
non plus et par contrapositio@(I") < C(R,) < C(I'y) + C(I'y) — C(T3).

Les extensions HNN se traitent de la méme maniére avec I'exemple V.21
et les corollaires V.25 et IV.26. O

Plus gereralement, sans I'’hypothése de prix fixe, pour une actiondibre
deT, qui approche®(I") a moins des > 0, le treoréeme V.15 (resp. corol-
laire 1V.25) donneC(R,,) en fonction des colts des actians, restreintes,
lesquels majorent le codt des groupgsavecégalie dans le cas des. En
faisant tendre vers 0, on obtient donc :

Théoréme VI.7". Siles actions libres d€; et ', sont toutes de co(t fini
(par exemple, s'’ils sont de type fini) etls estmoyennablealors

1"- e(T1xTp) = (M) + C(I'y).
2"- C(Iy*p, M) > C(I'y) + C(I'p) — C(I'z).
37- C(T'xry) = C(I') +1— C(Iy).

Proposition VI.9.

e C(Fn) = n, pour le groupe libré=, de rangn.
e C(F) = oo, pour le groupe libre sur une infirdt dnombrable de
gérérateurs.
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1
e C(SL22) =1+

e C(m(Xg)) = 29—1, pour le groupe fondamental de la surface compacte
de genreg > 1.

Ces groupes sont a prix fixe et, de plBg, F. etSL(2, Z) sont arborables.
Le grouper;(X4) n'est pas anti-arborable.

Preuve de la proposition VI1.2e groupe libre=,, (resp.F,) est clairement
arborable et on peut directement calculer son colt grace&aretme 1V.1, et
établir qu'il est a prix fixe. On applique leébréme V1.7, avec SI2, Z) ~
Z/6Z %z7,97 Z/AZ et mi(2g) =~ Fg %z Fg, pour montrer que ces groupes
sont a prix fixes et calculer leurs colts. En ce qui concerne l'arbora-
bilité de SI2, Z), c’est une corsquence de la proposition VI.10 a venir,
voyons-le directement (avec la méme preuve) : sagebtc € SL(2, Z)

des @rerateurs des sous-groupes cyclig@eZ, Z/4Z et Z/6Z de la
decomposition. Cons&tons une action libre de SL(2, Z) et D, un do-
maine fondamental de I'action restreintg ,z. L'action restreintex)z, 4z
(resp.|z/6z) induit surD, une action dont chaque orbite a 2 (resp. 3) points.
Soit Dy C Dj (resp.D. € D,) un domaine fondamental. Appelops la
restriction dex(a) a D,, ¢, la restriction dex(b) a Dy, et g3 la restriction
dea(c) a Dc[Ja(c)(De). Le graphageb = (¢1, @2, ¢3) engendreR,,, et

la structure de produit amalg@montre que c’est un arborage (alternative-
ment, puisquee(®) = 1/2 + 1/4 + 2/6 réalise leC(R,) = 1+ 1/12,

on peut invoquer la proposition 1.11). Le groupg(Xy), g > 2, réeseau de
PSL(2, R), admet des actions arborables (cf. 11.17). ]

Supposons qué& se cecompose comme graphe de groupes [Ser77],
d’ensemble de somme&et d’ensemble d’arétes, de groupes de sommets
['s (pours € ) et de groupes d'arétds, (poura € A). Numerotons les
arétes et appelond, la famille desn premiéres arétes &, la famille de
leurs sommets, de sorte que le gragheconstitle des arétes da,, et des
sommets dé&, soit connexe. Appelons” le groupe fondamental du graphe
de groupes correspondant. Modulo le choix d’'un arbre maximal compatible
dans chaquég,,, les groupes de sommets et d’arétes s’injectent dames
on passe d&" aI"*+! par extension HNN ou produit amalgéam

Proposition VI.10.

(1) Si Set A sont finis et si les groupes de somnigigpour s € S) sont
a prix fixe de colts finiset les groupes d'arétek, (pour a € A) sont
moyennables alors T est a prix fixe eC(I') = 1+ Y o(C(Ts) — 1) +

Y acar avecy = 0.

(2) Sous les hypothéses de (1), sauf I'hypothése de prix fixe, on a encore
I'in égalite

1

e =1+) (CTy—1)+ Zﬁ :

seS acA
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(3) Si les groupes de sommétssontarborables a prix fixe de co(ts finis
et les groupes d’aréteB, sontfinis alors I" est arborable a prix fixe et,
de plus, on peut alors calculer le colt feméme si le graphe est infini :
C() = limp=1 C(IM).

Remarques VI.110n verra en VI.21 que les groupes arborables sont tou-
jours a prix fixe.

L’ énoné& (1) de cette proposition permet, en particulier, de retrouver
le theoréme d’accessibiét de Linnell [Lin83] : siT” est engendr parr
élements, si les groupes de sommets sont infinis et les groupes d'arétes
sont de cardinal majérparN, alors le nombre d’'arétes est unifament
majoie, incependamment de la&édomposition dé" en graphe de groupes :
#A<N-(CIT)—1) <N-(r —1).

Le produit amalga@ (A B) x5 (B C) ou A, B, C sont tous iso-
morphes & est de colt 1 et il contient le groupe libre a de@xéarateurs
engende parA et C (il est donc non moyennable). Cela fournit un exem-
ple de produit amalgaende groupes arborables au-dessusZdgui est
anti-arborable (voir VI.22).

Preuve de la proposition VI.1@Clairement, (1) et (2) se montrent par
récurrence sun, a l'aide des teoremes VI.7 ou VL.7". Pour le (3), con-
siderons une action libre (SPL) deT. Soits € S, et &y un arborage
de l'action ¢ restreinte) dd’s, qui est a prix fixe, alors (oréeme 1V.1)
C(dg) = 1+ C(I's) — 1. Par Ecurrence, supposons qu’on a construit des
graphagesb,, ®,, - -- , &, de sorte quebg v ®; Vv --- &, soit un arbor-
age de coltgal a 1+ ) o s (C(Ts) — 1) + > ,ca, |r_la\ Consictrons la
n + 1-ieme aréte, 1, appelonss; ets, ses extemites, avecs; € S, et
Dn41 un domaine fondamental pour l'actioa (estreinte) dd™,,,, (on a
1(Dnt1) = 1/|Ta,,,1). Deux cas se @sentent :
(1) s, € S, etIM+! est une extension HNN d&' (voir exemple 1V.21) qui
s’obtient en ajoutant unégerateurt aI". Appelons alorsb, ; le graphage
simplement constite de la restriction de(t™*) & Dp,1.
(2)s, ¢ S, etI™ ! est un produit amalgagn ™ N Soit4 larelation
donree par l'action dd’s, < T restreinte au domainB, et triviale en
dehors deD,;1. Puisquel's, est arborable a prix fixe, la proposition d’in-
duction 1.6 montre qué est arborable, de coGt(I's)) —1+1/|T",,,,| > O.
Appelons alorsb,,; un arborage dé. Il réalise le colt de&§ (theoreme
IV.1). De plus, I'action dd™ et 8 sont en produit libre (exemple IV.11).
Dansles deux ca®oV @1V --- &, v &y, g estunarborage de larelation
donree par I'action d&"*+?, de co(t HZSE&H(G(FS) -1 -|-ZaeAn+l ﬁ
Legraphage eunion® = ®&ov®,Vv--- &, V- estunarborage de I'action
deTl, de colt lims; C(I'). Par le tieoreme IV.1C(P) = C(R,), Ce qui
permet de conclure. O

Proposition VI.12. SiT est un groupe de type fini qui a une infanite
bouts, alorsC(I") > 1.
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Preuve.On peut utiliser le thoreme de Stallings [Sta71] disant qu'il se
décompose non trivialement comme produit amalgam HNN-extension
au-dessus d'un groupe fini et conclure a I'aide ceotiéme VI1.7”. En effet,
avec les notations de VI.7” le cas HNN-extension se traite @aiatement
(é(T'3) = 1—1/|T'3|). Appelonsg le cardinal du group€;, alorsC(T") >
1-1/a; — 1/a, + 1/a3, ou /oo = 0. Les quantisa;/az et a,/az sont
infinies ou entiéres 2 et elles ne peuvent pas étre toutes les dmates a
2 (untel groupe n'aurait que deux bouts), alorsll/a; —1/a, +1/az > 1.

]

La proposition VI.10 permet aussi de montrer que tous les colts sont permis.
C’est assez facile avec des groupes qui ne sont pas de type fini. On en donne
la preuve en VI.14. Mais on peut mémealiser tous les colts [1, oo

avec des groupes de type fifiniment engendry. C’est I'objet de la
proposition VI.16. Cela donne une nouvelle preuve de I'existence d’'une
guantie non @nombrable de groupes de type fini non isomorphes.

Proposition VI.14. Pour toutc € [1, oc], il existe un groupd’; et un
groupeA., a prix fixes, de coligaux &, qui sont respectivement arborable
et anti-arborable.

Preuve.Soitc € [1, 2], et) i, o la decomposition dyadique de- 1 (i.e.
g € {0, 1}).

Soit A ~ Z/2'Z et B Z/2' g7, Observons tu. s'injecte dansA et
A1 etque‘Bl ‘A 1= 7 s. 21, =5+ 5 — 2'+1 Appelons alorg” le

groupe fondamental du graphe de groupes :

A A2 Az Ay An

B1 B2 B3 Bn-1 Bn

Par exemple pour = 1, il est isomorphe au group{exp(Zm—;))p kez des
racinesn-iemes de I'unig, avem puissance de 2.

La proposition VI.10.(3) (graphes de groupes) montrelguest arborab-
le, de codt

CTe) =1+ (1-5 -1+ 3% ue. =1+ 2 5=¢C
Pourc > 2, il suffit de prendre le produr[ libre d’'un certalfy avec un
groupe libre.

Cas anti-arborable :

Pourc =1, on peut prendré; = F, x Z.

Pourc > 1, soitn € N assez grand pour que:= c — 2—1n > 1. On peut
alors prendre pous . un produit amalgafde la formeA. = (Fo xZ xZ/

2"Z) %7,z *I'g. Il contient le sous-groupe anti-arboralflgx Z x Z/2"Z.

Par la proposition VI.23, a veni€(F, x Z x Z/2"Z) = 1. Mais ce groupe
n'étant pas moyennable, le corollaire VI.22 permettra de conclure a son
anti-arborabilié. ]



86 D. Gaboriau

Remarques-Questions VI.XBe choix deA. répond bien a Bnon&, mais
existe-t-il de tels groupes virtuellement librementéodmposables ? Les
groupes de @sentation finie sont-ils de codts rationnels ?

Proposition VI.16. Pour toutc € [1, oo, il existe un groupele type fini,
a prix fixe, de codt.

Preuve de la propositiorSoitc € [1, 1+ 1]. On va construire un groude

de type fini, a prix fixe et de col en s’inspirant fortement de I'exemple
invené par M. Dunwoody de groupes non accessibles [Dun93]. On com-
mencera par produire un grougea prix fixe, de colit, comme groupe
fondamental d’un graphe de groupggpeut-&tre infini) :

G1 G2 G3 Ga Gn

g =

K1 Ko Kz Kn-1 Kn
ou

(1) lesG, sont des groupes finis
(2) lesK, contiennent chacun un sous-groupggd’indice 2
(3) Gy (pourn > 2) est engendrparK,_; etH,

(4) dansJ, on a une suite strictement croissante de plongerridntéei
€n €nt1

Hz‘z Hgg Hn‘—> Hn+1‘—)

Ainsi, la reunionH,, desH, est un groupe moyennable (comn&imion
denombrable de groupes finis) #est engendr parG; et H,,.

Si le graphe de groupes est fini, aldrest de type fini eI’ = J convient.
Sinon, on plongeraH,, dans un groupeH, qui serade type fini et de
co(t 1 (en faitH sera mémeasoluble). On prendra alors paie produit
amalgang

r=1J *H,, H

qui sera de type fini, car engekdparH (contenantH,) et G,, et qui sera
de coltegal a€(J) + C(H) — C(H,) = C(J) +1— 1 = c, par le tleoreme
VI.7.(2).

Construction de J. Soit (p(n))n=1 I'unique suite strictement croissante
(peut-étre finie) d’entiers, avextl) > 1,telle quee = 1+1/4- -2, 2P,
Soient(A)icz, (Bn)nen, (Cn)nen trois familles de groupes tous isomorphes
aZ/2Z. Posons alors

(1) Ha = ip:(rll) A
(2) Kn = By @ Hn
(3) Gn = (Bh_1 6P C) x Hp, ou ce produit semi-direct eséfini par :
— I'element @rérateur deh,,, C Hp agit sur(By_1 € Cp) en permu-
tant les facteurs, i. e. par 'unique isomorphistfele (B,_1 € Cy)
qui envoieB,,_1 surCy,
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— les autres facteur8; de H, agissent trivialement (i. e. commutent
avec(B,_1 P Cn)).

e n hn L
Définissons alors les plongemers_; i G, < K, qui articuleront le
graphe de groupes.

— Le plongementg, de K,_; dansG, est cfini naturellement, vu les
notations, sur les facteuB,_; et H,_1. Et puisquep(n) > p(n — 1),
les sous-groupeB,_; et H,_1 de G, commutent entre eux e, donne
bien un plongement d&,,_;.

— Le plongemenh, de K,, dansG,, est dong, lui, naturellement sul,
et on le @finit en envoyant Blement @rérateur deB,, sur I'element
s, de (Bn-1 6P Cy), qui est la somme dedéements @rérateurs dd3,,_;
et C,. Puisques, est central dan&,, I'application h,, s’étend bien en
un plongement dé&,,.

Gh est clairement engenglparg,(B,,_1) ethn(Hy). Les grouped,, se

plongent comme annoad, < Hn.1 = Hy @ip(':{nl))H A et leur Bunion

EB,>1 A se plonge elle-méme dans le groupe= (@:ng A) xZ,
ou Ie cererateurtt deZ agit en cécalant les facteurd; d’un cran, en envoyant
isomorphiquemen#; sur A, ;. Le groupeH est de type fini, engenémpar

A; ett. On peut remarquer qu'’il eseésoluble.

Calcul du coltde J
Il suffit d’appliquer la proposition sur les graphes de groupes VI.10 :

C(J)=lm1 —_— - —
(J) = lim +Z<|K| |G|>

1
_ _ () _
- Z(ZD(n)—H Spmia) = 143 21:2 =c
|

On a monté que tous les colits compris entre 1 e{t% sont obtenus
par des groupes de type fini. Puisgbgcontient un sous-groupes/2Z g
Z/2Z, il est facile de produire des produits amalgandel’ etZ/2Z HZ/
2Z 5 Z/2Z au-dessus dé/2Z p Z/2Z pour en @duire le mémeasultat
pour tous les co0ts finis 1. ]

Questions VI.17Quel est le colt des groupes qui sont localement libres

(i. e. dont tous les sous-groupes de type fini sont libres) mais non libres ?
Sont-ils arborables ?

VI-C Sous-groupes

Proposition VI.18. SiT contient un sous groupE; anti-arborable, alors
" est lui-méme anti-arborable.
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Preuve Par contraposition, congdons une action libre arborable HeSa
restriction al'; est aussi arborable @breme IV.4) et libre. O

Théoréme VI.19. (i) SoitI" un groupe énombrable e\ un sous-groupe
d’indice fini [I" : A], alorsC(A) —1=[: A]-(G(I) —1).SilCesta
prix fixe (resp. arborable, resp. anti-arborable) aloss vérifie les mémes
proprietes.

(ii) Si A est un sous groupe normal fini dg alors1 — C(I') = ﬁ S(1—
C(T'/A)). De plusrI est a prix fixe si et seulementI3i A est a prix fixe.
Rappelons que deux nombre=elsr ets sontcommensurables’ils sont
multiples entiers d’'un méme nombreet et que deux groupes sargm-
mensurables’ils admettent des sous-groupes d’indices finis qui sont iso-
morphes.

Corollaire V1.20. SiT et A sont deux groupes commensurables alors
C() —1letC(A) — 1sont commensurables.

Preuve du teoreme VI.19(i) Consicerons une action libre (SP1) quel-
conquea de A sur X (u(X) = 1). Un pro&cé classique de suspension
fournit une action libred deT" sur un certainX : l'action g deT" par multi-
plication & gauche sur le deuxieéme facteurXe= X x I' et l'actiona de
A définie par

WX Y) = @M,y -2 7H

commutent entre elles. L'actioh induit une action libre8 surX = X/a.
Du point de vue mesurabl& est isomorphe & x I'/A, avec la mesure
produitz (on a(X) = [T : A] - u(X)). Lapplicationsz : X — X estin-
jective surX x {1} etRz induit surm (X x {1}) >~ X une relation isomorphe
aR,. En effet, sif(y)(z(x, 1)) = n(y, 1) alorsy € A. Et pour touth € A
on a l'equivalence :

(BO)((x, D) = 7(y, D) < (@(r 1) (x) = y). La proposition d'induc-
tion 11.6, aveciz; = u/u(X), entraine :

(D [T:A]- (M) =D <[ Al (Cz (Rp) — D) = CL(Ry) — (X),
et donc
) [C:A]l-(CT)-D =<=cCAN) -1

SiT est a prix fixe, on &gali€ dans (1), donc toutes lg&, ont le méme
colt ; A est a prix fixe. SI est arborable, alorseg est arborable et, par
induction (cf. 11.6.(1)),R, aussi. Inversement, R, est arborable, alors
Rz aussi et par contrapositiof,anti-arborable entraing anti-arborable.

Inversement, soiz une action libre dd" sur (X, u), avecu(X) = 1,
et soit® = (1, 2, -+, ¢i, -+ ) un graphage der, tel que chaque; :
Ai — B; coincide sur son domaine avec I'action d&ementy; € I" (on
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peut toujours subdiviser un graphage pour obtenir umbeIConsida_rons
l'espaceX = X x I'/A (avec la mesure produjt) et le graphageb =
(@1, 92, ,@j,---), 0U
o AxT/A— B xT'/A
X7 N> @0, vy - A)

Ce graphage &fifie Cz(®) = [ : A]- C,(®) et il induit sur le niveau
X1 = Xx {1-A} une relations isomorphe a la relation do@e par I'action
restreintex;, sur X. On a une correspondance entre desnots et lesb-

|A

mots, et a tout mot est asseainélement du group€'. Six g y, alors un
®-mot dex ay est assoé (liberé de I'action) a urelement du sous-groupe
A donc led-motm correspondant én envoie(x, 1- A) sur(y, 1- A). Dans
I'autre sens, si ub-mot fixe la coordongée{1- A}, alors il est assogia un
élement deA. On en @duit, par la proposition d’induction 1.6, que :

C(A) = 1< CLu(Roip) =1 < Cp(®) —A(X) = [I": A]- (C(P) — D).

Et donc l'inegali€ inverse de (2).

Notons que l'action d& qu’on a construite suK n’est pas grerale ;
ainsi, on ne peuétablir si les propétes (prix fixe, arborabilé) du sous-
groupeA passen@il.

(i) Par restriction & un domaine fondamental de I'action Adgfini et
normal), on transforme n’importe quelle action presque libré dm une
action presque libre dé/ A. La constructionnversepermet de passer d'une
action quelconque dE/A a une action dé&'. Litem (ii) s’en déduit par la
proposition 11.6 d’induction. O

VI-D Petits colts et&seaux des groupes de Lie

Proposition VI.21. Si® est un arborage d'une action libre deT", alors

il réalise le colt dd", i.e. ¢(®) = C(I'). En congquence, tout groupe
arborable est a prix fixe. Pour tout group&mbmbrablel’, il existe une
action libre, qui iealise le colt dé".

Comme annor& dans l'introduction, le colt d’'un groupe est donc le
minimum des colts de ses actions libres.

Preuve Soientx; eta, deux actions libres dg, respectivement suiXq, (1)
et (X, up). Soit 1 = (¢j : AA — Bi)ie) un graphage de; tel que
chaquegy; coincide sur son domaine avec un certgine I (ce qu'on
peut toujours supposer quitte aabuper les domaines;), alors I'action
produit a1 x ap sur (X x Xo, u1 x up) admet le graphagproduit Wt
constitte desy; : A x Xo — Bj x Xp, (X1, X2) = (3i(X1), ¥i (X2)). On en
déduit : €y xpun (Rasxan) < Cuy(Rey). Si Py est un arborage, alors! est
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un arborage, quelque saif. On adonc ©,,,(Re,) = C o (Ragxas) ="
Chipxsip (I = €1y (P) =" €y (Ray).
* (Puisque les arborageéalisent le colt des relations qu’ils engendrent
(théoreme IV.1).)

Consicerons maintenant une suite,,) d’actions del” sur (X,, un)
et (®,) une suite de graphages correspondants, dont les co(ts tendent
vers C(I"). Alors l'action produit (infinl)a = a3 X ap X -« X oy X - -
del sur (Xy x Xo X o+ X Xp X =o+ , g X p X +++ X [p X --+) €st
engendee par des graphages produit8 comme ci-dessus, ou la seule
restriction sur les domaines porte surnaeme coordonée, et dont les
colts tendent ver€(I'), qui est donc la valeur d€ ., x...xnx-- (Ra)-

O

Ce fesultat admet le corollaire suivant qui permet d’augmenter con-
siderablement la liste des groupes anti-arborables.

Corollaire VI.22. Tout groupe non moyennable de cégial a 1 est anti-
arborable.

Remarque et application®©n ne suppose pas quiesoit a prix fixe. Les
groupes de la formé&, xz; F4 ou les morphismes injectifg N Fp et

z5 Fp envoient [element 1 d& sur unélement non primitif de la forme
i1(1) = U’ etiy(1) =5, avecr,s > 2 etr.s > 4, sont a prix fixe de coit
p+q— 1 et anti-arborables. En effet, ils contiennent le sous-grdispeZ
engende paru etv de codt 1, qui est non moyennable puisqu’il se surjecte
surZ/rZ = Z/sZ. Ce groupe est anti-arborable par le corollaire VI.22 et la
proposition VI.18 permet de conclure.

Preuve.Si I est un groupe de coiiigal a 1 qui admet une action libre
arborable, soitd un arborage de cette action. La proposition VI.21 ci-
dessus assure qua®) = 1 et la proposition 111.3 entraine alors que,

est hyperfinie. Don€" est moyennable. O

Proposition VI.23. SiT'; posséde uglement d’ordre infiniy; et siT", est
un groupe infini, alord™; x I', est a prix fixe eC(I'y x I'p) = 1.

Preuve (voir I'exemple des rotations du cercle I-Bpnsicerons une action
libre o deT"; x T’y sur (X, ), Soitys, s, - -+, ¥j, - - - Un systéeme grerateur
de 'y, SOit Ay, A, -+, Ap, - -+ UN Systeme grerateur del,. Soite > 0

et A, un boglien de mesure< ¢/2" qui rencontre toutes les orbites de
I élementys. Le graphagel = (@1, ¥, Y2, -+ , ¥, - -+ ), OUg@1 : X = X
coincide avea(yy) ety est &fini par la restriction de(),) a A, engendre
la relation dequivalence dor&e par 'action de< y; > xI',, pour un co(t
< 1+ &. En effet, pour chaqueégérateuri,, deT'; et pour toutx € X, on
trouveny € Z tel quey;*(x) € A, et le W-mot ¢; ™yner* est dfini enx
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et coincide avea(1,). Soit ensuiteB; un boklien de mesures e/2l qui
rencontre toutes les orbites du groupeet ¢; la restriction dex(y;) a B;.
Comme ci-dessus, le grapha@le’ (p2, @3, - -+ , ¢n, - - - ) €ngendrer,, pour
uncolt<1+2-e. ]

De la méme fagon, on montre :

Critéres VI1.24.

(1) (Générateurs commutant) si I est engendr parys, o, - -+ , ¥n, des
élements d’ordre infini tels qug; commute aveg;_ 1, pour toutj, alorsI"
est a prix fixe, d&®(I") = 1, ou bien
(2) (Sous-groupe normal)si A est un sous-groupe distingunfini a prix
fixe deTl’, alorsC(I") < C(A).

Alex Furman m’a sug@é, avec la méme preuve, l&nonés plus
géréraux suivant :
(3) siT" est une eéunion croissante de groupes infifiisouI'; est a prix fixe
de codt 1, par exemple moyennable, efsi; est engendr parl', et des
elementsy e I' tels quey I,y N T, soit infini alorsT est a prix fixe de
colt 1.
(4) siT" est une @éunion croissante de groupes infiflisouI'; est a prix fixe
et sil",,1 est engendr parT',, et destlementsy e I tels quey Ty N T,
soit infini alorsT” est de colk inf C(T')).

Cesénonés reposent tous essentiellement sur le lemme V.B. &it
engende par un sous-groupi; a prix fixe de colt 1 et par uelementy
tel quey ~1I'1y N Iy soit infini, alorsT™ est a prix fixe de codt 1. Et on peut
en ceduire le critére (1) paecurrence et le critére (3) dans le cas du colt 1
par le lemme VI1.25 ci-dessous, qui semble&nassant en lui-méme.

Plus @¢eréralement, supposons que soit une eunion croissante de
groupes infinisA, ou A; est a prix fixe etAn,1 est engendr par A, et
un élementin,; € A tel quekgilAnAn+1 N Ap soit infini. Soita une
action libre (SP1) du group& et &, un graphage de I'actiom » , restreinte
a A,. Alors pour touts, > 0 on peut, par le lemme V.3, congpér @, en
un graphage de,,.,, de colt inérieur aC(®Pn) + &,. Les critéres s’en
deduisent. Pour (3) ou (4), on peut étre ame@nappliquer ce qui pcede
successivement a chaqlig.

Lemme VI.25 : continuité croissante. Si R, est une suite croissante de
relations a orbites infinies de co(ts 1, alofs= U,R, est aussi de co(t 1.

En particulier, un groupe, qui est une limite croissante de groupes a prix
fixes de codts 1, est lui méme a prix fixe de codt 1.

L'exemple VI.27 ci-dessous montrera que ce n’est pas le cas pour les suites
déecroissantes de co(t 1.

Preuve du lemme VI.2%0it ®; un arborage de codt 1 (hyperfini) d’'une
sous-relation der;. Pour toun € N*, on peut com@terdy en un graphage
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Oo Vv &, deRry, avecC(®y) < 5 (lemme lIl.5). Le graphag®o v &1V - - -

v @, - -- engendre la relatiosR pour un colt inkrieur a I+¢) - 1/2".
]

VI.26. Applications des criteres (1) et (2)

-(a)- Sous-groupe normal ou centre infiniSi I" posséde un sous-groupe
normal a prix fixe de co(t 1 (par exemple un sous-groupe moyennable infini)
alorsT est a prix fixe e€(I") = 1. En particulier, les groupes qui possédent
un centre infini sont a prix fixe, de codt 1.

-(b)- SL(n, Z), n > 3 verifie le critéere (1). Il est engendrpar les transvec-
tionsT; ; (obtenues a partir de I'idengt en ajoutant url a la place(i, j)).

Deux transvections, dont les 1 marginaux sont soit sur la méme ligne soit
sur la méme colonne, commutent entre elles. On en concluBh(e 2),

n > 3 est a prix fixe de codt 1. Il en est donc de méme de tous ses sous-
groupes d’indices finis (oreme VI1.19).

-(c)- Réseaux arithnetiquesPlus ¢eréralement, on peut montrer que les
réseaux arithratiques des groupes @friques semi-simples @erang> 2
admettent un sous-groupe d’indice fini gériie le critére (1).

VI.27. Exemple de non continuie decroissante. SL(3, Z) posséde une
suite decroissantd’,, de sous-groupes d'indices finis (ils sont donc a prix
fixes,1 de codts 1) dont l'intersection est isomorph&8lA2, Z), de codt
1+ 5.

Nicolas Bergeron m’a signal’exemple concret suivant :

0 o O
prendrd‘:(SL(z’Z) 0>:SL(2, Z) ety = f,;l((SL(Z’ 2/2°2) 0)),
0 0 1 0 O 1

ou f, : SLB,Z) — SL(3,Z/2"Z) est le morphisme decduction mo-
dulo 2.

VI.28. Application du critere (3)

-(a)-Dave Witte m’a mon& (communication personnelle) quelsiest un
réseau dans un groupe de Lie connexe, semi-simple, de emhg r2 et

si I est non cocompact, oll réductible, alorsI” vérifie le critére 3. Ces
groupes sont donc tous a prix fixe, de co(lt 1.

-(b)-Le groupe remarquabl& de Thompson de psentationxg, X1, Xp, - - -
|x(1xj Xi = Xj4+1, | < ]) esta prix fixe de codt 1 : le sous-groupe engéndr
parxox; t, Xz, Xa, - - - estde colt 1 par le critére (1) ; lidentix; * xoXo = X3
(etxy Ix,x1 = X3) montre qu’on peut lui appliquer le critére (3).

Donnons une iéle sur les arguments de D. Witte. Il suffit de montrer que
" a un sous-groupe d’indice fini quévifie le critere (3).
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— Sile centre dé&s est infini, alord” contient un sous-groupe d’indice fini
du centre.

— Sinon, G est essentiellement Baire alorsl” possede un sous-groupe
d’indice fini sans torsion.

— SiT est Eductible, alorg™ est commensurable a un produit direct.

— Sinon, par le thoreme d'arithraticite de Margulis, on peut essen-
tiellement supposer qué& est unQ-groupe al@brique etG(Z) =
GNSL(n, Z) estcommensurablela On remplacd” parG(Z). Puisque
G/T n'est pas cocompact contient unQ-sous-groupe parabolique
maximal P. SoitU le radical unipotent dé€ et appelond™; le groupe
infini U(Z). Ce groupe est moyennable. PuisdueormaliseU, on peut
prendrel’, = P(Z). Fixonsy e I' et posondVl = P N y~1Py. Il suffit
de montrer quéM(Z) est infini, car alors on pourra prendrg = T'.

Si M n’est pas eductif, son radical unipotent contient une infnie
points entiers.

Si M est Eductif, les deux groupes paraboliquest y ~1Py sont op-
poss et latkorie gerérale montre qu’aindice fini prél| se decompose
en un toreQ-déploye de dimension 1 et un groupede R-rang> 1
(carR-rangG) > 2) sans caracteres sQ, grace a la maximakt de

P. Alors L n'est pas compact dt(Z) y apparait commeéseau, donc
infini.

Une discussion aveEtienne Ghys m’a permis de relire la preuve de

Dave Witte dans un cas particulier :

Exemple V1.29. Soitd un nombre entier positif sans facteur carSoitk =
Q(V/d) et @, l'anneau des points entiers dé. Le groupel’ = SL(2, 9)
se plonge commeeseau dan$SL(2, R) x SL(2, R). Il est a prix fixe, de
codt 1.

Preuve.On va montrer gu'il erifie le critére (3). Le groupd™ est le
groupe des points entiefs; pour une certaine structuf@-algebrique sur
SL(2, K). Par ailleurs, le groupe $2, K) agit projectivement suk U {oo}

IOar(‘f:l 3) [p:ql=[ap+bg:cp+dqg],ouco=1[a:0], a#0.

Soit P = {(8 2_1 rac K*, be K} = Fix(oc0). Posond™, = PN T,

c’est un groupe moyennable.

Consicerons ensuite up e I' quelconque. Le groupg~1Py fixe le point
-1

Y (00).

Siy~1(o0) = oo, alorsy I,y NI = I', est infini.

Si y(c0) # oo alors, puisque S2, K) agit transitivement sur les paires

de points deK U {oc}, il existe unh € SL(2, K) tel queh(co) = oo et

hy(0) = co. Dans cette situationD = h~'(y 1Py N P)h est le sous-

groupe des matrices diagonales d&X5IK) et son intersection avet est

le groupeDNT = { (8 agl) rae OX}, qui est infini par le tkoreme de
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Dirichlet. Cependant, ce qui nousénésse, c’est 'ensembje I,y N T,
desélements dey 1Py N P qui sont dand™. On doit en quelque sorte
déconjuguera situation pah. Or, le morphisme< — hxh~! est un mor-
phisme @fini surQ entre les groupe®-algébriquesD et hDh™! ; donc

le theoréme de Borel [Bor69] assure que I'image du groupe aétlyue

D NT est arithngtique, c’est-a-dire qu'a un sous-groupe d’indice fini prées,
c'est 'ensemble des points entigrf®h~NT = y ',y NT,. Cela assure
gue ce dernier est infini. O

On a dtja vu (Corollaire 11.16) que g et A sont deux &seaux a prix
fixe d'un méme groupe de Li& connexe, alors leurs colts sont eslipar
leurs covolumes : V@G/A) - (C(T") — 1) =VWol(G/T) - (C(A) — 1).

Si I'hypothése de prix fixe porte seulement $yralors on a l'iregalié >,
mais siI” est de plus de coit 1, alors tous les autéseaux dés sont de
colt 1.

Corollaire VI.30. Tous les eseaux des groupes de lEconnexes semi-
simples dé&k-rang > 2 sont de colt 1Etant non moyennables, ils sont tous
anti-arborables.

Il suffit de trouver dans le group@ un réseau e@rifiant le critere (3) :
en gereral, invoquer I'existence d’'uréseau non cocompact (Borel) puis
I'énoné VI.28.(a) de D. Witte. On peut alternativement montrer I'existence
d’'un réseau d&-rang > 2, puis VI.26.(c). On utilise ensuite VI.22 pour
I'anti-arborabili€. C’est avec le thoreme VI.19 le seul exemple ou l'on a
pu calculer le colt d'un groupe saemblir en méme temps quétait a prix
fixe. Ceténon& est surtout iriressant en ceci qu'’il montre que l&thie du
codt est en quelque sontethogonalea celle des actions libres deseaux
dans les groupes de rang éupur ([Zim84], [Fur98],...).

Remarque VI.31 : liens avec la caradistique d’Euler.La caracéristique
d’Euler x est un invariant éfini pour un certain nombre de groupes. Elle
vaut‘—ll| pour les groupes finis et 0 podr On renvoie au livre de K. Brown
[Bro82] pour les éfinitions. SiI" est detype homologique fifiTHF) etA est

un sous-groupe d’indice fini, alopgA) - [I" : A] = x(I'). SIT =Ty %, I'2
est le produit amalgaéde trois groupes (THF) etEiest virtuellement sans
torsion, alorsy(I') = x(I'y) + x(I'2) — x(I'3). Ces formules, comparables
au treoreme VI.19 et au #'oréeme V1.7, expliquent que pour un certain
nombre de groupes on aiebalie : 1— C(I") = x(I'). Signalons aussi
un resultat de J. Cheeger et M. Gromov [CG86] qui assure qu’un groupe
moyennabld” pos&dant urkK (I, 1) fini a une caraéristique d’Euler nulle.
En revanche, si" est virtuellement sans torsion etlsi= I'; x I', est le
produit direct de deux groupes de (THF), ale(§) = x(I'1) - x(I'»), alors
queC(I") = 1 (prop. VI.23).

Corollaire VI.32. Si I' et A sont deux groupes (THF) tels que
x(T)-(1—-C(A)) # x(A)-(1—C(I')), alorsils ne sont pas commensurables.
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Exemple V1.33Les groupes” = (F, x F4) % (F3 x F5) et A = (F, x Fg) *
(F3 x F4) ne sont pas commensurables.

VI-E Groupes de D. McDuff

En 1969, D. McDuff a moné& I'existence d’une infiné non &énombrable de

facteurs de type {Inonisomorphes, chacun asso&iun groupe@hombrable

H.(G). Onvadire trés peu de choses sur le sujet ; on va seulement rappeler

la présentation dorére de ces groupes et montrer qu'ils sont tous de co(t 1.
SoitI" un groupe énombrable non trivial ef = @Til I'; ou chaque

I'j ~ T. On appelleLo(I") le groupe engendrparl" et desélements

d'ordre infiniiy, Ao, - -+, An, - -+, ONn appellel 1(T") le groupe engendrpar

le produit semi-direcil x I', ouTI est le groupe des permutations ldé

qui fixent tous les entiers sauf un nombre fini d’entre eux, avec son action

naturelle sul”, et par de€lements d'ordre infinivy, Ao, - -+, Ap, -+, €t

dans les deux cas, on ajoute pour seules relations le fait que chaque

commute avec leg; € I'; pour j > i.

Lo(T) =< Gadnens, T > /(r ki = Ain 1 <, v €T
L1(D) =< Gndnens, TEx T > /(y hiyj = 4, i <, v €T))

Les deux groupego(T") et L1 (") verifient le critere (3), ils sont donc
a prix fixe de codt 1 : on traite les deux groupes sim@taant. On prend
A1 =< A1 >. Puisque chaque; € I'j commute aved., 'ensembleJ;
desélementsw pour lesquelso=*Ajw N A; est infini contient tous leg;.
On prend alorsA, =< A4, I" >. Pour chaqué.;, le groupexflAzki N
A, contient tous led”j pour j > i ; I'ensembleJ, desw pour lesquels
o TA,0 N A, est infini contient donc tous les. De plus, pour1(T"), le
groupell normalisel” ; il est contenu dang,. Dans les deux situations,,
et J, engendrent.o(T") et L ().

A chaque suite infinie = (@j)jen+ de Oetde 1, D. McDuff associe ainsi
une suite croissante (en&pfiant un plongemer®2 — L, (£2)) de groupes
LogLey s - Lapbe,(IN) €t poseH,(I') = UnooobanLap g -+ Lay Loy ().
On obtient, grace au lemme de contiguitroissante VI1.25, la proposition :

Proposition VI.34. Les grouped, (I") sont a prix fixe et de colt 1.

VII Mercuriale de groupes

Pour un certain nombre de groupes on donne la liste de leurs codts.
Lorsqu’on peut, on f@cise si ces groupes sont arborabldg, (ou anti-
arborables 4), s'ils sont & prix fixe (P.F.), et dans la derniére colonne, on
renvoie aux paragraphes de ce papier qui permettent de justifier leéssdonn



96 D. Gaboriau
Mercuriale

Groupes Colts gtl))icl)if'e IF—')l% Report
I fini 1- & A PF  |.10
I’ moyennable infini 1 A P.F. 1.4
Fr n A P |VIL9
Feo o0 A P.F. VI.9
71(Sg) 2g—1 nonA PFE  |VIO
SL2,2) 1+ 5 A PF.  [VI9
SL(n,Z),n>3 1 A P.F. |VL.26.(b)
Fp x Fqavecp.q> 1 ) 1 A P.F. VI1.23,18
Fn* (Fp x Fg) avecp.q > 1 1+n oy P.E VI.7, 18
1% (1) (') + C(T2) (2) VL7
I (3)| €T +CT2) —C(3) (4) VL7
I réseau dSL(2, R) 1+ 4 vnaskess nonA () |1116,17
I'réseau d&SL(n, R),n > 3 1 A (5) VI.26, 22
I" réseau d’'un groupe de Lie connexe -
semi-simple d&-rang > 2 1 A (6) VI1.30, VI.22
A d'indice finidansI’ 1+ [T :AlCT) —1) Commel" |Commerl |VI.19
I" non moyennable, de centre infin 1 A P.F. V1.26 (a)

(1) Avecrl', I'; a prix fixes et codts finis.
(2) SiI'y etI', sont arborables (resp. a prix fixe), aldrs I'> est arborable (resp. a prix

fixe).

(3) Avecr'y, I'; a prix fixes et codts finis et avét moyennable.
(4) SiI'yetl;> sontarborables &t fini, alorsI'y xr, I'2. est arborable. Faux e@geral avec
I'3 >~ Z (voirremarque VI.11). Si"; est anti-arborable alof$ s, 'z est anti-arborable
(5) Les sous-groupes d'indice fini des @l.Z) sont a prix fixe (VI.19).
(6) Les Eseaux non cocompacts sont a prix fixe (voir VI1.28 (a)).
(7) Etplus g@reralement, voir VI.23.

Mercuriale n.f. (du lat. mercurialis‘“membre du college des marchands”,
Mercureétant le dieu du commerce). Tableau officiel hebdomadaire portant

les prix courants des dezes vendues sur un maécpublic ; le cours officiel
de ces der@es (Petit ROBERT 1, dictionnaire alpléigue et analogique
de la langue francais&ditions Les Dictionnaires LE ROBERT, 1989).

Liste de prixétablie par I'administration municipale, qui reléve les prix des

denkes sur les marés de la ville.
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Mercuriale n.f. Market price list, market prices (of cereaigoups (?) etc)
(Harrap’s shorter French and English dictionnary,1982).

Signalons aussi que dans certainegions francaises, les mercuriales
désignent le mard@du mercredi.
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