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Abstract. We study a new dynamical invariant for dicrete groups: the cost.
It is a real number in{1−1/n}∪[1,∞], bounded by the number of generators
of the group, and it is well behaved with respect to finite index subgroups.
Namely, the quantities 1 minus the cost are related by multiplying by the
index. The cost of every infinite amenable group equals 1. We compute
it in some other situations, including free products, free products with
amalgamation and HNN-extensions over amenable groups and for direct
product situations. For instance, the cost of the free group onn generators
equalsn. We prove that each possible finite value of the cost is achieved
by a finitely generated group. It is dynamical because it relies on measure
preserving free actions on probability Borel spaces. In most cases, groups
havefixed price, which implies that two freely acting groups which define
the same orbit partition must have the same cost. It enables us to distinguish
the orbit partitions of probability-preserving free actions of free groups of
different ranks. At the end of the paper, we give amercuriale, i.e. a list of
costs of different groups. The cost is in fact an invariant of ergodic measure-
preserving equivalence relations and is defined usinggraphings. A treeing
is a measurable way to provide every equivalence class (=orbit) with the
structure of a simplicial tree, this an example of graphing. Not every relation
admits a treeing: we prove that every free action of a cost 1 non-amenable
group is not treeable, but we prove that subrelations of treeable relations are
treeable. We give examples of relations which cannot be produced by an
action of any finitely generated group. The cost of a relation which can be
decomposed as a direct product is shown to be 1. We define the notion for a
relation to be a free product or an HNN-extension and compute the cost for
the resulting relation from the costs of the building blocks. The cost is also
an invariant of the pairs von Neumann algebra/Cartan subalgebra.
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Introduction et r ésultats

Cette étude concerne, essentiellement, la classification des actions me-
surables des groupes dénombrables, préservant la mesure, (donc des re-
lations d’́equivalence mesurées de type II1 et des paires algèbre de von
Neumann/sous-algèbre de Cartan). Elle décrit un nouvel invariant pour ces
relations et pour les groupes dénombrables : lecoût, et certains autres in-
variantsdynamiques.

SoitΓ un groupe d́enombrable et soit(X,B, µ) un boŕelien standard, de
probabilit́e (µ(X) = 1) sans atome (ils sont tous isomorphes àX = [0,1]
avec la mesure de Lebesgue). Uneactionα deΓ, sera toujours, pour nous, un
morphisme de groupes, deΓ dans le groupe Aut(X, µ) des automorphismes
mesurables de(X,B) qui pŕeservent la mesure. Une action estlibre si
pour toutγ ∈ Γ \ {1} et pourµ-presque toutx ∈ X, on aα(γ)(x) 6= x.
Tout groupe d́enombrable infini admet des actions libres ergodiques, par
exemple lesdécalagesde Bernoulli sur l’espace probabilisé {0,1}Γ, muni
d’une mesure produit.

Consid́erons surX la relation d’́equivalenceRα être dans la même orbite

(xRαy)⇔ (∃γ ∈ Γ : α(γ)(x) = y)

(c’est une relation d’́equivalence mesurée de type II1) et oublionsle groupe
et l’action. Une question ǵeńerale de th́eorie ergodique est alors de savoir
la quantit́e d’information qu’on peut retrouver dansRα.

Deux actions ergodiquesα1 et α2 sur (X1, µ1) et (X2, µ2) de groupes
Γ1 et Γ2 sont ditesorbitalementéquivalentes(OE) si Rα1 et Rα2 sont
isomorphes, au sens où il existe deux boréliens satuŕes de mesure totale
X′1 ⊂ X1 et X′2 ⊂ X2 et un isomorphisme borélien f : X′1→ X′2 préservant
la mesure (il n’y a qu’une mesure de probabilité dans sa classe) tel que pour
tout x, y ∈ X′1, (xRα1 y) ⇔ ( f(x)Rα2 f(y)). Cette notion ne suppose pas
que les groupesΓ1 etΓ2 soient isomorphes.

En 1959, H. Dye a d́ecouvert que pourΓ ' Z, tout ce qui concerne
α est effaće : toutes les actions ergodiques du groupeZ sur (X, µ) sont
orbitalement́equivalentes entre elles [Dye59]. Une suite de travaux menés
par plusieurs auteurs (notamment H. Dye, A. Connes et W. Krieger, A. Ver-
shik...) conduit au th́eorème de D. Ornstein et B. Weiss [OW80] : siΓ1
et Γ2 sont deux groupesmoyennables, alors toute action ergodique deΓ1
est orbitalement́equivalente à toute action ergodique deΓ2. En d’autres
termes, il n’existe au niveau OE qu’une seule action ergodique de groupes
moyennables (les actions sont dans Aut(X, µ)).

La situation est radicalement différente pour les actions ergodiques libres
des groupesnon moyennables. Primo, aucune d’entre elles n’est OE àl’ac-
tion moyennable, secundo certains groupes peuvent avoir plusieurs actions
ergodiques non OE. Par exemple, des résultats de A. Connes et B. Weiss
assurent que tout groupe non moyennable n’ayant pas la propriét́e (T) de
Kazhdan, admet au moins deux actions libres non OE. Par exemple, les
travaux de D. McDuff et S. Bezuglyı̆ et V. Golodets permettent de trouver



Coût des relations d’équivalence et des groupes 43

des groupes qui possèdent un continuum d’actions deux à deux non orbitale-
mentéquivalentes. Tertio, il arrive sous certaines conditions que la relation
Rα détermine, à peu de choses près, et le groupe et l’action. La plupart de
ces ŕesultats derigidit é concernent des groupesΓ qui sont des ŕeseaux dans
des groupes de Lie semi-simples de rang réel≥ 2. Citons par exemple des
travaux de R. Zimmer (voir par exemple [Zim84]) ou les résultats ŕecents
d’A. Furman [Fur98] qui entraînent notamment que, si un groupeΓ admet
une action libre OE à l’action naturelle de SL(n,Z) sur len-tore Rn/Zn,
avecn ≥ 3 alorsΓ ' SL(n,Z) et les actions sont conjuguées. Notréetude
est d’une certaine manièreorthogonaleà ces ŕesultats (prop. VI.30 et prop.
VI.34) et se rapproche plutôt des résultats de S. Adams sur lestreeings
[Ada90].

Dans cet article, on associe à chaque groupeΓ dénombrable (y compris
fini) un nombreC(Γ) ∈ [1,∞] ∪ {1− 1

n : n ∈ N∗} : soncoût, majoŕe par
le nombre de ǵeńerateurs deΓ, et à certains groupes on associe des qualités
(prix fixe, arborabilit́e...), le tout reposant sur la notion degraphage.

Un graphage deRα est une manière mesurable d’équiper chaque classe
d’équivalence d’une structure de graphe connexe. Par exemple, siα est
une action libre d’un groupeΓ engendŕe parn éléments{γ1, . . . , γn}, alors
Rα est engendrée par lesn automorphismesα(γ j ) : X → X, et chaque
orbite h́erite de la structure du graphe de Cayley du groupeΓ, correspon-
dant à{γ1, . . . , γn}. Mais les relations entre les géńerateurs (les cycles
dans les graphes) introduisent une redondance dans la géńeration deRα,
qu’on va chercher à minimiser en considérant des automorphismes partielle-
ment d́efinis. Ainsi, plus pŕeciśement, ungraphagedeRα est une famille
dénombrableΦ = (ϕ j : Aj → Bj ) j∈I d’isomorphismes partiels, telle que
la relation engendrée par(ϕ j (x) ∼ x) soit isomorphe àRα. Le coût de
Φ se calcule imḿediatement, c’est le nombre de géńerateursϕ j pond́eŕes
par la mesure de leur domaine, c’est la quantité (finie ou non) suivante :
C(Φ) =∑ j∈I µ(Aj ). L’actionα admet de nombreux graphages et la borne
inférieure de leurs coûts s’appelle lecoût de la relationRα (ou de l’ac-
tion α), not́e C(Rα). Enfin, un groupeΓ possède plusieurs actionslibres,
et la borne inf́erieure (c’est en fait un minimum, prop. VI.21) de leurs coûts
est appeĺee lecoût du groupeΓ, on le noteC(Γ). Ainsi,

C(Γ) = min
α action libre deΓ

(
inf

Φ graphage deRα

(
C(Φ)

))
.

Le groupeΓ est à prix fixe si C(Rα) est constant sur toutes les actions
libresα. On ne connaît aucun groupe qui ne soit pas à prix fixe. La notion de
coût fut introduite par G. Levitt et le présent travail áet́e largement motiv́e
par une question de [Lev95, p. 1174] :“For instance, iscost(R) strictly
bigger than1 if R comes from a free action of a nonabelian free group ? If
so, this would lead to a nontrivial numerical invariant for (non amenable)
discrete groups”à laquelle le th́eorème 1 (annoncé dans [Gab98]) permet
de ŕepondre, en fournissant un moyen de calcul effectif de ce nombre :
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Théorème 1.SoitΦ un graphage deRα qui donne à presque chaque orbite
la structure d’un arbre, alorsC(Rα) = C(Φ).

On dit, dans ce cas, queΦ est unarborage. C’est en particulier untreeing
au sens de S. Adams (voir par exemple [Ada90]). Un groupe dont toutes les
actions libres sont arborables (i. e. admettent un arborage) est ditarborable.
Si aucune de ses actions libres (dans Aut(X, µ)) n’est arborable, il est alors
dit anti-arborable.

D’après [OW80], tous les groupes moyennables sont arborables, à prix
fixe, de coût 1. Dans [AS90], S. Adams et R. Spatzier ont montré que tout
groupe infini posśedant la propríet́e (T) de Kazhdan est anti-arborable. Le
théorème 1 entraîne imḿediatement :

Corollaire 1. Le groupe libre surp géńerateurs est arborable, à prix fixe,
de coûtp.

L’int érêt de ces notions repose sur leurs propriét́es d’invariance.

Invariance par OE. Si deux groupes à prix fixe ont des actions libres
orbitalementéquivalentes, alors ils ont même coût.

Cela permet de répondre à une question de A. Vershik [Ver89, p.90] :

Corollaire 2. Les d́ecalages de Bernoulli de groupes libres de rangs dis-
tincts ne sont pas orbitalementéquivalents.

Deux actions sontstablement orbitalement́equivalentes(SOE) si les
relationsRαi admettent des restrictions, chacune à un borélien rencontrant
presque toutes les orbites, qui sont isomorphes (cette notion est comparable,
en pŕesence d’un feuilletage sur une variét́e, à l’́equivalence de Kakutani
pour les pseudogroupes associés à diff́erentes transversales totales).

Notons que le groupe libreF2 possède un sous-groupeF3 d’indice 2.
Alors touteF3 action s’́etend en uneF2 action qui lui est stablement or-
bitalement́equivalente : le coût n’est donc pas invariant par SOE.

Invariance par SOE. SoientΓ1 et Γ2, deux groupes qui admettent des
actions libres stablement orbitalementéquivalentes.
– SiΓ1 est anti-arborable alorsΓ2 n’est pas arborable.
– SiΓ1 etΓ2 sont à prix fixe, alorsC(Γ1) = 1 (resp. est fini, resp.= ∞) si

et seulement siC(Γ2) = 1 (resp. est fini, resp.= ∞).

On dresse unemercuriale, c’est-à-dire une liste de groupes (à prix fixe
pour la plupart), avec leur coût, (par exempleC(Γ) = 1 − 1

|Γ| pour Γ

groupe fini de cardinal|Γ|, les groupes infinis sont de coût≥ 1) et on d́ecrit
comment agrandir la liste, par divers procéd́es. Le plus frappant, qu’on peut
voir comme un analogue du théorème de Grushko dans le cas des produits
libres, est le suivant :
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Théorème 2.SiΓ = Γ1 ∗Γ3 Γ2 est le produit amalgaḿe de deux groupes à
prix fixe, de coûts finisΓ1 etΓ2 au-dessus du groupe moyennable (éventuelle-
ment trivial)Γ3 alors Γ est à prix fixe etC(Γ) = C(Γ1)+ C(Γ2)− C(Γ3).

Cela entraîne, entre autres :

– SL(2,Z) est arborable, à prix fixe, de coût 1+ 1
12,

– le groupe fondamentalπ1(Σg) de la surface compacte de genreg ≥ 1
est à prix fixe, de coût 2g− 1.

– pour toutc ≥ 1, il existe (au moins) un groupeΓc (resp.Λc) à prix
fixe, de coûtc et arborable (resp. anti-arborable) et il existe au moins un
groupede type finide coûtc, pourc<∞.

Concernant le passage à des sous-groupes, on obtient :

Théorème 3.

– Si Λ est d’indice fini[Γ : Λ] dansΓ, alors C(Λ) − 1 = [Γ : Λ] ·
(C(Γ)− 1).

– SiΛ est un sous-groupe infini distingué à prix fixe deΓ, alors C(Γ) ≤
C(Λ).

Par ailleurs, il existe de nombreux groupesfamiliers qui sont à prix
fixe, de coût 1. Par exemple les produits directsΓ1 × Γ2 où Γ1 contient
un élément d’ordre infini, les groupes contenant un sous-groupe normal
moyennable, SL(n,Z) pourn > 2, le groupe de Thompson... On donne des
critères alǵebriques permettant d’établir cela, on en d́eduit que les groupes
consid́eŕes par D. McDuff [McD69] sont tous de coût 1 et on prouve :

Théorème 4.

– Tout groupe non moyennable de coût 1 est anti-arborable.
– Tout groupe contenant un sous-groupe anti-arborable est anti-arborable.

Le groupe libre sur une infinité de ǵeńerateurs est à prix fixe de coût
infini. On en d́eduit, en ŕeponse à une question de V. Kaimanovich :

Corollaire 3. Il existe des actions qui ne sont SOE à aucune action d’un
groupe de type fini.

Comme le suggère ce qui précède, plusieurs résultats portent en fait
sur des relations d’équivalence mesurées de type II1, mais on sait (voir
les papiers [FM77] de J. Feldman et C. Moore) qu’elles sont toutes de la
formeRα pour une actionα non ńecessairement libre d’un certain groupe
dénombrable. On d́efinit la propríet́e (ǵeńeralisant celle déE. Ghys [Ghy95])
pour une relation de se décomposer comme produit amalgamé ou HNN-
extension qui correspond à celle pour les groupes : siα est une action libre
du groupeΓ = Γ1∗Γ3 Γ2 (resp.Γ = Γ1∗Γ3), alorsRα = Rα|Γ1 ∗Rα|Γ3

Rα|Γ2

(resp.Rα|Γ1∗Rα|Γ3
). On prouve que ces notions sont identiques modulo SOE
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et en ŕealit́e, onétablit l’analogue (th. IV.15) du th́eorème 1 dans ce contexte.
De même, on obtient :

Théorème 5. Toute sous-relation d’une relation arborable est elle-même
arborable.

S. Jackson, A. Kechris et A. Louveau ont obtenu [JKL] de manière
indépendante des résultats comparables aux nôtres sur l’arborabilité, mais
dans lecadre boŕelien(i.e. sans la pŕesence d’une mesure quasi-invariante).
Notre preuve du th́eorème 5 se ǵeńeralise à ce cadre.

On sait bien, depuis les travaux de F. Murray et J. von Neumann, le lien
étroit entre relations d’équivalence mesurées et algèbres de von Neumann.
En fait ([FM77]), à toute relation d’équivalenceR mesuŕee ergodique de
type II1 correspond une algèbre de von NeumannM de type II1 et une sous-
algèbre de CartanA. Inversement [FM77], pour toute telle paire(M, A), il
existe une unique relation d’équivalence mesurée pŕeservant la mesure sur
un boŕelien standard de probabilité (et un 2-cocycleσ , sans incidence pour
nous), qui est associée (tordue parσ ) à (M, A). Si bien que les invariants
qu’on a consid́eŕes, coût et arborabilité deviennent des invariants pour les
paires algèbre de von Neumann/sous-algèbre de Cartan. Les spécialistes ne
manqueront pas de remarquer certaines similitudes (non encoreélucid́ees)
entre nos ŕesultats sur le coût et ceux concernant l’invariant (“free entropy
dimension”) introduit par D. Voiculescu des facteurs de von Neumann de
type II1.
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Coût des relations d’équivalence et des groupes 47

par J. Stallings [Sta65]). Je l’ai poursuivi dans mon laboratoire d’accueil de
l’UMPA de l’Ens-Lyon en 1997-1998. J’ai harcelé de nombreuses personnes
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I Définitions et premières propriétés

I-A Premières d́efinitions

Soit (X,B, µ) un espace borélien standard muni d’une mesureµ, sans
atome. S’il est de probabilité (µ(X) = 1), alors il est isomorphe à l’inter-
valle [0,1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue.

(S) Une relation d’́equivalenceR sur(X, µ) est ditestandard si

– pour toutx ∈ X, la classe d’́equivalenceR[x] dex est d́enombrable.
– R comme partie deX× X est un boŕelien de laσ -algèbre produit.

(P) On dit queµ est pŕeserv́ee parR si tout automorphisme borélien deX,
dont le graphe est contenu dansR, préserveµ.

Le R-satuŕe d’un boŕelien A est la ŕeunion desR-classes deśeléments
de A, c’est un boŕelien de X. La relationR est ergodiquesi pour tout
boŕelienR-satuŕe A, ou bienA, ou bien son complémentaire est de mesure
nulle. On appelleorbite d’un pointx ∈ X sa classe d’équivalence.

Notreétude se concentrera essentiellement sur les relations(SP1), c’est-
à-dire standard, préservant la mesureµ sur X de probabilit é. Cependant,
au cours des d́emonstrations, apparaîtront des espaces de base boréliens
standardsσ -finis (i.e. ŕeunion d́enombrable de boréliens de mesures finies).
Ces relations v́erifieront (S) et (P), elles seront dites(SP). Nos consid́erations
seront mesurables, préservant la mesure et à un ensemble de mesure nulle
près (mod 0). Il existe unprincipedisant “tant qu’on n’utilise pas l’axiome
du choix, on demeure dans le cadre mesurable”.

Dans un contexte plus faible où l’on ne suppose pas (P), on dit que la
mesureµ estquasi-pŕeserv́eesi leR-satuŕe de tout boŕelien ńegligeable est
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lui-même ńegligeable. Dans ce cadre, on dit qu’une relation standard est de
typeII 1 si R est à classes infinies et préserve une mesure de probabilité ν
équivalente àµ (i.e.µ et ν ont les mêmes ensembles de mesure nulle). Si
de plusR est ergodique, alorsν est unique dans sa classe de mesure.

On dira que les relationsR1 et R2 sur (X1, µ1) et (X2, µ2) sont
isomorpheset on écrira R1 ' R2 s’il existe une bijection bimesurable
f : X1 → X2 telle que f∗(µ1) = µ2 et telle que pourµ1-presque tout
x ∈ X1, les ensemblesf(R1[x]) et R2[ f(x)] sontégaux. Une propriét́e est
vérifiée pourpresque chaque orbitedeR si elle est v́erifiée pour chaque
orbite d’une relation isomorphe.

Si G est un sous-groupe dénombrable du groupe Aut(X, µ) des au-
tomorphismes boréliens deX préservantµ, la relation d’́equivalenceRG
définie par ses orbites est une relation (SP). Inversement, le corollaire 1 de
[FM77] de J. Feldman et C. Moore assure que, pour toute relation (SP)R
sur (X, µ), il existe un sous-groupe dénombrableG de Aut(X, µ) tel que
R ' RG.

On renvoie à [FM77] ou [Wei81] pour plus de détails sur ce qui précède.

Définition I.1. Un graphage sur (X, µ) est une famille d́enombrable
Φ = (ϕ j : Aj → Bj ) j∈J d’isomorphismes boréliens pŕeservantµ, entre
parties boŕeliennes deX. Chaqueϕ j est ungénérateur, le domaine Aj et
le but Bj sont ses bases.

Un graphageΦ engendreune relation d’́equivalenceRΦ ⊂ X× X : la
plus petite relation d’́equivalence qui v́erifie (x ∼ y) s’il existe j ∈ J avec
x ∈ Aj et y = ϕ j (x).

Un Φ-mot ω est un mot́ecrit avec les lettresϕ j etϕ−1
j . C’est un isomor-

phisme partiel dont le domaine de définition dom(ω) (défini de la manière
maximaleévidente) et l’image but(ω) sont des boŕeliens deX. La longueur
du Φ-mot ω = ϕεlil

. . . ϕ
ε2
i2
ϕ
ε1
i1

(avecεi = ±1 etϕi j ∈ Φ) est l’entierl . Un
mot estréduit s’il ne contient pas une lettre suivie immédiatement de son
inverse. Le mot vide est défini partout et vaut l’identit́e. DeuxΦ-motsω1 et
ω2 coïncidentenx ∈ X si x appartient à leurs domaines etω1(x) = ω2(x).

La relationRΦ est donc aussi l’ensemble des(x, y) pour lesquels il
existe unΦ-motω défini enx tel queω(x) = y. Il est imḿediat de s’assurer
que c’est une relation (SP) (tout automorphisme dont le graphe est contenu
dansRΦ se d́ecompose en une famille dénombrable deΦ-mots).

Un graphageΦ donne naturellement (et “mesurablement”) à chaque
orbite deRΦ une structure de graphe connexe, songraphe de Cayley, et
la munit d’une ḿetriquedΦ : les sommets sont leśeléments de la classe et
une arête orientée d’appellationϕ j joint x à y si et seulement six ∈ Aj
et y = ϕ j (x). Le nombre d’arêtes incidentes àx (not́e vΦ(x)) (resp. le
nombre d’arêtes sortant dex) est égal au nombre de basesAj , Bj (resp.
de domainesAj ) le contenant. On noteΦ[x] le graphe de Cayley dex. La
métriquedΦ est la plus grande qui place à distance 1 deux points joints par
une arête (s’ils sont distincts). Autrement dit,dΦ(x, y) = n si et seulement
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si n est le minimum des longueurs desΦ-mots dex à y. On dira queΦ est
un graphage de la relationR si RΦ ' R.

Définition I.2. Si presque chaque orbite a la structure d’un arbre, on dit
queΦ est unarborage. R estarborable si elle admet un arborage.

Vu la dénombrabilit́e de l’ensemble desΦ-mots,Φ est un arborage si et
seulement si pour toutΦ-motω réduit non vide, l’ensemble{x ∈ dom(ω) :
ω(x) = x} des points fixes deω est de mesure nulle.

Ces structures sont très proches de celles considéŕes par S. Adams.
En particulier, un arborage localement fini (chaquex ∈ X est contenu
dans un nombre fini de bases) définit un treeingau sens de [Ada90]. Une
diff érence notable entre nos graphages et lesgraphingsde Adams ŕeside
dans l’existencéeventuelle deredondances: on peut avoir des ǵeńerateurs
distinctsϕ1 etϕ2 deΦ qui coïncident sur un borélien de mesure> 0.

Exemple I.3.SoitΓ un groupe d́enombrable engendré parγ1, γ2, . . . , γn, . . .
et qui admet une actionα : Γ→ Aut(X, µ). La relationRα des orbites de
l’action coïncide avec la relationRΦ donńee par le graphageΦ = (

ϕ j :
X→ X, x 7→ α(γ j )(x)

)
j=1,2,.... Ainsi, grâce au ŕesultat de Feldman-Moore

rappeĺe ci-dessus, toute relation (SP) admet un graphage.

On dira que l’action deΓ est libre si µ{x/α(γ)(x) = x} = 0, pour
tout γ ∈ Γ \ {1}. Dans ce cas, le graphe de Cayley de presque chaque
orbite, s’identifie avec le graphe de Cayley de(Γ; (γ1, γ2, . . . , γn, . . . )).
Plus pŕeciśement, chaque choix d’uńelémentx de l’orbite fournit un iso-
morphisme de graphes de Cayley (oùx ↔ 1), mais il n’existe pas, en
géńeral, d’identification (mesurable) intrinsèque (cf. Remarque I.4). SiΓ est
le groupe libre surγ1, γ2, . . . , γp, · · · , le graphageΦ est alors un arborage.

Remarque I.4.Supposonsµ(X) = 1. L’ordre induit sur chaque orbite par
l’ordre sur [0,1] (via un isomorphisme borélien qui identifie(X,B, µ)
à [0,1] muni de la mesure de Lebesgue) permet, lorsque chaque orbite
est finie, de construire un domaine fondamental (choix d’un point par or-
bite) boŕelien en ne retenant que l’élément minimal de chaque classe. En
revanche, lorsque les classes sont infinies, un domaine fondamental est
nécessairement non borélien. C’est pourquoi l’́etude de l’espace des orbites
ne se ramène pas à celle d’une partie borélienne.

La notationx
R∼ y ou xRy signifie quex et y sont dans la même orbite

de la relationR. La relation (SP)S est unesous-relationde la relation (SP)
R si pour presque toutx ∈ X, on aS[x] ⊂ R[x]. Si R1 et R2 sont deux
relations (SP) sur(X, µ), on noteraR1∨R2 la relation qu’elles engendrent,
i.e. la plus petite relation (SP) sur(X, µ) pour laquelle, pour toutx ∈ X,
l’orbite dex contientR1[x]∪R2[x]. SiΦ1 = (ϕ j ) j∈J1 etΦ2 = (ϕ j ) j∈J2 sont
deux graphages sur(X, µ), on noteΦ1∨Φ2 le graphage ŕeunion(ϕ j ) j∈J1∪J2.
C’est un graphage deRΦ1 ∨RΦ2. On dira queΨ = (ψ j ) j∈J est unsous-
graphagedeΦ = (ϕ j ) j∈J si pour chaquej ∈ J, les ǵeńerateursψ j et ϕ j
coïncident en tous points de dom(ψ j ) (en particulier, dom(ψ j ) ⊂ dom(ϕ j )).
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Notation : Φ±1 := (ϕ1, ϕ
−1
1 , ϕ2, ϕ

−1
2 , . . . , ϕn, ϕ

−1
n , . . . ) est la famille

des lettres ou des mots de longueur 1.

I-B Définitions des coûts

Définitions I.5. Soit (X,B, µ) un boŕelien standard de mesure 1, sans
atome.

(1) Le coût du graphageΦ = (ϕ j : Aj → Bj ) j∈J sur (X, µ) est la
quantit́e (finie ou non) suivante :Cµ(Φ) =∑ j∈J µ(Aj ).

(2) Le coût de la relation (SP1)R sur (X, µ) est la borne inf́erieure des
coûts des graphages deR : Cµ(R) = inf {Cµ(Φ)/RΦ = R}.

(3) Le coût d’un groupe dénombrableΓ est la borne inf́erieure des
coûts des relationsRα, où α parcourt la famille des actionslibres
de Γ, préservant la mesure, sur des(X, µ) de probabilit é : C(Γ) =
inf {Cµ(Rα)/α action libre deΓ sur (X, µ) avecµ(X) = 1}.

(4) Un groupe est dità prix fixe si les relationsRα de toutes ses actions
libresα ont le même coût (sur(X, µ) de probabilit́e).

Il est immédiat que deux relations (SP1) isomorphes ont même coût. Le
coût d́epend de la mesureµ. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté, on omettra
la mesure en indice. Notons que le nombrevΦ(x) de voisins (la valence de
x dans sonΦ-graphe de Cayley) estégal, en moyenne, à 2 fois le coût du
graphageΦ :

∫
X vΦ(x)dµ(x) = 2 · Cµ(Φ).

Remarque I.6.Si l’espace(X, µ)est un espace de mesure finie différente de 1
on appellera encore, par abus, coût du graphageΦ = (ϕ j : Aj → Bj ) j∈J
sur(X, µ) la quantit́e Cµ(Φ) :=∑ j∈J µ(Aj ).

Remarque I.7.Un groupe d́enombrableΓ admet toujours des actions
(presque) libres préservant la mesure sur des boréliens standards de proba-
bilit é, lesdécalages de Bernoulli: soitY = {0,1, · · · ,n} un ensemble fini,
muni d’une mesure de probabilitéν qui donne à chaquéelément une mesure
non nulle. Le boŕelien standardX = YΓ des applications deΓ dansY, muni
de la tribu et de la mesure produits, admet une actionα presque libre deΓ,
parα(γ)( f(·)) = f(γ−1· ). Si Γ est infini (resp. siγ est unélément d’ordre
infini de Γ) alors cette action (resp. l’action restreinte àγ ) est ergodique.
On peut aussi voir [Dye59, lemma 2.1] pour un autre exemple.

Le coût d’un groupe de type fini est toujours majoré par le nombre de
ses ǵeńerateurs (exemple I.3).

On se demandera si les bornes inférieures qui interviennent dans les
définitions (2) et (3) sont atteintes. Le théorème IV.1 donnera une condition
nécessaire et suffisante pour qu’un graphageΦ réalise le coût de la relation
qu’il engendre. Pour la d́efinition (3), voir VI.21.

Question I.8 :Existe-t-il des groupes qui ne soient pas à prix fixe ?
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I-C Exemples des relations finies

L’exemple des relations d’équivalence (SP1) finies (i.e. à orbites finies) est
particulièrement simple à traiter. Cela repose sur l’existence d’undomaine
fondamental pour la relation, i.e. une partieD ⊂ X mesurable, qui ren-
contre presque chaque orbite en un et un seul point (voir remarque I.3). Ces
résultats sont essentiellement contenus dans [Lev95]. C’est parce qu’on
rencontrera de telles relations qu’on n’a pas pu restreindre notreétude aux
seules relationsergodiques.

Proposition I.9 [Lev95]. Soit R une relation (SP1) sur(X, µ) (avec
µ(X) = 1). Supposons que ses orbites sont (presque toutes) finies (il est
équivalent de dire queR possède un domaine fondamentalD), alors :

(1) C(R) = 1− µ(D),
(2) R admet un arborage,
(3) tout arborage est de coût exactementC(R).

Preuve.Consid́erons un graphageΦ deR et un domaine fondamentalD.
Pour chaquex ∈ D, appelonsS(x) (resp.V(x)) le nombre de sommets (resp.
la somme des valences des sommets) duΦ-graphe de Cayley de l’orbite dex.
On a

∫
D S(x)dµ(x) = µ(X) et presque toute orbite est finie. Ces fonctions

mesurables v́erifient l’inégalit́e des graphes connexes finis : 1/2.V(x) ≥
S(x)− 1, avecégalit́e si et seulement si le graphe de CayleyΦ[x] dex est
un arbre. Par intégration surD, on obtientC(Φ) ≥ µ(X) − µ(D), avec
égalit́e si et seulement si presque chaque graphe est un arbre. Inversement,
par finitude des orbites, il existe une numérotation mesurable des sommets
et il est facile d’exhiber un arborage. Ce joli raisonnement est dû à G. Levitt
(non publíe sous cette forme). ut

Corollaire I.10. Si Γ est un groupe fini de cardinal|Γ|, alors il est à prix
fixe etC(Γ) = 1− 1

|Γ| .

Preuve.Consid́erons une action libre (SP1) deΓ. Chaque orbite a|Γ|
éléments ; un domaine fondamental mesure donc 1/|Γ|. ut

I-D Exemples des rotations du cercle

Consid́erons l’action surS1 = R/Z du groupeZ2 engendŕe par deux trans-
lationsa et b définies par deux nombres réelsla, lb tels que 1, la, lb soient
rationnellement ind́ependants. Pour toutε > 0, on trouve un boŕelien Aε de
mesure≤ ε qui rencontre presque toutea-orbite (i.e. dont le saturé Ā par
a est de mesure pleine) (par ergodicité, c’est en fait le cas de tout borélien
de mesure> 0). Soitbε la restriction deb à Aε. Le graphageΦε = (a,bε)
de coût 1+ ε posśedera presque les mêmes orbites queΦ = (a,b), de
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coût 2. En effet, pour toutx ∈ Ā, il existe unn tel quean(x) ∈ Aε. Alors
a−n◦bε◦an(x) est d́efini etégaleb(x). En fait (cf. [Dye63]), cette relation est
engendŕee par un automorphisme deS1 préservant la mesure de Lebesgue.
On verra (partie III) qu’elle est arborable, de coût 1.

I-E Premières propríet́es

Proposition I.11. Si un graphageΦ de coût fini ŕealise le coût deR, alors
Φ est un arborage.

Soit Φ un graphage sur(X, µ). Soit m = ϕ
εl
il
· · · ϕε2

i2
· ϕε1

i1
un Φ-mot.

Appelonsmj := ϕε j

i j
· · · ϕε2

i2
· ϕε1

i1
les sous-mots à droite, etm0 = 1.

Lemme I.12. Si A est un boŕelien de mesure> 0, contenu dans le domaine
de m, tel que∀x ∈ A m(x) = x, mais tel que les itérés interḿediaires,
mj (x) ( j = 0, · · · , l − 1) sont deux à deux distincts, alors il existe une
partie A′ de A, de mesure> 0 dont les it́erés interḿediairesmj (A′) sont
deux à deux disjoints.

Preuve du lemme I.12.X étant un boŕelien standard, prenonsX = [0,1].
Par le th́eorème de Lusin, pour toutj = 1, · · · , l et tout ε > 0, il ex-
iste un boŕelien Uj contenu dansmj−1(A) de mesure< ε, tel queϕ

ε j

i j

soit continue surmj−1(A) \ Uj . Prenonsε < µ(A)/l et soit A l’ensemble
A = U1 ∪m−1

1 (U2) ∪ · · · ∪m−1
l−1(Ul). La mesureµ(A \ A) est> 0. Con-

sidérons un point de densitéx deA\A. Ses it́eŕesétant deux à deux distincts
et par continuit́e, il existe un voisinageA′ (de mesure positive par densité)
dex dansA \ A dont les it́eŕes sont deux à deux disjoints. ut

Preuve de la proposition I.11.Par contraposition, siΦ n’est pas un arborage,
on trouve (par d́enombrabilit́e de l’ensemble desΦ-mots) un motm et un
boŕelien A satisfaisant les hypothèses du lemme. SupprimerA′ dans le
domaine deϕε1

i1
fournit un graphage de coût strictement inférieur qui a les

mêmes orbites. ut
Rappelons un lemme utile (voir par exemple [Lev95, prop. 1]) qui est
immédiat dans le cas ergodique :

Lemme I.14. SiR est une relation à orbites infinies, alors il existe une suite
décroissante de boréliensYn, dont la mesure tend vers 0, qui rencontrent
presque chaque orbite.

Remarque.Le caractère standard de l’espaceX intervient dans ces deux
lemmes.
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II Invariances et induction

II-A Équivalence orbitale

Il est usuel dans la th́eorie de confondre deux relations (SP1) si elles sont
orbitalementéquivalentes:

Définition II.1. Deux relations (SP1)R1 sur (X1, µ1) et R2 sur (X2, µ2)
sontorbitalement équivalentes(OE) s’il existe un isomorphisme borélien
f : X′1→ X′2, entre des boŕeliensX′1 ⊂ X1 et X′2 ⊂ X2 satuŕes de mesures
totales, tel que

(i) f envoieµ1 sur une mesuréequivalente àµ2,
(ii) pour toutx ∈ X′1, on a f(R1[x]) = R2[ f(x)].

La différence avec des relations isomorphes réside dans (i). Ici, l’impor-
tance du choix de la mesure invariante dans sa classe fait que le coût n’est
pas un invariant d’équivalence orbitale. Cependant,R2 préserve aussi la
mesuref∗µ1 (tout automorphismeh de X2 dont le graphe est contenu dans
R2 fournit un automorphismef −1 · h · f de X1 (l’ étendre par l’identit́e sur
X1 \ X′1) dont le graphe est contenu dansR1, qui pŕeserve doncµ1). SiR2
est ergodique, alorsR1 est ergodique etf∗µ1 = µ2. Les relations sont alors
isomorphes. On en déduit :

Invariance II.2. Si R1 et R2 sont deux relations (SP1)ergodiquesor-
bitalement équivalentes sur(X1, µ1) et (X2, µ2), de probabilit́e, alors
Cµ1(R1) = Cµ2(R2).

Invariance II.3. Si R1 et R2 sont deux relations (SP1) OE sur(X1, µ1)
et (X2, µ2), de probabilit́e, et siR2 est donńee par les orbites d’une action
libre d’un groupeΓ2 à prix fixe, alorsR1 etR2 ont même coût.

Dans ce cas, on n’a pas besoin de l’hypothèse ergodique. En effet,Cµ2(R2) =
C(Γ2) = C f∗µ1(R2) = Cµ1(R1).

Corollaire II.4. Si deux groupes à prix fixes ont des actions libres préservant
la mesure, orbitalement́equivalentes, alors ils ont le même coût.

II-B Induction

Si on ne s’est pas restreint à des espaces de probabilité, c’est parce qu’on a
besoin de la notion de relation induite.

Définition II.5. La relation (SP)R sur (X, µ) induit la relation R|Y sur
(Y, µ|Y) si Y est un boŕelien de mesure> 0 de X et pour toutx, y ∈ Y,
(xR|Yy)⇔ (xRy).
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Soit Φ un graphage deR. Si on considère tous lesΦ-mots et qu’on
restreint l’isomorphisme associé à chacun, de sorte que les domaines (éven-
tuellement vides) et les buts soient contenus dansY, on obtient un graphage
grossier deR|Y. Le lemme II.8 qui vient, d́ecrit une manière d’en trouver
un plus malin qui permettra de prouver le résultat que voici. On se place
toujours dans le cas où la mesure est préserv́ee, mais on autoriseµ à n’être
queσ -finie.

Proposition II.6. (induction). SoitY ⊂ X un boŕelien qui rencontre toutes
les orbites de la relation (SP)R sur (X, µ), alors les propríet́es suivantes
sont v́erifiées :

(1) R est arborable si et seulement siR|Y est arborable.
(2) Si 0< µ(X) <∞, alors en posantµ1 = µ

µ(X) etν1 = µ|Y
µ(Y) , on a

µ(X) · (Cµ1(R)− 1) = µ(Y) · (Cν1(R|Y)− 1).

Remarque II.7.Si on suppose queR est standard, mais queµ est seulement
quasi-pŕeserv́ee, alors la première partie de la proposition II.6 reste vraie,
avec la même preuve.

Lemme II.8. SoitΦ un graphage de la relation (SP)R sur(X, µ), soitY un
borélien deX qui rencontre toutes les orbites et soitR|Y la relation induite.
On peut, quitte à d́ecouper les domaines de ses géńerateurs, partitionner
Φ en deux sous-graphages disjoints (Φv comme “vertical” etΦh comme
“horizontal” ) Φ = Φv ∨Φh qui vérifient :

(1) Φv est un arborage dont chaque orbite rencontreY en un et un seul
point

(2) faire glisser (cf. II.8.1, ci-dessous)Φh le long deΦv jusque dansY
fournit un graphageΨh deR|Y

(3.1) si Ψ ′ est un autre graphage deR|Y, alors Φ′ = Ψ ′ ∨ Φv est un
graphage deR

(3.2) si Φ est un arborage deR, alorsΨh est un arborage deR|Y
siΨ ′ est un arborage deR|Y, alorsΦ′ est un arborage deR

Siµ(X) est finie, alorsΦv est à orbites finies, et

(4) Cµ(Φv) = µ(X)− µ(Y) (cf. Remarque I.6).
(5) Cµ(Φh) = Cµ|Y(Ψh) (cf. Remarque I.6).

Preuve du lemme II.8.Soit Y0 = Y et Yi = {x ∈ X/dΦ(x,Y0) = i }, où
i ∈ N. On rappelle quedΦ est la ḿetrique sur les orbites donnée par le
graphageΦ. Quitte à partitionner domaines et buts des géńerateurs, puis
remplacer certains d’entre eux par leur inverse, on peut supposer que pour
chaque ǵeńerateurϕ : A→ B, domaines et buts sont chacun contenus dans
un Yi et de plus le domaineA estplus hautque le but :A ⊂ Yi et B ⊂ Yj ,
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avec i ≥ j . Numérotons les ǵeńerateurs, et appelonsZϕi (pour i > 0 et
ϕ ∈ Φ), l’ensemble desx ∈ Yi pour lesquelsϕ est le premier ǵeńerateur
défini enx dont l’image est dansYi−1 (consid́erer, pour chaquex ∈ Yi avec
i > 0, un mot de longueuri de x à Y pour s’assurer qu’un tel géńerateur
existe). LesZϕi fournissent une partition deX \ Y :

X \ Y =∐i,ϕ Zϕi (II.8.a.)

Définition de Φv et Φh : Oncoupe en deuxchaque ǵeńerateurϕ : A→ B,
avecA ⊂ Yi , en d́efinissant :

δϕ la restriction deϕ à Zϕi ,
δϕ la restriction deϕ à dom(ϕ) \ Zϕi

AppelonsΦv (resp.Φh) la famille desδϕ (resp.δϕ). Pour chaquex ∈ X \Y,
il existe un unique ǵeńerateur deΦv défini en x, et il descendvers leYi
d’indice pŕećedent. Il existe donc un uniqueΦv-mot ŕeduitmx dex àY. Les
Φv-orbites sont des arbres (item 1), qui rencontrentY en un unique point,
leur racine.

Dans le casµ(X) < ∞, la finitude desΦv-orbites repose sur l’exis-
tence du domaine fondamentalY et on a donc bien l’item (4) :Cµ(Φv) =∑

δ∈Φv
µ(dom(δ)) = µ(X)− µ(Y), par II.8.a. et I.9.

II.8.1. Glissement deΦh le long deΦv. Quitte à d́ecomposer domaines et
buts des ǵeńerateurs deΦh, on peut supposer que pour chaqueδ : A→ B,
δ ∈ Φh, il existeun Φv-mot mA,δ (resp.mB,δ) qui pour toutx ∈ A (resp.
y ∈ B), estle Φv-mot dex (resp.y) àY. Si A (resp.B) est contenu dansY,
ce mot sera par d́efinitionégal à l’identit́e. On poseψδ = (mB,δ).δ.(mA,δ)

−1,
pourδ ∈ Φh et on appelleΨh l’ensemble desψδ. On a faitglisserδ enψδ.

Le domaine deψδ est(mA,δ)
−1(A), alors l’item (5) est v́erifié. Au niveau

de chaqueΦ-graphe de Cayley, on a choisi une forêt de sous-arbres enracinés
qui partitionne l’ensemble des sommets, et on a fait glisser toutes les autres
arêtes le long de ces sous-arbres jusqu’aux racines. Les opérations de glisse-
ment ne modifiant pas le type topologique des graphes de Cayley, les items
(2), (3.1) et (3.2) se v́erifient alors imḿediatement. ut
Preuve de la proposition II.6.Du lemme II.8, on d́eduit imḿediatement la
propríet́e (1).

Si µ(X) < ∞, on a :Cµ|Y(Ψh) = Cµ(Φh) = Cµ(Φ) − Cµ(Φv) =
Cµ(Φ)−(µ(X)−µ(Y)). PuisqueΨh etΦ sont respectivement des graphages
deR|Y etR, on obtient en normalisant les mesures que :µ(Y) ·Cν1(R|Y) ≤
µ(X) · Cµ1(R) − (µ(X) − µ(Y)). Inversement, siΨ′ engendreR|Y alors
Ψ′ ∨Φv engendreR et on a :µ(X) ·Cµ1(R) ≤ µ(Y) ·Cν1(Ψ

′)+ (µ(X)−
µ(Y)). D’où le résultat. ut

II-C Équivalence orbitale stable

Définition II.9. Deux relations (SP1) sontstablement orbitalementéqui-
valentes(SOE) si elles sont orbitalementéquivalentes en restriction cha-
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cune à un boŕelien qui rencontre presque toutes les orbites : il existe
Y1 ⊂ X1 (resp. Y2 ⊂ X2) qui rencontrent presque toutes les orbites de
R1 (resp.R2) tels que les relations induitesR1|Y1 et R2|Y2 soient orbitale-
mentéquivalentes.

Si deux relations (SP1) sont OE, alors elles sont SOE.

Corollaire II.10. Si R1 et R2 sont stablement orbitalementéquivalentes,
alors R1 est arborable si et seulement siR2 est arborable.

C’est un corollaire imḿediat de la proposition d’induction II.6.(1).

Invariance II.11. Si R1 et R2 sont deux relations (SP1) sur(X1, µ1) et
(X2, µ2), ergodiques et stablement orbitalementéquivalentes et si
C(R1) = 1 (resp.= ∞), alorsC(R2) = 1 (resp.= ∞)
SiΓ1 etΓ2 sont deux groupes à prix fixes qui ont des actionsα1 etα2, libres
ergodiques et stablement orbitalementéquivalentes et siC(Γ1) = 1 (resp.
= ∞), alorsC(Γ2) = 1 (resp.= ∞).

Les quatréenonćes contenus dans ce corollaire de la proposition II.6 se
démontrent de manière analogue. On ne détaille que celui sur les groupes
et le coûtégal à 1 : cela repose sur la nullité (obtenue successivement) des
expressions suivantes.

0= C(Γ1)− 1
= Cµ1(Rα1)− µ1(X)
= µ1(Y1) · (Cµ1(Rα1|Y1)− 1)
= f∗µ1(Y2) · (C f∗µ1(Rα2|Y2)− 1)
= µ2(Y2) · (Cµ2(Rα2|Y2)− 1) (proportionnalit́e de f∗µ1 etµ2)
= Cµ2(Rα2)− 1
= C(Γ2)− 1.

Évidemment, la notion la mieux adaptée à notre problème est celle
qu’on appelleráequivalence orbitale stable isoḿetrique où f : Y1→ Y2
envoieµ1|Y1

sur µ2|Y2
(au lieu d’une mesure seulementéquivalente). La

proposition II.6 donne alors :

Corollaire II.12. La quantit́e µ(X) · (Cµ1(R) − 1) est un invariant
d’équivalence orbitale stable isométrique (oùµ1 = µ

µ(X) ).

C’est en ce sens qu’on peut dire qu’on a un invariant de l’espace mesuré
des orbites. Lorsque les orbites sont ou bien toutes finies ou bien toutes
infinies et que la quantité µ(X) · (1− Cµ1(R)) est positive ou nulle, elle
correspond alors à lamesure de l’espace des orbitesde [Lev95].

Exemple II.14.Soit F un feuilletage transversalement mesuré sur une
variét́e V compacte. SoitX une sous-variét́e de V, transverse àF , qui
rencontre toutes les feuilles. Supposons que la mesureµ dépośee surX soit
finie et sans atomes, alors le pseudogroupe d’holonomie deF sur (X, µ)
définit une relation d’́equivalenceR préservantµ. Le choix d’une autre
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transversale totaleY conduit (paréquivalence de Kakutani) à une relation
S isométriquement SOE àR.

Exemple II.15.SoientΓ et Λ deux ŕeseaux d’un groupe de LieG. Fixons
une mesure de Haarµ surG (elles sont toutes proportionnelles). L’actionα
deΓ surG par multiplication à gauche (α(γ)(g) = γg) et l’actionβ deΛ par
multiplication à droite (β(λ)(g) = gλ−1) ont des domaines fondamentaux
X (resp.Y) deµ-mesure finie, elles commutent entre elles et elles préservent
la mesureµ. On en d́eduit donc une actionα deΓ sur (G/Λ, µ) ' (Y, µ)
et une actionβ deΛ sur(Γ\G, µ) ' (X, µ). Ces deux relationsRα etRβ

sont stablement isoḿetriquement orbitalement́equivalentes: les images de
X parα(Γ) partitionnentY en Y = ∐i Yi = ∐i α(γi )(Xi ), où lesXi sont
des boŕeliens deX. PosonsX′ = ∪Xi . On peut trouver desX′i ⊂ Xi qui
forment une partition deX′, et soitY′ =∐i α(γi )(X′i ). Les espaces(X′, µ)
et(Y′, µ) sont isomorphes. Les relations d’équivalenceRX, RY, RX′ etRY′

induites par l’actionα×β deΓ×Λ surX, Y, X′ etY′ vérifient :Rα

OE' RY,

RY′
OE' RX′ et RX

OE' Rβ. On en d́eduit queRα

OE' RY
SOE' RX

OE' Rβ.
On conclut alors, grâce à la proposition d’induction II.6, avecµΓ = µ

µ(G/Λ)

etµΛ = µ

µ(G/Γ) , queµ(G/Λ).(CµΓ
(Rα)− 1) = µ(G/Γ).(CµΛ

(Rβ)− 1).

Notons que siG est connexe, les actionsα etβ sont presque libres si et
seulement siΓ ∩Λ ∩ Z(G) = {1}, où Z(G) est le centre deG.

Corollaire II.16. Si Γ et Λ sont deux ŕeseaux à prix fixe d’un groupe de
Lie G connexe, alors leurs coûts sont reliés par leur covolumes :µ(G/Λ) ·
(C(Γ)− 1) = µ(G/Γ) · (C(Λ)− 1).

Si Ω = Γ ∩ Λ ∩ Z(G) est infini, alors on verra en VI.26 (a) que
C(Γ) = C(Λ) = 1.

Si Ω est fini non trivial, on quotiente la situation parΩ, pour se ramener
au cas des actions libres et VI.19 (ii) permettra de conclure.

Corollaire II.17. Puisque le groupeSL(2,R) (resp.PSL(2,R)), des matri-
ces2×2de d́eterminant 1 (resp.SL(2,Z)quotient́e par son centre), contient
un groupe libreF2 comme ŕeseau, alors chaque réseau deSL(2,R) (resp.
PSL(2,R)) possède une action (SP1) arborable (voir II.10).

Le centre deF2 étant trivial, on est dans la situationΩ = {1} où les
actionα etβ sont presque libres.

III Relations hyperfinies

Après l’exemple des relations finies (cf. I-C) traitons le cas, à la frontière
du fini et de l’infini, des relations (SP1) (i.e.µ(X) = 1) hyperfinies. Dans
cette partie, on rappelle quelques résultats connus et on redonne une preuve
de certains.
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Définition III.1 [Dye59]. Une relation (SP1)R est ditehyperfinie si elle
est isomorphe à une limite croissante de relations finiesRn : pour presque
tout x ∈ X, Rn[x] ⊂ Rn+1[x] et∪nRn[x] = R[x].
Par exemple, les relations finies sont hyperfinies. On sait que si le groupeΓ
admet une action libre (SP1) hyperfinie, alorsΓ est moyennable (voir VI.4
pour des exemples). Inversement :

Théorème [OW80]. Si α est une action libre (SP1) d’un groupe moyen-
nableΓ, alorsRα est hyperfinie.

Remarque III.2.Il existe une notion derelation moyennable, introduite
par R. Zimmer, quíetend naturellement celle de groupe moyennable et
qui concerne les relations boréliennes munies d’une classe invariante de
mesures (voir par exemple [Zim84]). Le théorème principal de [CFW81]
assure que les notions de moyennable et d’hyperfinie coïncident exactement.
Le théorème de D. Ornstein et B. Weiss, rappelé ci-dessus, en est un cas
particulier. C’est ce dont on aura besoin.

Proposition III.3 [Lev95]. SoitR une relation (SP1) etXi la réunion des
orbites ài éléments (i ∈ N∗ ∪ {∞}). Posonsd(R) = 1−∑n∈N∗

1
i ·µ(Xi ).

On a :

(1) C(R) ≥ d(R), en particulier si toutes les orbites deR sont infinies,
alors C(R) ≥ 1.

(2) R est hyperfinie si et seulement si elle admet un graphageΦ de coût
égal àd(R). Dans ce cas,C(R) = d(R) et Φ est un arborage.

(3) SiR est hyperfinie, alors tous ses arborages sont de coûtégal àC(R).

Commentaire.Pour les relations finies, cette proposition se ramène à la
proposition I.9. L’item (2) est une version faible du fait connu suivant : une
relation (SP1) à orbites infinies est hyperfinie si et seulement si elle est or-
bitalement́equivalente à une action libre deZ. Le th́eorème IV.1 consistera
à montrer l’item (3) sans l’hypothèse d’hyperfinitude. On pourra alors en
déduire qu’une relation de coûtd(R) est hyperfinie si et seulement si elle est
arborable (corollaire IV.2). S. Adams aétabli dans [Ada90] qu’une relation
(SP1) arboŕee est hyperfinie si et seulement si l’arbre associé à (presque)
chaque orbite a au plus deux bouts. La preuve de la proposition III.3 donnée
dans [Lev95] utilise ce ŕesultat, tandis que nous pouvons nous en passer,
grâce aux outils (dont nous avons besoin pour la suite) que nous avons déjà
définis. Enfin, on peut reformuler le théorème de [OW80] :

Corollaire III.4. Les groupes moyennables infinis sont à prix fixe, de coût
égal à 1 et toutes leurs actions sont arborables.
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Preuve de la proposition III.3.
-1- SoitYi un domaine fondamental (µ(Yi ) = 1/i · µ(Xi )) pour la relation
R|Xi induite surXi pour i < ∞ et soitYε∞ ⊂ X∞ un boŕelien de mesure
< ε qui rencontre toutes les orbites deR|X∞ . La réunionXε desYi et deYε∞
a une mesure qui tend vers 1− d(R) lorsqueε→ 0. Le coût de la relation
induite surXε est relíe à celui deR par la proposition d’induction II.6 :
C(R)− 1 = µ(Xε) · (Cν1(R|Xε)− 1) ≥ −µ(Xε), d’où le ŕesultat lorsque
ε→ 0.
-2- SiΦ est un graphage deR tel queC(Φ) = d(R) alors par -1-C(R) =
d(R) et, par la proposition I.11,Φ est un arborage. Pour montrer queR est
hyperfinie, il suffit de consid́erer le cas où toutes ses orbites sont infinies
(X∞ = X, C(Φ) = d(R) = 1). Soit Yn une suite de boréliens donńee
par le lemme I.14. En induisantR surYn, le lemme II.8 d́ecomposeΦ en
Φn
v∨Φn

h, oùΦn
v est un arborage à orbites finies, de domaine fondamentalYn.

En jouant sur la nuḿerotation des ǵeńerateurs (preuve du lemme II.8), on
peut supposer que l’arborageΦn

v est un sous-graphage deΦn+1
v . La réunion

croissanteΦ∞v desΦn
v engendre une relation hyperfinie à orbites infinies.

C’est donc un sous-graphage deΦ, qui a un coût≥ 1, donc ses ǵeńerateurs
ont même domaine (mod 0) que ceux deΦ et il engendre une relation
isomorphe àR.

Inversement, supposonsR hyperfinie. SoitDn une suite d́ecroissante de
domaines fondamentaux pour les relations finies approximantesRn. Elle
vérifie limn→∞ µ(Dn) = 1− d(R). SoitΦ1 un arborage deR1, puis, pour
chaquen, soit Φn un arborage de la relation finieRn|Dn−1 induite deRn
sur Dn−1. La proposition I.9 entraîneC(Φn) = µ(Dn−1) − µ(Dn). Le
graphage ŕeunion desΦn est un arborage deR, de coût

∑
n(µ(Dn−1) −

µ(Dn)) = 1 − (1 − d(R)). Consid́erons maintenant un arborageΨ =
(ψ j ) j∈J deR. PosonsΨn = (ψn

j ) j∈J oùψn
j est la restriction deψ j dont le

graphe est l’intersection du graphe deψ j avecRn. Le graphageΨn est un
arborage qui engendre une sous-relation (finie) deRn, alors on peut trouver
un domaine fondamental deRΦn contenantDn et par la proposition I.9,
C(Ψn) = C(RΨn) ≤ µ(X)− µ(Dn). MaisΨ est la ŕeunion croissante des
Ψn on a donc :C(Ψ) = limn C(Ψn) ≤ limnµ(X)− µ(Dn) = d(R). ut

Voici enfin un lemme qui sera utile en plusieurs occasions. Il assure que
pour le calcul deC(R), on peut se restreindre aux graphages qui contiennent
tous un sous-arborage hyperfini donné :

Lemme III.5. SoitR0 une sous-relation hyperfinie de la relation (SP1)R
et Φ0 un arborage deR0. Pour toutε > 0, on peut compléter Φ0 en un
graphageΦ deR de coût inf́erieur àC(R)+ ε.

Preuve du lemme III.5.Consid́erons une suite d́ecroissanteDn de boŕeliens
qui rencontrent toutes lesΦ0-orbites et dont la mesure tend vers 1− d(R0)
(voir lemme I.14). La proposition d’induction II.6 assure l’existence d’un
graphageΦ1 de la relation induiteR|Dn deR surDn, qui vérifie :Cµ(Φ1) ≤
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Cµ(R)−1+µ(Dn)+ ε. Or,C(Φ0) = d(R0) et le graphageΦ = Φ0∨Φ1
engendreR. Le résultat s’en d́eduit. ut

IV Arborabilit é, produits amalgaḿes et HNN-extensions

IV-A Relations arborables

On s’int́eresse plus particulièrement d’abord aux relations (SP) qui admet-
tent un arborage. Rappelons qu’un arborage est un graphageΦ qui donne à
chaque orbite (en dehors d’un ensemble de mesure 0) une structure d’arbre.
Il est équivalent de dire que l’ensemble des points fixés par l’isomorphisme
partiel assocíe à unΦ-mot ŕeduit quelconque est de mesure nulle.

Si, par exemple,R est donńee par une action libre du groupe libre àn
géńerateurs, le choix d’une base deFn fournit un arborage de la relation.

Si R est une relation (SP1) non hyperfinie à orbites infinies qui admet
un arborageΦ, le coût deΦ est strictement supérieur à 1 (voir propo-
sition III.3.(2) ou [Lev95, th. 2]). Qu’en est-il du coût de la relation
R elle-même ? Une chose est sûre, on ne peut pas engendrer la même
relation avec un sous-arborage strict deΦ, mais on pourrait envisager
l’existence d’autres graphages, complètementétrangers à l’arborage, de
moindres coûts. Souvenons-nous, par exemple, qu’il existe des actions li-
bresmoyennables, par rapport à une classe invariante[µ] de mesures, du
groupe libreFn (n ≥ 2) (voir par exemple [Ver89, 4, ex. 2]). La relation
d’équivalence est engendrée parun automorphisme deX [CFW81]. Elle
admet donc un graphage où tous les sommets sont de valence 2 et un autre
où tous les sommets sont de valence 2n. Cependant, notréetude ne s’ap-
pliquera pas puisqu’une telle action ne peut préserver aucune mesure de
probabilit́e dans la classe[µ].

Le théorème qui vient, annoncé dans [Gab98] est le résultat fondateur
de ce papier et répond à la question. Il assure, en particulier, l’existence de
relations (SP1) de coût strictement supérieur à 1. Les ŕesultats à venir (IV-B
et IV-C) sur les produits amalgamés ou les HNN-extensions en sont, d’une
certaine manière, des géńeralisations. Les preuves sont données en IV-D.

Théorème IV.1. Si Φ est un arborage de la relation (SP1)R, alors
C(R) = C(Φ).

On a d́ejà vu en I.11 la ŕeciproque partielle : siΦ est un graphage de coût
fini de la relation (SP1)R et siC(R) = C(Φ), alorsΦ est un arborage. Voir
la proposition VI.21 pour un complément concernant le coût des groupes.

Corollaire IV.2. Soit R une relation (SP1) de coût́egal à 1, à orbites
infinies.R est hyperfinie si et seulement siR est arborable.

En effet, un arborage deR sera de coût́egal à 1 (th́eorème IV.1), et la
proposition III.3 permet de conclure.
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Corollaire IV.3. Pour toutc ∈ [0,∞], il existe une relation arborable de
coût c. Pour desc ≥ 1, on peut les choisir ergodiques ; elles seront alors
deux à deux non orbitalementéquivalentes.

En particulier, il existe des relations de coût infini. Elles ne sont donc
réaliśees par l’action d’aucun groupe de type fini. Voir aussi VI.14 et VI.16.

Preuve du corollaire IV.3.Consid́erons l’action libre (SP1)α du groupe libre
F∞ sur une infinit́e d’éléments(ai )i∈N, donńee par le d́ecalage de Bernoulli
sur X = {0,1}F∞ (remarque I.7). Les restrictionsϕc

i des isomorphismes
α(ai ) deX à des boŕeliensAc

i tels que
∑

i∈N µ(A
c
i ) = c fournissent un arbo-

rage de coûtc d’une sous-relationRc deRα. Si c ≥ 1, imposonsAc
1 = X.

Ces relationsRc sont alors ergodiques (l’élémenta1 agit ergodiquement),
elles sont donc deux à deux non orbitalementéquivalentes (invariance II.2).

ut
Théorème IV.4. Une sous-relation d’une relation arborable est elle-même
arborable.

Ce th́eorème, analogue au théorème du sous-groupe de Nielsen-Schreier,
“tout sous-groupe d’un groupe libre est libre” permettra de montrer la non-
arborabilit́e des actions de certains groupes (voir par exemple VI.14, VI.18
et VI.22). On se placera dans le cas des relations (SP1), mais notons que si
la mesureµ n’est plus suppośee invariante mais seulement quasi-invariante
(le satuŕe des boŕeliens de mesure nulle est de mesure nulle) la même preuve
donne encore le mêmeénonće IV.4.

IV-B Produits amalgaḿes

SoitR une relation (SP1) sur le borélien standard(X, µ). Consid́erons deux
sous-relationsR1 etR2 qui engendrentR, c’est-à-dire queR = R1 ∨R2
est la plus petite relation d’équivalence contenantR1 etR2 (comme parties
deX×X). SoitR3 une sous-relation commune àR1 etR2. On veut donner
un sens à l’id́ee que toute la redondance dans la définition deR à partir de
R1 et R2 est concentŕee dansR3.

Définition IV.5 : suite r éduite. Une suite(x1, x2, . . . , xn) de points deX
est dite ŕeduite si
• chaque(xi , xi+1) appartient à l’un des facteursR1 ouR2,
• deux couples successifs(xi−1, xi ) et(xi , xi+1)appartiennent à des facteurs
distincts
• si n > 2, aucun(xi , xi+1) n’appartient àR3
• si n = 2 alors x1 6= x2.

Définition IV.6 : produit amalgam é. On dit queR est le produit amalgaḿe
deR1 etR2 au-dessus deR3 et on note

R = R1 ∗R3 R2
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si pour toute suite ŕeduite (x1, x2, . . . , xn) (en dehors d’un boŕelien de
mesure nulle), on ax1 6= xn.

Autrement dit :
pour presque tout 2p-uplet cyclique(xj ) j∈Z/2pZ, tel que

x2i−1
R1∼ x2i

R2∼ x2i+1,∀i ∈ Z/2pZ, il existe j ∈ Z/2pZ tel quexj
R3∼ xj+1.

Remarque IV.7.Il est facile de voir, par ŕecurrence en réduisant la longueur
du cycle, qu’on peut même trouver un telj 6= 2p.

Cette notion de relation qui se décompose comme le produit amalgamé
de sous-relations estévidemment à rapprocher de celles de “groupe qui est
produit amalgaḿe de sous-groupes”. Lethéorème de forme normalequi
caract́erise ces groupes (voir, par exemple, [LS77, th. IV.2.6]) est ici adopté
comme d́efinition.

Exemple IV.8.Siα est une action libre du produit amalgaméΓ1∗Γ3 Γ2, alors
la relationRα est naturellement le produit amalgamé des relationsRα|Γ1 et
Rα|Γ2 au-dessus deRα|Γ3.

Définition IV.9 : produit libre. Dans le cas particulier oùR est le produit
amalgaḿe deR1 et R2 au-dessus de la relation triviale (pour presque
tout x, R3[x] = {x}), on dit alors queR est le produit libre deR1 et R2,
et on le note

R = R1 ∗R2

Autrement dit :
tout 2p-uplet cyclique(xj ) j∈Z/2pZ, avecp> 0, tel quex2i−1

R1∼ x2i
R2∼ x2i+1,

∀i ∈ Z/2pZ, n’est pas ŕeduit : il existe deux points consécutifségaux.
On dit que deux relationsR1 etR2 sonten produit libreouindépendantes

si la relationR qu’elles engendrent est le produit libreR = R1 ∗R2. Il
n’y a aucune redondance entre elles.

Exemple IV.10.SiΦ est un arborage surX, alors toute partitionΦ = Φ1∨Φ2
décomposeRΦ en produit libreRΦ1 ∗RΦ2.

Exemple IV.11.Supposons queR3 est une relation finie et soitD un domaine
fondamental. Les propositions suivantes sontéquivalentes :

– la relationR = R1∗R3 R2 est produit amalgaḿe deR1 etR2 au-dessus
deR3

– la relation induiteR|D est produit libre des relations induitesR1|D et
R2|D

– R est le produit libre deR1 avec la relationR′2 triviale en dehors deD
et donńee parR2|D sur D.
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Exemple IV.12.S. Adams et R. Spatzier ont montré que les actions libres
α (SP1) ergodiques des groupes (infinis) ayant la propriét́e (T) de Kazhdan
ne sont pas arborables [AS90, th. 1.8]. On peut ajouter queRα ne peut pas
se d́ecomposer comme produit libre de deux sous-relations ergodiques.

En effet, une d́ecomposition deRα en produit libre fournit (avec la
terminologie de [AS90]) un cocycle à valeurs dans le groupeΓ1 ∗ Γ2,
produit libre de deux copies deΓ. Le th́eorème 1.1 de [AS90] dit alors
préciśement que le cocycle est cohomologue à un cocycle à valeurs dans
l’un des groupesΓi . Cela suffit pour conclure.

Remarque IV.14.́Etant donńes deux groupes, il existe un groupe abstrait qui
en est le produit libre ; maiśetant donńees deux relationsR1 etR2, il n’est
pas raisonnable de chercher à définir une relation qui seraitleur produit
libre. En effet, il existe au moins deux actions (SP1) non orbitalement
équivalentes du groupe libreF2 (voir par exemple [Ver89, p. 89, ex. 3]).
Chacune d’elles est produit libre de deuxZ-actions, lesquelles sont toutes
orbitalement́equivalentes entre elles par le théorème de [Dye59].

Théorème IV.15. Soit (X, µ) et R = R1 ∗R3 R2 une relation (SP1),
produit amalgaḿe de deux relationsR1 et R2 qui sont de coûts finis au
dessus de la relationhyperfinie R3 alors :

C(R) = C(R1)+ C(R2)− C(R3).

La preuve sera donnée en IV.36. Bien entendu, le coût de la relation
hyperfinieR3 vaut 1 si et seulement si ses orbites sont infinies. Sinon, il est
donńe par la proposition III.3. Il serait intéressant d’́etendre ce th́eorème au
cas des relations de coût infini. Ce théorème admet une réciproque partielle,
prouv́ee en IV.38 :

Théorème IV.16. SoientR1 et R2 deux relations (SP1) de coûts finis sur
(X, µ), soitR la relation qu’elles engendrent et soitR3 une sous-relation
finie deR1 et deR2.
SiC(R) = C(R1)+ C(R2)− C(R3), alorsR = R1 ∗R3 R2.

Remarques IV.17.On trouvera en VI.8 des exemples montrant que ces deux
théorèmes tombent en défaut sans les hypothèses surR3. Si on appellen(Γ)
le nombre minimal de ǵeńerateurs du groupeΓ, le th́eorème de Grushko
assure, pour les produits libres :n(Γ1 ∗ Γ2) = n(Γ1)+ n(Γ2). Le th́eorème
IV.15, avecR3 triviale en fournit un analogue mesurable pour les relations.
Sṕecialisons les th́eorèmes IV.15 et IV.16 au cas des produits libres :

Cas particulier IV.18. SoientR1 etR2 deux relations (SP1) de coûts finis
sur (X, µ) et soitR la relation qu’elles engendrent. On a l’équivalence des
deux conditions suivantes :
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– R = R1 ∗R2 (i.e.R1 etR2 sont ind́ependantes)
– C(R) = C(R1)+ C(R2)

On peut envisager la quantité C(R1) + C(R2) − C(R) comme une
“mesure de la d́ependance” entre les deux relationsR1 et R2.

IV-C HNN-extensions

Si on a parĺe de produit amalgaḿe, il est naturel d’envisager ensuite la
notion de HNN-extension. Les données sont alors une relation (SP1)R
sur (X, µ), une sous-relationR1, un isomorphisme préservant la mesure
f : A → B entre deux boŕeliens deX et une sous-relationR3 de R1,
triviale en dehors deB (i.e.R3[x] = {x}, pourx ∈ X \ B). Consid́erons la
relation, qu’on va noterf −1(R3), triviale en dehors deA et d́efinie surA
par(x, y) ∈ f −1(R3) si et seulement si( f(x), f(y)) ∈ R3. On suppose que
f −1(R3) est aussi une sous-relation deR1 et queR est engendrée parR1
et f , i.e.R est la plus petite relation contenantR1 et le graphe def .

La notationx2i
f εi−→ x2i+1, oùεi = ±1, signifie

x2i ∈ A et f(x2i ) = x2i+1, si εi = +1,

x2i ∈ B et f −1(x2i ) = x2i+1, si εi = −1.

Définition IV.19 : suite r éduite. Consid́erons une suite(x1, x2, x3, x4 . . . ,
x2n−1, x2n) (n ≥ 1) qui vérifie

x1
R1∼ x2

f ε1−−−→ x3
R1∼ . . . f εi−1−−−→ x2i−1

R1∼ x2i
f εi−−−→ x2i+1

R1∼ . . .
x2n−2

f εn−1−−−→ x2n−1
R1∼ x2n

Une telle suite est dite réduite si
• n ≥ 2 et il n’existe pas de sous-suite

x2i−2
f−−−→ x2i−1

R1∼ x2i
f −1−−−→ x2i+1, avecx2i−1

R3∼ x2i , ni

x2i−2
f −1−−−→ x2i−1

R1∼ x2i
f−−−→ x2i+1, avecx2i−1

f−1(R3)∼ x2i

• ou bienn = 1 et x1 6= x2.

Définition IV.20 : HNN-extension. On dit queR est l’extension HNN de
R1 au-dessus deR3 via f et on note

R = R1 ∗ f,R3

si pour toute suite ŕeduite (x1, x2, . . . , x2n) (en dehors d’un boŕelien de
mesure nulle), on ax1 6= xn.
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Exemple IV.21. Si le groupe d́enombrableΓ est HNN-extension deΓ1

au-dessus deΓ3 via les morphismes injectifsΓ3 ⊂ Γ1 etΓ3
h−→ Γ1, alorsΓ

se pŕesente par ǵeńerateurs et relations commeΓ =< Γ1, t | t−1γt = h(γ),
γ ∈ Γ3 >. La relationRα définie par une action libre préservant la mesure
α deΓ se d́ecompose naturellement comme l’extension HNN deRα|Γ1 au-
dessus deRα|Γ3 via l’isomorphismef défini sur toutX par l’action det.

Exemple IV.22. Si Φ est un arborage surX, alors toute partitionΦ =
(ϕ1) ∨ Φ2, qui isole un ǵeńerateur, d́ecomposeRΦ en extension HNN de
RΦ2 au-dessus de la relation triviale viaϕ1.

On retrouve, comme cas particulier, la notion depseudogroupe mesurable
engendŕe par un système fini qui est une HNN-extensionintroduite par
É. Ghys dans [Ghy95] (voir [Pau98] pour une formulation exactement dans
notre contexte). Ces articles contiennent un théorème, analogue au théorème
de Stallings sur les groupes ayant une infinité de bouts ([Sta71]), qui illustre
notre propos :

Théorème IV.23 [Ghy95]. Si Φ est un graphage (SP1) ergodique surX,
alors le graphe associé à presque chaque orbite possède 1, 2 ou une infinité
de bouts. SiΦ donne à presque chaque orbite la structure d’un graphe
avec deux bouts (resp. une infinité), alors la relationRΦ est stablement
orbitalementéquivalente à une HNN-extension (au-dessus deR3 triviale)
S = R1∗ f = R1 ∗ R( f), où dom( f) ∩ but( f) = ∅ et chaqueR1-orbite
rencontredom( f)∪ but( f) en exactement deux points (resp. au moins trois
points).

On obtient alors le corollaire suivant géńeralisant le ŕesultat de S. Adams
[Ada90] qui affirme la même chose pour les arborages.

Corollaire IV.24. Si un graphage (SP1) ergodiqueΦ donne à presque
chaque orbite la structure d’un graphe avec

(1) deux bouts, alorsRΦ est hyperfinie.
(2) au moins trois bouts, alorsC(RΦ) > 1 et RΦ n’est pas hyperfinie.

Preuve du corollaire IV.24.Consid́erons, d’après IV.23, la relation (SP1)
S = R1 ∗R( f) sur (Y, ν) à laquelleRΦ est SOE. Dans la première situa-
tion, R1 possède un domaine fondamental de mesureν(dom( f)), donc un
graphageΦ1 de coût= 1− ν(dom( f)) et Φ1 ∨ ( f) est un graphage deS,
de coût 1. La proposition III.3.(2) montre queS est hyperfinie ; doncRΦ

aussi.
Dans la deuxième situation, posonsδ = ν(dom( f)) ; il existe un

boŕelien A de mesure≤ 2/3 · δ qui rencontre touteR1-orbite, donc (propo-
sition III.3) C(R1) ≥ 1 − 2/3 · δ. Par ailleurs( f) étant un arborage
(dom( f)∩ but( f) = ∅), on a (th́eorème IV.15)C(S) = C(R1)+C(( f)) ≥
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1−2/3 · δ+ δ > 1. Par l’invariance II.11,C(RΦ) > 1 et par la proposition
III.3, RΦ n’est pas hyperfinie. ut

Les notions pour les groupes, de produit amalgamé et de HNN-extension
(introduite respectivement par O. Schreier en 1926 et par G. Higman,
B. H. Neumann et H. Neumann en 1949), sont parallèles mais distinctes et
sont unifíees par le concept destructure bipolairedéfini par J. Stallings en
1971 [Sta71] (on peut aussi consulter par exemple [LS77, IV.6]). Dans notre
contexte, il est probablement aussi possible d’en produire une définition ana-
logue en terme de structure bipolaire, cependant, ce n’est pas indispensable
puisqu’on va voir que produits amalgamés et extensions HNN sont tout à
fait ambivalents modulo SOE :

SiR = R1∗R3R2, consid́erons deux copiesX1 etX2 deX et l’“identité”
f : X1 → X2. AppelonsS la relation sur la ŕeunion disjointeX1

∐
X2

définie parR1 sur X1 et R2 sur X2 et S3 la relationégale àR3 sur X1 et
triviale surX2. La relationR engendŕee parS et f est l’extension HNN de
S au-dessus deS3 via f . Elle induitR sur X1.

Inversement, siR = R1∗ f,R3 consid́erons deux copiesX1 et X2 de X,
l’“identit é” h : X1 → X2 et l’isomorphisme partielf : A1 ⊂ X1 →
B2 ⊂ X2 tel queh

−1 ◦ f coïncide avecf via l’identification deX1 avecX.
Appelons

• R1 la relation surX = X1
∐

X2 engendŕee parR1 sur X1 et h
• R2 la relation surX engendŕee parR3 sur X2 et f
• R3 la relation engendrée parR3 sur X2 et f −1(R3) sur X1 (le graphe

de f n’est pas contenu dansR3) et enfin
• R la relation engendrée par tout cela :R1 et f . Alors R = R1 ∗R3

R2
et elle induitR sur X1.

Corollaire IV.25. SiR est une HNN extension deR1 de coût fini, au-dessus
deR3 hyperfinie, viaf : A→ B alors

C(R) = C(R1)+ µ(A) − C(R3).

Ce corollaire admet́evidemment sa réciproque partielle qui se déduit
immédiatement de son analogue (théorème IV.16) pour les produits amal-
gaḿes. On n’en d́etaillera pas la preuve.

Corollaire IV.26. SoitR1 une relation (SP1) de coût fini sur(X, µ), soit
f : A → B et soitR3 une sous-relationfinie de R1, triviale en dehors
de B, telle que f −1(R3) soit aussi une sous-relation deR1. AppelonsR
la relation engendŕee parR1 et f . Si C(R) = C(R1) + µ(A) − C(R3),
alors R est l’extension HNN deR1 au-dessus deR3 via f .

Preuve du corollaire IV.25.On se ramène à un produit amalgamé par la
construction ci-dessus. La relationR3, obtenue comme réunion de deux
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relations hyperfinies de supports disjoints est elle-même hyperfinie. De
plus, chacune des relationsRi peut être vue comme produit libre de deux
sous-relations. Alors en appelantν la mesure surX normaliśee

µX1+µX2
2 :

2 · Cν(R1) = Cµ(R1)+ Cµ(h) = Cµ(R1)+ 1 est fini
2 · Cν(R2) = Cµ(R3)+ Cµ( f ) = Cµ(R3)+ µ(A) est fini
2 · Cν(R3) = Cµ(R3)+ Cµ( f −1(R3)) = 2 · Cµ(R3).

Le théorème IV.15 entraîne alors
2 · Cν(R) = Cµ(R1)+ µ(X)+ µ(A) − Cµ(R3),

et la proposition d’induction II.6 montre que
Cµ(R) − 1 = 2 · (Cν(R) − 1) = Cµ(R1) − 1+ µ(A) − Cµ(R3).

ut

IV-D Preuves

IV.27. Notation pour toutes les preuves qui viennent : soitΦ un graphage
de la relation R sur X et soitΘ un graphage d’une sous-relationS deR.

Pour chaquex appartenant au domaine d’un géńerateurθ deΘ, il existe
au moins unΦ-mot d́efini enx qui envoiex surθ(x). Quitte à partitionner
les domaines des géńerateurs deΘ, on peut supposer que chaqueθ coïncide
sur tout son domaine avec unΦ-mot ωθ . On peut par exemple se donner
un ordre sur la familleΦ± des ǵeńerateurs deΦ et de leurs inverses et
prendre pourωθ, le premier dans l’ordre lexicographique parmi lesΦ-mots
de longueur minimale qui coïncident avecθ.

Définition IV.28 : morphismes simples. On appellemorphisme simple
entre un graphageΨ sur le boŕelien standard(Y, ν) et le graphageΦ sur le
borélien standard(X, µ) la donńee d’une application mesurable surjective
P : Y→ X et d’une applicationP∗ : Ψ→ Φ±1 qui vérifie :

– P est à fibre d́enombrable
– si A⊂ Y est un boŕelien sur lequelPest injective, alorsν(A) = µ(P(A)),
– pour toutψ j ∈ Ψ, l’application P est injective sur le domainedom(ψ j )

deψ j ,
– si y ∈ dom(ψ j ), alors P∗(ψ j ) est d́efini enP(y) et P∗(ψ j )(P(y)) =

P(ψ j (y)).

L’application P∗ peut s’́etendre en un morphisme desΨ-mots dans
les Φ-mots, et sim = ψ

εl
il
· · ·ψε1

i1
est d́efini en y ∈ Y, alors P∗(m) :=

P∗(ψil )
εl · · ·P(ψi1)

ε1 est d́efini enP(y) et vérifie P∗(m)(y) = P(m(y)).

Pour comparer les graphagesΦ et Θ comme dans IV.27, on dispose
déjà de l’induction (partie II). On va se donner une construction géńerale
(déploiement), qui permet de les relier par morphisme simple.

L’idée est la suivante : pour chaquex ∈ X, on dispose d’une application
injectiveévidenteP entre les sommets duΘ-graphe de CayleyΘ[x] dex et
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ceux deΦ[x]. Chaque arête est́etiquet́ee par le ǵeńerateur correspondant
et on cherchera à́etendreP en un morphisme de graphesétiquet́es, en
ajoutant des sommets sur les arêtes deΘ[x] à l’aide desωθ . Cela se fait
en augmentant l’espaceX (par les sommets ajoutés) et en d́ecomposant
chaqueθ comme le motωθ (voir figure 1). Ǵeoḿetriquement, on peut se
représenter cette oṕeration comme ceci :

-1- On suspend au sens usuel le graphageΘ par le collage surX, pour
chaque ǵeńerateurθ : Aθ → Bθ , de “cylindres” Aθ × [0,1] en identi-
fiant par projection sur le premier facteurAθ ×{0} avecAθ et Aθ ×{1}
avecBθ via θ.

-2- Puis on ajoute des transversales aux cylindres de façon à les découper
en un nombre de morceauxégal à la longueur deωθ (on augmente
l’espace).

-3- On retient alors le graphageΘ sur l’espaceX réunion des transversales
et deX, dont cela est la suspension au sens usuel.

L’inconvénient de cette construction est que, même siµ(X) = 1, l’es-
pace “augment́e” n’est peut-être pas de mesure finie. Pour prouver le
théorème IV.4, cela sera sans importance. En revanche, pour contrôler
le coût, on a dû dans [Gab98] (et on préf́erera ici) modifierΘ pour le
rendre adapt́e (cf. IV.35) et obtenir ainsi unX de mesure finie.

IV.29. Construction du déploiement d’un graphage vis à vis d’un autre.
Grâce à IV.27, on se trouve dans la situation où chaque géńerateurθ :
Aθ → Bθ de Θ, coïncide sur son domaine avec leΦ-mot donńe ωθ =
ϕ
εl(θ)
kl(θ)
. . . ϕ

ε2
k2
ϕ
ε1
k1

de longueurl(θ) ∈ N, oùϕkj ∈ Φ et ε j = ±1.
Pour chacun d’eux, considérons l’espaceAθ × {0,1,2, . . . , l(θ)}, muni

de la mesureµ produit de la mesureµ|A par la mesure de comptage sur
{0,1,2, . . . , l(θ)}, et les ǵeńerateurs pourj = 1,2, . . . , l(θ) :

θ j : Aθ × { j − 1} → Aθ × { j }
(x, j − 1) 7→ (x, j)

L’espaceX est alors obtenu en prenant la réunion disjointe deX et des
Aθ × {0,1,2, . . . , l(θ)}, pour tous lesθ ∈ Θ, puis en identifiant via les
isomorphismes préservant la mesureµ (figure 1) :

Aθ × {0} avecAθ ⊂ X via (x,0) 7→ x, et
Aθ × {l(θ)} avecBθ ⊂ X via (x, l(θ)) 7→ θ(x).

Appelonsµ la mesure induite surX. Les θ j deviennent des isomor-
phismes partiellement définis, sur des boréliens de mesure finie deX,
préservantµ. AppelonsΘ le graphage surX constitúe desθ j . L’espace
X est donc en fait la réunion disjointe d’une famille d́enombrable de copies
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de boŕeliens deX, sesniveaux: X0 = X et tous lesAθ × { j } pourθ ∈ Θ et
j 6= 0, l(θ). Définissons unefonction niveauN : X→ {0,1,2, . . . }, nulle
sur X0 et telle que les niveaux soient les ensembles de la forme{N = cte}.
Définition IV.30. (X, µ,Θ) est appeĺe déploiement de (X, µ,Θ) par
rapport àΦ (voir figure 1).

Remarque IV.31.Même siµ(X) = 1, rien n’assure queµ(X) soit finie.

Soit P : X→ X l’application d́efinie par

– P(x) = x, pourx ∈ X0 = X,
– P(x) = ϕε j

kj
. . . ϕ

ε2
k2
ϕ
ε1
k1
(y), pour x = (y, j) ∈ Aθ × { j }, où θ ∈ Θ, avec

ωθ = ϕεl(θ)kl(θ)
. . . ϕ

ε2
k2
ϕ
ε1
k1

et j = 0,1, . . . , l(θ),

et soitP∗ l’application deΘ dansΦ±1 qui au nouveau ǵeńerateurθ j fait
correspondre la lettreϕ

ε j

kj
.

Lemme IV.32.

– Les applicationsP,P∗ définissent un morphisme simple entre les graphages
(X, µ,Θ) et (X, µ,Φ).

– La relation induite deRΘ sur {N = 0} estégale viaP à la relationRΘ.

Preuve du lemme IV.32.Le premier item est facile à vérifier. Il est clair
que pour toutx ∈ Aθ ⊂ X0, on a l’́egalit́e θ l(θ) . . . θ2θ1(x) = θ(x) ∈ X0.
Ainsi, unΘ-mot dex à y coïncide sur son domaine avec leΘ-mot obtenu en
remplaçant chaqueθ±1 par(θ l(θ) . . . θ2θ1)

±1. Inversement, unΘ-mot ŕeduit
de x ∈ {N = 0} à y ∈ {N = 0}, se d́ecompose en un certain nombre de
blocs (θ l(θ) . . . θ2θ1)

±1 (car chaquez 6∈ {N = 0} appartient à exactement
un domaine et un but pourΘ), et donc coïncide sur son domaine avec un
Θ-mot. ut

IV.33. Preuve du th́eorème IV.4.On va montrer que siΦ est un arborage
alorsRΘ est arborable. On dispose du graphage (qui n’est a priori pas un
arborage)Θ sur X, qui induit sur X la même relationS que Θ. On va
utiliser le fait queΦ est un arborage pour arranger(X,Θ) et se ramener à
un(X

a
,Θ

a
) oùΘ

a
est un arborage induisant encoreS surX. La proposition

d’induction permettra alors de conclure.

SoitΠa deX dansX l’application qui àx ∈ X fait correspondre le point
Πa(x) ∈ X, qui appartient à laP-fibre dex et à laRΘ classe dex, et qui est
de niveau minimal pour ces propriét́es.Πa est injective (commeP) sur les
niveaux (en particulier surX0 = {N = 0} et sur les domaines desθ ∈ Θ) et
en restriction aux niveaux, elle préserve la mesure ; appelonsX

a
son image.
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Fig. 1

Chaqueθ ∈ Θ fournit un isomorphisme surX
a

partiellement d́efini θ
a :(

Πa
(
dom(θ)

)→ Πa
(
but(θ)

))
, donńe parθ

a
(x) = Πa · θ · (Πa

|dom(θ)
)−1(x).

Soit Θ
a = (θa

)θ∈Θ le graphage qu’ils constituent surX
a

et Pa : X → X
l’application qui v́erifie P = Pa ◦ Πa. Soit Pa∗ : Θa → Φ±1 définie par
Pa∗(θ

a
) = P(θ). Les applicationPa et Pa∗ définissent un morphisme simple

de(X
a
, µ|Xa,Θ

a
) sur(X, µ,Φ). De plus, les relationsRΘ

a etRΘ induisent

la même relation surX
a

d’une part et sur{N = 0} ⊂ X
a ⊂ X d’autre part.

On peut remarquer que siΘ engendre la même relation queΦ, alors X
a

est égal à X = {N = 0} et chaque ǵeńerateur θ
a
i est une restriction d’un

géńerateur deΦ. Avec l’hypothèse queΦ est unarborage, on va restreindre
les domaines des géńerateursθ

a
pour faire deΘ

a
un arborage sans modifier

la relation.

Siwa est unΘ
a
-mot qui fixe un ensembleV (i.e.wa(x) = x,∀x ∈ V) de

mesure> 0, alorsPa∗(w
a) fixe l’ensemblePa(V), de même mesure. Puisque

queΦ est un arborage, on en déduit quePa∗(w
a) est unΦ-mot non ŕeduit

et donc qu’il existe danswa deux lettres conśecutives dont les images par
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P∗ sont inverses l’une de l’autre ; ońecrit wa = wa
2(θ

a
2)
ε2(θ

a
1)
−ε1wa

1 avec
Pa∗
(
(θ

a
2)
ε2
) = Pa∗

(
(θ

a
1)
ε1
)
.

L’intersectionU des domaines de(θ
a
1)
ε1 et (θ

a
2)
ε2 contient l’ensemble

(θ
a
1)
−ε1wa

1(V), de mesure> 0. Pour toutx ∈ U, on a :

Pa
(
(θ

a
2)
ε2(x)

) = Pa
∗
(
(θ

a
2)
ε2
)(

Pa(x)
) = Pa

∗
(
(θ

a
1)
ε1
)(

Pa(x)
) = Pa

(
(θ

a
1)
ε1(x)

)
,

et donc les points(θ
a
1)
ε1(x) et (θ

a
2)
ε2(x) sont dans la mêmeΘ

a
-orbite et

dans la mêmePa-fibre. Ces deux points deX
a ⊂ X sont donc dans la

mêmeΘ-orbite et dans la mêmeP-fibre : ils sont confondus par définition
de X

a
. Pour simplifier les notations, on peut supposer, quitte à remplacer

des ǵeńerateurs par leur inverse, queP∗ envoie Θ
a

dansΦ (au lieu de
Φ±1). Dans ce cas,ε1.ε2 = 1 et ∀x ∈ D ⊂ dom(θ

a
1) ∩ dom(θ

a
2), on a

θ
a
1(x) = θ

a
2(x) : on dit queθ

a
1 double θ

a
2 sur D. On supprime tous les

doubles. Nuḿerotons les ǵeńerateurs deΘ
a
. Le graphageΘ

a
s obtenu en

remplaçant chaqueθ
a
i par sa restriction à la partie de son domaine où il ne

double aucun ǵeńerateur de nuḿero k < i , a les mêmes orbites queΘ
a
.

Par restriction,P et P∗ fournissent un morphisme simple de(X
a
,Θ

a
s) sur

(X,Φ). L’argument ci-dessus montre que si unΘ
a
s-mot fixe un ensemble de

mesure> 0, il est ńecessairement non réduit (il contient un double trivial) :
le graphageΘ

a
s est donc un arborage. Il induitRΘ sur {N = 0}. Cette

relation est donc arborable par la proposition d’induction II.6 (dont la partie
sur les arborages s’applique aussi si le gros espace n’est queσ -fini). Cela
termine la preuve du th́eorème IV.4. ut

IV.34. On va maintenant se placer dans la situation oùΦ etΘ engendrent
la même relation, i.e.R = S. Comme on l’a remarqúe, il est possible que
le X produit par le d́eploiement soit de mesure infinie. On va commencer
par reḿedier à cela.

Proposition IV.35. SoitR une relation de coût fini. SoitΦ = (ϕ1, ϕ2, . . . ,
ϕn, . . . ) un graphage de coût fini deR. Quel que soitε > 0, il existe un
graphageΘ de R dont le coût approcheC(R) à moins deε et dont un
déploiement(X, µ,Θ) par rapport àΦ n’a qu’un nombre fini de niveaux
(il est donc de mesure finie). De plus,∀x, y ∈ X, (xRΘy) si et seulement
si (P(x)RP(y)), et les orbites pourΦ, Θ et Θ sont uniforḿement quasi-
isoḿetriques (voir ci-dessous).

Comme dans [Gab98], on appelleΘ un graphageadapté.

Preuve de la proposition IV.35.SoitΛ un graphage deR, vérifiant :C(Λ) ≤
C(R)+ ε

3. L’ensembleUm des points oùλ ∈ Λ coïncide avec unΦ-mot m
donńe est mesurable et quitte à remplacerλ par la famille de ses restrictions
à desVm ⊂ Um disjoints, chaqueλ coïncide sur son domaine tout entier
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avec un Φ-mot, sans modification du coût. Fixonsr un indice tel que∑
i>r C({ϕi }) ≤ ε

3.
Maintenant, en nuḿerotant la famille d́enombrable desΛ-mots et pour

chaqueϕi ∈ Φ, aveci = 1,2, . . . , r , les boŕeliensWi
n oùϕi ne coïncide pas

avec un desn premiersΛ-mots v́erifient :

lim
n→∞µ(W

i
n) = 0.

Il existe donc unn0 pour lequelµ(Wi
n0
) < ε

3.r . AppelonsΘ0 la famille
finie desΛ-géńerateurs utiles pouŕecrire lesn0 premiersΛ-mots et appelons

Θ := Θ0 ∨ (ϕi |Wi
n0
)i=1,2,...,r ∨ (ϕi )i>r .

On a :
C(Θ) = C(Θ0)︸ ︷︷ ︸

≤C(R)+ ε3

+C((ϕi |Wi
n0
)i≤r )︸ ︷︷ ︸

≤r. ε3.r

+C((ϕi )i>r )︸ ︷︷ ︸
≤ ε3

≤ C(R)+ ε.

Le graphageΘ vérifie les propríet́es suivantes :Θ a les mêmes orbites
queΦ, lesθ ∈ Θ0 (en nombre fini), coïncident chacun sur son domaine tout
entier avecun Φ-motωθ (de longueur majorée par, disons,L1) et chaque
θ ∈ Θ \ Θ0 coïncide sur son domaine tout entier avecun générateur ϕθ
deΦ. On en conclut que le déploiement(X, µ,Θ) construit avec ces choix
deωθ possède un nombre de niveaux majoré parL1 fois le cardinal deΘ0.

De plus, le domaine de chaqueϕ ∈ Φ se d́ecompose en un nombre fini de
pièces sur lesquelles il coïncide avecun Θ-mot, de longueur majorée par un
certainL2 (le maximum des longueurs desn0 premiers mots deΛ). Ainsi,
les orbites deΦ etΘ sont alors uniforḿement quasi-isoḿetriques, pour les
métriquesdΦ etdΘ. Pŕeciśement, il existe desconstantes de quasi-isométrie
(C, D) telles que pour (presque) toutx1, x2 ∈ X :

(1/C).dΦ(x1, x2)− D ≤ dΘ(x1, x2) ≤ C.dΦ(x1, x2)+ D .

Soient maintenantx, y ∈ X. Si w est unΘ-mot dex à y, son image
P∗(w) est unΦ-mot deP(x) à P(y). Supposons à l’inverse qu’on ait un
Φ-mot ω de P(x) à P(y) (soit lΦ(ω) sa longueur), on a alors unΘ-mot
m et unΘ-mot m de P(x) à P(y), de longueurs inf́erieures àL2 · lΦ(ω)
et L1 · L2 · lΦ(ω) respectivement (voir figure 2). Par construction, il existe
γ x (resp.γ y) un Θ-mot dex (resp. y) à X0, de longueurs≤ L1. On en
déduit pareillement l’existence deΦ-mots puis deΘ-mots mx et my (de
longueurs≤ L1 · L2 · L1) deP(x) à γ x(x) (resp.P(y) à γ y(y)). Le Θ-mot
γ−1

y ·my ·m·m−1
x ·γ x, de longueur≤ L1 ·L2 ·lΦ(ω)+2·(L1 ·L2 ·L1)+2·L1,

relie x à y. On a donc montŕe :

dΦ(P(x),P(y)) ≤ dΘ(x, y) ≤ L1 ·L2 ·dΦ(P(x),P(y))+2·L1 ·(L2 ·L1+1).

ut
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Fig. 2

IV.36. Preuve du théorème IV.15.

Preuve.On suppose queR = R1 ∗R3 R2, avecR3 hyperfinie. SoitΦ3
un arborage deR3 ; il v érifie C(Φ3) = C(R3) (proposition III.3). Le
lemme III.5 assure que quelque soitε > 0, on peut compléter Φ3 en un
graphageΦ1∨Φ3 deR1 (resp.Φ2∨Φ3 deR2) de coût inf́erieur àC(R1)+ε
(resp.C(R2) + ε). Le graphageΦ1 ∨ Φ2 ∨ Φ3 engendreR pour un coût
≤ C(R1)+ C(R2)+ 2 · ε− C(Φ3), et donc

C(R1 ∗R3 R2) ≤ C(R1)+ C(R2)− C(R3).

L’in égalit́e inverse demande plus d’effort. Les relationsétant suppośees
de coûts finis, soitΦ = Φ1 ∨Φ2 un graphage de coût fini deR où Φ1
(resp. Φ2) est un graphage deR1 (resp.R2). Pour ε > 0, soit Θ un
graphage deR, de coût inf́erieur àC(R) + ε adapt́e àΦ, donńe par la
proposition IV.35.
On reprend alors les notations de la partie IV.29 sur les déploiements.

Les fibres dePsont de cardinal uniforḿement majoŕe etµ(X) <∞. Les
pointsx ∈ X des niveaux≥ 1 appartiennent chacun à exactement deux bases
(domaine ou but) pour le graphageΘ ; on en d́eduit que

∫
X(vΘ − 2)dµ =∫

X(vΘ − 2)dµ et doncCµ(Θ) = Cµ(Θ)− µ(X)+ µ(X), oùvΘ(x) est la
valence dex dans sonΘ-graphe de Cayley.

Qualifions derouge (resp.vert) tout ce qui concerneΦ1 (resp.Φ2).
Le graphageΘ se d́ecompose naturellement en deux familles disjointes de
géńerateurs :Θ = Θ1 ∨Θ2, selon la couleur (rouge ou verte) deP∗(θ). La
relation engendrée parΘ1 (resp.Θ2) induit sur{N = 0} une sous-relation
deR1 (resp.R2) via P, a priori plus petite. AppelonsR3 la relation (SP)
P−1(R3) sur X définie par :

xR3y⇔ P(x)R3P(y)

et de même posons

R1 = P−1(R1), R2 = P−1(R2), R = P−1(R).

La relationR est encore un produit amalgamé :R = R1∗R3
R2 (immédiat)

etR3 est hyperfinie commeR3 (les fibres deP sont finies).
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On va ajouter des ǵeńerateursΣ = Σ1 ∨Σ2 de sorte que

• Θ1 ∨Σ1 engendreR1, donc induiseR1 sur{N = 0},
• Θ2 ∨Σ2 engendreR2, donc induiseR2 sur{N = 0},

(doncCµ(Θi ∨Σi ) ≥ Cµ(Ri )− µ(X)+ µ(X) (proposition II.6)),
• Cµ(Σ) ≤ Cµ(R3)+ µ(X)− µ(X).

On en d́eduira que :

Cµ(Θ)− µ(X) = Cµ(Θ)− µ(X)
= Cµ(Θ1)+ Cµ(Σ1)︸ ︷︷ ︸
≥Cµ(R1)−µ(X)+µ(X)

+Cµ(Θ2)+ Cµ(Σ2)︸ ︷︷ ︸
≥Cµ(R2)−µ(X)+µ(X)

− Cµ(Σ)− µ(X)
≥ Cµ(R1)+ Cµ(R2)− Cµ(R3)− µ(X)

et donc avec desε tendant vers 0, que

Cµ(R) ≥ Cµ(R1)+ Cµ(R2)− Cµ(R3).

IV.37. Construction deΣ = Σ1 ∨Σ2.

Remarque.Dans le cas particulier du produit libre, où la relationR3 est
triviale, R3 est la relation “avoir même image parP”. Ce qu’on va faire
alors, revient à considérer successivement les points de la mêmeP-fibres
qui sont relíes par un chemin rouge. S’il n’existe pas de chemin vert entre
eux, on en ajoute un. Puis on recommence enéchangeant rouge et vert. Puis
on recommence...

Soit R
n
3 une suite croissante de relationsfinies qui exhausteR3. On va

construireΣ1 etΣ2 comme ŕeunion croissante deΣ
n
1 etΣ

n
2, par ŕecurrence.

Partons deΣ
0
1 = ∅ et Σ

0
2 = ∅.

SupposonsΣ
n
1 et Σ

n
2 construits et v́erifiant les trois propríet́esP (n) :

(1) Σ
n
1 ∨Σ

n
2 engendre une sous-relation deR

n
3,

(2) Σ
n
1 ∨Σ

n
2 est un arborage,

(3) si x et y sontéquivalents pour la relation engendrée parΣ
n
1 ∨Σ

n
2, alors

x et y sont à la fois(Θ1 ∨Σ
n
1)-équivalents et(Θ2 ∨Σ

n
2)-équivalents.

Observons queP (0) est vraie et que rouge et vert jouent des rôles symétri-
ques.
Passons au rangn+ 1. Consid́erons les relations finies suivantes surX :
•Sn = R

n+1
3 ∩RΘ1∨Σ

n
1
, i.e.

xSny⇔ xR
n+1
3 y et il existe un(Θ ∨Σ

n
)-mot rouge dex à y.
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•T n = R
n+1
3 ∩RΘ1∨Σ

n
1
∩RΘ2∨Σ

n
2
, i.e.

xSny⇔ xR
n+1
3 y et il existe un(Θ ∨ Σ

n
)-mot rouge et un(Θ ∨ Σ

n
)-mot

vert dex à y.

Les relationsT n ⊂ Sn ⊂ R
n+1
3 sont finies. Consid́erons un domaine

fondamentalDn de la relationT n et donnons-nous un arborageΣ
′
2 de la

relation induite deSn sur Dn.
PosonsΣ

n+1
1 = Σ

n
1 etΣ

n+1
2 = Σ

n
2 ∨Σ

′
2.

Ainsi, si xSny alors xT n+1y, c’est-à-dire que six et y sont deux
points R

n
3-équivalents et rouge-équivalents, alors à l’étapen + 1, on est

sûr qu’ils sont aussi vert-équivalents. On peut définir Σ′2 “concrètement”,
en d́efinissant un ǵeńerateurσ ′2 de la façon suivante : prenons surX l’ordre
induit de celui de[0,1] (c’est un boŕelien standard). ChaqueT n-classe a
un repŕesentant minimal, leur ensemble formeDn. ChaqueSn-classe est
réunion d’un nombre fini deT n-classes, donc contient un nombre fini de
repŕesentantsx1, x2, . . . , xp. Si xi est un repŕesentant, non maximal parmi
les repŕesentants qu’on trouve dans saS n-classe, alors le nouveau géńerateur
σ ′2 envoiexi sur son successeur.
Vérifions les propŕet́esP (n+ 1).

P (n+1)(1) :Σ
n+1
1 ∨Σ

n+1
2 engendre visiblement une sous-relation deR

n+1
3 .

P (n+ 1)(3) : soitσ ∈ Σ
n+1
1 ∨Σ

n+1
2 et x ∈ dom(σ).

– Siσ ∈ Σ
′
2, alorsxSnσ(x)doncx etσ(x) sont rouge-́equivalents au rangn,

donc aussin+ 1. Ils sont maintenant vert-équivalents parσ .
– Siσ ∈ Σ

n
1∨Σ

n
2, alorsx etσ(x) sont rouge-́equivalents et vert-équivalents

pour(Θ ∨Σn
1 ∨Σn

2) donc aussi au rang suivantn+ 1.

P (n+1)(2) : parP (n)(1) etP (n)(3), la relation engendrée parΣ
n
1∨Σ

n
2 est

une sous-relation deT n, on peut donc en trouver un domaine fondamental
qui contient Dn. Alors, puisqueΣ

′
2 est un arborage surDn, la propríet́e

P (n)(2) entraîneP (n+ 1)(2).
Ce qu’on vient de d́ecrire est en fait le passage du rangn au rangn+ 1

lorsquen est pair. Sin est impair, on fait la même chose enéchangeant les
rôles du rouge et du vert.

On pose enfinΣ1 = ∨n→∞ ↗ Σ
n
1 et Σ2 = ∨n→∞ ↗ Σ

n
2. Ces deux

graphages réunion croissante sont des arborages (un cycle dans une or-
bite apparaîtrait à unéetape finie). Ils v́erifient en faitP (∞)(1)(2)(3). En
appelantµ1 la mesureµ normaliśee, la proposition III.3 entraîne :

Cµ1(R3)
(i)=dµ1(R3)

(ii )≥dµ1(RΣ)
(iii )=Cµ1(Σ)

(i) voir III.3.(2)
(ii) puisqueRΣ est une sous-relation deR3

(iii) par III.3.3
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et donc par la proposition d’induction II.6 :

Cµ(Σ) ≤ Cµ(R3)+ µ(X)− µ(X).
Il ne reste qu’à s’assurer que la relation engendrée parΘ1∨Σ1 engendre

R1 (et l’affirmation syḿetrique pour le vert).

Soientx, y ∈ X tels queP(y)
R1∼ P(x) ; il existe au moins unΘ-mot dex

à y (proposition IV.35, “De plus,...”). Considéronsm= m2p+1 ·m2p · · ·m3 ·
m2 ·m1 un (Θ ∨Σ)-mot dex à y, tel que
•m2i+1 soit un(Θ1 ∨Σ1)-mot (́eventuellementm1 = 1 oum2p+1 = 1),
•m2i soit un(Θ2 ∨Σ2)-mot,
• p soit minimal pour ces propriét́es (p est le nombre minimum de (Θ∨Σ)-
mots verts qui interviennent dans un (Θ ∨Σ)-mot dex à y).

Posonsx1 = m1(x), · · · , xj+1 = mj+1(xj ), · · · x2p = m2p(x2p−1).
On a :

P(x)
R1∼P(x1)

R2∼P(x2)
R1∼ · · ·R2∼P(x2i )

R1∼P(x2i+1)
R2∼ · · ·R2∼P(x2p)

R1∼P(y).

En effet, en d́ecomposantm2i+1 (resp.m2i ) enΘ1- ou Σ1-lettres (resp.
Θ2- ouΣ2-lettres), on trouve par projection parP et P∗ une suite de points
entrex2i et x2i+1 (resp. entrex2i−1 et x2i ) qui sontR1- ou R3-équivalents
(resp.R2- ouR3-équivalents).

Supposonsp > 0. Par l’hypothèseP(y)
R1∼ P(x) et par la propríet́e des

produits amalgaḿes, la suite(P(x1),P(x2), · · · ,P(x2p)) n’est pas ŕeduite :
il existe j ∈ Z/2pZ (et par la remarque IV.7, on peut supposer quej 6= 2p)

tel queP(xj )
R3∼ P(xj+1). Alors, il existe unn tel que

• xj
R

n
3∼ xj+1

• xj etxj+1 sont dans la même orbite pour un(Θ∨Σ
n
1∨Σ

n
2)-mot unicolore

(de la couleur du motmj+1) (les Σ-lettres utiles pour d́efinir mj+1 sont
construites à unéetape finie).

Alors, au moins à partir du rangn+ 2 de la ŕecurrence,xj et xj+1 sont à
la fois rouge- et vert-́equivalents. Il existe donc un(Θ∨Σ)-mot de chacune
des deux couleurs dexj àxj+1. Cela contredit la minimalité dep, on a donc
p= 0. On procède syḿetriquement pour le vert. Cela termine la preuve du
théorème IV.15 des produits amalgamés. ut
IV.38. Preuve du théorème IV.16.
Commençons paŕetablir la contrapośee dans le cas particulier oùR3 est
triviale : supposons queR est engendŕee par deux sous-relationsR1 etR2
qui ne sont pas en produit libre. Montrons queC(R) < C(R1)+ C(R2).

(1) Donnons-nous un graphage auxiliaireΦ1 deR1 (resp.Φ2 deR2).
On trouve :
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• un(Φ1∨Φ2)-motmqui se d́ecompose sous la formem = ml0 · · ·m2·m1,
où lesm2i+1 sont desΦ1-mots et lesm2i desΦ2-mots et
• un boŕelien A de mesure> 0 contenu dans le domaine dem, tels que les

itéŕes successifsmj · · ·m2 ·m1(A) sont deux à deux disjoints (j < l0) et
m(A) = A.

En effet, il existe des suites cycliques réduites non triviales(xj ) j∈Z/2pZ,

avec p > 0, telles quexj 6= xj+1 et x2i−1
R1∼ x2i

R2∼ x2i+1, ∀i ∈ Z/2pZ.
Appelons longueur colorée le nombre 2p assocíe à une telle suite. Pour
x ∈ X, soit L(x) ∈ N le minimum des longueurs colorées des suites
cycliques ŕeduites non triviales contenantx (L(x) = ∞ si x n’appartient
à aucune telle suite). Soitl0 le premier entierl (l’hypothèse entraîne que
2≤ l0 <∞ et l0 pair) tel que le boŕelien{L = l} soit de mesure> 0. Quitte
à se donner un bon ordre sur les(Φ1 ∨ Φ2)-mots, on trouve pour chaque
x ∈ {L = l0} un premier mot de longueur coloréel0, qui réalise un tel cycle
à partir dex. Par d́enombrabilit́e de l’ensemble des mots et minimalité de
l0, on trouvem et A′ ⊂ dom(m) de mesure> 0 tel que pour toutx ∈ A′,
les it́eŕes successifsmj ·m2 ·m1(x) sont deux à deux distincts etm(x) = x.
Le lemme I.12 donne alorsA.

(2) Appelonsψ j la restriction demj à mj−1 · · ·m2 ·m1(A), pour j =
1, · · · , l0. Soit Ψ1 (resp.Ψ2) l’arborage constitúe desψ j d’ordre impair
(resp. d’ordre pair). Ils engendrent une sous-relation deR1 (resp.R2), à
orbites finies etµ(dom(ψ j )) = µ(A).

(3) Compĺetons Ψ1 en un graphageΨ1 de R1 de coût inf́erieur à
C(R1)+ η etΨ2 en un graphageΨ2 deR2 de coût inf́erieur àC(R2)+ η,
avecη < 1/2 · µ(A) (lemme III.5). Dans le graphageΨ1 ∨ Ψ2 de R, on
peut supprimer le ǵeńerateurψ1 sans modifier les orbites. Donc :

C(R) ≤ C(Ψ1 ∨Ψ2)− µ(A)
≤ C(R1)+ C(R2)+ 2 · η− µ(A) < C(R1)+ C(R2).

Consid́erons maintenant le cas géńeral, avecR3 finie.

Soit D un domaine fondamental pourR3. La relationR n’est pas le produit
amalgaḿeR1 ∗R3 R2 si et seulement si les relations induitesR1|D etR2|D
ne sont pas en produit libre (exemple IV.11). Appliquons ce qui précède
pour les relations induites. Alors la proposition d’induction II.6 (en utilisant
Cµ(R3) = 1− µ(D)) permet de montrer queC(R) < C(R1)+C(R2)−
C(R3).

IV.39. Preuve du théorème IV.1.
Soit Φ un arborage. Sous l’hypothèse supplémentaire que le cardinal deΦ
est fini, c’est pŕeciśement l’́enonće du th́eorème principal de [Gab98], et la
partie laisśee en suspens (graphage adapté) vient d’être d́etaillée (proposi-
tion IV.35). Plus ǵeńeralement, c’est un corollaire du théorème IV.15. En
effet :
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(1) Si Φ = (ϕ1) n’a qu’un seul ǵeńerateur qui constitue un arborage,RΦ

est hyperfinie et la proposition III.2.(3) montre queC(RΦ) = C(Φ).
(2) Si Φ possèden géńerateurs, une partitionΦ = (ϕ1) ∨ (ϕ2, · · · , ϕn)
décompose la relationRΦ en produit libre et le th́eorème IV.15 assure que
C(RΦ) = C(R(ϕ1)) + C(R(ϕ2,··· ,ϕn)). Une ŕecurrence permet de conclure
dans ce cas.
(3) Si le cardinal deΦ est infini (par exempleC(Φ) = ∞), appelons
Φq = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕq) l’arborage constitúe desq premiers ǵeńerateurs.
Soit Ψ un autre graphage deRΦ, montrons queC(Ψ) ≥ C(Φ). Pour
q fixé, les ϕi ∈ Φq s’expriment à l’aide d’une partie finie deΨ, à peu
de choses près: il existe une sous-famille finieΨrq = (ψ1, ψ2, . . . , ψrq)
de Ψ et des mesurablesD1, D2, . . . , Dq, de mesures< 1/2q tels que les
pointsx etϕi (x) soientΨrq-équivalents, pour touti = 1, . . . ,q et pour tout
x ∈ dom(ϕi ) \ Di . Par ailleurs, les ǵeńerateurs deΨrq sont desΦp-mot
pour un certainp ≥ q assez grand. Le graphageΛ, constitúe deΨrq , des
restrictions deϕi à Di (pour i = 1, . . . ,q), et deΦp \ Φq engendreRΦp,
donc :C(Ψrq) + q/2q + C(Φp \ Φq) ≥ C(Λ) ≥ C(RΦp) = C(Φp) =
C(Φp \ Φq) + C(Φq), où le paragraphe (2) ci-dessus donne la première
égalit́e.

On en d́eduitC(Ψ) ≥ C(Ψrq) ≥ C(Φq)− q/2q, quantit́e qui tend vers
C(Φ) lorsqueq tend vers l’infini.

V Petits coûts et relations d́ecomposables

Une relation (SP1)R sur (X, µ) est ditedécomposables’il existe deux
relations (SP1) à orbites infiniesR1 etR2 sur(X1, µ1) et (X2, µ2) respec-
tivement, telles queR soit stablement orbitalementéquivalente à la relation
sur(X1 × X2, µ1 × µ2), not́eeR1×R2, définie par(x1, x2) ∼ (y1, y2) si
et seulement six1R1y1 et x2R2y2.

Proposition V.1. SiR est ergodique et d́ecomposable, alorsC(R) = 1.

On retrouve ainsi un résultat de S. Adams :

Théorème V.2 [Ada88, th. 4.1].Une relation (SP1) ergodique arborable
décomposableR est ńecessairement hyperfinie.

Preuve de la proposition V.1.Supposons queR se d́ecompose. SoitΦ =
(ϕi : Ai → Bi)i∈N sur X1 (resp.Ψ = (ψ j : Cj → Dj ) j∈N sur X2) un
graphage de relationR1 (resp.R2) et fixonsε > 0. Donnons-nousΣ =
(σk : Ek → Fk)k∈K un graphage de coût 1 d’une sous-relationS1 à orbites
infinies deR1 et une suite d́ecroissante(Hj ) j∈N de boŕeliens deX1, qui
rencontrent chacun toutes les orbites deS1 et telle que

∑
j∈Nµ1(Hj ) ≤ ε/2.

Le graphageΘ1 = (σk × id)k∈K ∨ (id|Hj × ψ j ) j∈N sur X1× X2, où

– σk × id est d́efini surEk × X2 et envoie(x1, x2) sur(σk(x1), x2) et
– id|Hj × ψ j est d́efini surHj × Cj et envoie(x1, x2) sur(x1, ψ j (x2)),
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engendre la relationS × R2, pour un coût inf́erieur à 1+ ε/2. En ef-
fet si (x1, x2)S × R2(y1, y2), alors il existe unΨ-mot m de x2 à y2.
Soit j0 le maximum des indices desΨ-lettres qui composent ce mot. Il
existe un pointu1 ∈ Hj0 qui estΣ-équivalent àx1 et le (id|Hj × ψ j ) j∈N-
mot correspondant àm est d́efini en (u1, x2). Il est alors imḿediat que

(x1, x2)
Θ∼(u1, x2)

Θ∼(u1, y2)
Θ∼(y1, y2).

De manière comparable, on se donne une suite décroissante(Li )i∈N de
boŕeliens deX2, qui rencontrent chacun toutes les orbites deR2 et telle
que

∑
i∈N µ2(Li ) ≤ ε/2. On obtient alors un graphage deR1×R2 de coût

inférieur à 1+ ε, par l’adjonction àΘ du graphage(ϕi × id|Li )i∈N. On en
déduit en variantε queC(R1 ×R2) = 1, et l’invariance II.11 permet de
conclure queC(R) = 1. ut

Preuve du th́eorème V.2.Par V.1, on aC(R) = 1 et le corollaire IV.2 assure
que l’arborabilit́e entraîne alors l’hyperfinitude. ut

Avec des id́ees analogues, on montre le lemme suivant :

Lemme V.3. Soit R une relation (SP1) etΦ un graphage deR. Soit
ψ : A→ B un isomorphisme partiel deX et T la relation sur A définie
par

T = (ψ−1 ·R|B · ψ) ∩R|A

= {(x, y) ∈ A× A : x
R∼ y etψ(x)

R∼ ψ(y)} .
Supposons queT soit à orbites infinies. Alors,∀ε > 0, la relation RΦ∨{ψ}
engendŕee parΦ ∨ {ψ} est aussi engendrée par le graphageΦ ∨ {ψ|ε} de
coût≤ C(Φ) + ε, oùψ|ε est la restriction deψ à un boŕelien de mesure
≤ ε qui rencontre presque toutes lesT -orbites.

Preuve du lemme V.3.En effet, soitAε ⊂ A un boŕelien (quelconque) de
mesure≤ ε qui rencontre presque toutes lesT -orbites (voir lemme I.14).
Tout x ∈ A estT -équivalent à uny ∈ Aε et, par d́efinition deT , les points

ψ(x) etψ(y) sontR-équivalents. Alors, on ax
Φ∼ y

ψ|ε∼ ψ(y)
Φ∼ ψ(x), ce

qui montre qu’il existe desΦ ∨ {ψ|ε}-mots qui remplacentψ sur A \ Aε.
ut

VI En th éorie des groupes

À tout groupe d́enombrableΓ, on associe un nombre,C(Γ) et dans cette
partie, onétudie les propríet́es de cette application, en particulier, com-
portement par produit libre, extensions... L’invariant estdynamiquedans la
mesure où sa d́efinition est líee auxactionsdu groupe. On introduit aussi la
notion d’arborabilit́e pour un groupe d́enombrable. C’est un autre invariant
dynamique.
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Toutes les actions considéŕees sont mesurables, libres, préservant la
mesure, sur un espace de probabilité (X, µ) isomorphe à l’intervalle[0,1]
muni de la mesure de Lebesgue. On renvoie à la partie I pour les définitions
degraphage, arborage, coût d’un graphage, d’une action, d’un groupe et
de groupeà prix fixe.

VI-A Définitions et premières propriét́es

Définition VI.1. Un groupeΓ est ditarborable (resp.anti-arborable) si
toutes ses actions libres sont arborables (resp. non arborables).

Question VI.2.Existe-t-il des groupes dont certaines actions seraient
arborables et d’autres non ?

Voici quelques premières propriét́es ou bien d́ejà connues, ou bien imḿe-
diates. Notons|Γ| le cardinal du groupeΓ.

Propri étés VI.3.

(1) [Lev95] Si Γ est un groupe fini alorsΓ est arborable à prix fixe et
C(Γ) = 1− 1

|Γ| .
(2) [OW80] SiΓ est infini moyennable alorsΓ est arborable à prix fixe et

C(Γ) = 1.
(3) [Lev95] SiΓ est infini alorsC(Γ) ≥ 1.
(4) Si Γ est engendŕe parr éléments alorsC(Γ) ≤ r .
(5) Si Γ1 etΓ2 sont arborables alorsΓ = Γ1 ∗ Γ2 est arborable.
(6) [AS90] les groupes infinis possédant la propríet́e (T) de Kazhdan sont

anti-arborables.
(7) Chaque ŕeseau deSL(2,R) possède une action arborable, il n’est donc

pas anti-arborable.

Remarques VI.4.Sans rappeler la définition degroupe moyennable, men-
tionnons seulement que parmi les groupes moyennables, on trouve les
groupes finis, les groupes abéliens et mêmes les groupes résolubles. En
revanche, les groupes libres non monogènes sont des prototypes de groupes
non moyennables. Si un groupe discret est moyennable, ses sous-groupes
et ses quotients sont moyennables. (2) Par le théorème de Ornstein-Weiss,
toute action libre d’un groupe moyennable est orbitalementéquivalente
à uneZ-action, elle est hyperfinie (voir III.1) La proposition (3) est une
géńeralisation de (1), avec 1/∞ = 0. (6) C’est par exemple le cas de tous
les ŕeseaux de SL(n,R), n ≥ 3. On obtient en VI.30 une nouvelle preuve
de l’anti-arborabilit́e des ŕeseaux dans les groupes de Lie de rang supérieur.
Il existe aussi des groupes hyperboliques au sens de M. Gromov qui ne
sont pas arborables : considérer, par exemple, les réseaux cocompacts du
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groupe Sp(n,1)des isoḿetries de l’espace hyperbolique quaternionique. On
renvoie enfin à l’exemple IV.12 pour un complément. Pour (7), voir II.17.

Proposition VI.5. SiΓ1 etΓ2 sont deux groupes à prix fixes qui admettent
des actions libresα1 et α2 orbitalement équivalentes, alors C(Γ1) =
C(Γ2).

Proposition VI.6. SiΓ1 et Γ2 sont deux groupes

(1) à prix fixes qui admettent des actions libresα1 et α2 stablement or-
bitalement équivalentesalorsC(Γ1) = 1 (resp. est fini, resp.= ∞) si
et seulement siC(Γ2) = 1 (resp. est fini, resp.= ∞).

(2) qui sont respectivement arborables et anti-arborables, alors leurs ac-
tions libres ne sont jamais stablement orbitalementéquivalentes entre
elles.

Pour VI.5, voir l’invariance II.3.
Pour VI.6. (1), voir l’invariance II.11.
(2) est une conśequence imḿediate du corollaire II.10.

VI-B Produits

Théorème VI.7. SoientΓ1 etΓ2 deux groupes à prix fixes de coûts finis, et
soit Γ3 un groupemoyennable.

1 - Le produit libreΓ = Γ1 ∗ Γ2 est à prix fixe etC(Γ) = C(Γ1)+ C(Γ2).
2 - SiΓ ' Γ1 ∗Γ3 Γ2 est un produit amalgaḿe deΓ1 etΓ2 au-dessus deΓ3,

alors Γ est à prix fixe etC(Γ) = C(Γ1)+ C(Γ2)− C(Γ3).
3 - Si Γ ' Γ1∗Γ3 est une HNN-extension deΓ1 au-dessus deΓ3, alors Γ

est à prix fixe etC(Γ1∗Γ3) = C(Γ1)+ 1− C(Γ3).

Cette proposition admet la réciproque partielle (oùΛ
i
↪→ Γ signifie quei

est un homomorphisme de groupes injectif) :

Théorème VI.7’. SoientΓ1 et Γ2 deux groupes à prix fixes, de coûts finis,
et soitΓ3 un groupefini .

1’- supposonsΓ1
i1
↪→ Γ et Γ2

i2
↪→ Γ. Si Γ est engendŕe par les images

i1(Γ1) et i2(Γ2) et si C(Γ) = C(Γ1)+ C(Γ2), alors Γ est le produit
libre Γ = i1(Γ1) ∗ i2(Γ2).

2’- supposonsΓ1
i1
↪→ Γ, Γ2

i2
↪→ Γ et Γ3

i3
↪→ i1(Γ1) ∩ i2(Γ2). Si Γ est

engendŕe par i1(Γ1) et i2(Γ2) et siC(Γ) = C(Γ1) + C(Γ2) − C(Γ3)
alors Γ est le produit amalgaḿe Γ ' Γ1 ∗Γ3 Γ2, avec les injections
donńees.
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3’- supposonsΓ1
i1
↪→ Γ etΓ3

i3
↪→ i1(Γ1). SiΓ est engendŕe pari1(Γ1) et un

élémentt tel quet−1i3(Γ3)t ↪→ i1(Γ1), et siC(Γ) = C(Γ1)+1−C(Γ3),
alors Γ est l’HNN-extensionΓ ' Γ1∗Γ3, avec les injections données.

Remarque VI.8.L’item (1) est bien sûr un cas particulier du (2), avec
Γ3 ' {1}, mais vu son importance, on a préféŕe le d́egager clairement.
L’item (2) ne serait pas v́erifié avecΓ3 non moyennable : considérer, par
exemple, un produit amalgamé du typeF2 ∗F5 F2. Notons que, dans (1’)
(resp. (2’), (3’)), la majoration≤ du coût deΓ est toujours v́erifiée. Ces
énonćes caract́erisent les produits libres (resp. amalgamés au-dessus de
groupes finis) par l’ińegalit́e inverse ; ils seraient faux, en géńeral, avec
Γ3 infini (même moyennable) : le groupe SL(3,Z), des matrices 3× 3 à
coefficients entiers, de déterminant 1, agit surR3 avec une base(e1,e2,e3).
Les groupesΓ1 = Fix(e1) et Γ2 = Fix(e2) sont à prix fixe de coût 1 (ils
vérifient le critère VI.24.(1) ci-dessous), leur réunion engendre SL(3,Z) et
leur intersectionΓ3 est isomorphe àZ2. On a bien l’́egalit́e sur les coûts,
mais SL(3,Z) est ind́ecomposable.

Preuve des th́eorèmes VI.7 et VI.7’.Consid́erons une action libreα deΓ1∗Γ3

Γ2 sur(X, µ), avecµ(X) = 1. La relation engendrée se d́ecompose comme
produit amalgaḿe des actions restreintes :Rα = Rα|Γ1 ∗Rα|Γ3

Rα|Γ2 (exem-
ple IV.8). Le th́eorème IV.15 donne le coût deRα en fonction des coûts des
actions restreintes,C(Rα|Γ j ) = C(Γ j ). Cela montre (2) et (1) (Γ3 trivial).
Il suffit d’appliquer le th́eorème IV.16 pour obtenir (1’) et (2’). En effet, si
les groupes ne sont pas en produit amalgamé, alors les actions restreintes
non plus et par contraposition,C(Γ) ≤ C(Rα) < C(Γ1)+C(Γ2)−C(Γ3).
Les extensions HNN se traitent de la même manière avec l’exemple IV.21
et les corollaires IV.25 et IV.26. ut

Plus ǵeńeralement, sans l’hypothèse de prix fixe, pour une action libreα
deΓ, qui approcheC(Γ) à moins deε > 0, le th́eorème IV.15 (resp. corol-
laire IV.25) donneC(Rα) en fonction des coûts des actionsα|Γ j restreintes,
lesquels majorent le coût des groupesΓ j , avecégalit́e dans le cas deΓ3. En
faisant tendreε vers 0, on obtient donc :

Théorème VI.7”. Si les actions libres deΓ1 et Γ2 sont toutes de coût fini
(par exemple, s’ils sont de type fini) et siΓ3 estmoyennablealors

1” - C(Γ1 ∗ Γ2) ≥ C(Γ1)+ C(Γ2).
2” - C(Γ1 ∗Γ3 Γ2) ≥ C(Γ1)+ C(Γ2)− C(Γ3).
3” - C(Γ1∗Γ3) ≥ C(Γ1)+ 1− C(Γ3).

Proposition VI.9.

• C(Fn) = n, pour le groupe libreFn de rangn.
• C(F∞) = ∞, pour le groupe libre sur une infinité d́enombrable de

géńerateurs.
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• C(SL(2,Z)) = 1+ 1

12
.

• C(π1(Σg)) = 2g−1, pour le groupe fondamental de la surface compacte
de genreg> 1.

Ces groupes sont à prix fixe et, de plus,Fn, F∞ etSL(2,Z) sont arborables.
Le groupeπ1(Σg) n’est pas anti-arborable.

Preuve de la proposition VI.9.Le groupe libreFn (resp.F∞) est clairement
arborable et on peut directement calculer son coût grâce au théorème IV.1, et
établir qu’il est à prix fixe. On applique le théorème VI.7, avec SL(2,Z) '
Z/6Z ∗Z/2Z Z/4Z et π1(Σg) ' Fg ∗Z Fg, pour montrer que ces groupes
sont à prix fixes et calculer leurs coûts. En ce qui concerne l’arbora-
bilit é de SL(2,Z), c’est une conśequence de la proposition VI.10 à venir,
voyons-le directement (avec la même preuve) : soienta,b, c ∈ SL(2,Z)
des ǵeńerateurs des sous-groupes cycliquesZ/2Z, Z/4Z et Z/6Z de la
décomposition. Consid́erons une action libreα de SL(2,Z) et Da un do-
maine fondamental de l’action restreinteα|Z/2Z. L’action restreinteα|Z/4Z
(resp.α|Z/6Z) induit surDa une action dont chaque orbite a 2 (resp. 3) points.
Soit Db ⊂ Da (resp.Dc ⊂ Da) un domaine fondamental. Appelonsϕ1 la
restriction deα(a) à Da, ϕ2 la restriction deα(b) à Db et ϕ3 la restriction
deα(c) à Dc

∐
α(c)(Dc). Le graphageΦ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) engendreRα, et

la structure de produit amalgamé montre que c’est un arborage (alternative-
ment, puisqueC(Φ) = 1/2+ 1/4+ 2/6 réalise leC(Rα) = 1+ 1/12,
on peut invoquer la proposition I.11). Le groupeπ1(Σg), g ≥ 2, réseau de
PSL(2,R), admet des actions arborables (cf. II.17). ut

Supposons queΓ se d́ecompose comme graphe de groupes [Ser77],
d’ensemble de sommetsSet d’ensemble d’arêtesA, de groupes de sommets
Γs (pour s ∈ S) et de groupes d’arêtesΓa (pour a ∈ A). Numérotons les
arêtes et appelonsAn la famille desn premières arêtes etSn la famille de
leurs sommets, de sorte que le grapheGn constitúe des arêtes deAn et des
sommets deSn soit connexe. AppelonsΓn le groupe fondamental du graphe
de groupes correspondant. Modulo le choix d’un arbre maximal compatible
dans chaqueGn, les groupes de sommets et d’arêtes s’injectent dansΓ, et
on passe deΓn àΓn+1 par extension HNN ou produit amalgamé.

Proposition VI.10.
(1) Si S et A sont finis et si les groupes de sommetsΓs (pour s ∈ S) sont
à prix fixe de coûts finis et les groupes d’arêtesΓa (pour a ∈ A) sont
moyennables, alors Γ est à prix fixe etC(Γ) = 1+∑s∈S(C(Γs) − 1) +∑

a∈A
1
|Γa| , avec 1

∞ = 0.

(2) Sous les hypothèses de (1), sauf l’hypothèse de prix fixe, on a encore
l’in égalit́e

C(Γ) ≥ 1+
∑
s∈S

(C(Γs)− 1)+
∑
a∈A

1

|Γa| .
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(3) Si les groupes de sommetsΓs sontarborables à prix fixe de coûts finis
et les groupes d’arêtesΓa sont finis alors Γ est arborable à prix fixe et,
de plus, on peut alors calculer le coût deΓ même si le graphe est infini :
C(Γ) = limn≥1 C(Γn).

Remarques VI.11.On verra en VI.21 que les groupes arborables sont tou-
jours à prix fixe.

L’ énonće (1) de cette proposition permet, en particulier, de retrouver
le théorème d’accessibilité de Linnell [Lin83] : siΓ est engendŕe parr
éléments, si les groupes de sommets sont infinis et les groupes d’arêtes
sont de cardinal majoré parN, alors le nombre d’arêtes est uniformément
majoŕe, ind́ependamment de la décomposition deΓ en graphe de groupes :
#A ≤ N · (C(Γ)− 1) ≤ N · (r − 1).

Le produit amalgaḿe (A
⊕

B) ∗B (B
⊕

C) où A, B,C sont tous iso-
morphes àZ est de coût 1 et il contient le groupe libre à deux géńerateurs
engendŕe parA et C (il est donc non moyennable). Cela fournit un exem-
ple de produit amalgaḿe de groupes arborables au-dessus deZ qui est
anti-arborable (voir VI.22).

Preuve de la proposition VI.10.Clairement, (1) et (2) se montrent par
récurrence surn, à l’aide des th́eorèmes VI.7 ou VI.7”. Pour le (3), con-
sidérons une action libre (SP1)α de Γ. Soit s ∈ S1 et Φ0 un arborage
de l’action (α restreinte) deΓs, qui est à prix fixe, alors (th́eorème IV.1)
C(Φ0) = 1+ C(Γs) − 1. Par ŕecurrence, supposons qu’on a construit des
graphagesΦ1,Φ2, · · · ,Φn de sorte queΦ0 ∨ Φ1 ∨ · · ·Φn soit un arbor-
age de coût́egal à 1+∑s∈Sn

(C(Γs) − 1) +∑a∈An

1
|Γa| . Consid́erons la

n + 1-ième arêtean+1, appelonss1 et s2 ses extŕemit́es, avecs1 ∈ Sn, et
Dn+1 un domaine fondamental pour l’action (α restreinte) deΓan+1 (on a
µ(Dn+1) = 1/|Γan+1|). Deux cas se présentent :
(1) s2 ∈ Sn et Γn+1 est une extension HNN deΓn (voir exemple IV.21) qui
s’obtient en ajoutant un géńerateurt àΓn. Appelons alorsΦn+1 le graphage
simplement constitúe de la restriction deα(t−1) à Dn+1.
(2) s2 6∈ Sn etΓn+1 est un produit amalgaḿe :Γn∗Γan+1

Γs2. SoitS la relation
donńee par l’action deΓs2 ↪→ Γ restreinte au domaineDn+1 et triviale en
dehors deDn+1. PuisqueΓs2 est arborable à prix fixe, la proposition d’in-
duction II.6 montre queS est arborable, de coûtC(Γs2)−1+1/|Γan+1| ≥ 0.
Appelons alorsΦn+1 un arborage deS. Il réalise le coût deS (théorème
IV.1). De plus, l’action deΓn et S sont en produit libre (exemple IV.11).

Dans les deux cas,Φ0∨Φ1∨· · ·Φn∨Φn+1 est un arborage de la relation
donńee par l’action deΓn+1, de coût 1+∑s∈Sn+1

(C(Γs)−1)+∑a∈An+1

1
|Γa| .

Legraphage ŕeunionΦ = Φ0∨Φ1∨· · ·Φn∨· · · est un arborage de l’action
deΓ, de coût limn≥1 C(Γn). Par le th́eorème IV.1,C(Φ) = C(Rα), ce qui
permet de conclure. ut
Proposition VI.12. Si Γ est un groupe de type fini qui a une infinité de
bouts, alorsC(Γ) > 1.
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Preuve.On peut utiliser le th́eorème de Stallings [Sta71] disant qu’il se
décompose non trivialement comme produit amalgamé ou HNN-extension
au-dessus d’un groupe fini et conclure à l’aide du théorème VI.7”. En effet,
avec les notations de VI.7” le cas HNN-extension se traite immédiatement
(C(Γ3) = 1− 1/|Γ3|). Appelonsai le cardinal du groupeΓi , alorsC(Γ) ≥
1− 1/a1 − 1/a2 + 1/a3, où 1/∞ = 0. Les quantit́esa1/a3 et a2/a3 sont
infinies ou entières≥ 2 et elles ne peuvent pas être toutes les deuxégales à
2 (un tel groupe n’aurait que deux bouts), alors 1−1/a1−1/a2+1/a3 > 1.

ut
La proposition VI.10 permet aussi de montrer que tous les coûts sont permis.
C’est assez facile avec des groupes qui ne sont pas de type fini. On en donne
la preuve en VI.14. Mais on peut même réaliser tous les coûts∈ [1,∞[
avec des groupes de type fini (finiment engendrés). C’est l’objet de la
proposition VI.16. Cela donne une nouvelle preuve de l’existence d’une
quantit́e non d́enombrable de groupes de type fini non isomorphes.

Proposition VI.14. Pour tout c ∈ [1,∞], il existe un groupeΓc et un
groupeΛc, à prix fixes, de coût́egaux àc, qui sont respectivement arborable
et anti-arborable.

Preuve.Soitc ∈ [1,2], et
∑∞

i=1
εi
2i la décomposition dyadique dec− 1 (i.e.

εi ∈ {0,1}).
Soit Ai ' Z/2i Z et Bi ' Z/2i−εi Z. Observons queBi s’injecte dansAi et
Ai+1 et que 1

|Bi | − 1
|Ai+1| = 1

2i−εi − 1
2i = εi

2i + 1
2i − 1

2i+1 . Appelons alorsΓ le
groupe fondamental du graphe de groupes :

A1•−−−−
B1

A2−•−−−−
B2

A3−•−−−−
B3

A4−•− · · · · · · · · · −−−
Bn−1

An−•−−−−
Bn

· · · · · · · · ·

Par exemple, pourc= 1, il est isomorphe au groupe(exp(2iπ p
2k ))p,k∈Z des

racinesn-ièmes de l’unit́e, avecn puissance de 2.
La proposition VI.10.(3) (graphes de groupes) montre queΓc est arborab-

le, de coût
C(Γc) = 1+∑∞i=1(1− 1

2i − 1)+∑∞i=1
1

2i−εi = 1+∑∞i=1
εi
2i = c.

Pour c > 2, il suffit de prendre le produit libre d’un certainΓc′ avec un
groupe libre.
Cas anti-arborable :
Pourc= 1, on peut prendreΛ1 = F2× Z.
Pourc > 1, soit n ∈ N assez grand pour qued := c− 1

2n > 1. On peut
alors prendre pourΛc un produit amalgaḿe de la formeΛc = (F2×Z×Z/
2nZ)∗Z/2nZ ∗Γd. Il contient le sous-groupe anti-arborableF2×Z×Z/2nZ.
Par la proposition VI.23, à venir,C(F2×Z×Z/2nZ) = 1. Mais ce groupe
n’étant pas moyennable, le corollaire VI.22 permettra de conclure à son
anti-arborabilit́e. ut
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Remarques-Questions VI.15.Ce choix deΛc répond bien à l’́enonće, mais
existe-t-il de tels groupes virtuellement librement indécomposables ? Les
groupes de présentation finie sont-ils de coûts rationnels ?

Proposition VI.16. Pour toutc ∈ [1,∞[, il existe un groupede type fini,
à prix fixe, de coûtc.

Preuve de la proposition.Soitc ∈ [1,1+ 1
8]. On va construire un groupeΓ

de type fini, à prix fixe et de coûtc, en s’inspirant fortement de l’exemple
invent́e par M. Dunwoody de groupes non accessibles [Dun93]. On com-
mencera par produire un groupeJ à prix fixe, de coûtc, comme groupe
fondamental d’un graphe de groupesG (peut-être infini) :

G = G1•−−−−
K1

G2−•−−−−
K2

G3−•−−−−
K3

G4−•− · · · · · · · · · −−−
Kn−1

Gn−•−−−−
Kn

· · · · · · · · ·

où

(1) lesGn sont des groupes finis
(2) lesKn contiennent chacun un sous-groupeHn d’indice 2
(3) Gn (pourn ≥ 2) est engendré parKn−1 et Hn

(4) dansJ, on a une suite strictement croissante de plongementsH1
e1
↪→

H2
e2
↪→ H3

e3
↪→ · · · Hn

en
↪→ Hn+1

en+1
↪→ · · ·

Ainsi, la réunion Hω des Hn est un groupe moyennable (comme réunion
dénombrable de groupes finis) etJ est engendŕe parG1 et Hω.
Si le graphe de groupes est fini, alorsJ est de type fini etΓ = J convient.
Sinon, on plongeraHω dans un groupeH, qui serade type fini et de
coût 1 (en fait,H sera même résoluble). On prendra alors pourΓ le produit
amalgaḿe

Γ = J ∗Hω H

qui sera de type fini, car engendré parH (contenantHω) et G1, et qui sera
de coût́egal àC(J)+C(H)−C(Hω) = C(J)+1−1= c, par le th́eorème
VI.7.(2).

Construction de J. Soit (p(n))n≥1 l’unique suite strictement croissante
(peut-être finie) d’entiers, avecp(1) ≥ 1, telle quec = 1+1/4·∑∞n=1 2−p(n).
Soient(Ai )i∈Z , (Bn)n∈N, (Cn)n∈N trois familles de groupes tous isomorphes
à Z/2Z. Posons alors

(1) Hn =⊕p(n)
i=1 Ai

(2) Kn = Bn
⊕

Hn
(3) Gn = (Bn−1

⊕
Cn) × Hn, où ce produit semi-direct est défini par :

– l’ élément ǵeńerateur deAp(n) ⊂ Hn agit sur(Bn−1
⊕

Cn) en permu-
tant les facteurs, i. e. par l’unique isomorphismefn de(Bn−1

⊕
Cn)

qui envoieBn−1 surCn,
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– les autres facteursAi de Hn agissent trivialement (i. e. commutent
avec(Bn−1

⊕
Cn)).

Définissons alors les plongementsKn−1
gn
↪→ Gn

hn←↩ Kn qui articuleront le
graphe de groupesJ.

– Le plongementgn de Kn−1 dansGn est d́efini naturellement, vu les
notations, sur les facteursBn−1 et Hn−1. Et puisquep(n) > p(n − 1),
les sous-groupesBn−1 et Hn−1 deGn commutent entre eux etgn donne
bien un plongement deKn−1.

– Le plongementhn de Kn dansGn est donńe, lui, naturellement surHn
et on le d́efinit en envoyant l’́elément ǵeńerateur deBn sur l’élément
sn de(Bn−1

⊕
Cn), qui est la somme deśeléments ǵeńerateurs deBn−1

et Cn. Puisquesn est central dansGn, l’application hn s’étend bien en
un plongement deKn.

Gn est clairement engendré pargn(Bn−1) et hn(Hn). Les groupesHn se
plongent comme annoncé Hn ↪→ Hn+1 = Hn

⊕p(n+1)
i=p(n)+1 Ai et leur ŕeunion

Hω =⊕i≥1 Ai se plonge elle-même dans le groupeH = (⊕i=+∞
i=−∞ Ai ) × Z,

où le ǵeńerateurt deZ agit en d́ecalant les facteursAi d’un cran, en envoyant
isomorphiquementAi sur Ai+1. Le groupeH est de type fini, engendré par
A1 et t. On peut remarquer qu’il est résoluble.

Calcul du coût de J
Il suffit d’appliquer la proposition sur les graphes de groupes VI.10 :

C(J) = lim
n→∞ 1+

n∑
i=1

(
1

|Ki | −
1

|Gi |)

=
∞∑

i=1

(
1

2p(n)+1
− 1

2p(n)+2
) = 1+ 1

4

∞∑
i=1

2−p(n) = c.

On a montŕe que tous les coûts compris entre 1 et 1+ 1
8 sont obtenus

par des groupes de type fini. PuisqueG1 contient un sous-groupesZ/2Z
⊕

Z/2Z, il est facile de produire des produits amalgamés deΓ etZ/2Z
⊕

Z/
2Z
⊕

Z/2Z au-dessus deZ/2Z
⊕

Z/2Z pour en d́eduire le même résultat
pour tous les coûts finis≥ 1. ut
Questions VI.17.Quel est le coût des groupes qui sont localement libres
(i. e. dont tous les sous-groupes de type fini sont libres) mais non libres ?
Sont-ils arborables ?

VI-C Sous-groupes

Proposition VI.18. Si Γ contient un sous groupeΓ1 anti-arborable, alors
Γ est lui-même anti-arborable.
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Preuve.Par contraposition, considérons une action libre arborable deΓ. Sa
restriction àΓ1 est aussi arborable (théorème IV.4) et libre. ut

Théorème VI.19. (i) SoitΓ un groupe d́enombrable etΛ un sous-groupe
d’indice fini [Γ : Λ], alors C(Λ) − 1 = [Γ : Λ] · (C(Γ) − 1). Si Γ est à
prix fixe (resp. arborable, resp. anti-arborable) alorsΛ vérifie les mêmes
propriét́es.
(ii) Si Λ est un sous groupe normal fini deΓ, alors 1− C(Γ) = 1

|Λ| · (1−
C(Γ/Λ)). De plusΓ est à prix fixe si et seulement siΓ/Λ est à prix fixe.

Rappelons que deux nombres réelsr et s sont commensurabless’ils sont
multiples entiers d’un même nombre réel et que deux groupes sontcom-
mensurabless’ils admettent des sous-groupes d’indices finis qui sont iso-
morphes.

Corollaire VI.20. Si Γ et Λ sont deux groupes commensurables alors
C(Γ)− 1 etC(Λ)− 1 sont commensurables.

Preuve du th́eorème VI.19.(i) Consid́erons une action libre (SP1) quel-
conqueα de Λ sur X (µ(X) = 1). Un proćed́e classique de suspension
fournit une action libreβ deΓ sur un certainX : l’action β̃ deΓ par multi-
plication à gauche sur le deuxième facteur deX̃ = X × Γ et l’action α̃ de
Λ définie par

α̃(λ)(x, γ) = (α(λ)(x), γ · λ−1)

commutent entre elles. L’actioñβ induit une action libreβ sur X = X̃/α̃.
Du point de vue mesurable,X est isomorphe àX × Γ/Λ, avec la mesure
produitµ (on aµ(X) = [Γ : Λ] · µ(X)). L’applicationπ : X̃→ X est in-
jective surX×{1} etRβ induit surπ(X×{1}) ' X une relation isomorphe
àRα. En effet, siβ(γ)(π(x,1)) = π(y,1) alorsγ ∈ Λ. Et pour toutλ ∈ Λ
on a l’équivalence :(
β(λ)(π(x,1)) = π(y,1)

) ⇔ (
α(λ−1)(x) = y

)
. La proposition d’induc-

tion II.6, avecµ1 = µ/µ(X), entraîne :

(1) [Γ : Λ] · (C(Γ)− 1) ≤ [Γ : Λ] · (Cµ1
(Rβ)− 1) = Cµ(Rα)−µ(X),

et donc

(2) [Γ : Λ] · (C(Γ)− 1) ≤ C(Λ)− 1.

SiΓ est à prix fixe, on áegalit́e dans (1), donc toutes lesRα ont le même
coût ; Λ est à prix fixe. SiΓ est arborable, alorsRβ est arborable et, par
induction (cf. II.6.(1)),Rα aussi. Inversement, siRα est arborable, alors
Rβ aussi et par contraposition,Γ anti-arborable entraîneΛ anti-arborable.

Inversement, soitα une action libre deΓ sur (X, µ), avecµ(X) = 1,
et soitΦ = (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕi , · · · ) un graphage deRα tel que chaqueϕi :
Ai → Bi coïncide sur son domaine avec l’action d’unélémentγi ∈ Γ (on
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peut toujours subdiviser un graphage pour obtenir un telΦ). Consid́erons
l’espaceX = X × Γ/Λ (avec la mesure produitµ) et le graphageΦ =
(ϕ1, ϕ2, · · · , ϕi , · · · ), où

ϕi : Ai × Γ/Λ→ Bi × Γ/Λ

(x, γ ·Λ) 7→ (ϕi (x), γi · γ ·Λ)
Ce graphage v́erifie Cµ(Φ) = [Γ : Λ] · Cµ(Φ) et il induit sur le niveau
X1 = X×{1·Λ} une relationS isomorphe à la relation donnée par l’action
restreinteα|Λ sur X. On a une correspondance entre lesΦ-mots et lesΦ-

mots, et à tout mot est associé unélément du groupeΓ. Si x
Rα|Λ∼ y, alors un

Φ-mot dex à y est associé (libert́e de l’action) à uńelément du sous-groupe
Λ donc leΦ-motm correspondant àm envoie(x,1 ·Λ) sur(y,1 ·Λ). Dans
l’autre sens, si unΦ-mot fixe la coordonńee{1 ·Λ}, alors il est associé à un
élément deΛ. On en d́eduit, par la proposition d’induction II.6, que :

C(Λ)− 1≤ Cµ(Rα|Λ)− 1≤ Cµ(Φ)− µ(X) = [Γ : Λ] · (C(Φ)− 1).

Et donc l’inégalit́e inverse de (2).
Notons que l’action deΓ qu’on a construite surX n’est pas ǵeńerale ;

ainsi, on ne peut́etablir si les propríet́es (prix fixe, arborabilit́e) du sous-
groupeΛ passentàΓ.

(ii) Par restriction à un domaine fondamental de l’action deΛ (fini et
normal), on transforme n’importe quelle action presque libre deΓ en une
action presque libre deΓ/Λ. La constructioninversepermet de passer d’une
action quelconque deΓ/Λ à une action deΓ. L’item (ii) s’en déduit par la
proposition II.6 d’induction. ut

VI-D Petits coûts et ŕeseaux des groupes de Lie

Proposition VI.21. Si Φ est un arborage d’une action libreα deΓ, alors
il r éalise le coût deΓ, i.e. C(Φ) = C(Γ). En conśequence, tout groupe
arborable est à prix fixe. Pour tout groupe dénombrableΓ, il existe une
action libre, qui ŕealise le coût deΓ.

Comme annonće dans l’introduction, le coût d’un groupe est donc le
minimum des coûts de ses actions libres.

Preuve.Soientα1 etα2 deux actions libres deΓ, respectivement sur(X1, µ1)
et (X2, µ2). Soit Φ1 = (ϕi : Ai → Bi)i∈I un graphage deα1 tel que
chaqueϕi coïncide sur son domaine avec un certainγi ∈ Γ (ce qu’on
peut toujours supposer quitte à découper les domainesAi ), alors l’action
produit α1 × α2 sur (X1 × X2, µ1 × µ2) admet le graphageproduit Ψ1

constitúe desψi : Ai × X2→ Bi × X2, (x1, x2) 7→ (γi (x1), γi (x2)). On en
déduit :Cµ1×µ2(Rα1×α2) ≤ Cµ1(Rα1). Si Φ1 est un arborage, alorsΨ1 est
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un arborage, quelque soitα2. On a donc :Cµ2(Rα2) ≥ Cµ1×µ2(Rα1×α2) =∗
Cµ1×µ2(Ψ

1) = Cµ1(Φ) =∗ Cµ1(Rα1).∗ (Puisque les arborages réalisent le coût des relations qu’ils engendrent
(théorème IV.1).)

Consid́erons maintenant une suite(αn) d’actions deΓ sur (Xn, µn)
et (Φn) une suite de graphages correspondants, dont les coûts tendent
versC(Γ). Alors l’action produit (infini)α = α1 × α2 × · · · × αn × · · ·
de Γ sur (X1 × X2 × · · · × Xn × · · · , µ1 × µ2 × · · · × µn × · · · ) est
engendŕee par des graphages produitsΨn comme ci-dessus, où la seule
restriction sur les domaines porte sur lan-ième coordonńee, et dont les
coûts tendent versC(Γ), qui est donc la valeur deCµ1×µ2×···×µn×···(Rα).

ut
Ce ŕesultat admet le corollaire suivant qui permet d’augmenter con-

sidérablement la liste des groupes anti-arborables.

Corollaire VI.22. Tout groupe non moyennable de coûtégal à 1 est anti-
arborable.

Remarque et applications.On ne suppose pas queΓ soit à prix fixe. Les

groupes de la formeFp ∗Z Fq où les morphismes injectifsZ
i1
↪→ Fp et

Z
i2
↪→ Fp envoient l’́elément 1 deZ sur unélément non primitif de la forme

i1(1) = ur et i2(1) = vs, avecr, s ≥ 2 et r.s> 4, sont à prix fixe de coût
p+q−1 et anti-arborables. En effet, ils contiennent le sous-groupeZ ∗Z Z
engendŕe paru etv de coût 1, qui est non moyennable puisqu’il se surjecte
surZ/rZ ∗ Z/sZ. Ce groupe est anti-arborable par le corollaire VI.22 et la
proposition VI.18 permet de conclure.

Preuve.Si Γ est un groupe de coût́egal à 1 qui admet une action libre
arborable, soitΦ un arborage de cette action. La proposition VI.21 ci-
dessus assure queC(Φ) = 1 et la proposition III.3 entraîne alors queRα

est hyperfinie. DoncΓ est moyennable. ut

Proposition VI.23. Si Γ1 possède uńelément d’ordre infiniγ1 et siΓ2 est
un groupe infini, alorsΓ1× Γ2 est à prix fixe etC(Γ1× Γ2) = 1.

Preuve (voir l’exemple des rotations du cercle I-D).Consid́erons une action
libreα deΓ1×Γ2 sur(X, µ), soitγ2, γ3, · · · , γ j , · · · un système ǵeńerateur
de Γ1, soit λ1, λ2, · · · , λn, · · · un système ǵeńerateur deΓ2. Soit ε > 0
et An un boŕelien de mesure≤ ε/2n qui rencontre toutes les orbites de
l’ élémentγ1. Le graphageΨ = (ϕ1, ψ1, ψ2, · · · , ψn, · · · ), oùϕ1 : X→ X
coïncide avecα(γ1) etψn est d́efini par la restriction deα(λn) à An, engendre
la relation d’́equivalence donńee par l’action de< γ1 > ×Γ2, pour un coût
≤ 1+ ε. En effet, pour chaque géńerateurλn deΓ2 et pour toutx ∈ X, on
trouvenx ∈ Z tel queγ nx

1 (x) ∈ An et leΨ-mot ϕ−nx
1 ψnϕ

nx
1 est d́efini enx
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et coïncide avecα(λn). Soit ensuiteBj un boŕelien de mesure≤ ε/2 j qui
rencontre toutes les orbites du groupeΓ2 etϕ j la restriction deα(γ j ) à Bj .
Comme ci-dessus, le graphageΨ∨(ϕ2, ϕ3, · · · , ϕn, · · · ) engendreRα pour
un coût≤ 1+ 2 · ε. ut
De la même façon, on montre :

Critères VI.24.

(1) (Générateurs commutant) si Γ est engendré parγ1, γ2, · · · , γn, des
éléments d’ordre infini tels queγ j commute avecγ j+1, pour tout j , alorsΓ
est à prix fixe, deC(Γ) = 1, ou bien
(2) (Sous-groupe normal)si Λ est un sous-groupe distingué infini à prix
fixe deΓ, alorsC(Γ) ≤ C(Λ).

Alex Furman m’a sugǵeŕe, avec la même preuve, lesénonćes plus
géńeraux suivant :
(3) si Γ est une ŕeunion croissante de groupes infinisΓn oùΓ1 est à prix fixe
de coût 1, par exemple moyennable, et siΓn+1 est engendré parΓn et des
élémentsγ ∈ Γ tels queγ−1Γnγ ∩ Γn soit infini alorsΓ est à prix fixe de
coût 1.
(4) si Γ est une ŕeunion croissante de groupes infinisΓn oùΓ1 est à prix fixe
et siΓn+1 est engendré parΓn et deśelémentsγ ∈ Γ tels queγ−1Γnγ ∩ Γn
soit infini alorsΓ est de coût≤ inf C(Γn).

Cesénonćes reposent tous essentiellement sur le lemme V.3. SiΓ est
engendŕe par un sous-groupeΓ1 à prix fixe de coût 1 et par uńelémentγ
tel queγ−1Γ1γ ∩ Γ1 soit infini, alorsΓ est à prix fixe de coût 1. Et on peut
en d́eduire le critère (1) par récurrence et le critère (3) dans le cas du coût 1
par le lemme VI.25 ci-dessous, qui semble intéressant en lui-même.

Plus ǵeńeralement, supposons queΛ soit une ŕeunion croissante de
groupes infinisΛn où Λ1 est à prix fixe etΛn+1 est engendré parΛn et
un élémentλn+1 ∈ Λ tel queλ−1

n+1Λnλn+1 ∩ Λn soit infini. Soit α une
action libre (SP1) du groupeΛ etΦn un graphage de l’actionα|Λn restreinte
à Λn. Alors pour toutεn > 0 on peut, par le lemme V.3, compléterΦn en
un graphage deα|Λn+1, de coût inf́erieur àC(Φn) + εn. Les critères s’en
déduisent. Pour (3) ou (4), on peut être amené à appliquer ce qui précède
successivement à chaqueΓn.

Lemme VI.25 : continuité croissante. Si Rn est une suite croissante de
relations à orbites infinies de coûts 1, alorsR = ∪nRn est aussi de coût 1.

En particulier, un groupe, qui est une limite croissante de groupes à prix
fixes de coûts 1, est lui même à prix fixe de coût 1.

L’exemple VI.27 ci-dessous montrera que ce n’est pas le cas pour les suites
décroissantes de coût 1.

Preuve du lemme VI.25.Soit Φ0 un arborage de coût 1 (hyperfini) d’une
sous-relation deR1. Pour toutn ∈ N∗, on peut compĺeterΦ0 en un graphage
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Φ0∨Φn deRn, avecC(Φn) ≤ ε
2n (lemme III.5). Le graphageΦ0∨Φ1∨· · ·

∨Φn · · · engendre la relationR pour un coût inf́erieur à 1+ ε∑n∈N∗ 1/2n.
ut

VI.26. Applications des critères (1) et (2)
-(a)- Sous-groupe normal ou centre infiniSi Γ possède un sous-groupe
normal à prix fixe de coût 1 (par exemple un sous-groupe moyennable infini)
alorsΓ est à prix fixe etC(Γ) = 1. En particulier, les groupes qui possèdent
un centre infini sont à prix fixe, de coût 1.
-(b)- SL(n,Z), n ≥ 3 vérifie le critère (1). Il est engendré par les transvec-
tionsTi, j (obtenues à partir de l’identité en ajoutant un1 à la place(i, j)).
Deux transvections, dont les 1 marginaux sont soit sur la même ligne soit
sur la même colonne, commutent entre elles. On en conclut queSL(n,Z),
n ≥ 3 est à prix fixe de coût 1. Il en est donc de même de tous ses sous-
groupes d’indices finis (th́eorème VI.19).
-(c)- Réseaux arithḿetiquesPlus ǵeńeralement, on peut montrer que les
réseaux arithḿetiques des groupes algébriques semi-simples deQ-rang≥ 2
admettent un sous-groupe d’indice fini qui vérifie le critère (1).

VI.27. Exemple de non continuit́e décroissante. SL(3,Z) possède une
suite d́ecroissanteΓn de sous-groupes d’indices finis (ils sont donc à prix
fixes, de coûts 1) dont l’intersection est isomorphe àSL(2,Z), de coût
1+ 1

12.

Nicolas Bergeron m’a signalé l’exemple concret suivant :

prendreΓ=
(

SL(2,Z) 0
0

0 0 1

)
'SL(2,Z) etΓn = f −1

n (

(
SL(2,Z/2nZ) 0

0
0 0 1

)
),

où fn : SL(3,Z) → SL(3,Z/2nZ) est le morphisme de réduction mo-
dulo 2n.

VI.28. Application du critère (3)
-(a)-Dave Witte m’a montŕe (communication personnelle) que siΓ est un
réseau dans un groupe de Lie connexe, semi-simple, de rang réel≥ 2 et
si Γ est non cocompact, ouΓ réductible, alorsΓ vérifie le critère 3. Ces
groupes sont donc tous à prix fixe, de coût 1.
-(b)-Le groupe remarquableF de Thompson de présentation〈x0, x1, x2, · · ·
|x−1

i x j xi = xj+1, i < j 〉 est à prix fixe de coût 1 : le sous-groupe engendré
parx0x−1

1 , x2, x3, · · · est de coût 1 par le critère (1) ; l’identitéx−1
0 x2x0 = x3

(et x−1
1 x2x1 = x3) montre qu’on peut lui appliquer le critère (3).

Donnons une id́ee sur les arguments de D. Witte. Il suffit de montrer que
Γ a un sous-groupe d’indice fini qui vérifie le critère (3).
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– Si le centre deG est infini, alorsΓ contient un sous-groupe d’indice fini
du centre.

– Sinon, G est essentiellement linéaire alorsΓ possède un sous-groupe
d’indice fini sans torsion.

– Si Γ est ŕeductible, alorsΓ est commensurable à un produit direct.
– Sinon, par le th́eorème d’arithḿeticité de Margulis, on peut essen-

tiellement supposer queG est unQ-groupe alǵebrique etG(Z) =
G∩SL(n,Z) est commensurable àΓ. On remplaceΓ parG(Z). Puisque
G/Γ n’est pas cocompact,G contient unQ-sous-groupe parabolique
maximal P. Soit U le radical unipotent deP et appelonsΓ1 le groupe
infini U(Z). Ce groupe est moyennable. PuisqueP normaliseU, on peut
prendreΓ2 = P(Z). Fixonsγ ∈ Γ et posonsM = P ∩ γ−1Pγ . Il suffit
de montrer queM(Z) est infini, car alors on pourra prendreΓ3 = Γ.
Si M n’est pas ŕeductif, son radical unipotent contient une infinité de
points entiers.
Si M est ŕeductif, les deux groupes paraboliquesP et γ−1Pγ sont op-
pośes et la th́eorie ǵeńerale montre qu’à indice fini près,M se d́ecompose
en un toreQ-déploýe de dimension 1 et un groupeL de R-rang≥ 1
(car R-rang(G) ≥ 2) sans caractères surQ, grâce à la maximalité de
P. Alors L n’est pas compact etL(Z) y apparaît comme réseau, donc
infini.

Une discussion avećEtienne Ghys m’a permis de relire la preuve de
Dave Witte dans un cas particulier :

Exemple VI.29. Soitd un nombre entier positif sans facteur carré. SoitK =
Q(
√

d) et O, l’anneau des points entiers deK. Le groupeΓ = SL(2,O)
se plonge comme réseau dansSL(2,R) × SL(2,R). Il est à prix fixe, de
coût 1.

Preuve.On va montrer qu’il v́erifie le critère (3). Le groupeΓ est le
groupe des points entiersGZ pour une certaine structureQ-algébrique sur
SL(2, K). Par ailleurs, le groupe SL(2, K) agit projectivement surK ∪{∞}
par

(
a b
c d

)
[p : q] = [ap+ bq : cp+ dq], où∞ = [a : 0], a 6= 0.

Soit P =
{(

a b
0 a−1

)
: a ∈ K∗,b ∈ K

}
= Fix(∞). PosonsΓ2 = P ∩ Γ,

c’est un groupe moyennable.
Consid́erons ensuite unγ ∈ Γ quelconque. Le groupeγ−1Pγ fixe le point
γ−1(∞).
Si γ−1(∞) = ∞, alorsγ−1Γ2γ ∩ Γ2 = Γ2 est infini.
Si γ(∞) 6= ∞ alors, puisque SL(2, K) agit transitivement sur les paires
de points deK ∪ {∞}, il existe unh ∈ SL(2, K) tel queh(∞) = ∞ et
hγ(0) = ∞. Dans cette situation,D = h−1(γ−1Pγ ∩ P)h est le sous-
groupe des matrices diagonales de SL(2, K) et son intersection avecΓ est

le groupeD ∩ Γ =
{(

a 0
0 a−1

)
: a ∈ O×

}
, qui est infini par le th́eorème de



94 D. Gaboriau

Dirichlet. Cependant, ce qui nous intéresse, c’est l’ensembleγ−1Γ2γ ∩ Γ2
des éléments deγ−1Pγ ∩ P qui sont dansΓ. On doit en quelque sorte
déconjuguerla situation parh. Or, le morphismex 7→ hxh−1 est un mor-
phisme d́efini surQ entre les groupesQ-algébriquesD et hDh−1 ; donc
le théorème de Borel [Bor69] assure que l’image du groupe arithmétique
D ∩ Γ est arithḿetique, c’est-à-dire qu’à un sous-groupe d’indice fini près,
c’est l’ensemble des points entiershDh−1∩Γ = γ−1Γ2γ ∩Γ2. Cela assure
que ce dernier est infini. ut

On a d́ejà vu (Corollaire II.16) que siΓ et Λ sont deux ŕeseaux à prix
fixe d’un même groupe de LieG connexe, alors leurs coûts sont reliés par
leurs covolumes : Vol(G/Λ) · (C(Γ)− 1) = Vol(G/Γ) · (C(Λ)− 1).
Si l’hypothèse de prix fixe porte seulement surΓ, alors on a l’ińegalit́e≥,
mais siΓ est de plus de coût 1, alors tous les autres réseaux deG sont de
coût 1.

Corollaire VI.30. Tous les ŕeseaux des groupes de LieG connexes semi-
simples deR-rang≥ 2 sont de coût 1.́Etant non moyennables, ils sont tous
anti-arborables.

Il suffit de trouver dans le groupeG un ŕeseau v́erifiant le critère (3) :
en ǵeńeral, invoquer l’existence d’un réseau non cocompact (Borel) puis
l’ énonće VI.28.(a) de D. Witte. On peut alternativement montrer l’existence
d’un réseau deQ-rang≥ 2, puis VI.26.(c). On utilise ensuite VI.22 pour
l’anti-arborabilit́e. C’est avec le th́eorème VI.19 le seul exemple où l’on a
pu calculer le coût d’un groupe sansétablir en même temps qu’ilétait à prix
fixe. Ceténonće est surtout int́eressant en ceci qu’il montre que la théorie du
coût est en quelque sorteorthogonaleà celle des actions libres de réseaux
dans les groupes de rang supérieur ([Zim84], [Fur98],...).

Remarque VI.31 : liens avec la caractéristique d’Euler.La caract́eristique
d’Euler χ est un invariant d́efini pour un certain nombre de groupes. Elle
vaut 1

|Γ| pour les groupes finis et 0 pourZ. On renvoie au livre de K. Brown
[Bro82] pour les d́efinitions. SiΓ est detype homologique fini(THF) etΛ est
un sous-groupe d’indice fini, alorsχ(Λ) · [Γ : Λ] = χ(Γ). SiΓ = Γ1 ∗Γ3 Γ2
est le produit amalgaḿe de trois groupes (THF) et siΓ est virtuellement sans
torsion, alorsχ(Γ) = χ(Γ1)+ χ(Γ2)− χ(Γ3). Ces formules, comparables
au th́eorème VI.19 et au th́eorème VI.7, expliquent que pour un certain
nombre de groupes on ait l’égalit́e : 1− C(Γ) = χ(Γ). Signalons aussi
un ŕesultat de J. Cheeger et M. Gromov [CG86] qui assure qu’un groupe
moyennableΓ posśedant unK(Γ,1) fini a une caract́eristique d’Euler nulle.
En revanche, siΓ est virtuellement sans torsion et siΓ = Γ1 × Γ2 est le
produit direct de deux groupes de (THF), alorsχ(Γ) = χ(Γ1) ·χ(Γ2), alors
queC(Γ) = 1 (prop. VI.23).

Corollaire VI.32. Si Γ et Λ sont deux groupes (THF) tels que
χ(Γ)·(1−C(Λ)) 6= χ(Λ)·(1−C(Γ)), alors ils ne sont pas commensurables.
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Exemple VI.33.Les groupesΓ = (F2×F4) ∗ (F3×F5) etΛ = (F2×F5) ∗
(F3× F4) ne sont pas commensurables.

VI-E Groupes de D. McDuff

En 1969, D. McDuff a montŕe l’existence d’une infinit́e non d́enombrable de
facteurs de type II1 non isomorphes, chacun associé à un groupe d́enombrable
Hα(G). On va dire très peu de choses sur le sujet ; on va seulement rappeler
la pŕesentation donńee de ces groupes et montrer qu’ils sont tous de coût 1.

Soit Γ un groupe d́enombrable non trivial et̃Γ = ⊕∞j=1 Γ j où chaque
Γ j ' Γ. On appelleL0(Γ) le groupe engendré par Γ̃ et deséléments
d’ordre infiniλ1, λ2, · · · , λn, · · · , on appelleL1(Γ) le groupe engendré par
le produit semi-directΠ × Γ̃, où Π est le groupe des permutations deN∗
qui fixent tous les entiers sauf un nombre fini d’entre eux, avec son action
naturelle surΓ̃, et par deśeléments d’ordre infiniλ1, λ2, · · · , λn, · · · , et
dans les deux cas, on ajoute pour seules relations le fait que chaqueλi
commute avec lesγ j ∈ Γ j pour j ≥ i .

L0(Γ) =< (λn)n∈N∗, Γ̃ > /(γ
−1
j λiγ j = λi , i ≤ j, γ j ∈ Γ j )

L1(Γ) =< (λn)n∈N∗,Π × Γ̃ > /(γ−1
j λiγ j = λi , i ≤ j, γ j ∈ Γ j )

Les deux groupesL0(Γ) et L1(Γ) vérifient le critère (3), ils sont donc
à prix fixe de coût 1 : on traite les deux groupes simultanément. On prend
Λ1 =< λ1 >. Puisque chaqueγ j ∈ Γ j commute avecλ1, l’ensembleJ1

desélémentsω pour lesquelsω−1Λ1ω ∩ Λ1 est infini contient tous lesγ j .
On prend alorsΛ2 =< λ1, Γ̃ >. Pour chaqueλi , le groupeλ−1

i Λ2λi ∩
Λ2 contient tous lesΓ j pour j ≥ i ; l’ensembleJ2 desω pour lesquels
ω−1Λ2ω ∩ Λ2 est infini contient donc tous lesλi . De plus, pourL1(Γ), le
groupeΠ normaliseΓ̃ ; il est contenu dansJ2. Dans les deux situations,Λ2
et J2 engendrentL0(Γ) et L1(Γ).

À chaque suite infinieα = (α j ) j∈N∗ de 0 et de 1, D. McDuff associe ainsi
une suite croissante (en spécifiant un plongementΩ ↪→ L∗(Ω)) de groupes
Lαn Lαn−1 · · · Lα2 Lα1(Γ̃) et poseHα(Γ) = ∪n→∞Lαn Lαn−1 · · · Lα2 Lα1(Γ̃).
On obtient, grâce au lemme de continuité croissante VI.25, la proposition :

Proposition VI.34. Les groupesHα(Γ) sont à prix fixe et de coût 1.

VII Mercuriale de groupes

Pour un certain nombre de groupes on donne la liste de leurs coûts.
Lorsqu’on peut, on pŕecise si ces groupes sont arborables (A), ou anti-
arborables (A), s’ils sont à prix fixe (P.F.), et dans la dernière colonne, on
renvoie aux paragraphes de ce papier qui permettent de justifier les données.
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Mercuriale

Groupes Coûts
Arbo-
rabilit é

Prix
Fixe Report

Γ fini 1− 1
|Γ| A P.F. I.10

Γ moyennable infini 1 A P.F. III.4

Fn n A P.F. VI.9

F∞ ∞ A P.F. VI.9

π1(Σg) 2g− 1 nonA P.F. VI.9

SL(2,Z) 1+ 1
12 A P.F. VI.9

SL(n,Z), n ≥ 3 1 A P.F. VI.26.(b)

Fp× Fq avecp.q> 1 (7) 1 A P.F. VI.23,18

Fn ∗ (Fp× Fq) avecp.q> 1 1+ n A P.F. VI.7, 18

Γ1 ∗ Γ2 (1) C(Γ1)+ C(Γ2) (2) VI.7

Γ1 ∗Γ3 Γ2 (3) C(Γ1)+ C(Γ2)− C(Γ3) (4) VI.7

Γ réseau deSL(2,R) 1+ 1
12 · Vol(G/Γ)

Vol(G/SL(2,Z)) nonA (5) II.16,17

Γ réseau deSL(n,R), n ≥ 3 1 A (5) VI.26, 22

Γ réseau d’un groupe de Lie connexe
semi-simple deR-rang≥ 2 1 A (6) VI.30, VI.22

Λ d’indice fini dansΓ 1+ [Γ : Λ](C(Γ)− 1) CommeΓ CommeΓ VI.19

Γ non moyennable, de centre infini 1 A P.F. VI.26 (a)

(1) AvecΓ1, Γ2 à prix fixes et coûts finis.
(2) SiΓ1 et Γ2 sont arborables (resp. à prix fixe), alorsΓ1 ∗ Γ2 est arborable (resp. à prix

fixe).
(3) AvecΓ1, Γ2 à prix fixes et coûts finis et avecΓ3 moyennable.
(4) SiΓ1 etΓ2 sont arborables etΓ3 fini, alorsΓ1∗Γ3 Γ2. est arborable. Faux en géńeral avec

Γ3 ' Z (voir remarque VI.11). SiΓ1 est anti-arborable alorsΓ1∗Γ3 Γ2 est anti-arborable
(5) Les sous-groupes d’indice fini des SL(n,Z) sont à prix fixe (VI.19).
(6) Les ŕeseaux non cocompacts sont à prix fixe (voir VI.28 (a)).
(7) Et plus ǵeńeralement, voir VI.23.

Mercuriale n.f. (du lat. mercurialis“membre du collège des marchands”,
Mercureétant le dieu du commerce). Tableau officiel hebdomadaire portant
les prix courants des denrées vendues sur un marché public ; le cours officiel
de ces denrées (Petit ROBERT 1, dictionnaire alphabétique et analogique
de la langue française,Éditions Les Dictionnaires LE ROBERT, 1989).
Liste de prixétablie par l’administration municipale, qui relève les prix des
denŕees sur les marchés de la ville.
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Mercuriale n.f.Market price list, market prices (of cereals,groups (?), etc)
(Harrap’s shorter French and English dictionnary,1982).

Signalons aussi que dans certaines régions françaises, les mercuriales
désignent le march́e du mercredi.
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