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Introduction

“Arbres, groupes, quotients”. Ces trois mots, constituent plus une évocation qu’une synthese
des questions qui m’ont (pré)occupé depuis que je pratique les mathématiques. Pour faire encore
plus compact et de maniére un peu provocatrice, ce rapport aurait pu s’intituler “F,”, symbole
qu’on adoptera pour le groupe libre a n générateurs.

Les arbres sont omniprésents dans mon activité. La raison essentielle est, probablement, qu’ils
comptent parmi les objets géométriques les plus simples. Ils sont de tres petite dimension de
sorte qu’ils se prétent bien a l'illusion de la visualisation. Si un chemin entre deux points n’est
pas le plus court possible, on en a une manifestation radicale : il existe un endroit ou le chemin
revient sur ses pas. Tout aussi radicale est la suppression d’un point non extrémal : I’espace s’en
trouve disconnecté. Ces propriétés élémentaires (qui d’ailleurs n’en font qu’une) sont & la base
de plusieurs résultats présentés dans ce mémoire. Les arbres représentent aussi un tremplin pour
I’étude de problemes sur les graphes ou en dimension supérieure. D’ailleurs, les succes remportés
dans I'étude des groupes hyperboliques et plus généralement des espaces hyperboliques au sens de
Gromov reposent en grande partie sur leur ressemblance avec des arbres.

Les groupes apparaissent dans tous les domaines des mathématiques. Tout d’abord comme
ensembles de symétries (théorie de Galois, programme d’Erlangen de Klein), puis comme inva-
riants, par exemple en homotopie (groupe fondamental de Poincaré), homologie et cohomologie,
K-théorie,... Ils méritent aussi d’étre étudiés pour eux-mémes. Les groupes sont avant tout des
acteurs : qu’on leur donne une scéne et ils se mettent & agir. On a des théories de nature tres
différentes selon qu’on considere des groupes finis, des groupes dénombrables discrets ou des groupes
munis de structures supplémentaires (groupes algébriques, groupes de Lie, groupes topologiques).
Mon activité concerne essentiellement les groupes infinis discrets (dénombrables). S’il n’y a qu’un
nombre dénombrable de groupes de présentation finie, les groupes de type fini, en revanche, exis-
tent en quantité non dénombrable. Une classification compléte, dans tous les sens raisonnables
du terme, est une tache impossible. Devant un tel amas d’objets, on est friand de propriétés
permettant de les organiser en catégories, au sens presque sociologique. Parmi ces propriétés, on
trouve la moyennabilité, la propriété (T) de Kazhdan, ainsi que la capacité & admettre de jolies
actions sur de jolis espaces. On trouve aussi la commensurabilité et ses deux généralisations, I'une
topologique (la quasi-isométrie), I’autre liée a la théorie de la mesure (I’équivalence mesurable). La
premiere a été largement étudiée et on présente quelques progres réalisés dans la compréhension
de la seconde.

Un quotient se présente dés qu’on a sur un espace X une relation d’équivalence &£ : c’est ’espace
X /E des classes de la relation d’équivalence. Selon le type de structure qu’'on impose & X et a
&, on est confronté & des problemes de natures tres différentes, pour ce qui est de la structure du
quotient. Il peut s’agir de questions d’algebre (groupes, anneaux, corps, algebres,...), de géométrie
(géométrie algébrique, analytique, riemannienne, différentielle, C°,...), de systémes dynamiques
(itérations d’une transformation, actions de groupes, actions de groupoides, feuilletages, dans des
cadres holomorphe, analytique, C°°, C?, C!, topologique, mesurable,...),...
Dans un certain nombre de situations, I’espace quotient hérite d’une jolie structure. C’est le cas,
notamment, en géométrie classique lorsqu’on s’intéresse a la théorie des revétements. Un autre
exemple frappant est, en géométrie algébrique, un théoreme de Rosenlicht qui affirme que pour
une action algébrique d’un groupe algébrique G, il existe un ouvert dense G-invariant sur lequel le
quotient existe au sens algébrique. C’est-a-dire que 1’espace quotient a essentiellement (on pourrait
dire génériquement) une jolie structure. Le lieu singulier requiert alors une attention particuliere.
On s’intéressera a une infime partie de ce panorama, et souvent dans des contextes oti, au contraire,
I’espace quotient n’a apparemment aucune bonne structure. Ici, on se concentre plutét sur le
comportement “générique”. C’est dans ces domaines qu’interviennent la géométrie et la théorie de
la mesure non commutatives. On regardera, par exemple, des actions de groupes a orbites denses
sur des arbres réels, des feuilletages transversalement mesurés ergodiques, des actions ergodiques



de groupes discrets. Un (petit) dénominateur commun étant 1’action engendrée par une rotation
d’angle irrationnel sur le cercle R/Z. On tente néanmoins de comprendre un peu mieux ces espaces
quotients sauvages.

On trouvera dans ce mémoire une présentation de quelques résultats et problemes sur lesquels
j’ai travaillé ces dernieres années, concernant notamment :
- les groupes dénombrables agissant sur des arbres réels ;
- des systemes dynamiques de dimension 1 qui leurs sont intimement reliés ;
- les automorphismes du groupe libre ;
- les généralisations des arbres que sont les immeubles de Tits ;
- quelques invariants de relations d’équivalence mesurées (coiit, nombres de Betti ¢2, dimension
géométrique, dimension approximative) ;
- quelques invariants dans la classification des groupes discrets dénombrables & équivalence mesu-
rable prés (suite des nombres de Betti £2, dimension ergodique, dimension approximative) ;
- les graphes aléatoires, la percolation invariante ;
- les algebres de von Neumann de type II.

Avertissement au lecteur.
Le style de ce rapport est plutot informel, bien souvent proche de l’expression orale. J’espere
par la lui donner un caractere plus vivant. On ne trouvera dans ces notes pratiquement pas de
démonstrations, parfois une idée de construction et quelques exemples que je me suis imaginé
raconter & un non-spécialiste.
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Partie I

Actions géométriques

1 Actions de groupes sur les arbres

1.1 Introduction : Arbres réels

On sait bien qu'un groupe I' de type fini est un groupe libre si et seulement s’il agit librement
sur un arbre simplicial. En effet le quotient est alors un graphe, dont la théorie des revétements
nous assure que le groupe fondamental est isomorphe a I'. Plus généralement, la théorie de Bass-
Serre (voir [Ser77]) nous apprend & décomposer comme produit amalgamé ou HNN-extension tout
groupe qui agit (sans point fixe global) sur un arbre simplicial : on obtient un scindement du
groupe. C’est un exemple typique d’application de la théorie géométrique des groupes dis-moi sur
quel joli espace tu agis joliment, je te dirai qui tu es.

Dans de nombreux domaines de la géométrie et de la théorie géométrique des groupes appa-
raissent des actions de groupes par isométries sur des arbres réels. Un arbre réel (généralise et)
ressemble & un arbre simplicial, a ceci pres qu’il est métrique et que les points de branchement
peuvent étre denses, c’est un arbre non discret :

Définition 1.1 Un arbre réel est un espace métrique de dimension 1 ot deuz points quelconques
sont joints par un unique arc, et cet arc est isométrique a un segment de R. On l'appelle aussi un
R-arbre.

L’ensemble R? muni de la distance d((z1,91), (22, y2)) := |r1 — 22|+ |y1| + |y2| est un arbre réel.
On peut le visualiser comme la droite (y = 0) sur laquelle est attachée en chaque point une droite
verticale. L’arc de (x1,41) & (22, y2) est la concaténation de I'arc vertical [(z1,¥1), (z1,0)], de arc
horizontal [(z1,0), (x2,0)] et de [(z2,0), (z2,y2)]. On 'appelle parfois le peigne de Gaston Lagaffe.

On renvoie aux articles de survols de P. Shalen, J. Morgan ou M. Bestvina [Sha87, Sha9l,
Mor92, Bes99], aux articles de R. Alperin, H. Bass, M. Culler et J. Morgan [AB87, CM87] ainsi
qu’au séminaire Bourbaki de F. Paulin [Pau95] et au livre de I. Chiswell [Chi0O1] pour les résultats
basiques, des motivations et des remarques historiques.

On se demande, évidemment, quelles informations sur la structure d’un groupe peuvent étre
déduites du fait qu’il agisse par isométries sur un arbre réel. En particulier, une question fonda-
mentale :

Question 1.2 Si un groupe I' de type fini agit non trivialement par isométries sur un arbre réel,
admet-il aussi une telle action sur un arbre simplicial ¢

Dans ce contexte, on dit qu’une action est triviale si elle admet un point fixe global. Il existe bien
str une théorie tres riche des arbres enracinés, mais ce n’est pas notre propos ici. Une réponse
positive a cette question fournirait des scindements du groupe. On a cependant des réponses
partielles, lorsqu’on impose sur les stabilisateurs certaines restrictions (voir ci-dessous), lesquelles
d’ailleurs se présentent spontanément dans de nombreuses applications.

1.2 Théoreme de Rips I. Actions libres sur les arbres réels

Une action est libre si les éléments différents de I'identité agissent sans point fixe. A 1a différence du
cas simplicial, il existe, comme on va le voir, plusieurs familles de groupes de type fini qui agissent
librement sur des arbres réels.



Exemple 1.3 Le groupe abélien libre Z™ admet une action isométrique libre sur un arbre réel :
considérer n translations rationnellement indépendantes sur la droite réelle R. Inversement, les
seuls groupes de type fini qui ont de telles actions sur R sont les groupes abéliens libres.

Voici un autre exemple intéressant d’arbre réel, muni d’une action libre.

Exemple 1.4 Le produit libre RxR de deux copies de R est un groupe I' dans lequel tout élément
a une unique écriture réduite ajas---ag, k > 0, ot chaque a; se trouve dans une copie de R, a;
et a;41 se trouvent dans des copies distinctes et les a; sont non nuls. C’est aussi un espace T,
qu’on peut munir de la distance invariante par multiplication a gauche pour laquelle le mot réduit
ajas -+ -ay est & distance |ai| + |ag| 4+ - - - + |ag| de Vorigine. Cela en fait un arbre réel sur lequel
T" agit librement par isométries. Les sous-groupes de type fini de I" sont des produits libres de
groupes abéliens libres (des groupes libres par exemple). Ces actions sont dites standards.

Une source importante d’exemples d’actions de groupes sur des arbres réels provient de la
théorie des feuilletages transversalement mesurés de codimension 1. Commencons par un exemple
simpliste :

Exemple 1.5 Considérons, sur le tore T2, un feuilletage de Kronecker F de pente irrationnelle
a = tanf. Il s’obtient, & partir du feuilletage F du revétement universel (le plan R?) en droites
paralleles de pente «, par passage au quotient par I'action de Z2. L’espace des feuilles T = RQ/]?
de F est le quotient de R? par la relation d’équivalence “appartenir a la méme feuille de F.
La distance transverse (distance euclidienne entre les feuilles de F) permet de le munir d’une
métrique qui en fait une droite réelle. On peut I'identifier isométriquement avec n’importe laquelle
des droites de pente 1/a de R% Puisque l'action de Z? sur R? préserve le feuilletage F et la
distance transverse, elle descend en une action isométrique sur 7. Ce n’est autre que ’action sur
R engendrée par deux translations de longueurs sin 6 et cos 6.

Cet exemple admet de nombreuses généralisations, mais la rareté des variétés compactes qui
possedent un feuilletage mesuré conduira a admettre des singularités et & remplacer variétés par
complexes simpliciaux (voir par exemple [Lev93b, Pau95, LP97]).

J. Morgan et P. Shalen ont exhibé une nouvelle famille de groupes agissant librement. Ils ont
montré [MS91] que le groupe fondamental d’une surface compacte sans bord S admet une action li-
bre par isométries sur un arbre réel sauf si S est 'une des surfaces non orientables de caractéristique
d’FEuler > —1. On présente les arguments essentiels sous forme d’exemple géométrique :

Exemple 1.6 Si la caractéristique d’Euler est < —1, ce théoréme s’appuie sur I'existence sur S
d’un feuilletage transversalement mesuré F, a singularités isolées de type selle a n > 3 branches,
avec une hypothese supplémentaire qu’on explicite a la fin de cet exemple.

Le revétement universel S de S est muni du feuilletage relevé F et d’une pseudo-distance d= : la
mesure transverse permet de définir la longueur d’un chemin transverse par morceaux, et dj:_(x, Y)
est la borne inférieure des longueurs des chemins de x a y. Deux points sont a pseudo-distance
nulle si et seulement si ils sont dans la méme feuille de F [FLP79, MS91] (on prend ici le mot feuille
au sens large qui fait qu’'une singularité et ses séparatrices sont dans la méme feuille). Si bien que
dz définit une métrique sur 'espace des feuilles S/F = 5/(d% = 0). Cette métrique en fait un
arbre réel T. Un point de branchement de T correspond & une feuille singuliere (un ensemble de
singularités liées et leurs séparatrices). Le groupe de revétement 7 (.S) agit par isométries sur 7T
Si un point de T' (une feuille £ de F ) est fixé par v # id, cela signifie que la transformation de
revétement ~y envoie £ sur elleeméme. Le chemin dans £ d’un point = & (z) descend dans S en un
lacet non trivial qui est plongé dans une feuille. Le stabilisateur d’un arc de T, s’il est non trivial,
fournit alors un paquet de feuilles fermées, homéomorphe & un cylindre feuilleté par cercles ; il
est donc cyclique. La fameuse hypothese supplémentaire qui assure la liberté de ’action consiste
a interdire ’existence de lacets plongés dans les feuilles. Un feuilletage qui la satisfait peut étre
produit par exemple en prenant des revétements ramifiés d’'un exemple original dii & P. Arnoux et
J.-C. Yoccoz [AY81]. Les surfaces & exclure sont celles qui ne sont pas des revétements du plan
projectif avec au moins 3 points de ramification.



J. Morgan et P. Shalen ont ensuite conjecturé qu’avec les groupes libres, les groupes abéliens li-
bres, les groupes de surfaces, et leurs produits libres, on avait tari les sources d’exemples de groupes
de type fini qui peuvent agir librement sur des arbres réels. Cette conjecture a été démontrée par
E. Rips. Il n’a pas rédigé la preuve, mais il a donné les indications cruciales lors d’une conférence a
I'Isle of Thorns en 1991. Dans [GLP94], avec G. Levitt et F. Paulin, nous avons donné une preuve
compléte de ce théoréme (situation ot I', = {1}) en montrant un peu plus :

Théoréme 1.7 (Rips)[GLP94] Soit T un groupe de type fini qui agit sur un arbre réel et T,
le sous-groupe normal engendré par les éléments elliptiques (= ayant un point fixe). Le groupe
quotient T'/T est un produit libre de groupes abéliens libres et de groupes de surfaces.

Notre preuve differe de celle de E. Rips en plusieurs aspects. En particulier, il utilise une
notion de complexité introduite par G. Makanin [Mak82] et A. Razborov [Raz84], tandis que nous
nous appuyons sur des idées de théorie des feuilletages développées par H. Imanishi [Ima79] et
G. Levitt [Lev87, Lev90, Lev93a]. Comme dans les indications originales, on étudie des systémes
d’isométries sur R ; on explicite cela ci-dessous. Une idée qui les simplifie beaucoup est, pour
les systeémes d’isométries minimaux non homogenes (le cas difficile), de rendre les générateurs
indépendants (cf. th. 1.12). Voir aussi le livre de I. Chiswell [Chi01, 6].

Soit T' un groupe de présentation finie (y1,72,:+,¥n|r1,72, -+, 7%) qui agit librement par
isométries sur un arbre réel T'. Cette dynamique peut étre tres compliquée et une fagon de ’aborder
consiste a se restreindre & une “fenétre finie” : on considére un sous-arbre fini K (enveloppe convexe
d’un nombre fini de points) assez gros de T' et on considére la dynamique restreinte des générateurs
de T'. Plus précisément, on se concentre sur la famille ® d’isométries partielles de K formée des

@i:<K07;1(K) - 7(5();)1K>

Cette famille ® constitue un systéme d’isométries. A chaque mot &s? Vl-ﬂ correspond un mot es
@?ﬂ et un domaine maximal de définition. “Assez gros” signifie que les mots ; ainsi que les
mots és <pf1 correspondant & chacun des mots r; ont un domaine de définition non vide dans K.
Concretement, on peut choisir un point * € T et prendre ’enveloppe convexe de ses images par
les «y; ainsi que par les sous-mots des r;. On obtient une présentation d’un groupe I'y isomorphe a
I" en prenant comme générateurs les lettres ; et comme relations les mots és <pii1 qui coincident
avec 'identité sur un ensemble non vide. Cela conduit & une idée importante de E. Rips : puisque
le théoreme 1.7 concerne le groupe I' et non l'action sur 7', on peut oublier T" et se concentrer sur
le systeme d’isométries ® et son groupe associé I'g. Cette perte d’information dynamique n’est
pas importante si on veut seulement montrer ce théoreme.

Dans [GLP95], nous exposons la fagon de reconstruire une action libre sur un arbre réel & partir
d’un systéme d’isométries et nous montrons comment cette action converge (fortement au sens de
Gillet-Shalen) vers I’action originale lorsque K croit jusqu'a exhauster T. Cela permet aussi de
construire une infinité non dénombrable d’exemples d’actions libres a orbites denses du groupe
libre F3 sur des arbres réels [Lev93c|, en particulier des actions non standards (= exotiques) (cf.
exemple 1.4) en s’appuyant sur Pexistence de systémes exotiques [Lev93a] (voir section 1.4).

Une manipulation simple permet ensuite de passer de ¢ sur l'arbre fini K a notre véritable
objet d’étude : les systémes d’isométries sur R (voir section 1.4) et une étude dynamique détaillée
permet de caractériser les groupes I'g et de montrer le théoreme 1.7.

2«8, prép. (contraction de en, et de ’article pluriel les). Dans les. .., en matiere de. .. (avec un pluriel)” [Rob89,
p. 685].
“Dans la langue littéraire contemporaine, en est de mode. On a été jusqu’a ’employer avec le et les : en les poemes.
Cet affreux barbarisme, contraire & la fois & I'usage et & la tradition, se rencontre fréquemment” [Bru26, p. 425].
“Verser de I’argent &s mains d’un percepteur ressemble terriblement & l’opération niaise qui consiste en le jet d’une
pareille somme dans un abime probablement sans fond” [All48, p. 242].



1.3 Théoreme de Rips II. Actions stables

Une condition sur les stabilisateurs qui apparait de maniere naturelle dans de nombreuses situations
est celle de stabilité. Une action d’'un groupe I' sur un arbre réel T est non stable s’il existe un
arc dans T, tel que tout sous-arc contient une suite décroissante de segments emboités, dont les
stabilisateurs sont strictement croissants. Elle est stable sinon.

Théoréme 1.8 (Rips) Soit I' un groupe de présentation finie qui agit sans point fixe global sur
un arbre réel T. Si Uaction est stable, alors le groupe I' se décompose comme produit amalgamé
ou HNN-extension au dessus d’une extension d’un groupe abélien par un sous-groupe de I' fixant
un arc non dégénéré de T .

Cet énoncé, dans sa forme exacte, et sa preuve complete sont dis a M. Bestvina et M. Feighn
[BF95]. Une nouvelle preuve de ce théoreme, fruit d’un travail commun que nous avons réalisé
avec F. Paulin en 1993-1995, se trouve dans son séminaire Bourbaki [Pau95]. Voici un exemple
important pour les applications :

Exemple 1.9 Si I' est un groupe hyperbolique, qui agit sur un arbre avec stabilisateurs d’arcs
virtuellement cycliques, alors l’action est stable et I' se décompose au-dessus d’un groupe virtuelle-
ment cyclique. En effet, T' est de type fini, toute suite croissante de sous-groupes virtuellement
cycliques est stationnaire et tout sous-groupe qui ne contient pas Fo est virtuellement cyclique.

1.4 Systemes d’isométries de R

Un systéme d’isométries de R est la donnée d’une union finie D d’intervalles compacts de R et d’une
famille finie ® = (1,2, -, n) d’isométries partiellement définies, chacune sur un sous-intervalle
fermé de D .

Ces objets engendrent une dynamique d’une grande richesse, lorsqu’on les itere, malgré la
simplicité de leur définition. Les échanges d’intervalles, bien connus dans I’étude des feuilletages
sur les surfaces, en donnent des exemples (voir [Kea75, Vee78, Mas82, DN90]). Ils interviennent
dans I’étude des feuilletages mesurés de codimension 1, des actions de groupes sur des arbres réels
et dans celle des automorphismes des groupes, en particulier ceux du groupe libre F,.

On peut décomposer 1'espace, sur lequel vit un systéme d’isométries, en sous-intervalles ou la
dynamique est de I'un des types suivants ([Ima79, GLP94]) : ou bien toutes les orbites sont finies,
ou bien elles sont denses (on est alors en présence d'une composante minimale) et alors trois cas
se présentent :

- le cas homogeéne (les orbites dans n’importe quel petit intervalle sont completes : ce sont les
mémes que celles d'un groupe d’isométries de R)

- le cas des échanges d’intervalles

- le cas exotique (= le reste).

Remarque 1.10 Cette premiére décomposition dynamique en fournit une en produit libre du
groupe I'g de la section 1.2.

Les systémes exotiques existent, en quantité non dénombrable bien que les seuls exemples
concrets soient algébriques. Ils ont été mis en évidence par G. Levitt [Lev93a]. Supposons que les
p; + I; — J; soient des restrictions de translations de longueurs rationnellement indépendantes.
Il est clair que lorsque les domaines I; sont suffisamment petits, les orbites sont toutes finies ;
et on montre facilement que, lorsque qu’ils sont suffisamment grands, on a une seule composante
minimale et elle est homogéne. En passant d’une situation a 'autre en augmentant la longueur
des I;, on rencontre a priori plusieurs transitions de phases dynamiques. Des systemes exotiques



apparaissent quand les différentes transitions de phases se produisent simultanément et que les
extrémités des I; sont dans des orbites distinctes. On décrit quelques unes de leurs propriétés.

De maniere analogue a ce qui se fait pour un groupe, les orbites de ® admettent une structure
de graphe de Cayley, ou deux points de la méme orbite sont joints par une aréte si I'un est
image de l'autre par un des générateurs ;.

Définition 1.11 Lorsque tous ces graphes de Cayley (6 un nombre fini prés) sont des arbres, le
systéme est dit & générateurs indépendants®.

La classe des systemes ayant les mémes orbites que le systeme ® contient un représentant a
générateurs indépendants si et seulement si ® ne possede pas de composante minimale homogene.

Théoreme 1.12 [Gab97] Soit ® = (¢1,p2,...,pk) un systéme sans composante homogéne. Il
existe un systéme ® = (¢, 5, ..., ¢}), & générateurs indépendants, ayant les mémes orbites, ol
chaque <p;» est la restriction de ¢; a un sous-intervalle fermé de son domaine.

Cette construction améliore sensiblement des résultats de G. Levitt [Lev90] et F. Rimlinger
[Rim92] qui avaient I'inconvénient d’obliger & changer d’espace (resp. d’augmenter le nombre de
générateurs). Voir aussi [Chi01, 6.3].

Les résultats de [GLP95] reposent sur une propriété technique de séparation des systémes qui
a comme conséquence :

Théoreme 1.13 [GLPY5] Si deux systémes d’isométries sur un multi-intervalle D ont les mémes
orbites, alors Yx € D, les graphes de Cayley de ['orbite de x pour l'un et l'autre sont quasi-
isométriques.

Ce théoreme légitime 1’étude des notions de bouts et de croissance des orbites, qui sont des
invariants de quasi-isométries des graphes. On obtient des résultats pour les systémes exotiques en
utilisant une technique d’élagage due a Rips. Cette derniere revient, pour les systemes a générateurs
indépendants, a supprimer les arétes terminales des arbres de Cayley des orbites. Selon qu’on peut
élaguer indéfiniment ou non, on est en présence d’un systeme exotique ou d’un échange d’intervalles.

Théoréme 1.14 [Gab96] Pour un systéme exotique, les orbites génériques ont un seul bout (I’en-
semble des orbites a un bout est un Gs dense) mais il existe un ensemble non dénombrable d’orbites
a deuzx bouts (le saturé d’un ensemble de Cantor) et seulement un nombre fini d’orbites d plus de
deux bouts.

Cela est assez inattendu, car pour les autres systemes minimaux, toutes les orbites ont le méme
nombre de bouts. De plus :

Théoréme 1.15 [Gab96] S’il existe une orbite a croissance linéaire, alors les orbites & deux bouts
sont de mesure 1 pour une certaine mesure invariante.

Cela a permis & E. Blanc [Bla01] de donner des exemples de laminations dont la feuille générique
n’a pas le méme nombre de bouts selon qu’on considere générique au sens topologique de Baire ou
au sens de la mesure.

3Notons que le systéme ® est & générateurs indépendants s’il définit un arborage au sens de la définition 5.2.






2 Automorphismes du groupe libre

2.1 L’espace de Culler-Vogtmann CV,

Thurston a compactifié 'espace de Teichmiiller d’une surface fermée a ’aide de feuilletages mesurés,
pour en faire un espace homéomorphe a une boule fermée. Un difféomorphisme de la surface agit
naturellement sur ce compactifié et le théoreme de Brouwer en fournit des points fixes. Thurston a
entierement classifié les difféomorphismes des surfaces modulo isotopies selon que ces points fixes
se trouvent & l'intérieur ou sur le bord. Etant donné le caractere projectif du bord, & un point fixe
est associé un coefficient de dilatation qui est une unité algébrique.

Dans 1’étude des automorphismes extérieurs du groupe libre F,,, c’est I'espace de Culler-
Vogtmann C'V,, qui joue le rdle de I’espace de Teichmiiller [CV86]. Il ’agit d’un complexe contractile
sur lequel Out(F,,) agit avec stabilisateurs finis.

Remarque 2.1 P. Shalen a inventé le nom Outer space (I’espace intersidéral de la science-fiction)
pour CV,,, qu’avec son accord on a traduit par outre-espace.

En premiere approximation, c’est I’espace des graphes métriques, de groupe fondamental iso-
morphe & F,,. Et Out(F,) agit en changeant I'isomorphisme. Un peu plus précisément, pour
chacun de ces graphes, en passant au revétement universel, on a une action libre et discrete de
F,, sur un arbre T. Le fait d’ajouter une branche & un arbre, de maniére équivariante, ne fait que
compliquer I’étude. On rejette cette situation en demandant que les actions soit minimales : les
arbres T n’ont pas de sous-arbres stricts invariants. De plus, on convient d’identifier deux actions
minimales s’il existe une homothétie équivariante entre elles.

Définition 2.2 L’espace de Culler-Vogtmann CV,, est l’espace des actions libres, discrétes et mi-
nimales de F,,, modulo homothéties.

A toute action sur un arbre réel est associée une application réelle, constante sur les classes
de conjugaison du groupe : sa fonction longueur I : I' — R définie par I(y) = inf,er d(z,v(z))).
L’espace CV,, est aussi le projectifié de I'espace des fonctions-longueur-des-actions-simpliciales-
libres de F,,. Sa topologie comme sous-espace de I'espace projectif de dimension infinie PRF» des
fonctions positives ou nulles sur F,, est la méme que la topologie de Gromov-Hausdorff équivariante
définie indépendamment par F. Paulin et M. Bestvina pour un espace d’actions sur des espaces
métriques. On considere 'adhérence CV,, de CV,, dans PR¥~. M. Culler et J. Morgan ont montré
qu’elle est compacte pour tout n [CM87]. Il s’avere [CL95, BF92] que c’est 'espace (projectif des
fonctions longueurs) des actions de F,, sur des arbres réels, qui ont la propriété d’étre trés petites :
une action de F,, est petite si (1) les stabilisateurs d’arcs sont cycliques ; elle est trés petite si de
plus (2) les tripodes ont des stabilisateurs triviaux (3) tout élément du groupe a le méme ensemble
de points fixes que ses puissances.

Une description compléte et explicite de CV,, est donnée pour n = 2 dans [CV91].

Si le compactifié de I'espace de Teichmiiller est homéomorphe a une boule, celui de 'espace de
Culler-Vogtmann est beaucoup plus “sauvage”. Cependant, les automorphismes du groupe libre
agissent sur C'V,, avec au moins un point fixe, fournissant ainsi un objet géométrique qui permet
de les étudier : une action sur un arbre et une homothétie.

2.2 Les actions dans le compactifié CV,

Dans [GL95], on associe & un systéme d’isométries sur un arbre fini, une action du groupe libre sur
un arbre réel et cette construction, qu'on peut rapprocher de 'exemple 1.6 nous permet d’étudier
les actions (T, F,,) qui appartiennent & l'espace C'V,, i.e. les points de cet analogue de l’espace de
Teichmiiller.
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Un point de branchement est un point de ’arbre T" dont le complémentaire a au moins trois com-
posantes connexes. Nous avons introduit I'indice d’'un point x € T en terme du groupe d’isotropie
Stab(z) et de son action sur I’ensemble des directions mo (T \ {z}) :

i(x) =2 rg Stab(z)+vi(z) — 2,

ou vy (z) est le nombre de Stab(z)-orbites de directions qui ont un stabilisateur trivial. Il s’avere
que i(z) est un entier naturel et ne dépend que de l'orbite Z de z. On définit enfin I'indice de
laction (T, F,,) par
i(T,F,) = Y i(x).
z€T/Fy,
Cette notion peut s’interpréter comme un analogue de l'indice d’Euler-Poincaré d’un champ de
vecteurs sur une surface compacte.

Théoreme 2.3 [GLIS5] Soit (T, F,,) une action petite du groupe libre F,,. Alors i(T,F,,) < 2n—2.

Cela nous a permis d’obtenir plusieurs résultats de finitude. En particulier, nous avons donné une
preuve simple du théoreme de Jiang, sur le nombre d’orbites de points de branchement pour les
actions libres du groupe libre et généralisé son théoréme aux actions tres petites en montrant :

Corollaire 2.4 [GL95] Pour les actions trés petites du groupe libre ., (i.e. les actions de CV,),
le nombre d’orbites de points de branchement est majoré par 2n — 2.

Nous avons obtenu aussi :

Corollaire 2.5 [GL95] Pour les actions trés petites du groupe libre F,,, le Q-rang du sous-groupe
de R engendré par l'image de la fonction longueur est majoré par 3n — 3. De plus, [’égalité n’est
possible que pour les actions simpliciales libres.

Comme conséquence, nous améliorons un résultat de M. Bestvina et M. Feighn [BF92] disant
que C'V,, est de dimension topologique finie égale a 3n — 4 :

Théoréme 2.6 [GLI5] Le bord de lespace de Culler-Vogtmann du groupe F,, a pour dimension
topologique 3n — 5.

Mais on a un exemple de non finitude : Nous avons exhibé une action du groupe libre a 3
générateurs, qui est un point fixe pour un certain automorphisme et dont les valeurs de la fonction
longueur ne se trouvent pas dans un sous-groupe de type fini de R : c’est le premier exemple de
ce type, et il montre que les “coefficients de dilatation” ne sont pas nécessairement des unités
algébriques, contrairement a la théorie de Thurston, bien que ce soient des nombres algébriques.

2.3 Un automorphisme du groupe libre
Pour tout automorphisme a du groupe libre de rang n, ’ensemble des points fixes

Fix a={yeF,:aly) =~}

est un sous-groupe de F,,, donc un groupe libre. La conjecture de Scott prouvée par Bestvina-
Handel [BH92] affirme que son rang est majoré par le rang du groupe ambiant n :

Théoréme 2.7 (Bestvina-Handel) [BH92, GLL98] Pour tout automorphisme o du groupe libre

Fr,
rg Fix a < n.
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Le rapprochement de [GL95] avec un article de M. Lustig nous a permis, dans [GLL9S§]|, de
donner une preuve dendrologique (i.e. relative aux arbres) de ce théoreme. Pour cela, on étudie les
propriétés d’une action dans C'V,, qui est un point fixe pour I’action de I’automorphisme « : étant
donné un automorphisme « de F,,, il existe une action de F,, sur un arbre réel T" appartenant a
CV,, et une homothétie H : T — T, de facteur de dilatation A > 1 (i.e. d(Hz, Hy) = \d(x,y)),
telle que pour tout w € F,,,

a(w)H = Hw: T — T.

Cette existence est bien connue (M. Bestvina- M. Handel, R. Skora, F. Paulin). Mais on utilise le
résultat plus fort di & M. Lustig, affirmant que I'action peut en fait étre supposée a stabilisateurs
d’arcs triviaux et des raisonnements élémentaires menés a l'aide de notre indice permettent de
conclure.

Dans [GJLL98], on donne une construction de T', avec des propriétés supplémentaires et on
complete le théoréme 2.7 en introduisant les points fixes a Uinfini : le bord JF,, du groupe li-
bre (I’espace des bouts de larbre de Cayley, si n > 2) est un espace de Cantor. L’action de
l’automorphisme « sur les sommets de arbre de Cayley s’étend en un homéomorphisme da des
points & U'infini. On montre, prouvant ainsi une conjecture de D. Cooper [Coo87] :

Théoréme 2.8 [GJLLIS] Si a() est le nombre de points fizes attractifs pour Uaction de o sur
OF,,, alors
1
rg Fix o + Ea(a) < n.

Cette étude repose a nouveau sur notre indice et passe par une traduction des propriétés de da
en termes de propriétés géométriques de I'action fixée par a dans C'V,.

Corollaire 2.9 Un automorphisme o de F,, avec Fix a = {1} fize au plus 4n bouts du groupe.
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3 Immeubles de Tits

On peut, d’une certaine fagon, considérer les immeubles de Tits comme des généralisations des
arbres (discrets), ou le role des rayons bi-infinis (la droite avec une structure simpliciale, pavée par
des segments) serait tenu par des espaces pavés sphériques S™, euclidiens E™ ou hyperboliques H™.
On connait de nombreuses familles (d’origines algébriques) d’immeubles sphériques ou euclidiens.
Les exemples d’immeubles hyperboliques, i.e. de type un systeme de réflexions de I’espace hyper-
bolique réel, faisaient cruellement défaut. Avec F. Paulin, nous donnons une approche géométrique
a la “méthode des amalgames” de Tits pour construire des immeubles. Nous en avons construit
plusieurs familles et étudié leur cohomologie & linfini. Cette section reprend l'introduction de
[GPO1].

Soit P un polyedre compact convexe (pas forcément un simplexe) de ’espace hyperbolique réel
H"™ de dimension n > 2, dont chaque angle diedre est de la forme 7, avec k un entier au moins 2.
Le groupe W engendré par les réflexions sur les faces de P est un sous-groupe discret du groupe
des isométries de H", agissant sur H” avec domaine fondamental P, par un théoreme de Poincaré
[Har91]. Un théoreme de Vinberg [Vin85] impose une sévere restriction sur la dimension : n est
au plus 29. La dimension maximale connue est 9, par un exemple de Bugaenko [Bug84].

Un immeuble hyperbolique de type P est un complexe polyédral X, muni d’une famille maximale
de sous-complexes appelés appartements, polyédralement isométriques au pavage de H" par les
images de P sous W, tels que

e par deux cellules de X passe au moins un appartement,

e pour tous appartements A, A’ de X, il existe une isométrie polyédrale de A sur A’ fixant
ANnA.

Notons I I’ensemble des faces de codimension 1 de P, et M la matrice de Coxeter (m; ;)i jer
avec mL7 Pangle diedre entre les faces i et j si celles-ci se rencontrent (en une face de codimension
2), et m'i’j = oo sinon. Soit C' un immeuble de type M (vu comme un systéme de chambres sur I,
voir [Ron89]). Les immeubles de type hyperbolique compact au sens de Bourbaki [Bou68, Ch. V,
§4, Ex. 12] sont précisément ceux pour lesquels P est un simplexe.

La “bonne” réalisation géométrique de C' n’est pas la réalisation usuelle (par exemple décrite
dans [Ron89]), mais est le quotient

C| = (C x P)/ ~

pour ~ la relation d’équivalence engendrée par (¢, z) ~ (¢/, ') s'il existe i € I tel que z = 2’ € i et
¢, ¢ sont des chambres i-adjacentes. On munit |C/| de sa structure naturelle de complexe polyédral,
pour laquelle 'application |C| — P induite par la projection sur le second facteur C' x P — P est
une application polyédrale, induisant une isométrie sur chaque cellule maximale.

Nous montrons que les immeubles hyperboliques de type P sont précisément les réalisations
géométriques des immeubles de type M; que cette réalisation géométrique coincide avec celle de
Davis-Moussong [Dav98] ; et que les immeubles hyperboliques sont CAT(—1), i.e. & courbure < —1
au sens d’Alexandrov-Topogonov (voir [GH90]). Les immeubles fuschiens de M. Bourdon [Bou97,
Bou02] sont des immeubles hyperboliques de type P, avec P de dimension 2 et des hypotheses de
finitude locale.

Dans [Tit87a, Tit86], J. Tits développe une technique, appelée “méthode des amalgames” pour
construire des immeubles. Dans [Hae91, BH99], A. Haefliger introduit une notion de complexe de
groupes, plus générale que celle de [Tit86], dont une version simplifiée commune est la suivante.

Un polytope de groupes C est la donnée d’un polyedre compact convexe (sphérique, euclidien ou
hyperbolique) X, d’'un groupe G, pour toute face o de X, et d’'un morphisme injectif de groupe
Vro : Go — G si la face 7 est contenue dans la face o, tel que le diagramme évident commute.
Le groupe fondamental m1C est la limite inductive des G, ;. Pour toute face o, il existe un

(unique) complexe polyédral sphérique Ik o, appelé développement lk-local en o, muni d’une action
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polyédrale isométrique de G, telle que le quotient (au sens évident) de ko par G, s’identifie au
link de ¢ dans X, muni de la structure de polytope de groupes induite. Le complexe de groupes est
développable s'il existe un complexe polyédral simplement connexe C (alors unique & isomorphisme
équivariant pres), appelé le revétement universel, tel que mC agisse sur C avec pour quotient (au
sens évident) C.

Combinant des résultats de Haefliger et Tits, nous en déduisons le résultat suivant (connu en
dimension 2 par P. Brown et M. Bourdon [Bou02]). Sa preuve repose sur une vérification de la
simple connexité de certains résidus, par des techniques de M. Davis.

Théoréme 3.1 [GP01] Soit C un complexe de groupes, dont le complexe polyédral sous-jacent
est muni d’une application polyédrale sur P, qui est une isométrie en restriction a chaque cellule
maximale. Supposons que les développements lk-locauzr des cellules de codimension k sont des
immeubles sphériques si k < 3, et sont a courbure < 1 au sens d’Alexandrov-Topogonov si k > 4.
Alors C est développable, de revétement universel un immeuble hyperbolique de type P.

L’intérét principal d’une telle construction est qu’elle fournit des espaces localement compacts
singuliers CAT(—1), dont le groupe des automorphismes est trés gros (voir par exemple [HP98]),
et contient des sous-groupes discrets cocompacts.

Nous utilisons alors ce résultat pour donner de nombreux exemples explicites d’immeubles
hyperboliques. Nous donnons en particulier une liste d’immeubles hyperboliques de dimension 2
a links algébriques admettant un groupe d’automorphismes discret transitif sur les chambres, que
nous montrons compleéte dans le cas des corps premiers de caractéristique assez grande. Le cas des
immeubles hyperboliques triangulaires est connu (travaux de Timmesfeld-Meixner-Stroth [Mei90]).
Voir [Bou02] pour d’autres exemples de constructions topologiques. Une méthode algébrique de
construction est la suivante (voir par exemple [Rem98]). Une matrice de Cartan généralisée est
une matrice A = (A;;); jer & coefficients entiers, avec coefficients diagonaux 2, et ceefficents non
diagonaux négatifs, avec A;; nul si et seulement si Aj; est nul. La matrice de Coxeter associée
est M = (myj)ijer avec my; = 1 et si ¢ # j, alors m;; = 2,3,4,6,00 si et seulement si 4;;4;; =
0,1,2,3,k > 4 respectivement. A toute matrice de Cartan généralisée A et tout corps fini k, J. Tits
[Tit87b] associe de maniére fonctorielle un groupe de Kac-Moody G4 44(k), admettant une (en fait
un jumelage de deux) BN-paire(s) de groupe de Weyl le groupe de Coxeter associé & M. Lorsque
celui-ci est un groupe de réflexions hyperboliques, la réalisation géométrique (au sens ci-dessus) de
I'immeuble associé a la BN-paire est un immeuble hyperbolique.

Le probleme ouvert principal est celui d’une classification de tous les immeubles hyperboliques
localement finis. C’est un probleme délicat, car les polyedres de Coxeter hyperboliques ne sont
méme pas classés. En dimension 2, c¢’est, comme dans le cas euclidien, une tache impossible, car
nous montrons, en utilisant des techniques de Haglund [Hag92] :

Théoréme 3.2 [GP01] Si q = p/ > 3 avec p, f entiers et p premier, et si P est un polygéne de
Cozeter hyperbolique a un nombre pair de cotés, il existe un ensemble non dénombrable d’immeubles
hyperboliques de type P, dont les links de sommets sont isomorphes a l'immeuble des drapeauzx du
plan projectif sur le corps fini a q éléments.

Les isométries des espaces métriques X localement compacts complets CAT(—1) (et plus
généralement des espaces hyperboliques au sens de Gromov) sont classées en trois familles, les
isométries elliptiques, hyperboliques, paraboliques. Les groupes paraboliques d’isométries de X
(i.e. fixant un point du bord et préservant les horospheres centrées en ce point) sont peu étudiés.
Si une construction générale de Gromov [Gro87] montre que tout groupe de type fini est un groupe
discret parabolique d’isométries d’un espace hyperbolique (au sens de Gromov !), les exemples con-
nus de groupes discrets paraboliques ont des restrictions importantes sur leur structure algébrique.
B. Bowditch [Bow93] a montré quun groupe parabolique discret d’isométries d’une variété rie-
manienne & courbure strictement négative pincée est de type fini, et donc virtuellement nilpotent
par des arguments de Margulis. La nécessité d’une borne supérieure < 0 découle des travaux
de Abresch-Schroeder [AS92]. La construction de Gromov fournit des espaces peu homogenes (le
groupe de toutes les isométries a un point fixe global & I'infini).
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Proposition 3.3 [GP01] I existe une variété riemanienne M compléte & courbure sectionnelle
< —1, de groupe fondamental I vérifiant:

o ' est géométriqguement fini au sens de Tukia-Bowditch [Tuk96, Bow95] et hyperbolique rela-

tivement a l’ensemble de ses sous-groupes paraboliques mazimaux, au sens de Gromouv-Farb-
Bowditch [Bow95];

o [ posséde un sous-groupe parabolique libre de rang 2;

e [‘exposant critique de T est infini.

Nos exemples sont construits a partir d’immeubles hyperboliques sur des polyedres de Coxeter
hyperboliques non compacts de volume fini. Ceux-ci sont des “ideal polyedra” au sens de [CT97],
qui ont étudié leurs propriétés géométriques, mais sans fournir de grandes familles d’exemples.
Notre construction devrait aussi donner des exemples intéressants pour 1’étude dynamique de
[DP96] des groupes discrets d’isométries d’espaces CAT(—1) en présence de paraboliques.

Nous décrivons la topologie de ’espace & l'infini d’un immeuble euclidien ou hyperbolique,
comme limite projective de celle des sphéres de rayon fini. Le résultat suivant est dii & A. Borel
et J.-P. Serre [BS97] dans le cas des immeubles euclidiens de Bruhat-Tits, et la construction
géométrique plutét qu’algébrique de I'espace a l'infini rend sa preuve beaucoup plus facile. Nous
notons H:(Y;Z) le i-éme groupe de cohomologie d’Alexander-Spanier & support compact dun
espace topologique Y a coefficients Z.

Théoréme 3.4 [GP01] Soit X un immeuble euclidien ou hyperbolique de dimension n. Alors
HI(Y;Z) est nul pour i # n et abélien libre pour i = n, de dimension infinie si X est épais.
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Partie 11

Relations d’équivalence mesurables

Les relations d’équivalence sont omniprésentes en mathématiques. Souvent leur espace ambiant
est un un espace borélien. On s’intéresse au cas oll une mesure est préservée (sauf section 9) et ou
les classes sont dénombrables.

4 Actions mesurables

Soit (X, B, ) un espace borélien standard, muni d’une mesure de probabilité (u(X) = 1) sans
atome. Une action mesurable a d’un groupe dénombrable discret I' sur (X, B, u), produit une
relation d’équivalence R, C X x X borélienne :

Ra = {(2,9) € X x X : oT)(z) = () (y)}.

On suppose que 'action préserve la mesure p. Une question générale est de savoir la quantité
d’information concernant « et I' contenue dans R,. En particulier, quels sont les groupes qui
admettent des actions libres qui produisent les mémes relations d’équivalence ? Deux telles actions
sont dites orbitalement équivalentes (OE). Dans ce contexte mesurable, les ensembles de mesure
nulle sont négligés.

H. Dye a découvert que pour I' ~ Z, tout ce qui concerne « est effacé : toutes les actions
ergodiques du groupe Z sur (X, u) sont orbitalement équivalentes entre elles [Dye59]. Une suite
de travaux menés par plusieurs auteurs (notamment H. Dye, A. Connes, J. Feldman, W. Krieger,
A. Vershik) conduit au théoreme de D. Ornstein et B. Weiss [OW80] (voir aussi [CFW81]) : si
I'y et Ty sont deux groupes moyennables infinis, alors toute action ergodique de T'y est orbitale-
ment équivalente o toute action ergodique de I's. L’unique relation d’équivalence produite est
caractérisée, parmi celles qui préservent la mesure, par le fait qu’elle est limite croissante de rela-
tions d’équivalence boréliennes a classes finies : c’est la relation hyperfinie préservant la mesure.

La relation d’équivalence R, peut étre considérée comme engendrée par des automorphismes
a(y) : X — X, olt v parcourt un systéme générateur du groupe I'. Plus généralement, l'objet
central de notre travail dans cette partie est une relation d’équivalence mesurable R a classes
dénombrables et préservant la mesure sur le borélien standard (X,p) ; elle peut toujours étre
définie comme suit. Une famille dénombrable & = (¢, : A; — Bj;);jer d’isomorphismes préservant
1, partiellement définis entre parties boréliennes de X, engendre une relation d’équivalence R, la
plus petite relation vérifiant ¢;(z) ~z, j € I, x € A;.

On renvoie a [FM77a, FM77b, Moo82| pour les généralités.

Pour une vision un peu plus géométrique, collons & X des cylindres de la forme A; x [0,1] en
identifiant A; x {0} avec A; par l'identité et A; x {1} avec B; via p;, et feuilletons les cylindres
par {point} x [0,1]. On a une lamination mesurable simpliciale dont les feuilles sont des graphes,
qui admet X comme transversale et dont le pseudogroupe “des applications de retour sur X”
engendre la relation d’équivalence Rg¢. La classe de x € X, son orbite, hérite d’'une structure de
graphe qu’on note ®[x] (= la feuille de z) : les sommets sont les éléments de lorbite et une aréte
orientée d’appellation ¢; relie y & ¢;(y). C’est pourquoi on dit que ® est un graphage.

Exemple 4.1 (Rotations du cercle) Considérons 'action sur St = R/Z du groupe Z? engendré
par deux translations a et b définies par deux nombres réels I, [, tels que 1,1, [, soient rationnelle-
ment indépendants. La relation d’équivalence Rz est engendrée par les deux isomorphismes a et
b. Les relations dans le groupe entre a et b font qu’il y a beaucoup de redondances dans cette
fagon d’engendrer. Suivant une idée de G. Levitt, il peut étre plus “économique” de restreindre
les domaines de définition de a et b. Pour tout € > 0, on trouve un borélien A, de mesure < ¢ qui
rencontre presque toute a-orbite (i.e. dont le saturé A par a est de mesure pleine) (par ergodicité,
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c’est en fait le cas de tout borélien de mesure > 0). Soit b, la restriction de b & ce petit borélien
Ac. Le graphage ®. = (a,b.) posséde presque les mémes orbites que ® = (a,b). En effet, pour
tout x € A, il existe un n tel que a"(z) € A.. Alors a™" o b. 0 a™(x) est défini et égale b(x). Les
graphages ®. et ® seront de coits respectifs 1 + p(A:) et 2. En fait (¢f. [Dye63]), cette relation
est engendrée par un automorphisme de S! préservant la mesure de Lebesgue. Comme on le verra,
elle est en fait arborable de cotit 1.

Les systémes d’isométries de R (voir section 1.4) fournissent des exemples de relations d’équi-
valence munies de graphages. D’autres exemples, issus de la théorie des graphes aléatoires, sont
présentés dans la section 8.

Si les orbites sont infinies (i.e. dans toutes les situations non triviales), I'espace quotient (espace
des orbites) a la puissance du continu et ne posseéde apparemment pas de structure agréable (penser
a l’action sur le cercle d’une rotation d’angle irrationnel). En particulier, il n’existe pas de domaine
fondamental qui soit mesurable : on ne peut pas choisir mesurablement un point par orbite. La
notion suivante donne cependant un sens au fait que deux relations définissent le méme espace
quotient ; I'idée étant d’abord, qu’une relation d’équivalence R a le méme espace quotient que la
relation d’équivalence borélienne R4 := RN A x A induite de R sur un borélien A qui rencontre
presque toutes les classes. Le borélien A est alors muni de la mesure normalisée p1j4/u(A).

Définition 4.2 Une relation Ry sur (X1, 1) est stablement orbitalement équivalente (SOE) a Ro
sur (Xa, o) 8’il existe des boréliens Ay C X1 et As C Xo, qui rencontrent presque chaque orbite,
tels que :

les relations induites Rija, et Roja, s’identifient par un isomorphisme borélien f entre Ay et Aa,
qui préserve la mesure a une constante multiplicative prés.

Le rapport ¢(f,R1,Ra) = ua(Az)/u1(A1) est appelé constante de compression de l’équivalence
orbitale stable f.
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5 Coit des relations d’équivalence et des groupes

Dans cette section, on ne considérera que des relations et des actions préservant la mesure sur un
borélien standard de probabilité sans atome.

Pour un groupe dénombrable I', définissons le nombre n(T'), le plus petit cardinal d’un systéme
générateur.

Pour la relation R, on se demande pareillement le nombre minimal d’isomorphismes partiels
p; : A;j — B; nécessaires pour I'engendrer. Mais, en partitionnant le domaine A;, on augmente
ce nombre tout en continuant & engendrer R. La bonne notion, c’est ce nombre d’isomorphismes
partiels pondéré par les mesures des domaines, c’est le cott.

Définition 5.1 Le cout du graphage ® = (¢, : A; — Bj)jes est la quantité

C(®) = 3 u(Ay).

il
Le cout de la relation R est la borne inférieure des cotuts de ses systéemes générateurs :

C.(R) = inf{C,(®) : Rp = R}.

Pour un z € X, sa valence vg(x) dans son graphe de Cayley ®[z] est le nombre de A;, B;
contenant x, i.e. vy(x) = Y ,c;(1a, +1p,)(z). La valence moyenne [, ve = > u(A;) + pu(B;)
vaut alors le double du cotit C(®). Si la courbure d’un graphe en un sommet z est définie comme
1 —(1/2 valence en ), la courbure moyenne des graphes ®[z] vaut donc 1 — C(®). Le colit de R
est 1— le supremum des courbures moyennes des feuilles pour tous les feuilletages simpliciaux de
dimension 1 dont le pseudogroupe induit R sur la transversale X.

Pour obtenir un invariant du groupe, on considére un extremum sur toutes les actions libres de
ce groupe :
C(T") = inf{C,(Ra) : @ action libre de I' sur (X, p)}.

Par définition, deux actions donnant des relations de couts distincts ne peuvent pas étre or-
bitalement équivalentes : le coiit est un invariant d’équivalence orbitale (OE).

Cette quantité a été introduite par G. Levitt dans [Lev95] et l'article [Gab00a] a été largement
motivé par une question de [Lev95, p. 1174] : “For instance, is cost(R) strictly bigger than 1 if
R comes from a free action of a nonabelian free group ? If so, this would lead to a nontrivial
numerical invariant for (non amenable) discrete groups”. On montre aisément que les relations a
orbites infinies sont toutes de cotit > 1. Les actions des groupes moyennables infinis sont toutes de
cotit 1 (par le théoréme d’Ornstein-Weiss), et cette propriété est partagée par beaucoup de groupes
(¢f. section 5.3). 1l est plus délicat de montrer I'existence de relations de cotit > 1. C’est ce qu’ont
permis les théoremes 5.4, 5.6, qu’on introduit maintenant et leur corollaire 5.20 qui répond a la
question de G. Levitt.

Plus généralement, s’il y a un ®-mot non trivial m et un borélien de mesure non nulle sur lequel
m(x) = z, alors on peut dter du colit une quantité strictement positive, i.e. on peut restreindre un
des générateurs ¢; : A; — Bj; a un borélien A] tel que p(A; \ A;) > 0 et continuer & engendrer R.
L’hypothese est vérifiée dés que les graphes ®[x] ne sont pas des arbres pour presque tout x € X.

Définition 5.2 On dit que le graphage ® est un arborage s’l donne a presque chaque orbite une
structure d’arbre. La relation R est arborable si elle admet un arborage.

En particulier, on passe d’un treeing au sens de S. Adams ([Ada90]) & un arborage simplement
en spécifiant une orientation sur les arétes. On vient de voir que si un graphage ® de cotit fini
réalise (Uinfimum qu’est) le cout de R, alors ® est un arborage. Le théoréeme 5.4 consiste & établir
la réciproque.
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Remarque 5.3 Dans la note [Gab98], on utilisait le vocable arbrable. A.Papadopoulos qui cumule
des qualités de mathématicien et de linguiste m’a fait remarquer qu’il était préférable d’employer
arborable, ce que j’ai fait par la suite.

Théoréme 5.4 [Gab98, Gab00a] Si @ est un arborage de R, alors il réalise la borne inférieure :
C(R) =C(®).

Au lecteur intéressé par cet énoncé, on suggérera de consulter d’abord [Gab98] oli une preuve est
esquissée, plus simple que le cas général. Dans [Gab00a], on introduit les notions (qui généralisent
celle de HNN-extension d’E. Ghys [Ghy95] sans faire appel & un graphage particulier) de relation
d’équivalence R qui est

- le produit libre de deux sous-relations Rq et Ro (notation R = Ry * Rs)

- le produit amalgamé de deux sous-relations R et Ro au-dessus d’une sous-relation commune
R1 D Rz C Re (notation R = Ry *xr, Ra)

- HNN-extension d’une sous-relation R1 au-dessus de R1 O Rg C Ry (notation R = Ri*g,).

Bien évidemment, une telle relation R est produite par n’importe quelle action libre d’un groupe
T, les relations R; étant données par I’action de I';, qui est respectivement

- un produit libre I' = Ty x I'y
- un produit amalgamé I' = T'y xp, I'y

- une HNN-extension I' = I'y*p,

Remarque 5.5 Etant donnés deux groupes, il existe un groupe abstrait qui en est le produit
libre ; mais étant données deux relations R et R, il n’est pas raisonnable de chercher a définir une
relation qui serait leur produit libre. En effet, il existe au moins deux actions libres non orbitalement
équivalentes du groupe libre Fo (voir les remarques précédant la question 5.9). Chacune d’elles
est produit libre de deux actions de Z, lesquelles sont toutes orbitalement équivalentes entre elles
par le théoréme de [Dye59]. H. Kosaki a montré qu’en général la notion de produit libre de deux
relations sur le méme espace (X, 1) devait produire un groupoide.

Dans ces situations, on peut calculer le cotit de R en fonction des cotits des relations constitu-
antes :

Théoréme 5.6 [Gab00a, th. IV.15] Soit R = Ri%gr,Ra une relation sur (X, ), produit amalgamé
de deuz relations R1 et Ro qui sont de coits finis au dessus de la relation hyperfinie R3 alors
C(R) = C(R1) + C(R2) — C(Rs).

En particulier, si I' = I'y *p, I's est un produit amalgamé de deux groupes au-dessus du groupe
I's moyennable, a une action libre de I" et «; les actions restreintes de I';, alors C(R,) = C(R4, ) +

C(Ray) ~ C(Ray), 0l C(Ray) = 1 — b

A ce point, il est bon de rappeler un important théoréme dit & I. Gruschko [Grud0] pour les
produits libres de groupes : On a n(T'1 *'y) = n(T'1) +n(Ts), ou toujours, n(I') désigne le cardinal
minimal d’un systéme générateur de I'. Peu apres, B. Neumann [Neu43| a donné une autre preuve
de ce théoreme. Les deux démonstrations sont assez combinatoires et semblaient offrir peu de
chances de s’adapter a notre contexte. Dans sa these, J. Stallings donne une preuve topologique,
on pourrait dire géométrique, élégante, de cet énoncé. Il ne la publie que 5 ans plus tard [Sta65].
Enfin, la preuve de J. Stallings apparait sous une forme épurée dans le livre de R. Lyndon et
P. Schupp [LS77]. C’est apres cette lecture que j’ai compris comment démontrer le théoréeme 5.6,
d’abord pour les produits libres de relations, ot ’on voit bien un analogue mesurable du théoreme
de Gruschko, avant de ’étendre aux produits amalgamés.
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Le cout se comporte bien lorsqu’on passe & une relation induite. Soit Y C X un borélien qui
rencontre toutes les orbites de la relation R sur (X, p). On appelle i = % la mesure induite
normalisée et on considére la relation induite Ry = RN (Y x Y) sur (Y, ).

Proposition 5.7 On a
C(R) 1= u(Y)(C(Ryy) ~ 1),

De plus, R est arborable si et seulement si Ry est arborable.

5.1 Coit des groupes et actions libres

Pour tout groupe dénombrable T, il existe une action libre qui réalise le cout de I". Autrement dit,
dans la définition du cofit de T', on peut remplacer I'infimum par le minimum [Gab00a, prop.VI.21].
Une question centrale est bien entendu :

Question 5.8 Toutes les actions libres d’un méme groupe ont-elles méme cout ?

Les exemples o le calcul aboutit vont tous dans ce sens. D’ailleurs les techniques développées pour
y parvenir ne peuvent guere donner autre chose, puisqu’on s’appuie sur des propriétés algébriques
du groupe. De plus, il n’est pas toujours facile de trouver différentes actions non orbitalement
équivalentes d’'un méme groupe. Par exemple, jusqu’a tres récemment, on ne connaissait que deux
actions distinctes du groupe libre Fy (I'une fortement ergodique, ’autre non [Sch80]). S. Popa a
montré qu’il en existe au moins trois autres (communication personnelle).

Question 5.9 Euxiste-t-il une infinité d’actions libres non orbitalement équivalentes du groupe li-
bre Fy ¢

5.2 Arborabilité

En vue du théoreme 5.4, il est utile d’étudier quelles relations sont arborables. Il n’est pas clair a
priori qu’elles ne le sont pas toutes. D’ailleurs voici une construction. Il s’agit d’équiper chaque
classe de R d’une structure d’arbre. La relation R est donnée par une action d'un groupe T'.
Choisissons une numérotation des éléments de I' et un point dans chaque orbite. Cela permet méme
mieux, de munir chaque classe d’une structure linéaire. Le probléeme est que cette construction
ne peut étre réalisée de maniere mesurable. On ne peut pas choisir mesurablement un point par
orbite.

On sait bien que les groupes avec la propriété (T) de Kazhdan n’ont pas d’actions sur les
arbres, & moins d’avoir un point fixe global (voir [HV89]). En adaptant la preuve, S. Adams et
R. Spatzier [AS90] ont montré que les groupes infinis possédant la propriété (T) de Kazhdan n’ont
pas d’action arborable.

Définition 5.10 Un groupe I' est anti-arborable si aucune de ses actions libres n’est arborable.

La profusion de groupes de cout 1 (cf. section 5.3) permet d’agrandir considérablement la classe
des groupes anti-arborables et des relations non arborables, grace au...

Corollaire 5.11 [Gab00a, cor. VI.22] SiT est non moyennable et de coit 1, alors aucune de ses
actions n’est arborable.

Pour prouver ce corollaire, on a besoin de toute la force du théoreme 5.4 et de montrer que, si ¢
est un arborage d’une action libre o de T, alors il réalise le cotit de T, i.e. C(®) = C(R,) = C(T)
[Gab00a, prop.VI.21, th. IV.15]. On utilise alors un résultat de G. Levitt : si une relation
d’équivalence a orbites infinies admet un graphage ® de coit 1, alors la relation engendrée est
hyperfinie. On a montré aussi :
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Théoréme 5.12 [Gab00a, th. 1V.}] Toute sous-relation d’une relation arborable est elle-méme
arborable.

S. Jackson, A. Kechris et A. Louveau ont obtenu [JKL02] de maniére indépendante un résultat
analogue, mais dans le cadre borélien (i.e. sans la présence d’une mesure quasi-invariante). Notre
preuve se généralise directement a ce cadre.

Corollaire 5.13 Si ' contient un sous-groupe anti-arborable, il est lui méme anti-arborable.
Question 5.14 Quels sont les groupes qui admettent une action libre arborable ?

Dans cette classe, on trouve les groupes libres, les groupes de surface, les produits libres de groupes
moyennables et tous les groupes qui leur sont commensurables.

Question 5.15 Si un groupe a une action libre arborable, ses autres actions libres le sont-elles
toutes ¢

L’exemple typique du groupe non moyennable est le groupe libre a deux générateurs. Des qu’un
groupe contient un groupe libre non cyclique, il est non moyennable. Ce qu’on appelle a tort la
conjecture de von Neumann consiste a affirmer qu’on aurait 14 une caractérisation des groupes
non moyennables. Les groupes infinis de torsion ayant la propriété (T) de Kazhdan en fournissent
des contre-exemples [GH90]. Cependant, pour les groupes linéaires, on a un théoréme plus fort,
Palternative de Tits : tout groupe linéaire de type fini ou bien contient un sous-groupe résoluble
d’indice fini ou bien contient un groupe libre ¢ deuzr générateurs De maniere comparable, on peut
se demander :

Question 5.16 Soit R une relation d’équivalence mesurée a classes dénombrables. L’alternative
suivante est-elle vérifiée ¢

-ou bien R est hyperfinie

-ou bien R contient une sous-relation arborable de codt > 1.

M. Pichot d’une part et A. Kechris-B. Miller d’autre part (communications personnelles) ont
montré que si C(R) > 1, alors R contient une sous-relation arborable de coiit > 1.

5.3 Groupes de cout =1

Une difficulté pour montrer la non trivialité du cott vient du fait que de nombreux groupes sont
de cout 1. Par exemple, par le théoreme d’Ornstein-Weiss, les groupes moyennables infinis ont
tous coiit 1. En voici une autre grande famille.

Proposition 5.17 [Gab00a, prop. VI.23] Si T est le produit direct de deux groupes infinis et
contient un élément d’ordre infini, alors toutes les actions de I' sont de cotit 1.

Ou encore, par application du théoreme 5.6 :

Exemple 5.18 Si I est un produit amalgamé I'y *p, I'y = Z %5 Z, son cotlit vaut 1. Notons que si
le générateur du groupe I's est envoyé sur r € I'; et s € I'y, le groupe I se surjecte sur le groupe
Z/rZ*7Z/sZ. Sous 'hypothése |rs| > 4 et |r|,|s| # 1, ce dernier contient un groupe libre Fa, donc
T n’est pas moyennable. On en déduit qu’il est alors anti-arborable (cor. 5.11).

Théoreme 5.19 [Gab02] SiT a un sous-groupe normal infini, d’indice infini et de type fini, alors
C(l)=1.
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Les réseaux de SO(3,1) sont de coiit 1. Cela donne des exemples de groupes hyperboliques de
cout 1, qui ont des actions non arborables.

Les propriétés de commutation de certains systemes générateurs permettent de montrer que
C(SL(n,R)) = 1. Plus généralement, Dave Witte m’a montré (communication personnelle) que
si ' est un réseau dans un groupe de Lie connexe, semi-simple, de rang réel > 2 et si I' est non
cocompact, ou I’ réductible, alors T vérifie le critére VI.24 (3) de [Gab00aj. Les actions libres de
ces groupes sont donc de cout 1.

5.4 Groupes de coiut > 1

L’exemple typique d’une relation arborable est donné par les actions libres du groupe libre.

Corollaire 5.20 [Gab98, Gab00a] Les actions libres du groupe libre F), sont toutes arborables,
de cout p. En particulier, des groupes libres de rangs distincts n’ont donc pas d’actions libres
orbitalement équivalentes.

Cela permet de répondre & une question de A. Vershik [Ver89, p. 90] :

Corollaire 5.21 [Gab98, Gab00a] Les décalages de Bernoulli de groupes libres de rangs distincts
ne sont pas orbitalement équivalents.

Corollaire 5.22 Les réseaux de SL(2,R) de caractéristiques d’Euler distinctes n’ont pas d’actions
libres orbitalement équivalentes.

Ce corollaire se distingue particulierement des résultats de rigidité des cocycles de R. Zimmer du
fait qu’il concerne des groupes qui ne sont pas de rang supérieur.

On donne a titre indicatif une liste de groupes a cout > 1, sans chercher ni I’exhaustivité, ni a
éviter les redondances.

- Les produits libres de deux groupes infinis.
- Les groupes de type fini qui ont une infinité de bouts (grace au théoreme de Stallings).

- Les actions libres de SL(2,Z) sont toutes arborables, de cofit 1+ 5.

- Pour un produit amalgamé de groupes finis A, B,C, on a C(A*¢c B) =1 — (‘—j‘l + \%I - ‘—él)
- Le groupe fondamental de la surface de genre g > 1 est un produit amalgamé m(S,) =
F, xz Fy, avec p + g = 2g. Ses actions libres sont toutes de colit 29 — 1. De plus, ce
groupe admet au moins une action libre arborable : I'action par multiplication a gauche sur

SL(2,R)/F,, ou F, agit par multiplication & droite et est de covolume fini.

- Les produits amalgamés de groupes libres F), xz F, au-dessus de Z, avec pg > 2, ont toutes
leurs actions libres de cotut p + ¢ — 1. Certains de ces groupes n’ont qu’'un seul bout,
d’autres une infinité de bouts. Certains de ces groupes sont anti-arborables : par exem-
ple, si le générateur de Z est envoyé sur des puissances adéquates g" € F,, et h® € F,, un
tel groupe contient le sous-groupe anti-arborable qui apparait dans 'exemple 5.18. Il suffit
alors d’appliquer le corollaire 5.13.

- plus généralement tous les groupes dont le premier nombre de Betti £? est non nul (voir la
remarque précédant la question 6.20 : pour les groupes infinis, C(T') — 1 > 1(I)).

- Pour tout ¢ € [1, 00], il existe un groupe de type fini dont toutes les actions libres ont cotit c.

- Pour tout ¢ € [1,00], il existe un groupe I'. et un groupe A., dont toutes les actions libres
sont arborables (resp. non arborables) de cofit c.
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Question 5.23 Quel est le coit des groupes qui sont localement libres (i. e. dont tous les sous-
groupes de type fini sont libres) mais non libres ¢ Sont-ils arborables ?

Question 5.24 Les groupes de présentation finie sont-ils de cotits rationnels ?

On peut trouver des énoncés supplémentaires, concernant le cott des relations d’équivalence,
dans les notes, issues d’une série d’exposés donnés par A. Kechris au séminaire de logique commun
Caltech-UCLA en 2000-2001 [Kec01la] ; notamment des résultats de G. Hjorth, B. Miller, J. Pavelich
et S. Solecki.
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6 Nombres de Betti /2 des relations d’équivalence

La premiere utilisation de structures euclidiennes dans un cadre homologique peut étre attribuée
4 B. Eckmann [Eck45], qui munit l'espace des chaines d’un CW-complexe du produit scalaire
naturel. Les nombres de Betti ¢? ont été introduits par M. Atiyah [Ati76] dans un contexte
d’actions de groupes cocompactes sur des variétés et en termes de noyau de la chaleur. J. Cheeger
et M. Gromov [CG86] ont considérablement étendu cette notion, en introduisant la cohomologie
¢? singuliere pour les actions topologiques et en permettant, entre autres, de définir la suite 3, (I")
des nombres de Betti 2 pour un groupe dénombrable I' quelconque. On peut consulter [Gro93,
part. 8] pour une multitude de résultats et de questions sur la cohomologie £? et [Liic02a, Eck00]
pour une introduction & la cohomologie ¢2 des actions cocompactes sur des CW-complexes ou
[Liic98a] et [Liic98b] pour une approche alternative. De méme qu’on a en général coincidence
des invariants produits par les cohomologies simpliciale, singuliere ou de De Rham, les diverses
approches, simpliciale, singuliere ou analytique produisent les mémes nombres de Betti £2. Dans
le contexte des feuilletages mesurés, les nombres de Betti (quon peut qualifier de £2) avaient été
introduits par A. Connes dans [Co79].

De méme que ’étude d’un groupe I' passe par ses actions, en particulier de ses actions libres
sur des complexes simpliciaux, on considere des actions de R. Une relation d’équivalence R sur
(X, ) est un groupoide, ou la composition (z,y).(z,t) est définie seulement si y = z par (z,t). De
ce fait, R agit sur des espaces ¥ qui sont fibrés sur X. Autrement dit, on regarde des champs
d’espaces

X>xm— X,

avec évidemment une dépendance mesurable des espaces ¥, par rapport a . On se restreint aux
cas ou les ¥, sont des complexes simpliciaux et ou 'action est libre, c’est-a-dire qu’il existe un
domaine fondamental borélien D pour I'action de R sur le O-squelette (9. On dit alors que ¥ est
un R-complexe simplicial.

Dans ce cas, on peut voir l'espace quotient R\X comme une lamination singuliére £ dont les
feuilles sont des complexes simpliciaux et ou le 0-squelette R\Z(O) est une transversale totale. Plus
précisément, a un point y de la transversale, il correspond un unique relevé y dans D, ce relevé
appartient a la fibre au-dessus d’un certain x et la feuille de y s’identifie & la composante connexe
de ¥, contenant .

Exemple 6.1 Considérons une action (pas nécessairement libre) de I' sur (X, ), et une action
sitmpliciale libre de T’ sur un complexe simplicial connere K, avec un sommet marqué x. La la-
mination “béte” par {x} x K sur X x K fournit, par passage au quotient par laction diagonale
de T, une lamination £ sur T\(X x K). La feuille d’un point x € X s’identifie au quotient de
K par le stabilisateur Stabr x (x) de x. Cette lamination provient aussi de 'action de la relation
d’équivalence Rr sur le champ de complexes simpliciauz

x +— Stabp x (z)\ K.

Soit R une relation d’équivalence préservant la mesure de probabilité sur (X, pu) et ¥ un R-
complexe simplicial. On définit des nombres de Betti £? de cette action, pour p =0,1,2,--- :

ﬁp(za Ra N)7

méme sans hypotheses de finitude sur ¥, en adaptant des idées de [CG86]. On utilise pour cela
Palgebre de von Neumann M de R (voir section 10). Cette algebre possede une trace finie définie
a l’aide de p, qui permet de calculer des dimensions généralisées de von Neumann.

Remarque 6.2 Plagons-nous dans une situation classique de revétements M — M — M. L'idée
d’Atiyah, qui considére dans un cadre galoisien cocompact M — M lintégrale divergente d'une
quantité invariante par le groupe du revétement, consiste a se restreindre & un domaine fondamental
F, pour capturer une valeur finie, constante sur les divers translatés de F' : le nombre de Betti ¢2
du revétement M, dans la dimension considérée.
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Dans un cadre non galoisien, un domaine fondamental du revétement universel M, avec ses
translatés, fournit par projection sur M une famille de “domaines fondamentaux” sur lesquels la
valeur que l’on traque n’est pas constante.

Les nombres de Betti £2 des situations feuilletées peuvent parfois s’interpréter comme (délivrés
par une maniére de prendre) une moyenne des valeurs obtenues aux différents points de base (voir
[BGO2] pour des exemples).

Une maniére anachronique d’introduire les nombres de Betti £2 est la suivante. Considérons
un groupe dénombrable discret I' et un complexe simplicial K sur lequel T' agit librement et
co-compactement. Supposons que I' possede une suite décroissante (T';);en de sous-groupes dis-
tingués d’indices finis d’intersection triviale N;enI’; = {1}. Il lui correspond une suite croissante
de revétements galoisiens K — --- K /T';;; — K /T;. Chacun des K /T'; posséde des nombres de
Betti usuels b, (K /T;). Répondant & une question de M. Gromov, W. Liick a montré [Liic94a] que
sous les hypothéses précédentes,

. bn (F/ r i) 574

lim —————= = (,(K,T),
b ey D)
ot B,(K,T) est le n-ieme nombre de Betti £? de I'action de I sur K. Si K est de plus contractile,
ces nombres sont les nombres de Betti ¢2 de T.

M. Farber [Far98] a obtenu 1’énoncé analogue en remplacant 'hypothése de sous-groupes dis-
tingués par une hypothese (*) sur 'asymptotique du nombre n;(g) de conjugués de T'; contenant
Pélément g, rapporté au nombre n; de conjugués de T'; : pour tout g € T\ {1},

Avec N. Bergeron, nous supprimons cette hypothese et nous montrons :

Théoréme 6.3 [BG02] A une suite décroissante (I';)ien de sous-groupes de T d’indices finis

d’intersection triviale, correspond une relation d’équivalence R, préservant la probabilité sur un es-

pace borélien standard (la limite projective des T'/T;) et Uaction de T sur K fournit un R-complexe

simplicial 33 tels que

bn (K /Ti)

lim 22—/~ ¢ Y. R).

Ty R

La relation R est donnée par une action de I' et la condition (*) est équivalente a la liberté de
cette action. Nous exhibons aussi des exemples ou 3, (X, R) # B,(K,T).

Définition 6.4 On dit que ¥ est p-connexe (resp. contractile) si pour presque tout x € X, le
compleze X, est p-connexe (resp. contractile).

Notons I'existence d'un “espace classifiant” simplicial pour la relation d’équivalence R, et donc
d’'un R-complexe simplicial contractile (¢f. [Gab01]). On doit bien entendu rapprocher cette
construction de celle du classifiant d’un feuilletage ou d’un groupoide défini par A. Haefliger [Hae71,
5] ou de celle donnée A. Connes dans ses cours (voir aussi [BCH94]). Ici, la trivialité des groupes
d’isotropie permet de considérer un espace tres simple et naturel dans lequel se plongent tous les
R-complexes simpliciaux.

On démontre, et c’est vraiment le cceur de l'article [Gab01] :

Théoréme 6.5 [Gab01] Tous les R-complezes simpliciaux qui sont p-connezxes ont le méme nom-
bre de Betti 3.

Définition 6.6 On définit les nombres de Betti 2 de la relation R comme la valeur commune,
qu’on note B,(R, ), des nombres de Betti B,(X, R, 1) des R-complexes simpliciaux qui sont p-
connezxes.
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Ces nombres sont bien entendu a rapprocher d’une version simpliciale des nombres de Betti des
feuilletages définis par A. Connes [Co79], [Co82, p.549]. On peut consulter aussi l'interprétation
combinatoire de G. Elek [Ele97] ainsi que l'article de J. Heitch et C. Lazarov [HL91] sur I'invariance
homotopique des nombres de Betti des feuilletages.

On peut montrer par exemple en utilisant une construction de [HL91] la chose suivante : con-
sidérons une variété compacte munie d’un feuilletage mesuré ergodique F a feuilles contractiles.
Fixons une mesure transverse invariante et choisissons une transversale totale X de mesure 1.

Théoréme 6.7 Les nombres de Betti (au sens de A. Connes) de F coincident avec ceuz de la
relation d’équivalence R engendrée par les applications d’holonomie sur X. En particulier, ces
nombres ne dépendent que de la relation R.

On peut illustrer cela grace a un exemple présenté par A. Connes pour les feuilletages :

Exemple 6.8 Considérons un groupe fondamental I' d’une surface compacte de genre g qui admet
une représentation fidéle dans SO(3) et une action libre cocompacte de T' sur le plan hyperbolique
H2. Le feuilletage par plans hyperboliques de H? x SO(3) étant préservé par laction diagonale de
T fournit un feuilletage sur H? x SO(3)/T. Ses nombres de Betti sont les mémes que les nombres
de Betti (? de la relation donnée par l'action de T' sur SO(3) et que ceuxr du groupe T, a savoir
B1=29—2 et ;=0 pouri#1.

La principale difficulté qu’on a rencontrée dans la preuve du théoreme 6.5 réside dans le fait que
les équivalences d’homotopie qu’on doit considérer entre complexes de chaines ne conduisent pas, en
général, a des opérateurs bornés. On est donc amené a travailler sur des approximations. On doit
comparer aussi ce résultat aux idées et questions évoquées dans [Gro93, 8.Ay4, p.233] et au claim
qu’on trouve a cette page : soient I';, i = 1,2, qui admettent des actions isométriques, discretes et
cocompactes sur des variétés contractiles My et My. Si M est mesurablement quasi-isométrique
a My, alors les groupes T'y et T'y ont leurs nombres de Betti {2 proportionnels. L’hypotheése de
quasi-isométrie dans ce cas-la conduit a des opérateurs qui sont bornés.

On démontre qu’on peut calculer les nombres de Betti de certaines relations :

Théoreéme 6.9 [Gab01] Si R est produite par une action libre de T, préservant la mesure de
probabilité, alors T et R ont les mémes nombres de Betti 2.

Remarque 6.10 Dans I’'étude générale des relations d’équivalence dénombrables standards, il est
naturel de considérer plutot une classe de mesure (au sens de I’absolue continuité) qu’une mesure
[FM77a]. Si on remplace la mesure p par une mesure équivalente (de probabilité et invariante),
on obtient la méme algeébre de von Neumann. Seule la trace change. Les nombres §,(2, R, i)
dépendent du choix d’une mesure invariante dans la classe. Cependant, si R est ergodique (tout
borélien R-saturé est de p-mesure nulle ou totale), il n’existe qu'une seule mesure de probabilité
invariante dans la classe. Dans ce cas, on peut supprimer a priori la référence a la mesure choisie.
Si R est donnée par une action libre d’'un groupe I', nos résultats montrent qu’on peut a posteriori
supprimer la référence a p.

Soit Y C X est un borélien qui rencontre presque toutes les classes de R et Ry la relation

induite sur Y. Bien sir, on calculera les nombres de Betti /2 de Ry avec la mesure induite

normalisée ji = % sur (Y, ).

Théoréme 6.11 Les nombres de Betti L? de R et de Ry sont reliés par la formule :

ﬂn (R7 ﬂ) = :U‘(Y)ﬁn (RYv la)

Corollaire 6.12 SiR et S sont deux relations d’équivalence préservant une probabilité, stablement
orbitalement équivalentes, avec constante de compression ¢(R,S), alors pour tout n € N,

Bn (R) = C(Ra S)Bn(‘s)
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6.1 Applications

Théoréme 6.13 Si deux groupes ont des actions libres préservant une probabilité qui produisent
la méme relation d’équivalence alors ils ont les mémes nombres de Betti (2.

On retrouve en particulier, avec une preuve d’esprit différent (et plus compliquée !), un théoreme
de Cheeger-Gromov (en effet, I’ produit la méme relation qu’une action de Z pour lequel le résultat
est facile)(voir aussi [Eck00]) :

Corollaire 6.14 ([CG86, th.0.2]) Si T est moyennable infini, alors tous ses nombres de Betti (2
sont nuls.

Le corollaire suivant est bien connu dans le cas des groupes de Lie ou dans le cas des groupes
discrets (il s’agit alors de la formule donnant les nombres de Betti £? pour les sous-groupes d’indice
fini).

Corollaire 6.15 Les nombres de Betti (> des réseaux d’un méme groupe localement compact d
base dénombrable sont dans le méme rapport que les covolumes. Il en est de méme en particulier
de leurs caractéristiques d’Euler virtuelles (lorsqu’elles sont définies).

On obtient des résultats de rigidité par exemple pour des produits de groupes libres.

Corollaire 6.16 Les groupes de la forme Fp X F,, x--- xF,,, p; > 2 produisent des actions
libres toutes non SOE pour des valeurs distinctes de €.

Les groupes libres F), de rang distincts et les groupes de la forme (Fp, x Fy,) x Fy, pour différents
ket (m—1)-(n — 1) produisent des actions libres toutes non orbitalement équivalentes (pour
m,n,p, k> 1).

En effet, les §; sont tous nuls sauf 5, = H§=1(pj — 1), resp. f1 =p—1, resp. B1 = k,(B2 =
(m—1)-(n—1). Il est intéressant de comparer ce corollaire aux problemes difficiles analogues
concernant les facteurs (algebres de von Neumann) des groupes libres (cf. section 10).

On obtient aussi de nouveaux résultats de rigidité en rang 1 (puisque les nombres de Betti £2
des groupes mis en jeu sont tous nuls sauf exactement en dimension moitié de ’espace symétrique
associé). Rappelons (en anticipant sur la section 7.1) que deux groupes sont dits mesurablement
équivalents (ME) s’ils admettent des actions libres stablement orbitalement équivalentes.

Corollaire 6.17 Si deux réseaux de Sp(n,1) et Sp(p,1) sont ME, alors p = n.
Si deuz réseaux de SU(n,1) et SU(p,1) sont ME, alors p =n.
Si deuz réseaux de SO(2n,1) et SO(2p,1) sont ME, alors p=n.

M. Cowling et R. Zimmer ont montré ce résultat dans Sp(n, 1), avec constante de compression
¢ =1 [CZ89, th. 1.1(a)]. On peut évidemment décliner ces exemples a I'infini. Signalons toutefois
lexemple suivant, qu’il est intéressant de comparer et de combiner avec [CZ89, th. 1.1(b)], ou les
rigidités mises en jeu sont de natures différentes et ou le résultat concerne le produit uniquement
des 2m; — 1 :

Corollaire 6.18 Considérons des groupes de Lie de la forme [[;c; Sp(mi, 1) x [[;c; SU(n;,1) x
[lrcx SOQ2pk,1), o I, J, K sont des ensembles finis et les m;,n; > 2 et p, > 1. Si dans de tels
groupes de Lie G et G', on a deuz réseaquz T' et T” (irréductibles ou non) qui sont ME, alors les
quantités Y, cr2mi + 350y + Y ke Pr sont égales pour G et G

Rappelons que les résultats de superrigidité des cocycles pour les réseaux des groupes de Lie de
rang réel > 2 ne s’appliquent pas ici puisqu’ils nécessitent la simplicité du groupe de Lie (cf. [Zim84,
cor. 5.2.2, rem. pp.97-98, Ex. 5.2.12]). Le cas de SO(n,1) pour n impair est un peu plus délicat,
dans la mesure oll ses réseaux ont tous leurs nombres de Betti ¢2 nuls.
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Corollaire 6.19 Si deur réseaux de SO(n, 1) et SO(p,1) sont ME, alors n et p ont méme parité.
Si deuz réseaux de SO(2n +1,1) et SO(2p+ 1,1) sont ME, avec p < n, alors n < 2p.

La preuve de la deuxiéme assertion de ce corollaire m’a été suggérée par B. Okun.

On retrouve aussi un certain nombre des résultats de [Gab00a], notamment : si deuz groupes
libres de rangs p et q ont des actions libres qui produisent la méme relation d’équivalence, alors
p=q [Gab00a, cor. 1, p.44].

L’idée de considérer les nombres de Betti #2 m’est venue apres qu’A. Valette m’ait fait remarquer
que dans tous les exemples de groupes ol l’on sait évaluer ces nombres, on a C(I') — 1 = §1(T") —
Go(T"). Jai tenté de démontrer cette égalité en toute généralité, sans succes. L'inégalité > est facile
a obtenir.

Question 6.20 A-t-on pour toute action libre de ' I’égalité suivante : C(Rr)—1 = B1(I')—Fo(T") ¢

Une réponse positive a cette question donnerait aussi la réponse a la question 5.8.

6.2 Groupe fondamental

Le groupe fondamental a été introduit dans la théorie des algebres de von Neumann par F. Murray
et J. von Neumann (voir section 10.2). On a un analogue dans la théorie des relations d’équivalence.
Considérons une relation R ergodique (toujours préservant la mesure de probabilité) sur (X, ).
Pour un borélien Y C X de mesure > 0, on peut montrer que la relation induite Ry = RN(Y xY)
sur (Y, pjy) ne dépend que de p(Y'). Il peut arriver que R ~ Ry, bien que u(Y') # 1. Par exemple,
la restriction, a n’importe quel Y de mesure > 0, de la relation ergodique hyperfinie Ry, est
elle-méme ergodique hyperfinie, donc isomorphe & Rp,yp.

Définition 6.21 Le groupe fondamental de R est défini comme le sous-groupe F(R) de R**
engendré par {u(Y): R ~ Ry }.

Par exemple, F(Rpyp) = R%. On montre que F(R)N]0, 1] est exactement {x(Y") €]0,1] : R ~ Ry }.

Proposition 6.22 Si le coit de R est différent de 0,00, alors F(R) = {1}.
Si l'un des nombres de Betti (> de R est différent de 0,00, alors F(R) = {1}.

On utilise pour cela le théoreme 6.11. Notons qu’il existe des actions libres du groupe libre F
sur une infinité dénombrable de générateurs dont le groupe fondamental contient toute partie
dénombrable prescrite de RT* [Gab02c].

Cet énoncé fournit une quantité de nouvelles relations & groupe fondamental trivial et a permis
a S. Popa de résoudre une vieille question en théorie des facteurs (voir th. 10.4). Les restrictions
antérieurement connues sur le groupe fondamental d’une relation reposaient toutes sur la propriété
(T) de Kazhdan et étaient plus ou moins reliées & un théoreme de A. Connes [Co80] ou & la rigidité
des cocycles de R. Zimmer [Zim84]. Ce n’est pas le cas ici. Citons deux théorémes, I'un di a
S. Popa et 'autre a S. Gefter et V. Golodets.

On rappelle quun groupe T' est dit a classes de conjugaison infinies (CCI) si pour tout v €
I'\ {1}, I'ensemble C(y) = {A\yA™! : A € '} est infini. Cette propriété joue un grand réle dans la
théorie des algebres de von Neumann (voir section 10.1).

Théoréme 6.23 [Pop86, th. 4.7.1] Si une relation d’équivalence R préservant la probabilité sur
(X, u) contient comme sous-relation ’action libre ergodique d’un groupe CCI avec la propriété (T)
de Kazhdan, alors F(R) est dénombrable.

Autrement dit, il existe un ensemble dénombrable Sy C [0, 1] tel que pour tout borélien Y C X de
mesure (YY) € Sy les relations Ry et R ne sont pas isomorphes.
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Théoréme 6.24 [GG88, cor. B.3] SiT' est un réseau d’un groupe de Lie simple connexe, a centre
trivial et de R-rang > 2, alors toute action de T' libre ergodique préservant la probabilité sur (X, p)
a un groupe fondamental trivial.

6.3 Dimension géométrique

Définition 6.25 La dimension géométrique de R est le minimum des dimensions des R-
complexes simpliciaux contractiles.

Les théoremes 6.5 et 6.9 montrent que si R est produite par un groupe I' pour lequel 5,(I") # 0,
alors dim(R) > p.

Les relations produites par les actions libres des groupes du corollaire 6.16 sont ainsi de di-
mensions géométriques respectives £, 1 et 2. On peut montrer (par glissement des arétes) que la
notion de relation de dimension 1 et de relation arborable ne different que pour les relations dont
les orbites sont finies : celles-1a sont arborables et de dimension 0. On a montré [Gab00a, th.
IV 4] que si une relation R admet un arborage, alors ses sous-relations d’équivalence standards
en admettent aussi un, de méme que les relations qui lui sont SOE. De maniere comparable, on
montre :

Proposition 6.26 Si R est une sous-relation de S, alors la dimension de S majore celle de R.
Proposition 6.27 Les relations SOE ont méme dimension géométrique.

Cette notion permet de poursuivre plus avant la classification des relations d’équivalence lorsque
les nombres de Betti £? sont identiques (voir section 7.1).

Remarque 6.28 Il existe des relations d’équivalence dont tous les nombres de Betti L? sont
triviaux mais qui ne sont pas de dimension finie : faire agir un groupe a , triviaux (comme I" x Z)
qui contient des sous-groupes I'; dont le §;(T';) est non trivial pour une suite infinie de valeurs de i.

Exemple 6.29 Si R est de dimension géométrique 1, alors 8,(R) = 0 pour tout n > 1.

6.4 Dimension géométrique approximative

Définition 6.30 Une relation R est approximativement de dimension n si elle est réunion
croissante de relations de dimension géométrique n. La dimension approximative de R est le
minimum des tels n.

Proposition 6.31 Si R est une sous-relation de S, alors la dimension approximative de S majore
celle de R.

Exemple 6.32 Les actions libres du groupe Fp) XFyp, X+ - XFyp (n; > 2) sont toutes de dimension
approximative p, €gale a leur dimension géométrique. Si A est une réunion croissante de groupes
finis (e.g. A = ©ienZ/27), les actions libres du groupe Fy, x F,, x -+ x F, X A sont toutes de
dimension approrimative p.

Proposition 6.33 Si R est réunion croissante de relations R; alors 5, (R) < liminf;en 8, (R;).
En particulier, si R est approzimativement de dimension p, alors 3,(R) = 0 pour tout n > p+ 1.
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7 Application a la théorie des groupes

7.1 Equivalence mesurable vs quasi-isométrie

Rappelons que deux groupes dénombrables I'; et 'y sont commensurables s’il existe un groupe I'
qui est isomorphe a un sous-groupe d’indice fini de chacun d’eux.

Caractérisation. Deux groupes dénombrables I'1 et I's sont commensurables si et seulement si il
existe, sur un ensemble dénombrable 2, des actions de I'y et I'y qui commutent, telles que ’action
de chacun des groupes est libre et a un domaine fondamental fini.

On définit U'indice relatif ig(I'y,Ts) = % = % L’exemple standard d’application de

cette caractérisation est donné par deux sous-groupes d’indices finis dans un méme groupe.

On a alors deux fagons de généraliser la commensurabilité :
— une maniére topologique (un ensemble fini est un compact treés simple), qui conduit a ’étude des
groupes modulo quasi-isométries (QI)
— une maniere mesurable (un ensemble fini est un ensemble de mesure finie trés simple) qui conduit
a un analogue mesurable de la quasi-isométrie : I’équivalence mesurable (ME).

Rappelons ce critere et cette définition, dis & M. Gromov :

Critére [Gro93, 0.2.CY] Deux groupes 'y et T'y de type fini sont quasi-isométriques si et seulement
si il existe, sur un espace localement compact, des actions de I'y et I's qui commutent, et chacune
des deux actions est propre et admet un domaine fondamental compact.

L’exemple standard de deux groupes QI est donné par deux réseaux cocompacts d’'un groupe
G localement compact a base dénombrable qui agissent sur G par multiplication respectivement a
gauche et a droite. Voir [Har00, Ex. 34-35, pp. 97-99] pour une preuve de ce critére.

Définition 7.1 [Gro93, 0.5.E] Deux groupes 'y et T's sont mesurablement équivalents (ME) s’il
existe, sur un espace borélien standard (de mesure infinie), des actions de T'y et T'y qui commutent,
et chacune des deux actions est libre, préserve la mesure et admet un domaine fondamental B
(resp. Bg) de mesure finie.

Le rapport ¢(T'1,T3) = :ng; est appelé constante de compression de I’équivalence mesurable.
L’exemple standard de deux groupes ME est donné par deux réseaux, pas nécessairement cocom-
pacts, d’un groupe G localement compact & base dénombrable qui agissent sur G par multiplication
respectivement a gauche et a droite.

L’équivalence mesurable est une relation d’équivalence sur I’ensemble des groupes. Elle a été
étudiée par A. Furman [Fur99a, Fur99b] qui a montré que la propriété (T) de Kazhdan est un
invariant de ME [Fur99a, th. 8.2] et que pour un groupe de Lie simple de rang supérieur, la
collection de tous ses réseaux (modulo groupes finis) constitue une classe de ME (voir [Fur99a]
pour plus de détails). La classification des groupes modulo quasi-isométrie a conduit & toute une
série de travaux (voir [Har00] pour des références) et celle modulo équivalence mesurable mérite une
attention tout aussi soutenue et commence a se développer en parallele. Récemment, P. Jolissaint
a montré que la propriété de Haagerup (a-T-menability) est un invariant de ME [Jol01]. Le lien
avec ce qu'on a décrit dans les précédentes sections est bien établi :

Théoreme 7.2 [Gab02] (voir aussi [Furd9db]) Deux groupes I'y et 'y sont ME si et seulement si
ils admettent des actions libres (préservant une probabilité) qui soient SOE.

Les théoremes 6.11 et 6.9 permettent de montrer :

Corollaire 7.3 Si 'y est ME a 'y, alors ils ont des nombres de Betti £ proportionnels : pour
tout n € N,

Bn (Fl) =c.fn <F2>7
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ot ¢ est la constante de compression de l’équivalence mesurable de I'y a I's.

Définition 7.4 La dimension ergodique erg-dim(T") d’un groupe T est le minimum des dimen-
sions des relations d’équivalence produites par une action de I' libre préservant la probabilité sur
le borélien standard (X, u).

Observons que, puisque le groupe fondamental d’une surface fermée possede des actions libres
arborables, sa dimension ergodique est égale a 1!

Question 7.5 Toutes les actions libres d’un groupe produisent-elles des relations de méme dimen-
sion ¢

G. Hjorth [Hjo02] a montré récemment que les relations d’équivalence ergodiques arborables
de coit entier sont produites par des actions libres de groupes libres (voir aussi [KecOla]). Une
conséquence :

Théoreme 7.6 Les groupes de dimension ergodique 1 sont tous dans la classe de ME d’un groupe
libre, précisément de Z, Fo, Fo selon qu’ils ont $1 nul, fini non nul ou infini)

Question 7.7 Déterminer l’ensemble des groupes dénombrables qui sont dans la classe de ME du
groupe libre Fy.

Il s’agit essentiellement de la méme question que la question 5.14.

Question 7.8 Quelle est la dimension ergodique

— des réseaux de SO(n,1), SU(n,1), Sp(n,1),... ¢

— des groupes fondamentauz des vari€tés compactes acycliques ¢
—de Ny = (F2)"XZ=(FaxFogx- - xFy)xZ ?

n fois
Pour cette derniére question, le résultat est n ou n+1. Notons que A; est de dimension ergodique 2.

Définition 7.9 La dimension ergodique approximative approz-dim(T') d’un groupe T est le
minimum des dimensions approrimatives des relations d’équivalence produites par une action de I’
libre préservant la probabilité sur le borélien standard (X, u).

Les groupes moyennables sont précisément ceux de dimension ergodique approximative = 0. La
dimension ergodique approximative des groupes infinis avec la propriété (T) de Kazhdan coincide
avec leur dimension ergodique. On donne quelques résultats concernant la dimension ergodique
approximative ([Gab02c]).

Proposition 7.10 La dimension ergodique et la dimension ergodique approximative sont des in-
variants d’équivalence mesurable (ME). SiT posséde un sous-groupe a 3, # 0, alors approz-dim(T")
est > p.

Cela permet de distinguer des classes de ME ot les nombres de Betti £2 sont tous nuls.

Exemple 7.11 Le groupe A, de la question 7.8 est de dimension ergodique approximative n.
Les groupes A, et A, ne sont donc pas ME pour n # p. Les groupes (F2)" sont de dimension
approzimative n. Si I' est approximativement de dimension p, alors tous ses nombres de Betti
Gi(T) sont nuls pour i > p.
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Question 7.12 Trouver pour chaque n > 1 des groupes qui aient leurs nombres de Betti (>
nuls, qui soient de méme dimension ergodique m, mais de dimensions ergodiques approximatives
différentes.

On récapitule maintenant quelques propriétés des groupes et leur invariance ou non par QI et
par ME.

QI ME
type de croissance oul non
moyennabilité oui oui
nombre de bouts oui non
propriété (T) de Kazhdan non oui
propriété de Haagerup ? oui
propriété (FA) de Serre non non
nombres de Betti ¢2 Gn(T)=0 (Bn(T))n/RE
signe de la caractéristique d’Euler non oui
dimension ergodique ? oui
dimension ergodique approximative ? oui
invariants de Novikov-Shubin ? non
In(T) ? oui

Io(T) est le sous-groupe de R engendré par les constantes de compression des diverses équiva-
lences mesurables entre I' et lui-méme (cf. [Gab02, sect. 2.2]).

7.2 Résultats d’annulations de nombres de Betti /> des groupes

On sait que les nombres de Betti 2 des groupes satisfont aux formules de Kiinneth. La question
se pose de savoir dans quelle mesure ces formules se généralisent & des extensions avec certaines
condition de finitude. Les résultats de [CG86, th. 0.1 et th. 0.2] entrainent qu’un groupe qui
contient un sous-groupe normal infini moyennable a tous ses nombres de Betti £* nuls. Les deux
théorémes suivants généralisent des résultats de W. Liick [Liic94b], [Liic98b, quest. 3.11, th.3.3(5)]
qui eux-mémes répondent & des questions de [Gro93, 8.A4 p.229 et p.235]. Rappelons aussi qu’une
majoration du 3; apporte des informations sur les présentations du groupe : si I' est de type fini,
alors pour toute présentation & g générateurs et r relations, on a g < 1+ 31(T") + r (voir par
exemple [Eck00, th. 4.1.1]).

Théoréme 7.13 Soit 1 - N — I' — A — 1 une suite exacte de groupes infinis ou A est
moyennable. Si n est un entier pour lequel B8, (N) est fini, alors 3,(I') = 0.

Et sans ’hypothese de moyennabilité, il reste :

Théoréme 7.14 Soit 1 - N — ' - A — 1 une suite exacte de groupes infinis. Si B1(N) est
fini, alors B1(T) = 0.

Ce qu’en contraposant, on peut voir comme une généralisation du théoreme de Schreier sur les
sous-groupes normaux des groupes libres :

Théoréme 7.15 Si T est un groupe qui vérifie 51(T') # 0 et N est un sous-groupe normal tel que
B1(N) soit fini (par exemple N de type fini), alors N est fini ou d’indice fini.

Dans [Gab02], on donne une preuve simple de cet énoncé sous des hypotheses plus faibles (cf.
théoréme 5.19).
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8 Liens avec la théorie des graphes aléatoires

On renvoie au livre de R. Lyons et Y. Peres [LP02] pour l'essentiel de cette théorie et pour des
références précises. Elle est surtout pour nous ici I'occasion de présenter des exemples de relations
d’équivalence et de graphages qui apparaissent naturellement.

Soit G un graphe connexe d’ensemble dénombrable de sommets (resp. d’arétes) V' (resp. E).
Soit I' un groupe qui agit transitivement sur les sommets de G. Supposons de plus que I' agit
librement sur E et que les arétes sont orientées.

Exemple 8.1 Un graphe de Cayley du groupe I fournit un exemple de tel graphe, ou bien le
graphe complet Comp(I") sur l’ensemble de sommets T (pour tous u,v éléments distincts de T', on
a deuz arétes qui les joignent : [u,v] et [v,u]), avec Uaction de T' par multiplication & gauche sur
les sommets.

Le groupe I' agit sur I'espace {0,1}¥ des sous-graphes de G, ol le sous-graphe w € {0,1}¥
a pour sommets V et pour ensemble d’arétes {e € E : w(e) = 1}. Un sous-graphe aléatoire T'-
invariant de G est la donnée d'une mesure de probabilité v sur {0,1}¥ qui soit I'-invariante. Une
telle mesure est aussi appelée une percolation I'-invariante.

8.1 D’un graphage a un graphe aléatoire

Considérons une action libre du groupe I' sur (X, i) et notons Rr la relation ainsi définie.

Soit ® = (p;)ies un graphage d’une sous-relation Re de Rp. Supposons pour simplifier que
pour chaque i € J, il existe un élément v; € T'\ {id} tel que p;(z) = v, *(z), pour tout = € A;
et que pour ¢ # 7, on ait 7; # ;. Sinon, il faudrait partitionner les domaines A; et considérer un
graphe plus gros que Comp(T).

Pour chaque « € X, la I'-orbite 'z de = se décompose en différentes Rg-classes et chacune
d’elles est I’ensemble des sommets d’un graphe connexe, sans boucles ni arétes orientées doubles,
défini par ®. La réunion disjointe de ces graphes définit donc un graphe ®[x], non connexe en
général, sur l’ensemble de sommets I'r : deux sommets gr et hx sont reliés par une aréte orientée
[gx, hx] si et seulement si gz appartient d 'un des A; et hx = ¢;(gx). On a, “vu du point base
2”, une identification I'z ~ I' qui envoie gz sur g~'. Le graphe &S[SC] s’identifie alors a un sous-
graphe de Comp(T'), en envoyant le sommet gz de &J[:v] sur le sommet g~* de Comp(T'), le sommet
z sur * = id, laréte [gz, ha] sur [g~',h~!]. La composante connexe de z dans ®[z] est définie
indépendamment des orientations et ses sommets forment précisément la Rg-classe de z. Elle est
envoyée sur la composante connexe de id.

L’application borélienne de X dans l’espace des sous-graphes de Comp(T")
n*: x — {0,1}*f
x = D]
est I-équivariante et la mesure image v = II® (1) est donc une probabilité T -invariante. On a un
sous-graphe aléatoire T'-invariant de Comp(T).
En effet, [1?(yx) = ®[yx] est le méme graphe que ®[x], mais basé en yz = y. Le sommet gr =

g7~ 'y s’identifie alors au sommet vg~! de Comp(T') et une aréte [gx, hw] & Varéte [yg~1,vh~1] =
o7y P

Notons que z appartient au domaine A; si et seulement si Paréte entre [id, v, 1] est présente dans

le sous-graphe I1®(x) = ®[z] de Comp(T).

8.2 D’un graphe aléatoire a un graphage

Inversement, partons d’un sous-graphe aléatoire I'-invariant de G. Choisissons un point base * dans
G et soient (e;);cs les arétes d’origine le sommet *. Pour tout ¢ € J, il existe un unique v; € T tel
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que e; = [*,7:*%]. L’espace {0,1}¥ est alors naturellement muni d'un graphage ® = (¢;)ics ol @;
est défini sur 4; = {w € {0,1}F : w(e;) = 1} par p;(w) =7, ' (w).

Le stabilisateur fixp(w) d’un point w € {0,1}¥ correspond aux symétries contenues dans I' du
sous-graphe w C G. Le graphe ®[w] (défini comme ci-dessus), dont ® munit la T-orbite de w, est
isomorphe au graphe quotient w/fixpr(w), par un isomorphisme qui envoie le sommet w de 5[(4)]
sur la fixp(w)-orbite de *. En particulier, si 'action de I' sur ({0, 1}F,v) est essentiellement libre,
alors on a un isomorphisme a)[w] ~ w qui envoie le sommet w sur *.

Si on se donne une action libre préservant la mesure de I" sur un espace borélien standard (X, v)
de probabilité on peut se débarrasser des questions de stabilisateurs.

On considere 'espace produit X x {0,1}¥, équipé de I'action diagonale de I' et de la mesure
produit p, qui est I'-invariante. La projection naturelle

Im: X x{0,1}¥ — {0,1}¥
(z,w) — w

préserve la mesure : IL.(u) = v.

W)
“releve” le graphage ®. Désormais, ®’|w’] est naturellement isomorphe au sous-graphe II(w') C G,
par un isomorphisme qui envoie le sommet w’ sur *.

Le graphage ®' = (¢';)ics sur X x {0,1}F olt ¢, est défini sur X x A; par ¢';(0) = v,

K2

Dans tous ces exemples, le colit du graphage ® égale % de la valence moyenne du sommet .

8.3 Arborabilité

Un arbre recouvrant (spanning tree) dans un groupe I' est un arbre d’ensemble de sommets T
On peut voir l'espace des arbres recouvrants de I' comme une partie borélienne de l'espace des
sous-graphes du graphe complet sur I' : I’ensemble des sous-arbres maximaux. Il est muni d’une
action du groupe I'.

Définition 8.2 (c¢f. [PP00]) Un groupe T est dit arborable s’il existe une mesure de probabilité
T-invariante sur l’espace de ses arbres recouvrants.

Les deux paragraphes précédents montrent que

Proposition 8.3 Un groupe est arborable au sens de [PP00] si et seulement si il admet une action
libre o sur (X, p) qui soit arborable.

Remarque 8.4 Dans mes travaux, je dis plutét qu'un groupe est arborable si toutes ses actions
libres préservant une probabilité le sont.

Mes résultats sur le cofit, ainsi que sur les nombres de Betti 2 permettent de retrouver, de
maniére indépendante (et concomitante), un théoréme de R. Pemantle et Y. Peres.

Théoréme 8.5 [PP00, th.1.3] Si le produit direct de deux groupes infinis est arborable, alors
chacun est moyennable.

Le théoreme suivant le généralise et permet de répondre a des questions de R. Lyons, Y. Peres,
O. Schramm ou Y. Shalom.

Théoreéme 8.6 [Gab01] Si, sur un groupe non moyennable T' de type fini, les seules fonctions har-
moniques a somme de Dirichlet finie sont les constantes, alors aucune action de I' n’est arborable.
C’est en particulier le cas des réseaur de SO(3,1).
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En effet 'hypothese faite sur I' équivaut & la nullité de 51 (T") (voir [BV97]). Et le corollaire 5.11
permet de conclure (voir aussi proposition 5.17 et la remarque avant la question 6.20).

R. Lyons a aussi introduit une notion de groupe presque arborable (communication personnelle)
qui se ramene a celle de groupe approximativement de dimension 1. On peut répondre a certaines
questions de R. Lyons ou Y. Peres, notamment le groupe Fo x Fo n’est pas approrimativement
arborable. Et, plus généralement, si I' est approzimativement arborable, alors tous ses nombres de
Betti 5;(T") sont nuls pour i > 2 (exemple 7.11).

8.4 Percolation de Bernoulli

Soit T' un groupe engendré par ’ensemble fini S = {si, 52, -+,8,}, soit G le graphe de Cayley
correspondant, V' =I'" I’ensemble de ses sommets et E' I’ensemble de ses arétes.

Dans la percolation de Bernoulli sur G, chaque aréte est présente avec probabilité p, indé-
pendamment. La probabilité correspondante v, sur l'espace {0, 1}, des sous-graphes de G est
T'-invariante et 'action de I' est essentiellement libre si p # 0, 1.

Un amas est une composante connexe du sous-graphe w € {0,1}¥. Pour tout p, le nombre
d’amas infinis est constant p.s et il vaut 0, 1 ou co. Lorsque p croit, de 0 a 1, cette constante va
de 0 & 0o & 1, en évitant peut-étre I'infini (Haggstrom-Peres [HP99]).

On dit que la percolation a lieu si le sommet * = id appartient & un amas infini avec une
probabilité d(p) > 0. On s’intéresse aussi a la probabilité que ’amas infini soit unique et aux
valeurs critiques de ces probabilités (valeur critique de percolation et valeur critique d’unicité) :

pe(G) = sup{p:il n’existe aucun amas infini pour la percolation v, }
pu(G) = inf{p:il existe un unique amas infini pour la percolation v, }

On collecte quelques résultats concernant ces valeurs et on renvoie au livre de R. Lyons et
Y. Peres [LP02] pour des énoncés plus généraux, leurs preuves et des références détaillées.

-La valeur de p. dépend du systeme générateur de I', mais le fait que p. < 1 ou non n’en dépend
pas.

-Pour tout d > 2, p.(Z%) < 1.

-Pour un groupe & croissance polynomiale, ou bien T est QI & Z, ou bien p.(T") < 1.

-Si T est & croissance exponentielle, alors p.(T') < 1.

-Les groupes & croissance intermédiaire de Grigorchuk satisfont p.(I") < 1.

-On l'ignore en général pour les groupes a croissance intermédiaire.

-Si G a une infinité de bouts, alors p,(G) = 1.

-Conjecture (Benjamini-Schramm [BS96]) Si T est un groupe non moyennable o un bout, alors
pu(G) < 1. Cette conjecture est montrée dans le cas du graphe de Cayley d’un groupe de
présentation finie, ou d’un groupe avec la propriété (T) de Kazhdan.

-Si I' est moyennable, alors pour tout graphe de Cayley, p.(G) = p.(G).

-La question de I'existence de la phase de non-unicité présente un certain intérét :

Conjecture (Benjamini-Schramm [BS96]) Si T est non moyennable, alors pour tous ses graphes
de Cayley pc(G) < pu(9).

R. Lyons a montré que la notion de cotit d’un groupe pouvait étre utile dans ce contexte :

Proposition 8.7 (R. Lyons) Si T' est un groupe de type fini, de colt > 1, alors pour tous ses
graphes de Cayley G, on a p.(G) < pu(G).

Ce sont les seuls groupes pour lesquels la conjecture est démontrée (pour tous les systémes
générateurs). Voir la section 5.4 pour des exemples de tels groupes. La preuve élémentaire qu’on
en donne ci-dessous n’utilise pas, contrairement a celle de R. Lyons, la continuité de la fonction
p — 6(p) en p = p.. Signalons le résultat de I. Pak et T. Smirnova-Nagnibeda qui établit la
conjecture pour certains systémes générateurs : pour tout groupe non moyennable de type fini T,
il existe un graphe de Cayley pour lequel p.(G) < p,(G) [PSNOO].
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8.5 De la percolation aux graphages

Dans cette section, on va donner une preuve de la proposition 8.7. On commence par ramener les
problémes de percolation au probleme d’un graphage variable sur un unique espace probabilisé.
L’analogue probabiliste de cette construction est connu sous le nom de couplage standard.

On se place sur 'espace [0, 1] au lieu de {0,1}*. L’action de I préserve la mesure u, produit
des mesures de Lebesgue sur [0, 1] et est essentiellement libre.
La projection
I, : [0,1]¥ — {0,1}*
définie par
p(@)(e) =1 siw(e) <p
II,(w)(e) =0 siw(e)>p

@

est I'-équivariante et préserve la mesure : I, (1) = vp.

Soient eq, eq, - -, e, les arétes issues du point * = id associées aux générateurs, i.e. e; = [id, s;].
Appelons @7 le graphage donné par les ¢; définis sur A} = {@ € [0,1]¥ : ©(e;) < p} par

i A} — B
e )

RP la relation engendrée par ®” et Rr = R' la relation donnée par 'action de T

A nouveat, la T-orbite d’'un point @ € [0, 1]¥ se décompose en différentes RP-classes, le graphage
®P définit une structure de graphe (non connexe en général) ®P[©] sur I'ensemble de sommets T'.io
et le graphe ®P[w] pointé en w s’identifie au graphe II,(w) pointé en id.

Soit U, le borélien des w dont la ®P-orbite est infinie. Son image par II, est I’ensemble des
sous-graphes de G pour lesquels id appartient a un amas infini. Dire que p > p. signifie alors que
Up est de mesure > 0. Dire que p > p, signifie exactement que chaque I'-orbite ne rencontre U,
qu’en une seule RP-classe, i.e. sur U, les ®P-orbites sont completes : RfUp =Rru,-

Preuve de la proposition 8.7. Soit p > p.. Puisque U, est RP invariant, les restrictions ¢! de
o a{w € (0,17 : p. < @(e;) < p} respectent U,: ils fixent U, ainsi que son complémentaire.
Ainsi, la relation restreinte Rf U, est engendrée a partir de Rfﬁp en ajoutant les générateurs ¢f‘ u,
le domaine de chacun d’eux est de mesure < min(u(U,),p — p.). Alors les colits normalisés (i.e.
calculés avec la mesure g = p/p(Up), de sorte que U), soit de probabilité) vérifient

P Pe min( (Up), )
C(RY, ) <C(RI; ) +n. “M(Up)p Pe)

Lorsque p > p,, les orbites de RfUp sont completes, alors
CT) =1 < uUp)IC(RY,,) — 1].

On en déduit que C(T') —1 < u(Up)[C(R‘p[jp) —1]4+n. min(p(U,), p— pc). Mais RP< étant hyperfinie,
C(Rf&p) < 1. Donc pour tout p > py,

C(T) = 1 < n.min(u(Uy),p — po).

Ce qui permet de conclure. |
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9 Liens avec la théorie des ensembles, relations d’équiva-
lence boréliennes

Les relations d’équivalence sont aussi étudiées du point de vue borélien, c’est-a-dire sans mesure ni
invariante ni quasi-invariante. Pour introduire le sujet, on a extrait avec ’autorisation de ’auteur
(A. Kechris) quelques passages de [Kec00].

De fagon générale, un probléme de classification consiste en une famille X' d’objets “effectifs” et
une relation d’équivalence. Ce peut étre les groupes de type fini (donnés comme les sous-groupes
distingués des groupes libres F,) & isomorphisme prés, les variétés (atlas) a isomorphisme pres,
les actions préservant une probabilité a équivalence orbitale pres. Un invariant consiste en un
ensemble I et une application i : X — I telle que €y = i(z) = i(y). Pour que cela ait un intérét,
il faut que I et ¢ soient aussi explicites et concrets que possible (il n’est pas question de coder par
Pespace quotient X' /£). Bien souvent l'espace X est muni d’une structure borélienne et £ est une
relation d’équivalence borélienne sur X.

La notion suivante est a la base de I’étude des invariants possibles pour ces relations d’équivalence.

Soient F et F' deux relations d’équivalence boréliennes sur des espaces boréliens standards X
et Y. On dit que E est boréliennement réductible & F (noté E <p F) s’il existe une application
borélienne f : X — Y telle que

By < f(x)Ff(y).
Intuitivement, cela signifie que les problémes de classification pour F est au plus aussi compliqué
que celui pour F' puisque tout invariant pour F' en donne aussi un pour . On peut dire aussi qu’il
s’agit d’une version faible de I’équivalence orbitale stable (définition 4.2), ot 'un des borélien ne
rencontrerait pas nécessairement toutes les orbites. On écrit aussi

E~pgF& E<gpF & F<pE.

Cela signifie intuitivement que E et F' ont des problemes de classification de méme complexité.
Une autre fagon de comprendre le sens de E <p F consiste a dire que cela exprime simplement
le fait qu’il existe un plongement de l'espace quotient X/FE dans Y/F qui est borélien au sens ou
il admet un relevé borélien de X dans Y. Ainsi E <p F signifie que X/FE est de “cardinalité
borélienne” inférieure ou égale a celle de Y/E.

Parmi les relations d’équivalence boréliennes a classes dénombrables, il en existe une maximale
pour E <p F (cf. [JKL02]), notée Eo, et nommée universelle. Une de ses réalisations est donnée
par la relation d’équivalence engendrée par I'action de Fy sur ses parties. On peut maintenant
donner un sens au fait qu’il n’y a pas de classification raisonnable des groupes de type fini, &
isomorphisme pres. Dans les années 90, C. Champetier a montré dans sa these que cet espace quo-
tient est non borélien puisqu’il contient I’espace quotient de {0, 1}% par le décalage (voir [Cha00]).
S. Thomas et B. Velickovic ont montré a quel point la situation est dramatique : cette relation
d’équivalence est en fait universelle [TV99].

Lorsqu’on considere des relations d’équivalence boréliennes a classes dénombrables, les notions
qu’on a introduites de graphages, arborages, dimension géométrique et de dimension approxima-
tive se généralisent immédiatement & ce nouveau contexte. On trouve en particulier des travaux
concernant larborabilité (voir par exemple [JKL02]). Plusieurs résultats de A. Kechris [Kec01b]
admettent des démonstrations indépendantes en utilisant [Gab01].

Avec S. Jackson, A. Kechris et A. Louveau, nous avons montré :

\

Théoréme 9.1 [JKL02] Toute relation d’équivalence borélienne & classes dénombrables posséde
un graphage localement fini *.

Si une relation d’équivalence borélienne a classes dénombrables est arborable, alors elle posséde un
arborage localement fini.

En revanche, puisque le cotit de F, est infini, on ne peut pas imposer une borne uniforme sur la
valence. Nous avons d’abord obtenu ce théoréeme en combinant le résultat analogue lorsqu’il n’y a

4au sens o1, en chaque sommet du graphe de Cayley de chaque orbite, la valence est finie
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aucune mesure invariante ([JKL02]) et le cas ott une mesure est quasi-préservée, que j’avais obtenu
précédemment, et en “recollant les morceaux”. Par la suite, j’ai obtenu une démonstration plus
directe en utilisant une méthode de marqueurs (voir [Gab02a] et [JKLO02] ot elle est reproduite).

G. Hjorth a montré [HjoO1, Cor. 5.3] le théoreme suivant. Soient ' = (Fo)V xZ et A = (Fo)M x
Z % --- 7 deuz groupes agissant librement en préservant la mesure de probabilité respectivement sur
des espaces boréliens standards (X, u) et (Y,v), de sorte que Z agisse ergodiqguement sur (X, ).
Si BEX < EY, alors M > N. 1l m’a demandé si on pouvait le déduire de mon travail. On
peut effectivement 1’obtenir en spécialisant 1’énoncé que voici. Les techniques de preuves sont tres
différentes.

Théoréme 9.2 [Gab02d] Soient T' et A deux groupes dénombrables, EX et EY deux relations
d’équivalence boréliennes données par des actions libres de I' et A sur des espaces boréliens stan-
dards X et Y. Supposons que EX posséde une mesure de probabilité invariante 5 et EX < EX,
alors

approz-dim(T') < approz-dim(A).

50n ne fait pas cette hypothese sur EX
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10 Liens avec la théorie des algebres de von Neumann

10.1 Introduction

Dans leurs articles fondateurs, F. Murray et J. von Neumann donnent deux constructions de
facteurs de type II;.

La plus simple, apparait dans [MvN43, sect. 5.3, pp.787-793]. F. Murray et J. von Neumann
la présentent comme une simplification d’une construction antérieure qu’on rappellera ci-dessous.
Soit T un groupe dénombrable discret. Considérons ¢?(T'), I'espace de Hilbert des fonctions sur
I" a valeurs réelles de carré sommable, £ = Zwer &7, et les représentations régulieres gauche
et droite de I données respectivement par A(Y')(§) = >_. cr &7 7 et p(v)(§) = X2 er &Ev(y)~h
L’algebre de von Neumann (on disait alors ring of operators) du groupe I est par définition 1’algebre
N(T') = MI")” engendrée par A(I'). Sa commutante est 'algebre A(I')’ = p(I")”” engendrée par p(T').
La trace de Kaplansky sur RT" s’étend en une trace finie fidéle normale, la trace standard sur N(T')
donnée par 7(a) = (a(1),1), ot 1 est la fonction caractéristique de 1’élément neutre du groupe.
Cette algebre est un facteur si et seulement si I" est & classes de conjugaison infinies (CCI).

L’autre construction, connue sous le nom de group measure space construction est ’algebre
de von Neumann associée a une action libre d’'un groupe dénombrable sur un espace borélien
préservant une classe de mesure, introduite par Murray et von Neumann dans [MvN36, part IV,
pp-192-209]. Dans ce cas d’une action libre o de T préservant la mesure p, la relation R C X x X
n’est autre que la réunion dénombrable des graphes des automorphismes «(7y), chacun d’eux pou-
vant étre équipé d’une copie de p gréace a la projection 7 : R — X sur la premieére coordonnée. On
obtient ainsi une mesure v sur R. On dispose sur L?(R,v) d'une part de projecteurs orthogonaux
pa : LA(R,v) — L3(n~1(A),v), pour A borélien de X, et d’autre part des opérateurs unitaires
définis par l'action de I' sur la premiere coordonnée X. L’algebre de von Neumann engendrée par
cette famille d’opérateurs, i.e. la bi-commutante de cette famille, est ’algebre de von Neumann de
Mg, . C’est un invariant d’équivalence orbitale.

W. Krieger s’est affranchi de I’hypotheése que I’action est libre [Kri70]. Enfin Feldman et Moore
ont étudié cette algebre de von Neumann My associée a une relation d’équivalence dénombrable
standard R préservant la classe de p [FM77b], voir aussi [Moo82]. Cette algebre combine les aspects
espace mesuré, puisqu’elle contient L>° (X, ) comme sous-algebre, et les aspects dynamiques de
la relation d’équivalence. Les propriétés de la relation se traduisent en termes de I'algebre ou en
termes de la paire algebre/sous-algebre de Cartan. Ainsi Mk est un facteur si et seulement si R
est ergodique et elle possede une trace finie fidele normale 7 si et seulement s’il existe une mesure
de probabilité invariante dans la classe de p. Lorsque ces deux conditions sont remplies, c’est un
facteur de type II;. La trace est alors unique modulo normalisation, reflétant le fait que dans une
classe de mesures ergodiques il existe au plus une mesure invariante de probabilité. Insistons sur
le fait que l'algebre abélienne L°°(X, i) apparait comme une sous-algébre abélienne maximale A
de Mpz. Son normalisateur, défini comme le groupe des unitaires u de Mz tels que udu* = A,
engendre le facteur Mp. Ces propriétés font de A une sous-algébre de Cartan de My.

Inversement, Feldman et Moore ont montré qu’a la donnée d’une paire (M, A) algebre de von
Neumann /sous-algebre de Cartan, il correspond une relation d’équivalence Rz 4y sur (X, u), qui
est ergodique et préserve la probabilité si M est un facteur de type II;.

Il fut un temps ou l'on aurait pu croire que la théorie des facteurs de type II; et celle des
relations d’équivalence standards préservant la mesure et ergodiques étaient équivalentes : jusqu’a
la découverte par A. Connes et V. Jones [CJ82] d’un facteur de type II; avec deux sous-algebres
de Cartan A; et Ay foncierement distinctes puisque les relations d’équivalence correspondantes
R, A,) et R a,) ne sont pas isomorphes. Notons que ces relations ont tous leurs nombres de
Betti £2 nuls et coiit 1.

Plus frappant encore, D. Voiculescu a montré, en utilisant sa théorie de 1’entropie libre, que
Ualgébre de von neumann N(F,,) du groupe libre (n > 2) n’admet aucune sous-algébre de Cartan
[V0i96]. On renvoie au Séminaire Bourbaki de P. Biane [Bia01] pour une excellente introduction
aux probabilités libres. Malgré les progres récents dans la théorie des facteurs de type IIy, il reste
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de nombreuses questions difficiles, parmi lesquelles :

Question 10.1 Les facteurs N(F,) des groupes libres de rangs distincts (p > 1) sont-ils deux d
deuzx non isomorphes ?

Les facteurs de la forme [N(F,,) @ N(F,)]* N(Fy) pour différentes valeurs de k et (m — 1)(n — 1)
(avec m,n,k > 1) sont-ils deux & deux non isomorphes ?

F. Rddulescu [R4d94] a montré que soit les facteurs N(F,,) sont deux & deux non isomorphes, soit
ils sont tous isomorphes entre eux.

On voit bien que notre corollaire 6.16, qui est le premier a distinguer les actions de ces divers
groupes F, (F,,, x F,,) « Fy, loin d’apporter une réponse, est tout de méme encourageant.

10.2 Des invariants pour les facteurs ?

Les invariants de relations d’équivalence R qu’on a pu considérer, tels que le cout, les nombres
de Betti ¢2, la dimension géométrique, la dimension approximative, sont des invariants de paires
algeébre de von Neumann/sous-algebre de Cartan.

Question 10.2 Pourraient-ils étre en fait des invariants de ’algébre de von Neumann My ?

Lors d’une conférence au MSRI en 2001, A. Connes a proposé un programme dans ce sens [Co01],
et plus généralement dans le sens d’une notion de nombres de Betti ¢? pour les facteurs.

D’une certaine fagon, un premier pas a été franchi par S. Popa qui a introduit dans [Pop01]
une classe de facteurs de type I, notée H7 , auxquels on peut associer de maniére non équivoque
une relation d’équivalence R. Ce sont des facteurs qui contiennent des sous-algebres abéliennes
maximales A remarquables, qui sans nécessairement étre de Cartan ont un normalisateur qui
engendrent un facteur My C M, et telles surtout que la paire A C M combine des propriétés
antagonistes de rigidité dans l'esprit de la propriété (T) de D. Kazhdan [Kaz67] (voir A. Connes-
V. Jones [CJ85]) et une propriété d’approximation compacte dans ’esprit de U. Haagerup [Haa79].

Exemple 10.3 [Pop01] L’exemple typique est donné par l'algébre de von Neumann N(T') du
groupe T' = 72 x SL(2,7Z), ot le sous-groupe Z* fournit la sous-algébre abélienne A. Que ce
facteur appartienne a HT provient du fait que la paire Z*> C 7* x SL(2,Z) a la propriété (T)
relative (de [HV89]) et que le groupe SL(2,Z) a la propriété de Haagerup (aussi connue sous le
nom de a-T-menability, voir [CCJIV01]). C’est aussi le facteur donné par la group measure space
construction associé a l’action naturelle de SL(2,7Z) sur le tore T?.

S. Popa a montré que tout isomorphisme entre facteurs M € H7 envoie les sous-algebres
remarquables A I'une sur 'autre, modulo automorphismes intérieurs. Ainsi une telle sous-algebre
A est essentiellement unique et au facteur M € H7T peut-on associer 'unique relation d’équivalence
Rys définie par la paire A C M 4. Les invariants de Rjys deviennent des invariants de M. En
particulier, on peut définir les nombres de Betti £2 de M € HT par (3,(M) := B,(Ru).

Le groupe fondamental d’un facteur de type II; a été défini par F. Murray et J. von Neumann
[MvN43, 2.10, p.741] comme F(M) := {t > 0: M* ~ M}. C’est un sous-groupe de RT*. Disons
simplement ici que pour t €]0,1], M* désigne 'algebre de von Neumann (bien définie & isomor-
phisme pres) pMp olt p € M est un projecteur de trace t. Ils observent alors que dans chacun des
exemples qu’ils sont parvenus a traiter, ils obtiennent R*™* tout entier. Les premiers facteurs pour
lesquels F(M) # R ont été découverts par A. Connes [Co80] ; ils font intervenir la propriété (T)
et leurs groupes fondamentaux sont dénombrables sans qu’on réussisse a les déterminer explicite-
ment. En observant que M? € H7 deés lors que M € H7, S. Popa obtient grace au théoréme 6.11

que [,(M*) = —’GP(tM), donc :

Théoréme 10.4 [Pop01] Si M € HT et si l'un des B,(Rar) est # 0,00, alors le groupe fonda-
mental F(M) est trivial.
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Dans l'exemple ci-dessus, on peut évaluer, grace au théoreme 6.9 le p-ieme nombre de Betti ¢2
Bp(N(Z? x SL(2,Z)) = Bp(R(r2,5L(2,2)))- On obtient £,(SL(2,Z)), non nul pour p = 1. Ainsi,
N(Z? x SL(2,7)) fournit le premier exemple de facteur de type II, a groupe fondamental trivial.

De plus, la classe H7 est fermée pour les produits tensoriels et le calcul des nombres de Betti
¢? montre pour M = N(Z? x SL(2,Z)) que les produits tensoriels M @ M? @ --- @ M et
M5 ®@ M2 ® ---® M sont isomorphes si et seulement si n = m et tito - t, = $182- - S, En
particulier, tous les produits tensoriels M®", n = 1,2, -- sont deux & deux non isomorphes. Les
premiers exemples de facteurs avec cette derniére propriété ont été obtenus par A. Connes [CoT9].

D. Voiculescu [Vo0i94] a introduit la notion de dimension entropique libre d’un n-uplet d’opéra-
teurs auto-adjoints (X7, X, -+, Xy4) d’'un facteur de type II;. C’est un nombre qui, dans tous les
cas ou il a pu étre calculé, dans le facteur N(I') d’un groupe I', sur un n-uplet associé & un systéme
générateur de I', est égal au coilit du groupe I' et & son premier nombre de betti 2 — 1. Cette
coincidence numérique est loin d’étre expliquée, malgré un premier pas effectué par D. Shlyakhtenko
[Sh199b).
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