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Introduction

Soit P un poly�edre compact convexe (pas forc�ement un simplexe) de l'espace hyper-
bolique r�eel Hn de dimension n � 2, dont chaque angle di�edre est de la forme �

k
, avec

k un entier au moins 2. Le groupe W engendr�e par les r�e
exions sur les faces de P est
un sous-groupe discret du groupe des isom�etries de Hn , agissant sur Hn avec domaine
fondamental P , par un th�eor�eme de Poincar�e [Har]. Un th�eor�eme de Vinberg [Vin] impose
une s�ev�ere restriction sur la dimension : n est au plus 29. La dimension maximale connue
est 9, par un exemple de Bugaenko [Bug].

Un immeuble hyperbolique de type P est un complexe poly�edral X , muni d'une famille
maximale de sous-complexes appel�es appartements, poly�edralement isom�etriques au pavage
de Hn par les images de P sous W , tels que

� par deux cellules de X passe au moins un appartement,

� pour tous appartements A;A0 de X , il existe une isom�etrie poly�edrale de A sur A0

�xant A \A0.

Notons I l'ensemble des faces de codimension 1 de P , et M la matrice de Coxeter
(mi;j)i;j2I avec

�
mi;j

l'angle di�edre entre les faces i et j si celles-ci se rencontrent (en une

face de codimension 2), et mi;j =1 sinon. Soit C un immeuble de type M (vu comme un
syst�eme de chambres sur I , voir [Ron]). Les immeubles de type hyperbolique compact au
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sens de Bourbaki [Bour, Ch. V, x4, Ex. 12] sont pr�ecis�ement ceux pour lesquels P est un
simplexe.

La \bonne" r�ealisation g�eom�etrique de C n'est pas la r�ealisation usuelle (par exemple
d�ecrite dans [Ron]), mais est le quotient

jCj = (C � P )= �

pour � la relation d'�equivalence engendr�ee par (c; x) � (c0; x0) s'il existe i 2 I tel que
x = x0 2 i et c; c0 sont des chambres i-adjacentes. On munit jCj de sa structure naturelle
de complexe poly�edral, pour laquelle l'application jCj ! P induite par la projection sur
le second facteur C � P ! P est une application poly�edrale, induisant une isom�etrie sur
chaque cellule maximale.

Nous montrons (section 1) que les immeubles hyperboliques de type P sont pr�ecis�ement
les r�ealisations g�eom�etriques des immeubles de type M ; que cette r�ealisation g�eom�etrique
co��ncide avec celle de Davis-Moussong [Dav2] ; et que les immeubles hyperboliques sont
CAT(�1), i.e. �a courbure � �1 au sens d'Alexandrov-Topogonov (voir [GH]). Les im-
meubles fuschiens de M. Bourdon [Bou1, Bou2] sont des immeubles hyperboliques de type
P , avec P de dimension 2 et des hypoth�eses de �nitude locale.

Dans [Tit2, Tit3], J. Tits d�eveloppe une technique, appel�ee \m�ethode des amalgames"
pour construire des immeubles. Dans [Hae, BH], A. Hae
iger introduit une notion de
complexe de groupes, plus g�en�erale que celle de [Tit3], dont une version simpli��ee commune
est la suivante (voir section 1.5 pour la d�e�nition g�en�erale).

Un polytope de groupes C est la donn�ee d'un poly�edre compact convexe (sph�erique,
euclidien ou hyperbolique) X , d'un groupe G� pour toute face � de X , et d'un morphisme
injectif de groupe  �;� : G� ! G� si la face � est contenue dans la face � , tel que
le diagramme �evident commute. Le groupe fondamental �1C est la limite inductive des
G�;  �;�. Pour toute face �, il existe un (unique) complexe poly�edral sph�erique elk �,
appel�e d�eveloppement lk-local en �, muni d'une action poly�edrale isom�etrique de G�, telle
que le quotient (au sens �evident) de elk � par G� s'identi�e au link de � dans X , muni de
la structure de polytope de groupes induite. Le complexe de groupes est d�eveloppable s'il
existe un complexe poly�edral simplement connexe ~C (alors unique �a isomorphisme �equi-
variant pr�es), appel�e le revêtement universel, tel que �1C agisse sur ~C avec pour quotient
(au sens �evident) C.

Combinant des r�esultats de Hae
iger et Tits, nous en d�eduisons le r�esultat suivant
(connu en dimension 2 par P. Brown et M. Bourdon [Bou2]). Sa preuve repose sur une
v�eri�cation de la simple connexit�e de certains r�esidus, par des techniques de M. Davis.

Th�eor�eme 0.1 Soit C un complexe de groupes, dont le complexe poly�edral sous-jacent est
muni d'une application poly�edrale sur P , qui est une isom�etrie en restriction �a chaque
cellule maximale. Supposons que les d�eveloppements lk-locaux des cellules de codimension
k sont des immeubles sph�eriques si k � 3, et sont �a courbure � 1 au sens d'Alexandrov-
Topogonov si k � 4. Alors C est d�eveloppable, de revêtement universel un immeuble
hyperbolique de type P .

L'int�erêt principal d'une telle construction est qu'elle fournit des espaces localement
compacts singuliers CAT(�1), dont le groupe des automorphismes est tr�es gros (voir par
exemple [HP]), et contient des sous-groupes discrets cocompacts.
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En section 3, nous utilisons ce r�esultat pour donner de nombreux exemples explicites
d'immeubles hyperboliques. Nous donnons en particulier une liste d'immeubles hyperbo-
liques de dimension 2 �a links alg�ebriques admettant un groupe d'automorphisme discret
transitif sur les chambres, que nous montrons compl�ete dans le cas des corps de cardinaux
premiers de caract�eristiques assez grande. Le cas des immeubles hyperboliques triangu-
laires est connu (travaux de Timmesfeld-Meixner-Stroth [Mei]). Voir [Bou2] pour d'autres
exemples de constructions topologiques. Une m�ethode alg�ebrique de construction est la
suivante (voir par exemple [Rem]). Une matrice de Cartan g�en�eralis�ee est une matrice
A = (Aij)i;j2I �a c��cients entiers, avec c��cients diagonaux 2, et c��cents non diago-
naux n�egatifs, avec Aij nul si et seulement si Aji est nul. La matrice de Coxeter associ�e
est M = (mij)i;j2I avec mii = 1 et si i 6= j, alors mij = 2; 3; 4; 6;1 si et seulement
si AijAji = 0; 1; 2; 3; k � 4 respectivement. A toute matrice de Cartan g�en�eralis�ee A et
tout corps �ni k, J. Tits [Tit4] associe de mani�ere fonctorielle un groupe de Kac-Moody
GA;ad(k), admettant une (en fait un jumelage de deux) BN-paire(s) de groupe de Weyl le
groupe de Coxeter associ�e �aM . Lorsque celui-ci est un groupe de r�e
exions hyperboliques,
la r�ealisation g�eom�etrique (au sens ci-dessus) de l'immeuble associ�e �a la BN-paire est un
immeuble hyperbolique.

Le probl�eme ouvert principal est celui d'une classi�cation de tous les immeubles hy-
perboliques localement �nis. C'est un probl�eme d�elicat, car les poly�edres de Coxeter
hyperboliques ne sont même pas class�es. En dimension 2, c'est, comme dans le cas eu-
clidien, une tache impossible, car nous montrons, en utilisant des techniques de Haglund
[Hag1] (voir section 3.2) :

Th�eor�eme 0.2 Si q = pf � 3 avec p; f entiers et p premier, et si P est un polygone
de Coxeter hyperbolique �a un nombre pair de côt�es, il existe un ensemble non d�enom-
brable d'immeubles hyperboliques de type P , dont les links de sommets sont isomorphes �a
l'immeuble des drapeaux du plan projectif sur le corps �ni �a q �el�ements.

Les isom�etries des espaces m�etriques X localement compacts complets CAT(�1) (et
plus g�en�eralement des espaces hyperboliques au sens de Gromov) sont class�ees en trois
familles, les isom�etries elliptiques, hyperboliques, paraboliques. Les groupes paraboliques
d'isom�etries de X (i.e. �xant un point du bord et pr�eservant les horosph�eres centr�ees en
ce point) sont peu �etudi�es. Si une construction g�en�erale de Gromov [Gro] montre que
tout groupe de type �ni est un groupe discret parabolique d'isom�etries d'un espace hy-
perbolique au sens de Gromov, les exemples connus de groupes discrets paraboliques ont
des restrictions importantes sur leur structure alg�ebrique. B. Bowditch [Bow1] a mon-
tr�e qu'un groupe parabolique discret d'isom�etries d'une vari�et�e riemanienne �a courbure
strictement n�egative pinc�ee est de type �ni, donc est virtuellement nilpotent par des ar-
guments de Margulis. La n�ecessit�e d'une borne sup�erieure < 0 d�ecoule des travaux de
Abresch-Schroeder [AS]. La construction de Gromov fournit des espaces peu homog�enes
(le groupe de toutes les isom�etries a un point �xe global �a l'in�ni).

Proposition 0.3 Il existe une vari�et�e riemanienne M compl�ete �a courbure sectionnelle
� �1, de groupe fondamental � v�eri�ant:

� � est g�eom�etriquement �ni au sens de Tukia-Bowditch [Tuk, Bow3] et hyperbolique
relativement �a l'ensemble de ses sous-groupes paraboliques maximaux, au sens de
Gromov-Farb-Bowditch [Bow3];
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� � poss�ede un sous-groupe parabolique libre de rang 2;

� l'exposant critique de � est in�ni.

Nos exemples sont construits �a partir d'immeubles hyperboliques sur des poly�edres de
Coxeter hyperboliques non compacts de volume �ni. Ceux-ci sont des \ideal polyedra" au
sens de [CT], qui ont �etudi�es leurs propri�et�es g�eom�etriques, mais sans fournir de grandes
familles d'exemples. Notre construction devrait aussi donner des exemples int�eressants
pour l'�etude dynamique de [DP] des groupes discrets d'isom�etries d'espaces CAT(�1) en
pr�esence de paraboliques.

Nous d�ecrivons en section 4 la topologie de l'espace �a l'in�ni d'un immeuble euclidien
ou hyperbolique, comme limite projective de celle des sph�eres de rayon �ni. Le r�esultat
suivant est dû �a A. Borel et J.-P. Serre [BS] dans le cas des immeubles euclidiens de
Bruhat-Tits, et la construction g�eom�etrique plutot qu'alg�ebrique de l'espace �a l'in�ni rend
sa preuve beaucoup plus facile. Nous notons H i

c(Y ;Z) le i-�eme groupe de cohomologie �a
support compact d'Alexander-Spanier d'un espace topologique Y �a coe�cients Z.

Th�eor�eme 0.4 Soit X un immeuble euclidien ou hyperbolique de dimension n. Alors
H i
c(Y ;Z) est nul pour i 6= n et ab�elien libre pour i = n, de dimension in�nie si X est

�epais.

Nous remercions J.-P. Serre, qui est �a l'origine �a la section 4, M. Bestvina , P. Brown,
F. Haglund, M. Bourdon, J.-Y. Hee et pour leurs discussions et commentaires, et tout sp�e-
cialement A. Hae
iger pour ses nombreuses lectures de versions successives, ayant grande-
ment contribu�ees �a clari�er et corriger ce papier.

1 Rappels et d�e�nitions

Dans tout cet article, pour tout entier n strictement positif, Xn d�esigne la sph�ere Sn,
l'espace euclidien Rn ou l'espace hyperbolique r�eel Hn , muni de sa m�etrique riemannienne
standard (�a courbure constante respectivement 1; 0;�1 si n � 2).

Les seuls faits nouveaux dans ce chapitre sont les �enonc�es 1.3, 1.5, 1.6, 1.8, 1.9, 1.10,
et 1.11, avec le fait que l'on admet des cellules de volume �ni non compactes dans les
complexes poly�edraux.

1.1 Complexes poly�edraux

Nous renvoyons par exemple �a [BH] pour les justi�cations et d�eveloppements sur les rappels
ci-dessous. Nous renvoyons �a [GH] pour la d�e�nition des espaces m�etriques CAT(�) ou �a
courbure � � au sens d'Alexandrov-Topogonov.

Un complexe poly�edral X est un CW-complexe (resp. un CW-complexe priv�e d'un
ensemble X1 de sommets) tel que

� chaque cellule ouverte
�
� de dimension k (resp. n'appartenant pas �aX1) est l'int�erieur

d'un poly�edre convexe compact (resp. poly�edre convexe de volume �ni ou isom�etrique
�a R ou R+) d'un Xk,
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� la restriction de l'application d'attachement �a chaque face ouverte de codimension 1
de toute cellule � (resp. n'appartenant pas �a X1) est une isom�etrie sur une cellule
ouverte de X ,

� pour tout x1 2 X1, toute cellule � de X contenant x1 (dans son adh�erence dans
le CW-complexe) est de volume �ni ou isom�etrique �a R ou R+, avec x1 un point �a
l'in�ni de �.

Un complexe poly�edral X est dit sph�erique, euclidien ou hyperbolique (par morceaux) si,
pour toute cellule, Xk vaut Sk;Rk;Hk respectivement.

Si X est un complexe poly�edral, et x 2 X , nous noterons Lk(x;X) (resp. lk(x;X)) le
Link (resp. link de x dans X), c'est-�a-dire l'ensemble des germes de segments g�eod�esiques
issus de x dans les cellules contenant x (resp. et de plus orthogonaux en x �a la cellule
ouverte contenant x). Il poss�ede une structure naturelle de complexe poly�edral sph�erique,
dont les cellules sont form�ees des germes de g�eod�esiques contenues dans une cellule donn�ee.
�A isom�etrie pr�es, il est constant sur la cellule ouverte

�
� contenant x, et on le note aussi

Lk(�;X) (resp. lk(�;X)). Si k est la dimension de �, alors Lk(�;X) est isom�etrique �a la
suspension sph�erique it�er�ee k fois de lk(�;X). Notons que lk(x;X)=Lk(x;X) si x est un
sommet de X .

Les �el�ements de X1 sont appel�es points �a l'in�ni de X . Si x1 2 X1, on d�e�nit
aussi lk(x1; X) comme l'ensemble des germes de rayons g�eod�esiques issus de x1 dans les
cellules de X ayant x1 comme point �a l'in�ni.

M�etrique des complexes poly�edraux

Dans tout cet article, X sera muni de l'�ecart (ou pseudo-distance) d d�e�ni comme suit.
Une application continue f : [a; b]! X est une g�eod�esique bris�ee s'il existe une subdivision
a = t0 < t1 < � � � < tp+1 = b telle que f(]ti; ti+1[) est contenu dans une cellule ouverte
�
Ci de X , avec f j]ti;ti+1[ une g�eod�esique pour la m�etrique de

�
Ci induite de celle du Xki

correspondant. La longueur de cette g�eod�esique bris�ee est

`(f) =

pX
i=0

` �
Ci
(f j]ti;ti+1[):

L'�ecart d(x; y) 2 [0;+1] entre x et y dans X est la borne inf�erieure des longueurs des
g�eod�esiques bris�ees de x �a y.

Si X est connexe, a toutes ses cellules compactes, et n'a qu'un nombre �ni de types
d'isom�etrie de cellules, alors M. Bridson (voir [BH]) a montr�e que (X; d) est un espace
m�etrique g�eod�esique complet. Rappelons qu'un espace m�etrique X est dit g�eod�esique s'il
existe pour tous x; y dans X une g�eod�esique de x �a y, i.e. une application isom�etrique d'un
intervalle de R dans X , d'extr�emit�es x; y.

Si P est un poly�edre de volume �ni de dimension n ou une partie isom�etrique �a R+;R
dans Hn et si x1 est un sommet �a l'in�ni de P , nous appelerons voisinage horosph�erique
de x1 dans P l'intersection de P avec une horoboule centr�ee en x1 dont la distance �a
toute face de P ne contenant pas x1 est au moins 1. Un complexe poly�edral hyperbolique
X est dit conique �a l'in�ni si pour tout sommet �a l'in�ni x1 de X , il existe, pour toute
cellule C contenant x1, un choix d'un voisinage horosph�erique NC(x1) de x1 dans C
qui est compatible (i.e. si C est une face de C0, alors NC(x1) = C \NC0(x1)). Comme
les horosph�eres de Hn sont euclidiennes pour la m�etrique de longueur induite, si X est
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conique �a l'in�ni, le link de tout sommet �a l'in�ni de X h�erite d'une structure de complexe
poly�edral euclidien (bien d�e�nie �a homoth�etie pr�es).

Le probl�eme ne se pose essentiellement qu'en dimension 2. Si pour tout sommet �a
l'in�ni x1 de X , le link de toute cellule de dimension 1 ayant x1 comme sommet �a l'in�ni
est connexe, alors X est conique �a l'in�ni. En e�et, toute isom�etrie d'un poly�edre de
volume �ni de Xn (di��erent de R) admet un point �xe.

Dans la suite, nous supposerons toujours qu'un complexe poly�edral est conique �a
l'in�ni.

Proposition 1.1 Si X est connexe, est conique �a l'in�ni, et n'a qu'un nombre �ni de
types d'isom�etrie de cellules, alors (X; d) est un espace m�etrique g�eod�esique complet. Si
X est de plus CAT(�1), alors le link de tout sommet �a l'in�ni de X est CAT(0).

Preuve. Ceci d�ecoule d'arguments compl�etement analogues �a ceux de M. Bridson (voir
[Bri, pages 378-395]) dans le cas des cellules compactes, qui sont trop longs pour être
rappel�es ici. L'argument de continuit�e-compacit�e du Lemma 1.4 de [Bri] pour obtenir
un minimum est remplac�e par un argument de continuit�e-propret�e. La propri�et�e d'être
conique �a l'in�ni est exactement celle qu'il faut pour que le Lemma 1.9 de [Bri] s'�etende
au cas des sommets �a l'in�ni de X .

Automorphismes des complexes poly�edraux

Par isom�etrie poly�edrale, nous entendrons un isomorphisme de CW-complexes qui in-
duise une isom�etrie sur chaque cellule ouverte (pour la m�etrique induite des Xk). Une
isom�etrie poly�edrale pr�eserve l'�ecart d. Sauf mention contraire, une action d'un groupe
sur un complexe poly�edral sera par isom�etries poly�edrales.

Une isom�etrie poly�edrale de X est sans inversion si elle �xe point par point chaque
cellule qu'elle pr�eserve. Le quotient d'un complexe poly�edral par un groupe d'isom�etries
poly�edrales sans inversion poss�ede une structure naturelle de complexe poly�edral.

Si X est connexe et n'a qu'un nombre �ni de types d'isom�etries de cellules, alors X
est localement �ni (i.e. le nombre de cellules contenant une cellule de X n'appartenant
pas �a X1 est �ni) si et seulement si la topologie induite par la distance d est localement
compacte, et dans ce cas la topologie de X co��ncide avec celle induite par d.

Lorsque X est localement �ni, nous munirons l'ensemble Isom(X) des isom�etries poly�e-
drales de X de la topologie compacte-ouverte. Si X est connexe, deux isom�etries poly�e-
drales sont proches si elles co��ncident sur une boule pour d de grand rayon (de centre
un point base �x�e). Le groupe topologique Isom(X) est alors localement compact, et le
�xateur d'une cellule est un groupe compact pro�ni (car limite projective du groupe �ni
de ses restrictions �a la boule de rayon n).

Subdivision barycentrique d'un complexe poly�edral

Si P est un poly�edre convexe compact deXn, il poss�ede un barycentre, une subdivision
barycentrique et des coordonn�ees barycentriques naturelles (voir par exemple [Rat, page
283] dans le cas hyperbolique). Nous n'aurons pas besoin de coordonn�ees barycentriques
naturelles sur les poly�edres de volume �ni non compacts (ou isom�etriques �a R;R+), mais
seulement des barycentres et subdivisions barycentriques.

Rappelons que le centre de masse d'un born�e K d'un espace CAT(0) est le centre de
l'unique plus petite boule contenant K. Lorsque P est de volume �ni non compact, on
d�e�nit le barycentre de P comme le centre de masse de l'ensemble born�e des centres des

6



boules maximales pour l'inclusion (de dimension la dimension de P ) contenues dans P .
Si P est isom�etrique �a R, on prend pour barycentre n'importe quel point de P . Si P est
isom�etrique �a R+, on prend pour barycentre de P le point �a distance 1 de l'extr�emit�e
�nie. Un simplexe de la subdivision barycentrique de P est alors d�e�ni comme l'enveloppe
convexe dans P des barycentres de �0; �1; � � � ; �k, avec �0 une face de P ou un point �a
l'in�ni de P (dans ce dernier cas, son barycentre est par convention lui-même), et �i une
face de P contenant �i�1 pour i � 1.

La subdivision barycentrique X 0 de X est le complexe poly�edral, dont les cellules sont
les cellules de la subdivision barycentrique de chaque cellule de X (donc son ensemble de
sommets �a l'in�ni est le même), les applications d'attachement provenant des restrictions
des applications d'attachement de X , ou des applications identit�e entre faces communes
de deux cellules de la subdivision d'une même cellule de X . Les isom�etries poly�edrales de
X sont les isom�etries poly�edrales de X 0, du moins si aucune composante connexe de X
n'est r�eduite �a une cellule isom�etrique �a R, et si le choix des barycentres des cellules de X
isom�etriques �a R est fait de mani�ere naturelle pour les isom�etries poly�edrales de X .

Nous identi�erons tout sommet de X 0 avec la cellule de X lui correspondant. Une
arête a de X 0 est naturellement orient�ee : si �; �0 sont ses sommets, alors a est orient�ee
de � vers �0 si �0 est une face de �. On note alors i(a) = � et t(a) = �0 le sommet initial
et terminal de a respectivement. Deux arêtes a et b sont composables si t(b) = i(a) et t(a)
est face de i(b), et on note ab l'arête entre i(b) et t(a).

Par exemple, si � est une cellule de X de dimension k, alors les sommets de la subdivi-
sion barycentrique de lk(�;X) sont exactement les cellules � de X contenant strictement
�, compt�ees avec multiplicit�e si plusieurs faces de � se recollent en �. Les arêtes a de la
subdivision barycentrique de lk(�;X) sont les couples (toujours avec multiplicit�e) (�0; �00)
de cellules de X contenant strictement �, avec �0 contenant strictement �00. Leur origine
est �0 et leur extr�emit�e �00.

Complexe poly�edral typ�e

Soit X un complexe poly�edral de dimension �nie, et P un poly�edre convexe de volume
�ni deXk. Une fonction type de X dans P est un morphisme de CW-complexes � : X ! P
tel que la restriction de � �a toute cellule maximale (pour l'inclusion) soit une isom�etrie.
Une isom�etrie poly�edrale de X pr�eserve le type si elle laisse � invariante.

Si X est un complexe poly�edral typ�e connexe, alors X est automatiquement conique
�a l'in�ni, donc par ce qui pr�ec�ede, est un espace g�eod�esique complet.

Il est facile de montrer (voir par exemple [HP, x5.5]) que si pour toutes cellules maxi-
males c; c0 de X , il existe une suite c0 = c; c1; � � � ; cn; cn+1 = c0 de cellules maximales avec
cj et cj+1 se rencontrant sur une face de codimension 1, alors deux fonctions types �egales
sur une cellule maximale co��ncident, et que s'il est non vide, l'ensemble des fonctions types
s'identi�e �a l'ensemble des isom�etries de P dans P .

Si � est une cellule (ou un point �a l'in�ni) de X , alors son link est un complexe
poly�edral sph�erique (euclidien) admettant une fonction type �a valeurs dans lk(�(�); P ),

qui �a un germe de segment (droite) g�eod�esique issu(e) d'un point x de
�
� associe son image

par � .
Si � est une cellule de X , si J est l'ensemble des faces de codimension 1 de P contenant

�(�), nous dirons que � (ainsi que son link) est de type J (ou de type i si J = fig).
Si P est un poly�edre de Xn, nous noterons I(P ) l'ensemble des faces de codimension

1 de P .
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1.2 Syst�emes de chambres, syst�emes de Coxeter et immeubles combi-
natoires

Nous renvoyons par exemple �a [Ron] Chap. 1,2,3, [Bour] et [Dav2] pour les justi�cations
et d�eveloppements sur les rappels ci-dessous, essentiellement introduits par J. Tits.

Une matrice de Coxeter M sur un ensemble I est une matrice sym�etrique (mij)i;j2I �a
c��cients dans N[ f1g telle que mii = 1 et mij � 2 pour i 6= j. Le groupe de Coxeter
d�e�ni parM est le groupe W d�e�ni par g�en�erateurs si pour i 2 I et relations (sisj)

mij = 1
pour i; j 2 I avec mij 6= 1. Si S = fsi; i 2 Ig, le couple (W;S) est appel�e un syst�eme
de Coxeter. Si J � I , le sous-groupe WJ de W engendr�e par fsj ; j 2 Jg est appel�e le
sous-groupe sp�ecial de type J . Le rang de M et de (W;S) est le cardinal de I .

Un syst�eme de chambres sur un ensemble I est un ensemble C muni d'une famille
index�ee par I de partitions de C. Les �el�ements de C sont appel�es les chambres. Deux
chambres sont i-adjacentes si elles appartiennent �a la même partie de la partition corres-
pondant �a i 2 I . Le rang de C est le cardinal de I .

Soient C;D deux syst�emes de chambres sur I . Un morphisme f : C ! D est une
application telle que f(c); f(c0) sont i-adjacentes pour toutes chambres i-adjacentes c; c0

de C.
Soit C un syst�eme de chambres sur I . Une galerie est une suite �nie de chambres

(c0; c1; � � � ; cn) telle que cj est adjacente �a cj�1 et di��erente de cj�1, pour tout j = 1 � � �n.
Soit I� le mono��de libre sur I . La galerie est de type � = i1 � � � in 2 I� si cj est ij-adjacente
�a cj�1.

Soit J � I . Un syst�eme de chambres sur I est J-connexe si deux chambres quelconques
c; c0 peuvent être jointes par une galerie de type � = i1 � � � in avec ij 2 J . Les composantes
J-connexes de C sont appel�ees les J-r�esidus (ou r�esidus de type J) de C. Avec les partitions
restreintes, ce sont des syst�emes de chambres sur J . Une cloison est un r�esidu de rang un.

Exemples. (1) Soit G un groupe, B un sous-groupe, (Pi)i2I une famille de sous-groupes
contenant B. On d�e�nit un syst�eme de chambres C = C(G;B; (Pi)i2I) sur I par C = G=B
et les chambres gB; g0B sont i-adjacentes si elles ont la même image dans G=Pi. Le groupe
G est naturellement un groupe d'automorphismes transitif sur les chambres de C.

(2) Soit M une matrice de Coxeter sur I , et (W;S) le syst�eme de Coxeter associ�e. Le
syst�eme de chambres C(W; f1g; (Wfig)i2I) est appel�e le syst�eme de chambres de Coxeter de
typeM . Ainsi, son ensemble des chambres estW et deux chambres w;w0 sont i-adjacentes
si et seulement si w0 = w ou w0 = wsi.

(3) Soit P un poly�edre de volume �ni de Xn, et X un complexe poly�edral muni d'une
fonction type � : X ! P . Appelons chambre de X toute cellule maximale de X . Deux
chambres sont dites i-adjacentes si elles se rencontrent (au moins) en une cellule de type i
(au sens de la �n de la section 1.1). L'ensemble des chambres de X , muni de ces relations
d'adjacence, est un syst�eme de chambres sur I = I(P ), dit associ�e au type � , que nous
noterons CX . Une cloison de type i est exactement (l'ensemble des chambres contenant)
une cellule de codimension 1 de X de type i.

Soit M une matrice de Coxeter sur un ensemble I . Un immeuble combinatoire de
type M est (voir [Ron, page 34]) un syst�eme de chambres C sur I , muni d'une famille
maximale de sous-syst�emes de chambres (appel�es appartements), isomorphes au syst�eme
de chambres de Coxeter de type M , tel que

1. par deux chambres passe au moins un appartement,
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2. pour tous appartements A;A0 contenant une chambre commune x et une chambre
ou cloison commune y, il existe un isomorphisme de A sur A0 �xant x; y.

Un morphisme d'immeuble combinatoire est un morphisme des syst�emes de chambres
sous-jacents. Un J-r�esidu d'un immeuble combinatoire est dit sph�erique si le sous-groupe
sp�ecial WJ est �ni.

1.3 Groupes de r�e
exions hyperboliques

Un poly�edre de Coxeter de Xn est un poly�edre (convexe) de Xn de dimension n, dont
chaque angle di�edre est de la forme �

k
pour un certain k (d�ependant de l'angle di�edre).

Un syst�eme de r�e
exions de Xn est un couple (W;S) tel qu'il existe un poly�edre de
Coxeter P de Xn avec S l'ensemble des r�e
exions de Xn par rapport aux faces de codi-
mension 1 de P et W le groupe des isom�etries de Xn engendr�e par S (appel�e groupe de
r�e
exions de Xn). Un tel poly�edre P est unique, et est appel�e le poly�edre de Coxeter asso-
ci�e �a (W;S). Nous dirons que (W;S) (resp. W ) est un syst�eme (resp. groupe) de r�e
exions
sph�eriques, euclidiennes, hyperboliques si Xn vaut Sn;Rn;Hn respectivement. Nous dirons
que (W;S) est cocompact (resp. de covolume �ni) si P est compact (resp. de volume �ni).

Le th�eor�eme suivant (voir par exemple [Har]) d�ecrit les propri�et�es des groupes de
r�e
exions de Xn.

Th�eor�eme 1.2 (H. Poincar�e) Soit P un poly�edre de Coxeter deXn, S = S(P ) l'ensemble
des r�e
exions par rapport aux faces de codimension 1 de P et W = W (P ) le groupe
engendr�e par S. Alors W est un sous-groupe discret du groupe des isom�etries de Xn et
P est un domaine fondamental pour l'action de W sur Xn (i.e. les images par W de
l'int�erieur de P sont disjointes, et les images de P recouvrent tout Xn). De plus, (W;S)
est isomorphe au syst�eme de Coxeter de matrice de Coxeter sur I = I(P ) d�e�nie par
mij =1 si les faces distinctes i; j de P ne se rencontrent pas en une face de codimension
2 et �

mij
�etant l'angle di�edre entre i et j sinon.

Remarque. Faisons deux remarques sur la terminologie. Nous avons essentiellement
suivie celle de Vinberg [Vin]. Nous avons pr�ef�er�e dire syst�eme de r�e
exions hyperboliques,
pour ne pas confondre avec les groupes de Coxeter qui sont hyperboliques au sens de
Gromov.

Dans [Bour, Ch. V, x4, Ex. 12] sont d�e�nis les syst�emes de Coxeter de type hyperbolique
(resp. de type hyperbolique compact). Ce sont les mêmes objets que ceux appel�es \syst�eme
de Coxeter hyperbolique" (resp. \syst�eme de Coxeter hyperbolique compact") dans le
livre [Hum]. Ce sont pr�ecis�ement les syst�emes de r�e
exions hyperboliques (W;S) dont le
poly�edre associ�e P est un simplexe de volume �ni (resp. un simplexe compact). Il est
montr�e [Bour, Ch. V, x4, Ex. 13-14] qu'un syst�eme de Coxeter est de type hyperbolique
(resp. de type hyperbolique compact) si et seulement si

� la forme quadratique associ�ee BM est non d�eg�en�er�ee et non positive, et

� pour toute partie T de S, distincte de S, la forme quadratique BM(T ) associ�ee au
syst�eme de Coxeter (WT ; T ) est positive (resp. positive non d�eg�en�er�ee, ou de mani�ere
�equivalente WT est �ni).
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La liste exacte des syst�emes de Coxeter de type hyperbolique est connue (voir [Bour,
Ch. V, x4, Ex. 12-19], [Kos], [VS, page 205], [Hum, page 141-144]), et due �a F. Lanner
pour le cas compact. Ils sont non compacts �a partir du rang 6. Il n'en existe pas en rang
sup�erieur ou �egal �a 11.

Soit (W;S) un syst�eme de r�e
exions de covolume �ni de Xn, et P son poly�edre de
Coxeter associ�e. Nous noterons si la r�e
exion par rapport �a l'hyperplan de P contenant
la face i de codimension 1 de P .

Un complexe poly�edral de type (W;S) est un complexe poly�edral X muni d'une fonction
type dans P . Il lui est associ�e (voir exemple (3) de la section pr�ec�edente) un syst�eme de
chambres CX . Si J � I(P ), un J-r�esidu de CX est dit sph�erique si le sous-groupe sp�ecial
WJ est �ni.

Exemple: Les images par W du poly�edre de Coxeter associ�e P munissent Xn d'une
structure de complexe poly�edral de type (W;S), appel�e le complexe de Coxeter de (W;S),
et not�e �(W;S). (Sa fonction type est la projection canonique Xn! Xn=W , ce quotient
s'identi�ant �a P par le th�eor�eme de Poincar�e.) Le groupe W est alors le groupe des
isom�etries poly�edrales du complexe de Coxeter qui pr�eservent le type.

Proposition 1.3 Soit X un complexe poly�edral de type (W;S). Il existe une bijection de
l'ensemble des J-r�esidus des syst�emes de chambres sur J associ�es aux links des cellules
de X de type J dans l'ensemble des J-r�esidus sph�eriques de CX, tel qu'un �el�ement et son
image soient naturellement isomorphes. Les links de cellules de type J sont des complexes
poly�edraux (sph�eriques) de type (WJ ; SJ).

Preuve. Le r�esultat �etant clairement vrai pour J = ;, nous supposerons que J est non
vide. Soit � une cellule de X de type J . Si C est une chambre de X contenant �, notons
c�(C) la chambre de lk(�;X), form�ee des germes de g�eod�esiques contenus dans C (et
perpendiculaires �a �).

Soit � le type de X . Comme � = ��1jC (\J), l'intersection \J est non vide. Le sous-

groupe sp�ecial WJ , �xant \J , est donc �ni (carW est discret et le stabilisateur d'un point
dans le groupe des isom�etries de Xn est compact).

Si Xn 6= Sn et si WJ est �ni, alors WJ a un point �xe global dans Xn. Soit Hi

l'hyperplan contenant la face i de codimension 1 de P , i.e. l'ensemble des points de P
�xes par si. Il d�ecoule des propri�et�es des poly�edres de Coxeter (voir [Vin, Theo. 1.3] par
exemple), que, pour tout K � I , l'intersection

T
i2KHi est non vide si et seulement si

\K l'est. Donc si WJ est �ni, toute chambre de X poss�ede une unique face de type J .
Si Xn = Sn, cette derni�ere a�rmation est encore vraie, et de plus tout r�esidu de X est
sph�erique.

Si Cn�1; Cn sont deux chambres j-adjacentes, avec j 2 J et � � Cn�1, alors Cn�1\Cn

contient la cloison de type j de Cn�1, donc contient �. Par r�ecurrence, toute chambre jointe
�a une chambre contenant � par une J-galerie contient �. Donc, si C0 est une chambre de
X contenant �, l'application qui �a une chambre C contenant � associe la chambre c�(C)
de Lk(�;X) est un isomorphisme du J-r�esidu de C0 dans CX , �a valeurs dans le J-r�esidu
de c�(C0) pour le syst�eme de chambres associ�e au link de �.

Le r�esultat en d�ecoule.
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1.4 Immeubles hyperboliques

D�e�nition 1.4 Soit (W;S) un groupe de r�e
exions de Xn de covolume �ni. Un im-
meuble de type (W;S) est un complexe poly�edral X, muni d'une famille maximale de
sous-complexes poly�edralement isom�etriques au complexe de Coxeter de (W;S), appel�es
appartements, tels que

1. par deux cellules de X passe au moins un appartement,

2. pour tous appartements A;A0 contenant deux cellules x; y de X, il existe une isom�e-
trie poly�edrale de A sur A0 �xant x; y.

Nous appelerons chambre de X une chambre d'un appartement de X . Si Xn =
Sn;Rn;Hn , nous parlerons d'immeuble sph�erique, euclidien, hyperbolique respectivement.

Si A est un appartement et c une chambre de A, nous appelerons r�etraction de X sur
A de centre c le morphisme de CW-complexes

�c;A : X ! A

ainsi d�e�ni. Si x 2 X , soit A0 un appartement contenant c et x, et f : A0 ! A une
isom�etrie poly�edrale �xant c. Alors �c;A(x) = f(x) ne d�epend pas de l'appartement A0

choisi, car une isom�etrie de A valant l'identit�e sur c est l'identit�e partout.

Un immeuble X de type (W;S) admet une structure de complexe poly�edral de type
(W;S). Choisissons une chambre c0 de X , dite fondamentale, que l'on identi�e �a P . Si
A est un appartement contenant c0, soit � : X ! P obtenue en composant la r�etraction
�c0;A avec l'unique fonction type de A dans c0 valant l'identit�e sur c0. Il est imm�ediat de
v�eri�er que � ne d�epend pas de A (mais d�epend du choix de c0 identi��e �a P ).

Comme le complexe poly�edral X est connexe et admet un type, c'est un espace
m�etrique g�eod�esique complet (voir section 1.1). La r�etraction �c;A �etant poly�edrale,
diminue les distances. En particulier, les appartements sont convexes. Comme elle in-
duit une isom�etrie de A0 sur A pour tout appartement A0 contenant c, elle pr�eserve la
distance �a tout point de c.

Proposition 1.5 Soit X un immeuble de type (W;S). Alors X est CAT(�), avec � la
courbure de Xn et ses links sont des immeubles sph�eriques CAT(1).

Preuve. La preuve de la premi�ere assertion est analogue �a celle de [Bro] dans le cas
euclidien. Nous ne consid�erons ci-dessous que le cas hyperbolique, le cas sph�erique se
traitant de mani�ere semblable. Soient x; y; z les sommets d'un triangle g�eod�esique de X .
Soit p un point du côt�e oppos�e �a x. Soient x; y; z les sommets d'un triangle g�eod�esique
du plan hyperbolique ayant les mêmes longueurs de côt�es, et p le point correspondant �a p.
Consid�erons la r�etraction � sur un appartement contenant y et z, de centre une chambre
contenant p. Notons x0 = �(x). Comme � pr�eserve la distance �a p et diminue les distances,
le triangle g�eod�esique de sommet x0; y; z, qui est contenu dans un plan hyperbolique, v�eri�e
d(x; p) = d(x0; p) et d(x0; y) � d(x; y) = d(x; y); d(x0; z) � d(x; z) = d(x; z). Rappelons
que dans un triangle g�eod�esique du plan hyperbolique, par la formule du cosinus, si les
longueurs de deux côt�es sont �xes, alors la longueur du troisi�eme est croissante en fonction
de son angle oppos�e. Par un raisonnement en deux temps, on en d�eduit donc que d(x; p) =
d(x0; p) � d(x; p), ce qui montre que X est CAT(�1).

11



Les links d'un complexe poly�edral CAT(�) sont CAT(1). Soit � une cellule de X , et
J son type. Il est facile de v�eri�er que l'ensemble des traces sur lk(�) des appartements
de X v�eri�e les axiomes des immeubles sph�eriques de type (WJ ; SJ).

Lemme 1.6 Soit X un complexe poly�edral de type (W;S), tel que pour toutes chambres
C;C0 de X d'intersection � non vide, il existe une galerie de C �a C0 dont toutes les
chambres contiennent �. Alors X est un immeuble de type (W;S) si et seulement si le
syst�eme de chambres CX associ�e �a X est un immeuble combinatoire de type (W;S).

Preuve. Il est imm�ediat de v�eri�er que si X est un immeuble de type (W;S), alors
le syst�eme de chambres CX associ�e �a X est un immeuble combinatoire de type (W;S).
R�eciproquement, si CX est un immeuble combinatoire de type (W;S), alors la surjection
�evidente jCXj ! X (avec la r�ealisation g�eom�etrique jCX j d�e�nie en introduction), est
injective par l'hypoth�ese sur X . La r�ealisation g�eom�etrique de chaque appartement de CX

fournit donc un sous-complexe poly�edral de X , poly�edralement isom�etrique au complexe
de Coxeter de (W;S). Muni de cette famille de sous-complexes, il est facile de v�eri�er que
X est un immeuble de type (W;S).

Notons qu'il n'y a pas toujours de relation entre le rang de CX en tant que syst�eme
de chambres et la dimension de X en tant que CW-complexe, comme le montre le cas de
la dimension 2, o�u le rang est un entier quelconque au moins 3.

1.5 Complexes de groupes

Le contenu de cette section est dû �a A. Hae
iger [Hae, BH], auquel nous renvoyons pour
les preuves et compl�ements.

Soit X un complexe poly�edral connexe. Un complexe de groupes sur X est la donn�ee
(X;G�;  a; ga;b) suivante :

1. un groupe G� pour tout sommet de la subdivision barycentrique X 0 de X qui n'est
pas dans X1,

2. un morphisme injectif  a : Gi(a) ! Gt(a) pour toute arête a de X 0 dont le sommet
terminal n'est pas dans X1,

3. un �el�ement ga;b dans Gt(a) pour tout couple d'arêtes composables a et b de X
0, dont

le sommet terminal de a n'est pas dans X1,

de sorte que

a) (relation de commutation) ga;b abg
�1
a;b =  a b

b) (relation de cocycle) si a; b; c sont trois arêtes de X 0 composables (dans cet ordre),
alors

 a(gb;c)ga;bc = ga;b gab;c:

Nous renvoyons �a [Hae] pour la d�e�nition d'un morphisme de complexes de groupes.
Un polytope de groupes est un complexe de groupes, dont le complexe X est r�eduit �a

une cellule, avec les ga;b triviaux. Si celle-ci est de dimension 2, on dit un polygone de
groupes.
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Soit G un groupe d'automorphismes sans inversion d'un complexe poly�edral ~X, et
p : ~X ! X = Gn ~X la projection canonique. On appelle complexe de groupes quotient
le complexe de groupes sur X construit comme suit (unique �a isomorphisme pr�es, voir
[Hae]).

Pour toute cellule � de X , choisissons une cellule ~� de ~X se projetant sur �. On note
G� le �xateur de ~� dans G. Si a est une arête de X 0 d'origine �, soit ~a l'arête de ~X 0

d'origine ~� dont la projection est a. Choisissons ha dans G envoyant l'extr�emit�e t(~a) de

l'arête ~a sur gt(a). On note  a : Gi(a)! Gt(a) la conjugaison par ha, avec  a(g) = hagh
�1
a .

Si a; b sont deux arêtes composables de X 0, on pose ga;b = hahbh
�1
ab
. Les conditions a); b)

ci-dessus sont faciles �a v�eri�er.

t(a)

h

h

h

b

ab

~

a

b

a

ab

~t(a)

~

g
a,b

Figure 1 : Complexe de groupes associ�e �a une action.

Un complexe de groupes est dit d�eveloppable s'il est isomorphe au complexe de groupes
quotient d'une action sans inversion d'un groupe G sur un complexe poly�edral simplement
connexe ~X. Un tel espace ~X muni de cette action (unique �a isom�etrie poly�edrale �equivari-
ante pr�es) s'appelle alors un revêtement universel du complexe de groupes, et le groupe G
le groupe fondamental du complexe de groupes. Si un polytope de groupes C est d�evelop-
pable, alors le groupe fondamental de C est exactement la limite inductive des (fG�g; f ag)
(voir [BH]).

D�eveloppement local d'une cellule d'un complexe de groupe

Soit C = (X;G�;  a; ga;b) un complexe de groupes. Nous donnons ici les candidats
naturels pour être les links des cellules d'un �eventuel revêtement universel de C.

Soit � une cellule de X . Notons C� le complexe de groupes sur le complexe poly�edral
lk(�;X), restriction (au sens �evident) de C �a lk(�;X). Alors (voir [Hae]) il existe un com-

plexe poly�edral ]lk(�) muni d'une action de G� (unique �a isom�etrie poly�edrale �equivariante
pr�es), appel�e le d�eveloppement lk-local de C en �, dont le complexe de groupes quotient
est isomorphe �a C�.

Par exemple, si C est d�eveloppable, de revêtement universel ~X, pour toute cellule � de

X , si ~� est une cellule de ~X se projetant sur �, alors ]lk(�) ainsi d�e�ni est poly�edralement
isom�etrique au link lk(~�) de ~� dans ~X .

Un complexe de groupes est dit �a courbure n�egative si son complexe poly�edral sous-
jacent est euclidien ou hyperbolique, et si le d�eveloppement lk-local en chaque cellule
(muni de sa m�etrique poly�edrale) est CAT(1). Notons que le revêtement universel d'un
complexe de groupes �a courbure n�egative sur un complexe poly�edral X est CAT(0), et
même CAT(�1) si X est un complexe poly�edral hyperbolique. Le crit�ere g�eom�etrique
principal de d�eveloppabilit�e est le suivant.
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Th�eor�eme 1.7 (A. Hae
iger [Hae, BH]) Un complexe de groupes �a courbure n�egative est
d�eveloppable.

La preuve de ce th�eor�eme dans [BH] suppose que le complexe poly�edral sous-jacent X
n'a pas de point �a l'in�ni. Montrons rapidement comment se ramener �a ce cas.

Soit C un complexe de groupes de complexe poly�edral sous-jacent X hyperbolique. Par
l'hypoth�ese que X est conique �a l'in�ni, enlevons autour de chaque sommet �a l'in�ni x1
la r�eunion st(x1; X) d'un syst�eme compatible de voisinages horosph�eriques pour chaque
occurence de x1 comme sommet �a l'in�ni d'une cellule de X . Notons que st(x1; X) est
topologiquement un cône �epoint�e sur lk(x1; X). L'espace Y = X �

S
x12X1

st(x1; X)
est un complexe cellulaire, dont les cellules de Y sont de deux types, les anciennes, i.e. les
cellules �eventuellement tronqu�ees de X , et les nouvelles, i.e. l'intersection d'une cellule
de X avec le link d'un point �a l'in�ni. Chaque cellule de Y est munie de la m�etrique de
longueur induite par la m�etrique de la cellule de X lui correspondant. Les cellules de Y
ne sont plus forc�ement des poly�edres, mais leur m�etrique est CAT(0), car la m�etrique de
longueur induite sur l'espace hyperbolique Hk o�u l'on a enlev�e une horoboule est CAT(0).
Le complexe Y admet naturellement une structure de complexe de groupes C0, h�erit�ee de
celle de X , le groupe d'une nouvelle cellule �etant le groupe de la cellule minimale de X qui
la contient. Les d�eveloppements lk-locaux de C0 sont CAT(1), car si �0 est une nouvelle
cellule de C0, de barycentre b, obtenue par troncature d'une cellule � de C, et si v est le
vecteur unitaire en b orthogonal �a �0 et rentrant, alors le d�eveloppement lk-local de C0 en �0

est isom�etrique �a la boule de rayon �=2 centr�ee en la pr�eimage de v dans le d�eveloppement
lk-local de C en �, qui est CAT(1). Le complexe de groupe C0 est donc d�eveloppable, par
le cas sans point �a l'in�ni (avec adaptation imm�ediate au cas o�u les cellules ne sont pas
des poly�edres convexes d'un espace hyperbolique). Notons eY son revêtement universel.
En rempla�cant chaque cellule de eY qui se projette sur une ancienne cellule de Y par la
cellule de X que l'on a tronqu�ee pour l'obtenir, on obtient un complexe poly�edral eY , qui
est un revêtement universel de C.

Complexe de groupes typ�e

Un complexe de groupes C est dit de type (W;S) si son complexe poly�edral sous-jacent
X l'est. Pour toute cellule � deX , le d�eveloppement lk-local de C en � est de type (WJ ; SJ)
si � est de type J . Le revêtement universel ~X d'un complexe de groupes de type (W;S),
s'il existe, est naturellement un complexe poly�edral de type (W;S): il su�t de composer
l'application quotient ~X ! X par la fonction type � : X ! P de X .

1.6 Constructions de Davis

Rappelons une construction due �a M. Davis [Dav1]. Soit I un ensemble �ni. Un espace �a
faces sur I est un espace topologique F muni d'une famille fFigi2I de sous-espaces index�ee
par I .

Exemples : (1) On note �I l'espace �a faces, d'espace F le simplexe euclidien standard
d'ensemble de sommets I , avec Fi la face de codimension 1 oppos�ee �a i.

(2) Si P est un poly�edre de Xn, et I = I(P ), on note encore P l'espace �a faces sur I ,
dont l'espace est F = P , muni de la famille fFi = igi2I des faces de codimension 1 de P
index�ee par elle-même.
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Si C est un syst�eme de chambres sur I (muni de la topologie discr�ete) et (F; fFigi2I)
un espace �a faces sur I (par abus not�e F ), alors M. Davis d�esigne par F (C) l'espace
topologique quotient suivant :

F (C) = (C � F )= �

avec � la relation d'�equivalence engendr�ee par (c; x) � (c0; x0) s'il existe i 2 I avec c et c0

i-adjacents et x = x0 2 Fi. Soit � la projection canonique de C � F dans F (C).
Si F est un complexe poly�edral et les Fi sont des sous-complexes, par transport de

structure, comme chaque copie fcg � F de F s'injecte par �, le quotient F (C) h�erite
d'une structure naturelle de complexe poly�edral. Le groupe Aut(C) des automorphismes
de syst�eme de chambres de C agit par isom�etries poly�edrales sur F (C).

Par exemple (voir [Dav2] et la remarque 1.10), �I(C) est la r�ealisation g�eom�etrique
standard (voir [Ron, page 2]) de C, que nous noterons jjCjj dans la suite. Si X est un
immeuble euclidien ou hyperbolique, de chambre le poly�edre euclidien ou hyperbolique
P , et de syst�eme de chambres associ�e CX , alors P (CX) est poly�edralement isom�etrique �a
X . Lorsque P est compact, pour tout syst�eme de chambres C de type (W (P ); S(P )), le
complexe poly�edral P (C) est ce que nous avions not�e jCj en introduction.

R�ealisation g�eom�etrique de Davis-Moussong d'un immeuble combinatoire.

A tout immeuble combinatoire C, M. Davis associe naturellement un CW-complexe,
muni d'une structure de complexe poly�edral euclidien par les travaux de G. Moussong
(voir [Dav2, x10]). Topologiquement, c'est la r�ealisation g�eom�etrique de l'ensemble, par-
tiellement ordonn�e par l'inclusion, de tous les r�esidus sph�eriques de C.

De mani�ere plus constructive (voir [Dav2, x10]), si (W;S) est un syst�eme de Coxeter,
notons P (W;S) le complexe poly�edral euclidien construit ci-dessous, que nous appellerons
la chambre de Davis-Moussong.

Soit �S le simplexe standard d'ensemble des sommets S, dont les faces s'identi�ent aux
parties de S. Soit N = N(W;S), appel�e nerf �ni de (W;S), le sous-complexe simplicial de
�S , dont les simplexes sont les parties non vides T de S telles que le sous-groupe sp�ecial
WT est �ni. En particulier, N contient tous les sommets de �S . Le 1-squelette de N est
obtenu �a partir du diagramme de Coxeter de (W;S) en enlevant les arêtes de poids 1 et
en rajoutant celles de poids 2.

En tant que CW-complexe, P (W;S) est le complexe simplicial x0 �N
0, cône simplicial

de sommet x0 sur la subdivision barycentrique N 0 de N . Pour tout sommet s de N , on
note Fs l'�etoile de s dansN

0, vue comme partie de P (W;S). Nous renvoyons �a [Mou][Dav2,
x9] pour la d�e�nition de la structure euclidienne sur les cellules de P (W;S).

Maintenant, soit C un syst�eme de chambres sur I , et (W;S) un syst�eme de Coxeter
avec S = fsi; i 2 Ig. Consid�erons l'espace �a faces (P (W;S); fFsigi2I) sur I . La r�ealisation
g�eom�etrique de Davis-Moussong de C est jCj = P (W;S)(C). Nous appelerons chambre de
jCj les images par la projection canonique � des fcg � P (W;S) pour c chambre de C, et
cloisons de type i de jCj les images par � des fcg � Fsi avec c 2 C.

On montre (voir [Dav2]) que si C est un immeuble combinatoire de type (W;S), alors
la m�etrique poly�edrale de jCj est CAT(0). Les chambres de jCj sont alors des copies
isom�etriques de la chambre de Davis-Moussong P (W;S). Deux chambres de C sont i-
adjacentes si et seulement si les chambres correspondantes de jCj se rencontrent sur une
cloison de type i.

Quelques lemmes sur la r�ealisation g�eom�etrique de Davis-Moussong.
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Soit (W;S) un syst�eme de r�e
exions deXn 6= Sn, et P son poly�edre de Coxeter associ�e.
Les lemmes suivants sont sans doute connus de M. Davis.

Lemme 1.8 En tant que CW-complexe, la chambre de Davis-Moussong P (W;S) se plonge
de mani�ere canonique dans la subdivision barycentrique de P , et P se r�etracte par d�efor-
mation forte canonique sur P (W;S), de sorte que la face i de P s'envoie sur la face Fi de
P (W;S). Si P est compact, alors ce plongement est surjectif.

Preuve. Soit P 0 la subdivision barycentrique de P . Notons
�
V (P1) la r�eunion des

simplexes ouverts de P 0 contenant (dans leur adh�erence dans Hn [@Hn) un point �a l'in�ni
de P . Par une r�etraction le long des g�eod�esiques issues des points �a l'in�ni, P 0 (donc P ) se

r�etracte par d�eformation forte sur P 0�
�
V (P1). Montrons qu'il existe un isomorphisme f

de CW-complexes canonique de P (W;S) sur P 0�
�
V (P1). Pour x0 le sommet conique de

P (W;S), d�e�nissons f(x0) comme le barycentre de P . Rappelons que les simplexes de �S

s'identi�ent avec les parties SJ = fsj ; j 2 Jg de S, et SJ est dans N(W;S) si et seulement
si \J est non vide. Si x est un sommet de N(W;S)0, c'est le barycentre d'un simplexe SJ ,
et nous d�e�nissons f(x) comme le barycentre de la face \J de P . Si SJ est une face de SK
dans N(W;S), alors J � K, donc \K � \J , donc \K est une face de \J dans P . Donc
l'application f d�e�nie sur les sommets de P (W;S) s'�etend en une application simpliciale
f de P (W;S) dans P 0. (On utilise les coordonn�ees barycentriques euclidiennes sur les
simplexes de P (W;S) et les coordonn�ees barycentriques hyperboliques sur les simplexes

(compacts) de P 0�
�
V (P1) pour rendre f canonique.) L'application f est clairement

injective. Par d�e�nition de N(W;S), son image est exactement P 0�
�
V (P1).

Lemme 1.9 Si J est une partie de I(P ) et (WJ ; SJ) est le sous-groupe sp�ecial correspon-
dant, alors P (W;S) se r�etracte de mani�ere canonique sur la chambre de Davis-Moussong
de (WJ ; SJ), de sorte que pour j 2 J, la face d'indice j de P (W;S) s'envoie sur la face
d'indice j de P (WJ ; SJ).
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Figure 2 : R�etraction d'un poly�edre de Coxeter sur une chambre de Davis-Moussong.

Preuve. Si J est vide, cet �enonc�e dit juste que le cône P (W;S) se r�etracte canoniuement
sur son sommet conique x0. Montrons d'abord le cas J = I�fig. Le simplexe �S priv�e de
l'�etoile ouverte dans �S

0 du sommet i se r�etracte canoniquement sur �SJ . Par restriction,
N = N(W;S) priv�e de l'�etoile ouverte dans N 0 du sommet i se r�etracte canoniquement
sur NJ = N(WJ ; SJ). Par passage au cône de sommet x0, il existe une r�etraction par
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d�eformation forte canonique f1 de Q = P (W;S) priv�e de l'�etoile ouverte dans Q du
sommet i sur P (WJ ; SJ).

L'�etoile de i dans Q se r�etracte par d�eformation forte canonique sur le cône de sommet
x0 sur le link de i dans N 0. Donc il existe une r�etraction par d�eformation forte canonique
f2 de Q sur le cône de sommet x0 sur N 0 priv�e de l'�etoile de i dans N 0. En consid�erant
f1 � f2, le r�esultat en d�ecoule pour J = I � fig.

Si J = fi1; � � � ; ing, la compos�ee des r�etractions de P (WI�fi1;���;ikg; SI�fi1;���;ikg) sur
P (WI�fi1;���;ik+1g; SI�fi1;���;ik+1g) pour k = 1; � � � ; n� 1 ne d�epend pas de la num�erotation
de J , et fournit la r�etraction cherch�ee.

Remarque 1.10 Soit (W;S) un groupe cocompact de r�e
exions de Xn, X un immeuble
de type (W;S) et CX l'immeuble combinatoire des chambres de X. En tant que CW-
complexe, la r�ealisation g�eom�etrique de Davis-Moussong jCX j de CX est isomorphe �a la
subdivision barycentrique de X si Xn 6= Sn, et au cône sur celle-ci si Xn = Sn. La
r�ealisation g�eom�etrique standard jjCX jj de CX est hom�eomorphe �a X si Xn = Sn.

Preuve. Si Xn 6= Sn, ceci d�ecoule imm�ediatement du lemme 1.8, et de la naturalit�e de la
r�ealisation de Davis-Moussong. Si Xn = Sn, voir [Dav2].

En choisissant de mani�ere ad�equate les structures CAT(0) ou CAT(�1) mises par
G. Moussong sur la r�ealisation g�eom�etrique jCXj, il y a en fait isom�etrie dans la remarque
pr�ec�edente.

Par contre, si (W;S) est un syst�eme de r�e
exions hyperboliques qui n'est pas de type
hyperbolique, alors la r�ealisation g�eom�etrique standard jjCXjj de CX est tr�es di��erente de
X .

Lemme 1.11 Soit C un syst�eme de chambres de type (W;S), avec W in�ni. Supposons
que la r�ealisation g�eom�etrique standard de chaque r�esidu propre R de rang � 2 de type
non sph�erique est simplement connexe. Alors la r�ealisation g�eom�etrique standard jjCjj et
celle de Davis-Moussong jCj ont le même type d'homotopie en dimension 0 et 1.

Preuve. Soit �0I la subdivision barycentrique du simplexe �I , bI son barycentre, @�0I
son bord, et Fi la face oppos�ee au sommet i. On a un isomorphisme simplicial de dualit�e
entre �0S et �0I qui envoie un sommet si de S sur le barycentre de Fi. Comme W
est in�ni, la chambre de Davis-Moussong P (W;S) se plonge naturellement dans �0S (en
envoyant N(W;S) sur lui-même par l'identit�e et x0 sur le barycentre de �S). On a donc
un plongement simplicial f : P (W;S) ! �0I , qui envoie x0 sur bI et le barycentre de la
face SJ de N(W;S) sur le barycentre de la face FJ = \j2JFj de �I pour J � I non vide.
Identi�ons P (W;S) avec son image par f .

Soit �I;� la r�eunion des faces ouvertes de �I de la forme
T
j2J Fj avec WJ in�ni et

J 6= I . Notons que P (W;S) est contenu dans �0I � �0I;� par d�e�nition du nerf �ni. Il
n'est pas di�cile de voir qu'il existe une r�etraction par d�eformation forte de �0I ��

0
I;� sur

P (W;S), qui envoie la face Fi de �I sur l'�etoile du sommet si dans N 0(W;S)� P (W;S).
Par naturalit�e de la construction de Davis, si jjCjj� est l'image dans jjCjj de C ��I;�,

alors jjCjj � jjCjj� se r�etracte par d�eformation forte sur la r�ealisation de Davis-Moussong
de C. Par le lemme bien connu suivant appliqu�e �a Y = jjCjj et Y0 = jjCjj�, l'inclusion
jjCjj � jjCjj� � jjCjj induit un isomorphisme sur les groupes d'homotopie de dimension 0
et 1, ce qui d�emontre le lemme. Notons que par d�e�nition de la r�ealisation g�eom�etrique
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standard, les links de jjCjj sont connexes par galerie, i.e. si deux cellules maximales �; �0

de jjCjj se rencontrent en une cellule � , alors il existe une suite � = �0; �1; � � � ; �n = �0

de cellules maximales contenant � et se rencontrant cons�ecutivement en une cellule de
codimension 1.

Lemme Si Y est un complexe poly�edral dont toutes les cellules maximales sont des sim-
plexes de dimension n, dont les links sont connexes par galerie, et si Y0 est un sous-
complexe de Y , union de cellules ouvertes de Y de codimension � 2 dont les links sont
simplement connexes, alors l'inclusion de Y � Y0 dans Y est un isomorphisme sur les
groupes d'homotopie de dimension 0 et 1.

Preuve. Il existe une application f , appel�ee indice, de l'ensemble des sommets de la
subdivision barycentrique Y 0 dans f0; � � � ; ng qui associe au sommet x de Y 0, barycentre
de la cellule � de X , la dimension de �, de sorte que f est injective en restriction �a
l'ensemble des sommets de tout simplexe de la subdivision barycentrique.

Montrons d'abord que tout chemin dans Y entre deux sommets de Y �Y0 est homotope
(relativement �a ses extr�emit�es) �a un chemin simplicial dans Y 0 � Y0. Ceci montrera que
�0(Y �Y0)! �0(Y ) est un isomorphisme, et que (avec choix indi��erent d'un sommet de Y
comme point base) �1(Y �Y0)! �1(Y ) est surjective. Tout chemin dans Y est homotope
�a un chemin simplicial 
 dans le 1-squelette Y 0, de telle sorte que toute arête de 
 ait au
moins (donc exactement) un sommet d'indice n. On raisonne par r�ecurrence croissante
sur l'indice minimum d'un sommet de 
 qui est barycentre d'une cellule de Y0. Soient
x; y; z trois sommets cons�ecutifs de 
, d'indice respectivement n; j; n, avec y barycentre
d'une cellule de Y0. Alors x; z sont deux points du link de y dans Y 0, qui est simplement
connexe, donc connexe. Tout chemin simplicial entre x et z dans le link de y dans Y 0

est homotope dans Y 0 au chemin [x; y][ [y; z] et ses sommets sont d'indices strictement
sup�erieurs �a j. La premi�ere a�rmation en d�ecoule.

Montrons que toute homotopie dans Y entre deux lacets simpliciaux dans Y 0 � Y0 est
homotope (relativement �a son bord) �a une homotopie dans Y � Y0. Ceci montrera que
�1(Y �Y0)! �1(Y ) est injective. Comme les links sont connexes par chambre, toute telle
homotopie dans Y est homotope �a une homotopie simpliciale 
 dans le 2-squelette de Y 0,
de telle sorte que tout 2-simplexe de 
 ait un sommet d'indice n et un autre sommet ou
bien d'indice n � 1 ou bien qui n'est pas dans Y0. On raisonne par r�ecurrence croissante
sur l'indice minimum d'un sommet de 
 qui est dans Y0. Soit x un sommet de 
 dans Y0
d'indice i < n� 1. Les sommets du link ` de x dans 
 sont d'indice n ou n� 1 ou ne sont
pas dans Y0. Comme Y0 est un sous-complexe, le lacet ` est un lacet dans le link de x dans
Y 0, qui est simplement connexe par hypoth�ese, donc borde un disque simplicial D0 dans
le link de x dans Y 0, dont tous les sommets sont d'indices strictement sup�erieurs �a i. Par
contractibilit�e des �etoiles, le sous-disque de 
 de bord ` est homotope �a D0. La deuxi�eme
a�rmation en d�ecoule.

2 Crit�eres immobiliers locaux

Le but de cette section est de donner un crit�ere \local" sur un complexe de groupes, pour
qu'il soit d�eveloppable avec comme revêtement universel un immeuble hyperbolique.

Soit (W;S) un syst�eme de r�e
exions de covolume �ni deXn 6= Sn, et P son poly�edre de
Coxeter associ�e (voir la remarque �nale de la section pour l'extension �a d'autres syst�emes
de Coxeter).

18



Th�eor�eme 2.1 Un complexe de groupes de type (W;S) est d�eveloppable de revêtement
universel un immeuble de type (W;S) si et seulement si ses d�eveloppements lk-locaux
sont CAT(1) et ceux dont le type J est �ni et de cardinal au plus 3 sont des immeubles
sph�eriques.

Preuve. La condition est n�ecessaire par la proposition 1.5. Montrons qu'elle est su�sante.
Soit C un complexe de groupes sur le complexe poly�edral X de type (W;S). Supposons

que le d�eveloppement local en toute cellule de X soit CAT(0). Alors C est d�eveloppable,
par le th�eor�eme 1.7. Soit ~X un d�eveloppement universel de C. Nous avons d�ej�a vu que
~X est un complexe poly�edral de type (W;S). Le r�esultat d�ecoule du th�eor�eme suivant
appliqu�e �a Y = ~X.

Th�eor�eme 2.1' Soit Y un complexe poly�edral euclidien CAT(0) ou hyperbolique CAT(�1)
de type (W;S). Si, pour chaque cellule de Y dont le type J est de cardinal au plus 3, son
link est un immeuble sph�erique, alors Y est un immeuble de type (W;S).

Preuve. Notons � : Y ! P la fonction type. Soit CY le syst�eme de chambres sur
I = I(P ) associ�e (voir exemple (3) section 1.2). Notons M la matrice de Coxeter de
(W;S).

Montrons que CY est un syst�eme de chambres de type M au sens de [Ron, page 39].
Soit R un J-r�esidu de rang 2 de CY . Il s'agit de voir que R est un immeuble combinatoire
de type (WJ ; SJ).

Si R est de type sph�erique, par la proposition 1.3, alors R est le syst�eme de chambres
associ�e au link d'une cellule de type J . Par hypoth�ese, ce link est un immeuble sph�erique,
donc R est un immeuble combinatoire. Le fait que R soit de type (WJ ; SJ) a d�ej�a �et�e vu
dans 1.3.

Maintenant, si R n'est pas de type sph�erique, il s'agit de montrer que R est un immeu-
ble de type ~A1, c'est-�a-dire un arbre sans feuille terminale. Soit J = fi; jg le type de R.
Le r�esidu R est une composante connexe du graphe dont les sommets sont les cloisons de
type i et j dans CY , avec une arête entre la cloison de type i et la cloison de type j d'une
même chambre. Comme les links des faces de codimension 2 dans Y sont des immeubles
sph�eriques, chaque cloison de CY est contenue dans au moins deux chambres. Donc R n'a
pas de sommet terminal.

Soit � l'arc d'une perpendiculaire commune entre les faces i et j de P , si i et j ne
se rencontrent pas �a l'in�ni, ou l'arc d'un horocycle perpendiculaire entre ces faces sinon.
L'existence d'un tel arc contenu dans P d�ecoule des propri�et�es des poly�edres de Coxeter.
Tout d'abord les hyperplans contenant des faces de codimension 1 se rencontrent dans Rn

(resp. Hn [ @Hn) si et seulement si les faces se rencontrent de même (voir [Vin]). Par
convexit�e et le fait que les angles di�edres sont aigus, le r�esultat en d�ecoule.

G�eom�etriquement, identi�ons (la r�ealisation g�eom�etrique de) ce graphe R avec une
composante connexe du sous-espace T = ��1(�) de ~X.

Il s'agit donc de voir que chaque composante connexe de T est simplement connexe.
Supposons tout d'abord que i et j ne se rencontrent pas �a l'in�ni. Comme � induit sur la
r�eunion de deux chambres adjacentes la r�e
exion par rapport �a leur cloison commune (voir
par exemple [HP, section 5.5]), le sous-espace T est localement convexe dans Y . Comme
Y est CAT(0), chaque composante connexe de T est donc globalement convexe, et en
particulier est simplement connexe. Donc R est bien un arbre. Si i et j se rencontrent �a
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l'in�ni, la preuve est la même en travaillant dans le link d'un sommet �a l'in�ni de Y , qui
est CAT(0) par la proposition 1.1.

Si le cardinal de S est au plus 2, il n'y a plus rien �a montrer. Supposons donc le
contraire.

Lemme 2.2 La r�ealisation g�eom�etrique standard des r�esidus propres de rang k au moins
3 de CY est simplement connexe.

Preuve. Si R est un r�esidu sph�erique de rang � 3, soit J son type, et � une de ses
chambres. Alors la r�ealisation g�eom�etrique standard de R est hom�eomorphe au link L
de la face de type J de �, car R est sph�erique (voir remarque 1.10 et proposition 1.3).
Puisque Y est CAT(0), ce link L est CAT(1). Rappelons que les r�esidus sph�eriques de
rang 3 de R sont des immeubles combinatoires par l'hypoth�ese (transitivit�e des r�esidus) et
la proposition 1.3. Par le th�eor�eme 4.9, page 47 de [Ron], le revêtement universel au sens
des syst�emes de chambres de R est donc un immeuble combinatoire sph�erique de rang � 3.
Un revêtement au sens des syst�emes de chambres induit un revêtement branch�e au-dessus
du squelette de codimension � 3 entre les r�ealisations g�eom�etriques standards (voir [Ron,
page 42]). Soit L le revêtement branch�e de L correspondant. Comme L est un immeuble
sph�erique, il existe un ensemble dense de paires de points de L qui sont joints par une
(unique) g�eod�esique de longueur < � ne rencontrant pas le squelette de codimension 2
de L. Consid�erons l'image d'une telle g�eod�esique dans L. Puisque L ! L ne plie pas
sur les cloisons, cette image est une courbe localement injective localement g�eod�esique
de longueur < �. Comme L est CAT(1), cette courbe est une g�eod�esique minimisante.
D'o�u L ! L est une isom�etrie sur un ensemble dense de paires de points, donc c'est une
isom�etrie. En particulier L est un immeuble sph�erique. Comme son rang est au moins 3,
il est alors simplement connexe.

Supposons maintenant que R est le J-r�esidu d'une chambre c de Y , avec J non
sph�erique. Supposons d'abord que les faces de P dans J n'ont pas de point commun
�a l'in�ni dans l'espace hyperbolique.

Soit
S
R la r�eunion des chambres de R. C'est un sous-complexe de Y , qui est �evidem-

ment un complexe poly�edral de type P . Comme les angles di�edres de P sont au plus �
2

(voir aussi [Vin, Theo. 1.5]), le sous-espace
S
R est localement convexe dans Y . Comme Y

est CAT(0), on en d�eduit que
S
R est globalement convexe, donc en particulier simplement

connexe. Notons que R est un syst�eme de chambres de type (WJ ; SJ). Par les lemmes
1.8 et 1.9, le poly�edre P se r�etracte naturellement sur la chambre de Davis-Moussong de
(WJ ; SJ), de sorte que si j 2 J , alors la face j de codimension 1 de P s'envoie sur la face
Fj de la chambre de Davis-Moussong de (WJ ; SJ). Nous en d�eduisons que la r�ealisation de
Davis-Moussong de R a même type d'homotopie que

S
R, donc est simplement connexe.

Par le lemme 1.11 et par r�ecurrence, comme R est non sph�erique, il en d�ecoule que jjRjj
est simplement connexe.

Si les faces de P dans J ont un point commun �a l'in�ni dans l'espace hyperbolique, le
raisonnement est semblable, en utilisant le fait que le link d'un point �a l'in�ni de Y est
CAT(0) (voir proposition 1.1).

Soit eCY un revêtement universel au sens des syst�emes de chambres (voir [Ron, page
44]) du syst�eme de chambres CY de type M . Les r�esidus sph�eriques de rang 3 de CY sont
des immeubles combinatoires, car ce sont les syst�emes de chambres associ�es aux links de
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cellules de type J dans Y , avec J de cardinal 3, par la proposition 1.3 et l'hypoth�ese. Par le
th�eor�eme 4.9, page 47 de [Ron], nous en d�eduisons que eCY est un immeuble combinatoire
de type (W;S).

Par le lemme 1.8, le complexe poly�edral Y a le même type d'homotopie que la r�ealisa-
tion g�eom�etrique de Davis-Moussong jCY j de son syst�eme de chambres associ�e CY . Or Y
est simplement connexe, donc jCY j aussi. Par le lemme 1.11 dont l'hypoth�ese est satisfaite
par le lemme 2.2 et le fait que nous avons d�eja vu que les r�esidus non sph�eriques de rang
2 sont simplement connexes, on en d�eduit que jjCY jj est simplement connexe.

Lemme 2.3 (Exercice 9 page 52 de [Ron]) Si C est un syst�eme de chambres de rang
n � 3, si la r�ealisation g�eom�etrique standard de chaque r�esidu propre de rang k � 3 est
simplement connexe, si C ! C est un revêtement au sens des syst�emes de chambres, alors
l'application canonique jjCjj ! jjCjj entre les r�ealisations g�eom�etriques standards est un
revêtement.

Appliquons ce r�esultat �a C = CY et C = eCY , qui v�eri�ent bien les hypoth�eses du
lemme 2.3. Comme jjCY jj est simplement connexe, nous en d�eduisons que eCY et CY sont
isomorphes, donc que CY est un immeuble combinatoire, de type (W;S). Par cons�equent
(voir lemme 1.6), Y est un immeuble de type (W;S).

Dans le cas o�u (W;S) est le groupe de Coxeter �ni de type ~A2, le corollaire suivant est
dû �a [Bar]. Il �etait connu de Kleiner et Leeb dans le cas euclidien.

Corollaire 2.4 Si X est un complexe poly�edral de type (W;S), dont les links sont CAT(1)
et tel que, par deux points quelconques d'un link de type J de cardinal au plus trois passe
une sph�ere de dimension jJ j � 1 isom�etriquement plong�ee, alors le revêtement universel
de X est un immeuble de type (W;S).

Preuve. Ce r�esultat d�ecoule du th�eor�eme pr�ec�edent en mettant la structure de complexe
de groupes triviaux sur X , par la caract�erisation suivante des immeubles sph�eriques.

Th�eor�eme 2.5 (B. Kleiner, A. Lytchak) Un complexe poly�edral sph�erique CAT(1) de
dimension n est un immeuble sph�erique si et seulement si par deux points passe une sph�ere
de dimension n isom�etriquement plong�ee.

Corollaire 2.6 (S. Barr�e) Soit X un 2-complexe hyperbolique CAT(�1), dont les poly-
gones sont isom�etriques �a un même polygone de Coxeter P , tel que tout germe de g�eod�e-
sique soit contenu dans un germe de plan hyperbolique. Alors le revêtement universel de
X est un immeuble hyperbolique.

Remarque. Ce même th�eor�eme et son corollaire sont valables pour un groupe de Cox-
eter (W;S) quelconque. Il su�t de rempla�cer \immeuble de type (W;S)" par \r�ealisa-
tion g�eom�etrique de Davis-Moussong d'un immeuble combinatoire de type (W;S)", de
remplacer les complexes poly�edraux de type (W;S) par les complexes form�es de recolle-
ments convenables de chambres de Davis-Moussong P (W;S), et de d�e�nir les complexes
de groupes sur ces complexes de mani�ere naturelle en utilisant le fait que les arêtes d'un
tel complexe sont naturellement orient�ees (il n'y a pas besoin de prendre de subdivision
barycentrique). Le langage des ensembles partiellement ordonn�es de [Hae, BH] est ici
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parfaitement bien adapt�e. Il rend la preuve de cette extension tout �a fait semblable. Mais
pour des raisons de lisibilit�e, et parce que les seuls exemples auxquels nous appliquerons le
th�eor�eme 2.1 sont bien dans notre cadre, nous avons pr�ef�er�e nous restreindre aux groupes
de r�e
exions euclidiennes ou hyperboliques.

3 Exemples d'immeubles hyperboliques

3.1 Polygones de groupes

3.1.1 La construction g�en�erale

Si m est un entier au moins 2, rappelons qu'un m-gone g�en�eralis�e est un graphe biparti
(connexe) de diam�etre m et de maille (la longueur du plus petit cycle non trivial) 2m. Si
chaque arête est munie de la longueur �

m
, ce sont exactement les immeubles sph�eriques de

rang 2 (i.e. de type un syst�eme de r�e
exions du cercle S1 | un groupe di�edral d'ordre 2m
avec ses g�en�erateurs standards |) voir [Ron]. Rappelons que par un th�eor�eme de Feit-
Higman, un m-gone g�en�eralis�e �ni �epais (i.e. de valence au moins 3 en chaque sommet) ne
peut exister que si m = 2; 3; 4; 6 ou 8. Par exemple, avec les notations de l'exemple 1 de la
section 1.2, les m-gones g�en�eralis�es admettant un groupe d'automorphismes transitif sur
les chambres sont de la forme C(G;B;P1; P2).

Soit k � 3 un entier. Soit P un polygone hyperbolique de Coxeter, compact, de
sommets num�erot�es cycliquement de 1 �a k, d'angles aux sommets �

m1
; � � � ; �

mk
respective-

ment. Pour tout entier i modulo k, soit Gi un groupe �ni d'automorphismes d'un mi-gone
g�en�eralis�e, transitif sur les chambres, de stabilisateur d'une chambre Bi, et stabilisateurs
des cloisons de cette chambre P1;i; P2;i. Supposons donn�e un isomorphisme de paires

(P2;i; Bi) ' (P1;i+1; Bi+1)

de sorte que le diagramme suivant commute :

B1 �! B2

% &
Bn  � � �  B3

Identi�ons tous les groupes Bi par les isomorphismes pr�ec�edents, en un groupe not�e B,
ainsi que P2;i avec P1;i+1 en un groupe Qi. Soit C le polygone de groupes, de polygone P ,
de groupe de i-�eme sommet Gi, de groupe d'arête Qi entre les sommets i et i + 1, et de
groupe de polygone B avec les inclusions �evidentes.

Proposition 3.1 Le complexe C construit ci-dessus est d�eveloppable, et son revêtement
universel est un immeuble hyperbolique de type (W (P ); S(P )).

Preuve. C'est une simple application du th�eor�eme 2.1, car le d�eveloppement lk-local du
sommet i est combinatoirement le mi-gone g�en�eralis�e C(Gi; Bi;P1;i; P2;i), la condition sur
les angles de P assurant que la m�etrique est celle d'immeuble sph�erique.

Remarquons que tout immeuble hyperbolique de type (W (P ); S(P )), muni d'un groupe
discret d'automorphismes transitif sur les chambres est de cette forme. La classi�cation
des tels immeubles hyperboliques se ram�ene donc �a la classi�cation des suites �nies de
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quadruplets de groupes (Gi; Bi;P1;i; P2;i) avec Bi sous-groupe de P1;i; P2;i, eux-mêmes
sous-groupes de Gi, munis d'isomorphismes de paires (P2;i; Bi) ' (P1;i+1; Bi+1) faisant
commuter le diagramme desBi, de sorte que C(Gi; Bi;P1;i; P2;i) soit unmi-gone g�en�eralis�e,
avec �

mi
l'angle du i-�eme sommet de P .

Remarque 3.2 Si P est un polygone hyperbolique de Coxeter, d'aire �nie, non compact,
on obtient de même un immeuble hyperbolique de type (W (P ); S(P )). On prend le revête-
ment universel d'un polygone de groupes �nis sur P , qui v�eri�e, pour tout sommet �ni
s d'angle �

m
, d'arêtes incidentes a+; a�, la condition suivante : le groupe Gs admet une

action sur un m-gone g�en�eralis�e, transitive sur les chambres, pour laquelle GP � Gs est
le stabilisateur d'une chambre, et Ga�; Ga+ sont les stabilisateurs des cloisons de cette
chambre.

3.1.2 Rappels sur les groupes de type de Lie �nis de rang 2

Nous rappelons ci-dessous la liste des groupes G de type de Lie (i.e. de Chevalley ou de
Chevalley tordus), �nis et de rang 2, au sens suivant (voir [CSM, Car]).

Un groupe de Chevalley �ni correspond �a un couple d'une alg�ebre de Lie g simple non
triviale sur C et d'un corps �ni Fq (q puissance non nulle d'un nombre premier). Nous
dirons qu'il est de rang 2 si le diagramme de Dynkin de g a deux sommets (donc de type
A2; B2 ou G2). Un groupe de Chevalley tordu �ni correspond �a un triplet d'une alg�ebre
de Lie g simple non triviale sur C , d'un automorphisme � d'ordre n � 2 du diagramme
de Dynkin de g et d'un corps �ni Fqn . Nous dirons qu'il est de rang 2 si le quotient du
diagramme de Dynkin de g par � poss�ede deux sommets (donc est de type 2A3;

2A4;
3D4

ou 2F4; dans ce dernier cas, comme � ne pr�eserve pas l'orientation des arêtes, il faut
prendre pour ordre du corps 22e+1, et on pose par convention q2 = 22e+1).

Rappelons que tous les groupes de Chevalley ([Car] Prop. 8.2.1 page 108) et groupes de
Chevalley tordus ([Car] Theo. 13.5.4 page 230), poss�edent une (B;N)-paire. Ils agissent
donc sur l'immeuble sph�erique associ�e �a cette (B;N)-paire, de mani�ere transitive sur les
paires (C;�), avec C une chambre et � un appartement contenant C (voir par exemple
[Car] page 299). Si le rang est 2, alors cet immeuble sph�erique est de rang 2 et B est le
�xateur d'une arête. Nous noterons P1; P2 les �xateurs des deux sommets de cette arête,
de sorte que le quotient de l'immeuble par G soit le graphe de groupes suivant :

s s
P1 P2

B

D�e�nition 3.3 Nous appellerons (G;B;P1; P2) un quadruplet de Chevalley, et noterons
C(G;B;P1; P2) l'immeuble sph�erique associ�e, appel�e graphe de Chevalley.

L'exemple qu'il faut garder en tête est celui de G = PGL3(Fq), avec B le sous-groupe
des matrices triangulaires sup�erieures, P1 le sous-groupe des matrices dont les coe�cients
1,3 et 2,3 sont nuls et P2 le sous-groupe des matrices dont les coe�cients 1,2 et 1,3 sont
nuls. L'immeuble associ�e C(G;B;P1; P2) est l'immeuble des drapeaux du plan projectif
sur le corps Fq , dont les sommets sont les points P et les droites L de P2(Fq) avec une
arête entre P et L si et seulement si P appartient �a L.

23



Figure 3 : Graphe d'incidence du plan projectif sur F2.

Dans la table ci-dessous, la notation (n;m) d�esigne le pgcd de n et m. Si s est le
nombre en dessous d'un sommet du diagramme, la valence de ce sommet est s + 1. Le
nombre au-dessus d'un sommet du diagramme est le nombre de sommets de l'immeuble
ayant le même type que ce sommet.

Les formules pour les ordres des groupes sont issues de [Car] en utilisant le Theorem
9.4.10 (page 144) et les pages 122, 155, pour les groupes de Chevalley, et le Theorem 14.3.2
(page 262) pour les groupes de Chevalley tordus.

Groupe Cardinal du groupe Cardinal de B

A2(q) = PSL3(Fq )
1

(3;q�1)q
3(q2 � 1)(q3 � 1) 1

(3;q�1)q
3(q � 1)2

C2(q) = PSp4(Fq )
1

(2;q�1)q
4(q2 � 1)(q4 � 1) 1

(2;q�1)q
4(q � 1)2

2A3(q2) = PSU4(Fq2 )
1

(4;q+1)q
6(q2 � 1)(q3 + 1)(q4 � 1) 1

(4;q+1)q
6(q � 1)(q2 � 1)

2A4(q2) = PSU5(Fq2 )
1

(5;q+1)q
10(q2 � 1)(q3 + 1)(q4 � 1)(q5 + 1) 1

(4;q+1)q
10(q2 � 1)2

G2(q) q6(q2 � 1)(q6 � 1) q6(q � 1)2
3D4(q3) q12(q2 � 1)(q6 � 1)(q8 + q4 + 1) q12(q2 � q + 1)

2F4(q2) (q2 = 22e+1) q24(q2 � 1)(q6 + 1)(q8 � 1)(q12 + 1) q24(q2 � 1)2

Type de l�immeuble Param�etres de l�immeuble

A2 s s

q q

q2 + q + 1 q2 + q+ 1

C2 s s

q q

(q2 + 1)(q+ 1) (q2 + 1)(q+ 1)

C2 s s

q2 q

(q3 + 1)(q+ 1) (q2 + 1)(q3 + 1)

C2 s s

q2 q3

(q3 + 1)(q5 + 1) (q + 1)(q2 + 1)(q5 + 1)

G2 s s

6q q

(q+ 1)(q4 + q2 + 1) (q + 1)(q4 + q2 + 1)

G2 s s

6q3 q

(q3 + 1)(q8 + q4 + 1) (q + 1)(q8 + q4 + 1)

I2(8) s s

8q q2

(q+ 1)(q3 + 1)(q6 + 1) (q + 1)(q3 + 1)(q6 + 1)

Table 1: Immeubles sph�eriques �nis de rang 2 provenant des groupes de type de Lie.
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Si N est le nombre de racines positives, et d le nombre de caract�eres de Q=P avec Q
(resp. P ) le sous-groupe additif engendr�e par un syst�eme fondamental de poids (resp. ra-
cines), alors le cardinal du sous-groupe de Borel d'un groupe de Chevalley est, en rang 2,
voir [Car] page 121 :

jBj =
1

d
qN (q � 1)2:

Pour un groupe de Chevalley tordu, si � est l'isom�etrie du syst�eme de racines, si N est
le nombre de racines positives, et d le nombre de caract�eres auto-conjugu�es de Q=P , et si
�1; � � � ; �l sont les valeurs propres de � , alors le cardinal du sous-groupe de Borel est, voir
[Car] page 251 :

jBj =
1

d
qN (q � �1) � � �(q � �l):

Les tables page 43, 122 et 46-47 de [Car] permettent alors de calculer jBj dans le tableau
ci-dessus.

Les deux derni�eres donn�ees sont extraites de l'appendice 6 (page 191) de [Ron].
Rappelons que les formes hermitiennes sur Fq2 pour l'involution � 7! �q de Fq2 sont

�equivalentes. Nous n'avons pas fait �gurer les groupes de type B2 ni de type
2D3, �a cause

des isomorphismes de dualit�e :

P
5(Fq) = PSp4(Fq) et P

�
6 (Fq2) = PSU4(Fq2 )

(voir respectivement [Tay] pages 196 et 198). Tous les groupes sont simples sauf C2(2) '
S6, G2(2) et

2F4(2) (voir [Car] pages 172 et 262).
Cette table montre en particulier que toutes les possibilit�es permises par le th�eor�eme

de Feit-Higmann apparaissent e�ectivement.

3.1.3 L'exemple de Aschbacher-Smith

L'exemple suivant [AB] de triangle hyperbolique de groupes �nis, de revêtement universel
un immeuble hyperbolique de dimension 2, nous a �et�e communiqu�e par P. Brown. La liste
compl�ete des triangles de groupes �nis, de revêtement universel un immeuble hyperbolique
de dimension 2 �epais classique, est donn�ee par exemple dans [Mei].

Dans ce diagramme, (G2(2); B;P1; P2) est le quadruplet de Chevalley de type G2 sur
le corps F2, avec B le 2-Sylow de G2(2), d'ordre 64, d'indice 3 dans P1 et P2. Le groupe H
d'ordre 576 = 64:32 agit transitivement sur les arêtes d'un graphe biparti complet �a 3 + 3
sommets, de �xateur d'arête B, et �xateurs de sommets deux copies de P2.

G (2)2

π
6

π
6

π
2

B

P

P P

H

G (2)2

2 2

1

Figure 4 : Triangle hyperbolique de groupes.
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D'apr�es le r�esultat de A. Zuk [Zuk] (voir aussi [BS]), le groupe fondamental de ce
triangle de groupes a la propri�et�e T de Kazhdan. Nous ne savons pas s'il est un quotient
d'un r�eseau uniforme du groupe des isom�etries de l'espace hyperbolique quaternionien ou
du plan hyperbolique octonien.

3.1.4 Vers une classi�cation des immeubles fuschiens homog�enes

Les exemples ci-dessous donnent une liste d'immeubles hyperboliques de dimension 2 ho-
mog�enes (i.e. admettant un groupe discret d'automorphismes transitif sur les chambres)
et classiques i.e. dont les links sont des bigones g�en�eralis�es ou des polygones g�en�eralis�es
alg�ebriques (i.e. associ�es �a un quadruplet de Chevalley).

Si C(G;B;P1; P2) est un graphe de Chevalley, le groupe Aut0 C(G;B;P1; P2) des auto-
morphismes pr�eservant le type de C(G;B;P1; P2) est, d'apr�es [Tit1, cor. 5.9], extension de
G par le groupe des automorphismes du corps Fq sous-jacent. Plus pr�ecisement, G. Seitz
a montr�e :

Th�eor�eme 3.4 (G. Seitz [Sei]) Si (G;B;P1; P2) est un quadruplet de Chevalley, si H est
un sous-groupe de Aut0 C(G;B;P1; P2) agissant transitivement sur les chambres, alors ou
bien H contient G, ou bien (G;H) est de la forme suivante :

G = PSL3(2) et jH j = 3:7
G = PSL3(8) et jH j = 32:73 (H � P�L3(8))
G = PSp4(2) ' S6 et H ' A6

G = G2(2) et H = G2(2)
0

G = 2F4(2) et H = 2F4(2)0

G = PSp4(3) ' PSU4(2
2) et H est un sous� groupe parabolique maximal de

PSU4(22) d0ordre 26:3:5:

En mettant de côt�e les �eventuelles possibilit�es d'isomorphismes venant des automor-
phismes des corps, et les cas particuliers pr�ec�edents, nous pouvons donc supposer que les
groupes de sommet d'un polygone de groupes �nis dont le revêtement universel est un
immeuble hyperbolique sont des groupes �nis de type de Lie.

(A) Cas o�u les groupes de sommets sont des groupes �nis de type de Lie

Si (G;B;P1; P2) et (G0; B0;P 01; P
0
2) sont deux quadruplets de Chevalley distincts (y

compris modulo permutation des deux derniers groupes), la paire (P1; B) n'est jamais
isomorphe �a la paire (P 01; B

0). En e�et, un simple calcul de l'ordre de P1=B (qui vaut q�+1
d'apr�es la table 1, avec � = 1; 2 ou 3 et q l'ordre du corps) montre que la caract�eristique
p doit être la même. Alors le p-Sylow U de B doit être isomorphe �a celui pour B0. En
utilisant que l'ordre de U est la puissance de q dans l'expression de l'ordre de B (voir
[Car]), et en examinant les ordres des groupes B (voir table 1), on en d�eduit que B et B0

ne peuvent pas être isomorphes.

26



G G

P

P

P

P

GG

G

B
1

1

2 2
π
m

π
m

π
m

Figure 5 : Exemples (A): Polygones hyperboliques r�eguliers de groupes.

De plus, il n'existe pas d'isomorphisme de P1 sur P2 �xant point par point B. En e�et,
notons �1; � � � ; �m les racines positives dans l'ordre croissant et U�i les groupes de racine
correspondants, de sorte que P1 est engendr�e par B et U��1 , et P2 par B et U��m . Un
isomorphisme de P1 sur P2 �xant B envoie le centralisateur de U�m dans P1 sur celui dans
P2. Comme U��1 centralise U�m , mais que le centralisateur de U�m dans P2 est contenu
dans B, ceci est impossible.

Donc si les groupes de sommet d'un polygone de groupes sont tous des groupes �nis de
type de Lie, alors le polygone P a un nombre pair 2p de côt�es, et les groupes de sommet
sont constants (voir �gure 5 ci-dessus).

Si toutes les 
�eches sont les inclusions �evidentes, on obtient bien un polygone de
groupes, que nous appelerons exemples (A). Si le cardinal du corps est premier, F. Haglund
[Hag2] a r�ecemment montr�e que le revêtement universel d'un polygone de groupes sur P
ayant les mêmes groupes est le même que lorsque les 
�eches sont les inclusions.

Pour r�esumer les discussions pr�ec�edentes, �enon�cons le r�esultat suivant, qui est aussi un
cas particulier des r�esultats de [Hag2].

Proposition 3.5 Les immeubles hyperboliques de dimension 2 homog�enes, de links al-
g�ebriques sur un corps de cardinal premier d'ordre au moins 5 sont les revêtements uni-
versels des exemples (A) (voir �gure 5).

Rappelons que tout automorphisme � du corps �ni Fq sous-jacent induit un auto-
morphisme de G qui pr�eserve B; P1; P2. Pour toute partie A de l'ensemble des sommets,
on peut remplacer les trois inclusions arrivant dans le groupe de sommet de A par les
inclusions compos�ees par l'automorphisme induit par �.

(B) Autre pr�esentation pour certains des cas o�u les groupes de sommets

sont des groupes �nis de type de Lie

Supposons qu'il existe � : G ! G un isomorphisme de type graphe de G, d'ordre
2 avec �(P1) = P2 et �(B) = B. Par exemple, si G = PSL3(Fq), on peut prendre � la
compos�ee de l'inverse et de la transposition par rapport �a l'antidiagonale. Alors l'immeuble
hyperbolique donn�e par le polygone de groupes de la �gure 5 ci-dessus (avec pour 
�eches
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les inclusions) peut aussi être d�e�ni par un triangle de groupes.

G Z/2Z

P1

P1 Z/2Z Z/2Z

Z/2Z

B

B

B

2pD    ) Z/2Z(B

Figure 6 : Un triangle non �epais de groupes.

En e�et, si 2p est le nombre de côt�es du polygone, alors le polygone de groupes a une
sym�etrie �evidente par un groupe d'ordre 4p, de quotient le triangle de groupes ci-dessus.
Le groupe D2p est le groupe di�edral d'ordre 2p, de pr�esentation ha; bja2 = b2 = (ab)p = 1i.
Dans les produits semi-directs, le groupe Z=2Zagit sur G et B par � et sur D2p par
permutation de a et b. L'inclusion de Z=2Zdans D2p est celle envoyant le g�en�erateur sur
a. Les morphismes sont alors ceux �evidents.

(C) Cas o�u certains links de sommets sont des bigones g�en�eralis�es

Il reste donc �a comprendre quand une paire (P1; B) d'un quadruplet de Chevalley
(G;B;P1; P2) est isomorphe �a une paire (P1; B) d'un groupe agissant transitivement sur
les chambres d'un bigone g�en�eralis�e (voir section pr�ec�edente pour un exemple).

Un cas particulier important est quand B est trivial, car la commutativit�e du dia-
gramme au-dessus de la proposition 3.1 est triviale. Par le th�eor�eme de Seitz 3.4 ci-dessus,
il existe exactement deux groupes d'automorphismes H agissant simplement transitive-
ment sur les chambres d'un m-gone g�en�eralis�e classique avec m � 3, celui associ�e �a
G = PSL3(2) (voir �gure 3) et G = PSL3(8), o�u H est respectivement d'ordre 3:7 et
32:73.

Si Gi agit simplement transitivement sur les chambres d'un mi-gone g�en�eralis�e, avec
stabilisateurs de sommets P1;i; P2;i, on obtient par la �gure ci-dessous d'autres familles de
polygones de groupes du mod�ele cherch�e (toujours avec un nombre pair de côt�es).

π
m

π
m

P1,i

P   x P2,i 1,i+1

π
2

π
2

π
2

GP

P

G

{1}

i

2,i
P

1,i+1 i+1

2,i+1

P   x P2,i-11,i

2,i+1P      x P1,i+2

i

i+1

Figure 7 : Polygone hyperbolique de groupes avec angles droits.
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En�n, consid�erons T un triangle de groupes �nis, de revêtement universel un immeuble
hyperbolique de dimension 2 �epais classique (voir la classi�cation de Timmesfeld-Meixner-
Stroth [Mei]), de groupes de sommets respectivement G1; G2; G3, dont les angles sont
n�ecessairement de la forme �

2 ;
�
m
; �
m
respectivement, avec m = 6 ou 8, et la caract�eristique

ne peut être que 2 ou 3. Consid�erons une partition de p = p1 + � � �p3s avec s � 1 et les
pi entiers impairs. Soit P un polygone hyperbolique d'angles �

2 aux premiers p1 sommets,
d'angles �

m
aux p2 + p3 sommets suivants, d'angles �

2 aux p4 sommets suivants, d'angles
�
m

aux p5 + p6 sommets suivants, etc (dans un ordre cyclique). On munit alors P de
la structure de polygones de groupes, de groupes des p1 premiers sommets G1, des p2
sommets suivants G2, des p3 sommets suivants G3, des p4 sommets suivants G1, etc, avec
les groupes d'arête donn�es par ceux de T (ce qui est coh�erent, car pi est impair).

π
m

G1

G1

π
m

G2

P2 P2 G2
P3

G3
P3

P1

P1
π
m

P3
G3

P1
G1

P2

1

P2

P1
2

B
G3

3

Figure 8 : Polygone hyperbolique de groupes exotiques.

3.2 D�eformations d'immeubles fuschiens et revêtements branch�es d'im-
meubles euclidiens

Si X est un immeuble hyperbolique de dimension 2, de chambre un polygone r�egulier P
�a un nombre pair de côt�es, alors les techniques de F. Haglund [Hag1] (voir aussi [BB])
vont nous permettre ci-dessous de construire de nombreux exemples (qui n'admettent en
g�en�eral pas de sous-groupe discret cocompact d'isom�etries).

Th�eor�eme 3.6 Soit P un polygone hyperbolique r�egulier d'angle �=m avec m � 3, ayant
un nombre pair de côt�es. Soit L un m-gone g�en�eralis�e alg�ebrique de cardinal du corps
assez grand. Alors il existe une in�nit�e non d�enombrable d'immeubles hyperboliques de
type (W (P ); S(P )), dont tous les links sont isomorphes �a L.

Preuve. Cette preuve n'est qu'une adaptation des arguments de F. Haglund [Hag1].
Faisons d'abord une remarque pr�eliminaire.

Si L est un m-gone g�en�eralis�e alg�ebrique de cardinal du corps assez grand, pour tout
sommet s de L et arête a de L dont un sommet est s, il existe un automorphisme � de
l'�etoile de s dans L, �xant a, qui ne s'�etend pas en un automorphisme de L. Par exemple,
pour le graphe d'incidence du plan projectif sur Fq , c'est vrai d�es que q � 3 car l'inclusion
du groupe a�ne de la droite a�ne sur Fq dans le groupe de toutes les bijections de cette
droite a�ne est propre.
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Soit X l'immeuble hyperbolique de type (W (P ); S(P )), dont tous les links sont iso-
morphes �a L, construit comme revêtement universel du polygone de groupes de la �gure
5 (exemples (A)). Soit C une chambre �x�ee de X , [u; v] un côt�e de C de sommets u; v, et
d le segment g�eod�esique de C, perpendiculaire commun �a [u; v] et au côt�e oppos�e de [u; v]
dans C. Soit T la r�eunion des droites g�eod�esiques de X contenant d. Soit q+1 le nombre
de polygones contenant [u; v].

Le sous-espace T est un arbre, plong�e de mani�ere totalement g�eod�esique dans X . Il
est r�egulier de valence q+1 si le nombre de côt�es de P est divisible par 4, bir�egulier sinon.
Pour simpli�er, nous ne traiterons que le cas divisible par 4, l'autre se traitant de facon
analogue.

On oriente l'arête T \ C de T pour que son extr�emit�e soit T \ [u; v] = fs1g. On se
�xe un rayon g�eod�esique R dans T commencant par T \ C, et on note s0; s1; s2; � � � ses
sommets de sorte que T \ C = [s0; s1]. On note Ci la chambre de X contenant [si; si+1].
En particulier, C0 = C. On note T+ (resp. T�) la composante connexe de T�]s0; s1[
contenant s1 (resp. s0). On num�erote arbitrairement de 1 �a q les q arêtes de T issues d'un
point de T+ et ne pointant pas vers s0. En particulier, l'ensemble des sommets de T+

s'identi�e �a l'ensemble f1; � � � ; qg(N) des suites �nies dans f1; � � � ; qg, de sorte que la suite
vide corresponde �a s1.

L'arbre T s�epare X en deux composantes connexes, d'adh�erences not�ees X+; X�. On
note u0; u1; � � � les sommets de X dans X� tels qu'une arête de X issue de ui contienne
si. Pour i � 1, on identi�e le link Li de ui dans X avec L, de sorte que l'arête de ce link
correspondant �a Ci�1 soit a et le sommet de ce link correspondant �a [ui; si] soit s.

Le link de si dans Li s'identi�e au link de si dans T , donc par la num�erotation choisie
avec f1; � � � ; q + 1g de sorte que q + 1 corresponde au polygone Ci�1. Par la remarque
pr�eliminaire, il existe un automorphisme �i de f1; � � � ; q+1g �xant q+1 et qui ne s'�etend
pas en un automorphisme de Li.

Consid�erons une suite � = (�i)i2N�f0g avec �1 = �1, et �i valant soit l'identit�e du link de
si dans T , soit �i pour i � 2, et qui n'est pas constante �a partir d'un certain rang. On note
�� : T ! T l'automorphisme �xant le sous-arbre T� et v�eri�ant ��((ai)i2(N)) = (�i(ai))i2(N)
pour tout sommet (ai)i2(N) de T

+.
Notons X� = X�

`
��
X+ le recollement de X� et X+ par l'isomorphisme �� de T vu

dans X� sur T vu dans X+. Alors le complexe polygonal X�, qui est CAT(�1), est un
immeuble hyperbolique de dimension 2 de même type que X (ses links n'ont pas chang�e
et on applique le corollaire 2.4).

On identi�e X� avec ses images dans chaque X�. Supposons qu'il existe deux suites
�; �0 telles que X�; X�0 soient isomorphes. Par consid�eration de type d'isomorphisme des
voisinages d'arêtes, un tel isomorphisme envoie l'arête de X� issue de ui sur celle de X�0

issue de ui, et les suites �; �0 co��ncident. Comme il existe un ensemble non d�enombrable
de telles suites, le r�esultat en d�ecoule.

Remarque. (1) Le graphe biparti complet Kq;q �etant trop 
exible, cette preuve ne
marche pas pour L = Kq;q. Au contraire, M. Bourdon [Bou1] a montr�e que tout immeuble
hyperbolique, de chambre le polygone hyperbolique r�egulier �a p côt�es et �a angles droits
et de links de sommets isomorphes au graphe biparti complet Kq;q, est isom�etrique �a
l'immeuble de Bourdon Ip;q.

(2) Le r�esultat analogue est beaucoup plus di�cile dans le cas des immeubles triangu-
laires euclidiens d'ordre 2, voir [Bar].
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Proposition 3.7 Si X est un immeuble euclidien ou hyperbolique de dimension 2, et n
un entier au moins 2, alors un revêtement de X branch�e d'ordre n au centre de chaque
chambre de X admet une structure d'immeuble hyperbolique ~X(n) de dimension 2. Si X
admet un sous-groupe discret cocompact d'automorphismes, alors ~X(n) aussi.

Preuve. NotonsX� l'espace m�etriqueX priv�e du barycentre de chacune de ses chambres.
Par contractibilit�e de X , avec un choix de point base arbitraire, le groupe fondamental
�1X

� de X� est un produit libre in�ni de groupes in�nis cycliques, avec un g�en�erateur pour
chaque chambre de X . Notons N le sous-groupe normal de �1X

� normalement engendr�e
par la puissance n-�eme du bord de chaque chambre. Soit ~X(n) le compl�et�e du revêtement
fX� de X� d�e�ni par N .

Comme le groupe fondamental de fX� estN , et que les g�en�erateurs deN sont triviaux en
homotopie par passage au compl�et�e, nous en d�eduisons que ~X(n) est simplement connexe.
Si C est une chambre de X , alors le revêtement d'ordre n � 2 branch�e au barycentre de
C admet une structure de polygone hyperbolique, dont les angles correspondent �a ceux de
C par l'application de revêtement. En munissant les 2-cellules de ~X(n) de cette structure,
le fait que ~X(n) est un immeuble hyperbolique de dimension 2 d�ecoule alors du corollaire
2.4, les links n'ayant pas chang�e.

Par construction, Aut( ~X(n)) contient un sous-groupe G(n) qui s'ins�ere dans une suite
exacte

1 �! N �! G(n) �! Aut(X) �! 1:

Si Aut(X) agit transitivement sur les chambres de X , alors G(n) agit aussi transitive-
ment sur les chambres de ~X(n). Les �xateurs dans G(n) de points de ~X(n) s'envoient
isomorphiquement sur les �xateurs correspondants dans Aut(X). La derni�ere assertion
s'en d�eduit.

Nous renvoyons �a [Bou2] pour un autre proc�ed�e d'hyperbolisation des immeubles eucli-
diens. Comme dans [Bou2], en tirant en arri�ere par revêtement branch�e, nous en d�eduisons
que tout r�eseau dans un groupe alg�ebrique semi-simple de rang 2 sur un corps local (comme
PSL3(K) avec K �egal �a Z=pZ((t)) ou �a une extension �nie de Qp) admet une extension
(de noyau un produit libre in�ni) qui est un r�eseau dans un immeuble fuschien.

3.3 Poly�edres hyperboliques �a angles droits

Les constructions dans cette section sont essentiellement dues �a J. Meier et �a M. Davis
(voir par exemple [Dav2]).

Soit P un poly�edre hyperbolique de volume �ni, �a angles di�edres droits (de dimension
est au moins 2), et soit P1 l'ensemble de ses sommets �a l'in�ni.

En dimension 2, il est facile de classer ces poly�edres (il y a des modules). En dimension
3, le th�eor�eme d'Andreev [And] permet de les caract�eriser par la combinatoire de leur
bord. (Dans le cas compact, ce sont exactement les cellulations duales des triangulations
de la sph�ere de dimension 2 di��erentes du simplexe et du dual du prisme, telles que tout
cycle d'arêtes de longueur trois dans cette triangulation borde une face, et tout cycle de
longueur quatre borde la r�eunion de deux faces recoll�ees le long d'une arête.) Par exemple,
il existe un dod�eca�edre hyperbolique r�egulier �a angles droits. D'apr�es une communication
personnelle d'I. Rivin, il y a une in�nit�e de P en dimension 4, et aucun en dimension au
moins 5.
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Si I = I(P ) est l'ensemble des faces de codimension 1 de P , soit Gi un groupe �ni
de cardinal ni � 2 pour tout i dans I (par exemple Gi = Z=niZ). Si � est une face de
P di��erente d'un sommet �a l'in�ni, disons que � = \J pour J � I (avec par convention
J = ; si � = P ), et posons G� =

Q
j2J Gj . Comme P est un poly�edre de Coxeter, les

links de ses faces (di��erentes d'un sommet �a l'in�ni) sont des simplexes (voir [Vin]). Donc
l'�ecriture � = \J existe et est unique.

Si � = \J est une face propre de � = \K (avec � =2 P1) et a est l'arête de la
subdivision barycentrique de P d'origine � et d'extr�emit�e �, posons  a : G� =

Q
i2K Gi !

G� =
Q

i2J Gi le morphisme de groupes injectif �evident donn�e par l'inclusion K � J .
Il est imm�ediat de v�eri�er que C = (P; fG�g; f ag) est un polytope de groupes dont

le d�eveloppement lk-local d'une face � = \J =2 P1 de dimension k est un joint sph�erique
it�er�e d'ensembles �nis �a nj �el�ements pour j parcourant J . En particulier C est �a courbure
n�egative.

Par la section 1.5, la limite inductive � des (fG�g; f ag) est un groupe discret d'iso-
m�etries d'un complexe poly�edral CAT(�1) localement �ni ~X (le revêtement universel de
C).

3.4 Poly�edres id�eaux

Nous construisons ci-dessous des exemples de gros groupes paraboliques d'isom�etries de
complexes poly�edraux CAT(-1), qui sont contenus dans des groupes discrets de covolume
�ni.

Soient X un complexe poly�edral hyperbolique �ni, avec X1 non vide (i.e. dont au
moins l'une des cellules a au moins un point �a l'in�ni) et C un complexe de groupes �nis
sur X . Supposons C �a courbure n�egative (au sens de la section 1.5).

Notons ~X le revêtement universel de C (qui existe par le th�eor�eme 1.7). Alors ~X est un
complexe poly�edral CAT(�1) localement compact. L'action sur ~X du groupe fondamental
de C est discr�ete, car les �xateurs de cellules sont �nis, et de covolume �ni, car X est de
volume �ni.

Soit x0 2 X1. Nous avons vu dans la section 1.5 que le link de x0 dans X h�erite de C
une structure de complexe de groupes, not�ee Cx0 , qui est d�eveloppable. Soit Gx0 le groupe
fondamental de Cx0 .

Alors il d�ecoule des r�esultats de [Hae] que Gx0 s'injecte dans le groupe fondamental de
C, d'image le stabilisateur d'un point �a l'in�ni de ~X (au-dessus de x0). Une horosph�ere de
~X su�samment petite centr�ee en ce point est isom�etrique (pour la m�etrique de longueur
induite) au revêtement universel de Cx0 . Comme Gx0 pr�eserve ces horosph�eres, c'est un
groupe parabolique.

Comme X n'a qu'un nombre �ni de cellules et est conique �a l'in�ni, en prenant dans
X une horosph�ere suf�samment petite centr�ee en chaque point de X1, et en prenant
l'image r�eciproque dans le revêtement universel ~X , on obtient une famille �equivariante
d'horoboules centr�ees en tous les points paraboliques, ces horosph�eres �etant de plus �a
distance minor�ee par une constante strictement positive. Il d�ecoule alors de la proposition
5.12 de [Bow3] que le groupe fondamental �1(C) est un groupe g�eom�etriquement �ni au
sens de Tukia-Bowditch [Tuk, Bow2] et est hyperbolique relativement �a l'ensemble de ses
sous-groupes paraboliques maximaux, au sens de Gromov-Farb-Bowditch [Bow3].

Supposons que Gx0 contienne un groupe libre de rang 2. Par la proposition 1.6 de
[BM], puisqu'un groupe qui contient un groupe libre de rang 2 n'est pas moyennable,
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l'exposant critique de Gx0 est in�ni. Donc l'exposant critique de �1(C) est in�ni.

Exemple 1 : Consid�erons un triangle hyperbolique id�eal de groupes �nis, de groupe du
triangle trivial, et groupes des arêtes les groupes �nis A;B;C. Il est clairement �a courbure
n�egative, donc d�eveloppable, de revêtement universel not�e ~X. Le groupe fondamental G
est le produit libre A �B �C, les sous-groupes paraboliques maximaux sont les conjugu�es
de A � B;A � C et B � C, qui contiennent un groupe libre de rang 2 si A;B;C sont
de cardinal au moins 3. Les horosph�eres sont isom�etriques pour la distance de longueur
induite aux arbres de Bass-Serre des produits libres A�B;A�C et B�C. Mais toute droite
g�eod�esique dans un tel arbre est contenue dans une copie d'un plan hyperbolique, et y est
une horosph�ere, donc est exponentiellement distordue pour la distance induite. Dans ce
cas, il est facile de montrer directement que la s�erie de Poincar�e diverge en tout exposant
�ni et que la dimension de Hausdor� du bord est in�nie. Le bord est une courbe (compact
connexe m�etrisable, de dimension topologique 1), dont les seuls points de coupure locaux
sont les points �xes paraboliques. Il est hom�eomorphe �a l'espace topologique quotient
du Cantor des bouts de l'arbre de Bass-Serre du produit libre A � B � C par la relation
d'�equivalence qui �ecrase en un point l'ensemble limite de chaque conjugu�e de A �B;A �C
ou B � C.

Montrons comment �epaissir ~X de mani�ere �equivariante sous G pour obtenir une vari�et�e
riemanienne compl�ete ~M �a courbure inf�erieure ou �egale �a �1 (mais non minor�ee). Pour
simpli�er, supposons A = B = C = Z=3Z. Soit � un triangle hyperbolique id�eal de
H2 . Il existe sur � � [0;+1[ une m�etrique riemanienne compl�ete, ayant une sym�etrie
d'ordre trois autour du rayon fxg� [0;+1[ o�u x est le barycentre de �, telle que ��f0g
et c � [0;+1[ pour chaque côt�e c de � sont totalement g�eod�esiques et isom�etriques �a
respectivement � et un demi-plan hyperbolique, et tel que les angles di�edres le long de
c�f0g entre ��f0g et c�[0;+1[ soient �

3 pour chaque côt�e c de �. Montrons bri�evement
comment obtenir une telle m�etrique.

Le plan hyperbolique H2 s�epare l'espace hyperbolique H3 en deux composantes con-
nexes d'adh�erences H3

� ;H
3
+ . L'intersection entre H3

+ et les trois demi-espaces contenant
� et dont le bord fait un angle �

3 avec H2 ne convient pas, car les trois demi-plans dans
H3
+ contenant les trois côt�es de � et faisant un angle �

3 avec � se rencontrent. Mais en
faisant tendre la courbure vers �1 en s'approchant des pointes de �, on obtient l'exemple
souhait�e.

En doublant � � [0;+1[ (avec la m�etrique d�ecrite ci-dessus) le long de � � f0g, on
obtient un triangle �epaissi. En recollant une copie de ce triangle �epaissi pour chaque
triangle de ~X suivant la combinatoire de ~X, de sorte que chaque conjugu�e de A;B;C
agisse comme une sym�etrie d'ordre 3 autour de chaque arête, on obtient la vari�et�e ~M
cherch�ee. Notons que ~X est plong�e de mani�ere quasi-convexe dans ~M , et invariante par
G.

En prenant pour M la vari�et�e ~M=G, la proposition 0.3 s'en d�eduit.
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Z/pZ

Z/nZ x Z/pZ
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Z/pZ Z/pZ x Z/mZ

Z/sZ Z/sZ x Z/mZZ/nZ x Z/s Z

Figure 9 : Octa�edre hyperbolique id�eal �a angles droits.

Exemple 2 : Soit P un poly�edre hyperbolique id�eal (i.e. tous ses sommets sont �a
l'in�ni) �a angles di�edres droits, par exemple l'octa�edre hyperbolique id�eal r�egulier de la
�gure 9. Reprenons la construction et les notations de la section 3.3.

Par le raisonnement pr�ec�edent l'exemple 1, la limite inductive � des (fG�g; f ag) est un
groupe discret non �el�ementaire d'isom�etries d'un complexe poly�edral CAT(�1) localement
�ni ~X. Soit x un sommet de P . Si �x est la limite inductive des (fG�g; f ag) pour �
parcourant l'ensemble des faces de P contenant strictement x, alors �x est un sous-groupe
de � �xant un point �a l'in�ni de ~X.

Si, pour une face i de codimension 1 contenant x, l'un des ni, disons ni0 , est au moins
3, alors le groupe de type �ni Gx contient un groupe libre de rang 2. En e�et, Gx a pour
pr�esentation

Gx = h�fi; x2igGi j [Gi; Gj] = 1 si i \ j 6= fxgi:

Comme le link de x dans P est combinatoirement un cube (c'est un poly�edre euclidien
�a angles droits), si j0 est la face de codimension 1 de P oppos�ee �a i0 dans le link de x,
alors les applications canoniques (la premi�ere injective, la seconde surjective) de compos�ee
l'identit�e

Gi0 �Gj0 ! �fi; x2igGi ! Gi0 �Gj0

induisent des applications
Gi0 �Gj0 ! Gx ! Gi0 �Gj0

de compos�ee l'identit�e. Donc Gx contient un produit libre de deux groupes �nis d'ordre
l'un au moins 2, l'autre au moins 3, donc contient un groupe libre de rang 2.

3.5 Poly�edres hyperid�eaux tronqu�es

Certains poly�edres hyperboliques hyperid�eaux P (i.e. dans le mod�ele projectif de Hn , ce
sont des poly�edres dont les sommets sont contenus dans le compl�ementaire de l'adh�erence
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de Hn , et dont les arêtes rencontrent Hn), une fois tronqu�es par les hyperplans polaires
des sommets, sont des poly�edres de Coxeter (voir [VS]). Nous en donnons ci-dessous une
famille (�a quatre param�etres k;m; q; s) en dimension 3, munie d'une structure de polytope
de groupes.

Pour tous entiers k � 4 et m � 2, avec k pair et m � 3 si k = 4, il existe un
(unique) poly�edre hyperbolique hyperid�eal de dimension 3, dont les angles di�edres sont �

m

et qui est combinatoirement la suspension d'un k-gone (voir �gure de gauche ci-dessous
si k = 6). En tronquant par les hyperplans polaires des sommets, on obtient un poly�edre
hyperbolique de Coxeter P = P (k;m), dont les angles di�edres aux arêtes intersections avec
les hyperplans polaires sont �=2. L'existence d�ecoule ou bien d'arguments de continuit�e
�a partir du poly�edre hyperbolique id�eal correspondant, ou bien du th�eor�eme d'Andr�eev
sur le poly�edre combinatoire tronqu�e (voir [And]). Nous appelerons nouvelles les faces et
arêtes de P contenues dans des hyperplans polaires, et originelles les autres.

Pour tout quadruplet de Chevalley (G;B;P1; P2) dont l'immeuble est un m-gone g�en�e-
ralis�e, et tout entier s � 2, donnons une structure de polytope de groupes sur P (voir
�gure de droite ci-dessous pour k = 4).

Le groupe de P lui-même est B. Le groupe d'une face originelle est P1 ou P2, de
sorte que deux telles faces se rencontrant en une arête n'ont pas le même groupe. Ceci est
possible car k est pair. Le groupe d'une face nouvelle est B�Z=sZ. Le groupe d'une arête
originelle est G. Le groupe d'une arête nouvelle est Pi�Z=sZ, o�u Pi est le groupe d'une face
originelle qui la contient. En�n, le groupe d'un sommet est le groupe H = G�Z=sZ. Les
morphismes de groupes sont les inclusions �evidentes. Le groupe H agit naturellement sur
l'immeuble sph�erique qui est le joint sph�erique d'un ensemble de cardinal s et du graphe
de Chevalley C(G;B;P1; P2). L'action est transitive sur les chambres, et le quotient est
bien le triangle sph�erique de groupes induit sur le link d'un sommet de P .

P2 P1

π
2

π
2

G

 H

 H

 H

G

GB x Z/sZ

B x Z/sZ

P x Z/sZ1

P2

2

 H
P x Z/sZ2

P x Z/sZ

P x Z/sZ2

 H

π
m

Figure 10 : Octa�edre hyperid�eal tronqu�e.

Par le th�eor�eme 2.1, ce polytope de groupes est d�eveloppable, de revêtement universel
un immeuble hyperbolique de type (W (P ); S(P )). Le groupe fondamental du polytope
de groupes est un sous-groupe discret cocompact d'isom�etries poly�edrales de l'immeuble,
pr�eservant le type, et il agit transitivement sur les chambres.
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4 Cohomologie �a l'in�ni des immeubles

Soit X un espace m�etrique CAT(0) complet localement compact. Rappelons que l'on note
@X l'ensemble des classes d'�equivalence de rayons g�eod�esiques r : [0;+1[! X pour la
relation d'�equivalence r � r0 si les images de r et r0 restent �a distance de Hausdor� �nie. Il
existe (voir [GH, BH]) sur la r�eunion disjointe X de X et de @X une et une seule topologie
qui v�eri�e les propri�et�es suivantes :

� X est m�etrisable, compact, contractile,

� la topologie induite sur X est la topologie originelle de X , et X est un ouvert dense
dans X,

� l'action du groupe des isom�etries de X s'�etend continuement en une action continue
sur X,

� une suite de points (xi)i2N de X converge vers un point a de @X si et seulement si
la suite des xi sort de tout compact et la suite des segments g�eod�esiques entre x0 et
xi reste �a distance born�ee de l'image d'un rayon g�eod�esique repr�esentant a.

Pour tout point x de X et toute suite croissante de r�eels (ri)i2N tendant vers +1,
consid�erons la suite des sph�eres S(x; ri) de centre x et rayon ri, et la suite des applications
pi : S(x; ri+1) ! S(x; ri) qui �a un point y de S(x; ri+1) associe l'unique point �a distance
ri de x sur l'unique g�eod�esique entre x et y. Par in�egalit�e CAT(0), les applications pi sont
continues.

Pour tout i, consid�erons l'application fi : @X ! S(x; ri), qui �a un point a associe
l'unique point �a distance ri de x sur l'unique rayon g�eod�esique issu de x repr�esentant a.
Il est clair par in�egalit�e CAT(0) que les fi sont continues, et que fi = pi � fi+1.

Consid�erons S(x;1) = lim
 �

S(x; ri) la limite projective de ((S(x; ri))i2N; (pi)i2N), mu-

nie de la topologie limite projective. Comme les S(x; ri) sont compacts, S(x;1) l'est
aussi.

Les applications fi induisent une application continue f1 : @X ! S(x;1). Il est
imm�ediat qu'elle est injective (si deux rayons g�eod�esiques co��ncident sur tous les segments
[0; ri], ils sont �egaux) et surjective. Comme les espaces @X et S(x;1) sont compacts,
l'application f1 est un hom�eomorphisme.

Supposons maintenant que X est un immeuble euclidien ou hyperbolique localement
�ni (de dimension � 2). Fixons-nous x un point de X , int�erieur �a une chambre c0. Remar-
quons que la fonction distance �a x est une fonction C1 en restriction �a tout appartement
contenant c0 (priv�e de x). Par locale �nitude, et puisque que pour toute chambre c, il
existe au moins un appartement contenant c0 et c, il existe une suite strictement croissante
de r�eels si, avec s0 = 0, telle que pour s di��erent d'un si, la sph�ere S(x; s) n'est tangente
�a aucune cellule de X (de codimension non nulle). Par un argument de d�enombrabilit�e et
par convexit�e stricte des sph�eres dans l'espace euclidien ou hyperbolique, quitte �a bouger
un peu x, nous pouvons supposer que les points de tangence des sph�eres S(x; si) avec
une cellule sont �a l'int�erieur de cette cellule. Posons ri =

1
2(si + si+1). Notons que pour

si < r � r0 < si+1, les sph�eres S(x; r
0) sur S(x; r) sont hom�eomorphes.

Proposition 4.1 L'espace topologique S(x; ri) a le type d'homotopie d'un bouquet �ni de
sph�eres de dimension n�1, si les appartements de X sont de dimension n. Si X est �epais,
alors le nombre de sph�eres du bouquet tend vers l'in�ni quand i!1.
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Preuve. Rappelons (voir [Ron]) qu'un immeuble sph�erique I �ni de dimension p a le type
d'homotopie d'un bouquet �ni de sph�eres de dimension p, et que toute boule ouverte de
rayon < �

2 est contractile. De plus, si c est une chambre de I , alors le compl�ementaire dans
I des int�erieurs des chambres oppos�ees �a c se r�etracte canoniquement sur tout point de c,
donc le bouquet de sph�eres contient exactement une sph�ere pour toute chambre oppos�ee
�a c.

Consid�erons un petit voisinage convexe V d'un point de tangence y entre la sph�ere
S(x; si) et une cellule ouverte de X . Notons v le point du Link Lk(y) de X en y corres-
pondant au germe de segment g�eod�esique de y vers x, et c la chambre de Lk(y) contenant
v (unique par l'hypoth�ese sur le choix de x). Identi�ons Lk(y) avec la sph�ere S(y; �0)
de centre y et de rayon �0, avec �0 > 0 su�samment petit (avec en particulier B(y; �0)
contenue dans V ).

Soit � > 0 su�sament petit, et en particulier petit devant �0. La sph�ere S(x; si �
�) s�epare S(y; �0) en deux composantes connexes, d'adh�erence S�; S+ avec disons S�
contenant v. Notons que S� est contenue dans une boule de ce Link de centre v et de
rayon < �

2 . Alors S(x; si+ �) est obtenue (dans ce voisinage V ) �a partir de S(x; si� �) en
faisant une somme connexe avec le Link de y, au sens suivant : l'intersection de S(x; si+�)
et de V est hom�eomorphe �a la r�eunion de V \ (S(x; si� �)� B(y; �0)) et de S

+. Comme
S(x; si� �) \B(y; �0) se r�etracte (relativement au bord S(x; si� �)\ S(y; �0)) sur S� par
la r�etraction le long des rayons g�eod�esiques issus de y, les parties S(x; si� �)\B(y; �0) et
S� sont contractiles. Donc en trace dans V , le type d'homotopie de S(x; si+ �) est obtenu
�a partir de celui de S(x; si � �) par somme connexe point�ee avec un bouquet de sph�eres
de dimension n� 1, une par chambre oppos�ee �a c dans Lk(y). Le r�esultat en d�ecoule.

Th�eor�eme 4.2 Soit X un immeuble euclidien ou hyperbolique localement �ni de dimen-
sion n. Alors Hk

c (X ;Z) est nul pour k 6= n et ab�elien libre pour k = n, de dimension
in�nie si X est �epais.

Preuve. Notons ~Hk(Y ;Z) le k-�eme groupe de cohomologie r�eduite d'Alexander-Spanier
d'un espace topologique Y �a coe�cientsZ. CommeX est compact contractile et @X ferm�e
dans X , on a par la suite exacte de cohomologie �a support compact relative

Hk
c (X ;Z)' ~Hk�1(@X ;Z):

Notons ~�Hk(Y ;Z) le k-�eme groupe de cohomologie r�eduite de C�ech d'un espace topologique
Y �a coe�cients Z. Comme @X est compact, on a

~Hk(@X ;Z)' ~�Hk(@X ;Z):

Comme @X est hom�eomorphe �a la limite projective des sph�eres S(x; ri), on en d�eduit

~�Hk(@X ;Z)' lim
�!

~�Hk(S(x; ri);Z):

Les ~�Hk(S(x; ri);Z) sont des groupes ab�eliens libres, triviaux si k 6= n� 1, et l'application

p�i :
~�Hn�1(S(x; ri);Z)!

~�Hn�1(S(x; ri+1);Z) est l'inclusion dans un facteur ab�elien libre,
propre si X est �epais, par la proposition pr�ec�edente. Le r�esultat en d�ecoule.
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