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Résumé: Le but de ce papier est de donner une approche géométrique & la “méthode des
amalgames” de Tits pour construire des immeubles, et de commencer une théorie des immeubles
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sons de nombreux exemples et nous étudions leur cohomologie a I'infini. Nous construisons des
complexes polyédraux CAT(—1) ayant de gros groupes paraboliques discrets d’isométries.
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Introduction

Soit P un polyedre compact convexe (pas forcément un simplexe) de I’espace hyper-
bolique réel H" de dimension n > 2, dont chaque angle diedre est de la forme 7, avec
k un entier au moins 2. Le groupe W engendré par les réflexions sur les faces de P est
un sous-groupe discret du groupe des isométries de H", agissant sur H” avec domaine
fondamental P, par un théoréeme de Poincaré [Har]. Un théoreme de Vinberg [Vin] impose
une sévere restriction sur la dimension : n est au plus 29. La dimension maximale connue
est 9, par un exemple de Bugaenko [Bug].

Un tmmeuble hyperbolique de type P est un complexe polyédral X, muni d’une famille
maximale de sous-complexes appelés appartements, polyédralement isométriques au pavage

de H” par les images de P sous W, tels que
e par deux cellules de X passe au moins un appartement,

e pour tous appartements A, A’ de X, il existe une isométrie polyédrale de A4 sur A’

fixant A N A’.

Notons I I’ensemble des faces de codimension 1 de P, et M la matrice de Coxeter
(my ;)i jer avec mL” I’angle diedre entre les faces i et j si celles-ci se rencontrent (en une
face de codimension 2), et m; ; = oo sinon. Soit C' un immeuble de type M (vu comme un
systeme de chambres sur [, voir [Ron]). Les immeubles de type hyperbolique compact au



sens de Bourbaki [Bour, Ch. V, §4, Ex. 12] sont précisément ceux pour lesquels P est un
simplexe.

La “bonne” réalisation géométrique de C' n’est pas la réalisation usuelle (par exemple
décrite dans [Ron]), mais est le quotient

C| = (C'x P)/ ~

pour ~ la relation d’équivalence engendrée par (c,z) ~ (c/,2') ¢'il existe i € I tel que
x=uz' €1etc, sont des chambres i-adjacentes. On munit |C| de sa structure naturelle
de complexe polyédral, pour laquelle I'application |C| — P induite par la projection sur
le second facteur C' x P — P est une application polyédrale, induisant une isométrie sur
chaque cellule maximale.

Nous montrons (section 1) que les immeubles hyperboliques de type P sont précisément
les réalisations géométriques des immeubles de type M; que cette réalisation géométrique
coincide avec celle de Davis-Moussong [Dav2] ; et que les immeubles hyperboliques sont
CAT(—1), i.e. a courbure < —1 au sens d’Alexandrov-Topogonov (voir [GH]). Les im-
meubles fuschiens de M. Bourdon [Boul, Bou2] sont des immeubles hyperboliques de type
P, avec P de dimension 2 et des hypotheses de finitude locale.

Dans [Tit2, Tit3], J. Tits développe une technique, appelée “méthode des amalgames”
pour construire des immeubles. Dans [Hae, BH], A. Haefliger introduit une notion de
complexe de groupes, plus générale que celle de [Tit3], dont une version simplifiée commune
est la suivante (voir section 1.5 pour la définition générale).

Un polytope de groupes C est la donnée d’un polyedre compact convexe (sphérique,
euclidien ou hyperbolique) X, d’un groupe GG, pour toute face o de X, et d’un morphisme
injectif de groupe ,, : G, — G, si la face o est contenue dans la face 7, tel que
le diagramme évident commute. Le groupe fondamental m1C est la limite inductive des
Gy,0r . Pour toute face o, il existe un (unique) complexe polyédral sphérique lk o,
appelé développement lk-local en o, muni d’une action polyédrale isométrique de G, telle
que le quotient (au sens évident) de [k ¢ par G, s’identifie au link de o dans X, muni de
la structure de polytope de groupes induite. Le complexe de groupes est développable s’il
existe un complexe polyédral simplement connexe C (alors unique & isomorphisme équi-
variant pres), appelé le revétement universel, tel que m,C agisse sur C avec pour quotient
(au sens évident) C.

Combinant des résultats de Haefliger et Tits, nous en déduisons le résultat suivant
(connu en dimension 2 par P. Brown et M. Bourdon [Bou2]). Sa preuve repose sur une
vérification de la simple connexité de certains résidus, par des techniques de M. Davis.

Théoréme 0.1 Soit C un complexe de groupes, dont le complexe polyédral sous-jacent est
muni d’une application polyédrale sur P, qui est une isométrie en restriction a chaque
cellule maximale. Supposons que les développements lk-locaux des cellules de codimension
k sont des immeubles sphériques si k < 3, et sont a courbure < 1 au sens d’Alexandrov-
Topogonov si k > 4. Alors C est développable, de revétement universel un immeuble
hyperbolique de type P.

L’intérét principal d’une telle construction est qu’elle fournit des espaces localement
compacts singuliers CAT(—1), dont le groupe des automorphismes est trés gros (voir par
exemple [HP]), et contient des sous-groupes discrets cocompacts.
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En section 3, nous utilisons ce résultat pour donner de nombreux exemples explicites
d’immeubles hyperboliques. Nous donnons en particulier une liste d’immeubles hyperbo-
liques de dimension 2 & links algébriques admettant un groupe d’automorphisme discret
transitif sur les chambres, que nous montrons complete dans le cas des corps de cardinaux
premiers de caractéristiques assez grande. Le cas des immeubles hyperboliques triangu-
laires est connu (travaux de Timmesfeld-Meixner-Stroth [Mei]). Voir [Bou2] pour d’autres
exemples de constructions topologiques. Une méthode algébrique de construction est la
suivante (voir par exemple [Rem]). Une matrice de Cartan généralisée est une matrice
A = (Aij)ijer a coeflicients entiers, avec ceefficients diagonaux 2, et ccefficents non diago-
naux négatifs, avec A;; nul si et seulement si A;; est nul. La matrice de Coxeter associé
est M = (mg;)ijer avec my; = 1 et si ¢ # j, alors m;; = 2,3,4,6,00 si et seulement
si AjjA;; = 0,1,2,3,k > 4 respectivement. A toute matrice de Cartan généralisée A et
tout corps fini &, J. Tits [Tit4] associe de maniere fonctorielle un groupe de Kac-Moody
G4,ad(k), admettant une (en fait un jumelage de deux) BN-paire(s) de groupe de Weyl le
groupe de Coxeter associé a M. Lorsque celui-ci est un groupe de réflexions hyperboliques,
la réalisation géométrique (au sens ci-dessus) de I'immeuble associé a la BN-paire est un
immeuble hyperbolique.

Le probleme ouvert principal est celui d’une classification de tous les immeubles hy-
perboliques localement finis. C’est un probleme délicat, car les polyedres de Coxeter
hyperboliques ne sont méme pas classés. En dimension 2, c’est, comme dans le cas eu-
clidien, une tache impossible, car nous montrons, en utilisant des techniques de Haglund
[Hagl] (voir section 3.2) :

Théoréme 0.2 Si ¢ = p/ > 3 avec p, f entiers et p premier, et si P est un polygone
de Cozxeter hyperbolique ¢ un nombre pair de cotés, il existe un ensemble non dénom-
brable d’timmeubles hyperboliques de type P, dont les links de sommets sont isomorphes a
Uimmeuble des drapeaux du plan projectif sur le corps fini a q éléments.

Les isométries des espaces métriques X localement compacts complets CAT(—1) (et
plus généralement des espaces hyperboliques au sens de Gromov) sont classées en trois
familles, les isométries elliptiques, hyperboliques, paraboliques. Les groupes paraboliques
d’isométries de X (i.e. fixant un point du bord et préservant les horospheéres centrées en
ce point) sont peu étudiés. Si une construction générale de Gromov [Gro] montre que
tout groupe de type fini est un groupe discret parabolique d’isométries d’un espace hy-
perbolique au sens de Gromov, les exemples connus de groupes discrets paraboliques ont
des restrictions importantes sur leur structure algébrique. B. Bowditch [Bowl] a mon-
tré qu’un groupe parabolique discret d’isométries d’une variété riemanienne a courbure
strictement négative pincée est de type fini, donc est virtuellement nilpotent par des ar-
guments de Margulis. La nécessité d’une borne supérieure < 0 découle des travaux de
Abresch-Schroeder [AS]. La construction de Gromov fournit des espaces peu homogenes
(le groupe de toutes les isométries a un point fixe global a 'infini).

Proposition 0.3 [l existe une variété riemanienne M compléte a courbure sectionnelle
< —1, de groupe fondamental I vérifiant:

o [' est géométriquement fini au sens de Tukia-Bowditch [Tuk, Bow3] et hyperbolique
relativement a ensemble de ses sous-groupes paraboliques mazimauz, au sens de
Gromov-Farb-Bowditch [Bow3];



o ' possede un sous-groupe parabolique libre de rang 2;

o ['exposant critique de I' est infini.

Nos exemples sont construits a partir d’immeubles hyperboliques sur des polyedres de
Coxeter hyperboliques non compacts de volume fini. Ceux-ci sont des “ideal polyedra” au
sens de [CT], qui ont étudiés leurs propriétés géométriques, mais sans fournir de grandes
familles d’exemples. Notre construction devrait aussi donner des exemples intéressants
pour I’étude dynamique de [DP] des groupes discrets d’isométries d’espaces CAT(—1) en
présence de paraboliques.

Nous décrivons en section 4 la topologie de I'espace a l'infini d’un immeuble euclidien
ou hyperbolique, comme limite projective de celle des spheres de rayon fini. Le résultat
suivant est di & A. Borel et J.-P. Serre [BS] dans le cas des immeubles euclidiens de
Bruhat-Tits, et la construction géométrique plutot qu’algébrique de I’espace a 'infini rend
sa preuve beaucoup plus facile. Nous notons Hé(Y; Z) le i-eme groupe de cohomologie a
support compact d’Alexander-Spanier d’un espace topologique Y a coeflicients Z.

Théoréme 0.4 Soit X un immeuble euclidien ou hyperbolique de dimension n. Alors
HI(Y;Z) est nul pour i # n et abélien libre pour ¢ = n, de dimension infinie si X est
épais.

Nous remercions J.-P. Serre, qui est a ’origine a la section 4, M. Bestvina , P. Brown,
F. Haglund, M. Bourdon, J.-Y. Hee et pour leurs discussions et commentaires, et tout spé-
cialement A. Haefliger pour ses nombreuses lectures de versions successives, ayant grande-
ment contribuées a clarifier et corriger ce papier.

1 Rappels et définitions

Dans tout cet article, pour tout entier n strictement positif, X" désigne la sphere §”,
I’espace euclidien R™ ou ’espace hyperbolique réel H*, muni de sa métrique riemannienne
standard (& courbure constante respectivement 1,0, —1 si n > 2).

Les seuls faits nouveaux dans ce chapitre sont les énoncés 1.3, 1.5, 1.6, 1.8, 1.9, 1.10,
et 1.11, avec le fait que 'on admet des cellules de volume fini non compactes dans les
complexes polyedraux.

1.1 Complexes polyédraux

Nous renvoyons par exemple a [BH] pour les justifications et développements sur les rappels
ci-dessous. Nous renvoyons a [GH] pour la définition des espaces métriques CAT(x) ou a
courbure < y au sens d’Alexandrov-Topogonov.

Un complexe polyédral X est un CW-complexe (resp. un CW-complexe privé d’un
ensemble X, de sommets) tel que

e chaque cellule ouverte o de dimension k (resp. n’appartenant pas a X, ) est 'intérieur
d’un polyedre convexe compact (resp. polyédre convexe de volume fini ou isométrique
3 R ou R") d’un X¥,



e la restriction de 'application d’attachement a chaque face ouverte de codimension 1
de toute cellule ¢ (resp. n’appartenant pas a X.,) est une isométrie sur une cellule
ouverte de X,

e pour tout z., € X, toute cellule ¢ de X contenant z., (dans son adhérence dans
le CW-complexe) est de volume fini ou isométrique & R ou RT, avec z., un point a
I'infini de o.

Un complexe polyédral X est dit sphérique, euclidien ou hyperbolique (par morceaux) si,
pour toute cellule, X* vaut S¥, R*, H* respectivement.

Si X est un complexe polyédral, et € X, nous noterons Lk(z, X') (resp. lk(z, X)) le
Link (resp. link de x dans X)), c’est-a-dire I’ensemble des germes de segments géodésiques
issus de x dans les cellules contenant z (resp. et de plus orthogonaux en z a la cellule
ouverte contenant ). Il posséde une structure naturelle de complexe polyédral sphérique,
dont les cellules sont formées des germes de géodésiques contenues dans une cellule donnée.
A isométrie pres, il est constant sur la cellule ouverte o contenant x, et on le note aussi
Lk(o, X) (resp. lk(o, X)). Si k est la dimension de o, alors Lk(o, X) est isométrique a la
suspension sphérique itérée k fois de lk(o, X'). Notons que lk(z, X)=Lk(z, X) si « est un
sommet de X.

Les éléments de X, sont appelés points a linfini de X. Si z, € X, on définit
aussi lk(z, X ) comme I'ensemble des germes de rayons géodésiques issus de z., dans les
cellules de X ayant z., comme point & l'infini.

Métrique des complexes polyédraux

Dans tout cet article, X sera muni de I’écart (ou pseudo-distance) d défini comme suit.
Une application continue f : [a,b] — X est une géodésique brisée s’il existe une subdivision
a=1y <ty <---<typr =0btelle que f(Jt;,t;41[) est contenu dans une cellule ouverte

o o
C; de X, avec f |]ti7ti+1[ une géodésique pour la métrique de C; induite de celle du X*:
correspondant. La longueur de cette géodésique brisée est

p

K(f) = chg(f |]ti,ti+1[)'

=0 ‘

L’écart d(z,y) € [0,4+00] entre z et y dans X est la borne inférieure des longueurs des
géodésiques brisées de x a y.

Si X est connexe, a toutes ses cellules compactes, et n’a qu’un nombre fini de types
d’isométrie de cellules, alors M. Bridson (voir [BH]) a montré que (X,d) est un espace
métrique géodésique complet. Rappelons qu’un espace métrique X est dit géodésique s’il
existe pour tous z, y dans X une géodésique de z a y, i.e. une application isométrique d’un
intervalle de R dans X, d’extrémités z, y.

Si P est un polyedre de volume fini de dimension n ou une partie isométrique & RT, R
dans H" et si ., est un sommet a 'infini de P, nous appelerons voisinage horosphérique
de 2., dans P lintersection de P avec une horoboule centrée en z., dont la distance &
toute face de P’ ne contenant pas z., est au moins 1. Un complexe polyédral hyperbolique
X est dit conique a 'infini si pour tout sommet a l'infini z,, de X, il existe, pour toute
cellule C' contenant z.,, un choix d’un voisinage horosphérique N¢(z.,) de zo, dans C
qui est compatible (i.e. si C' est une face de C’, alors N¢(24) = C N Nev(24)). Comme
les horospheres de H” sont euclidiennes pour la métrique de longueur induite, si X est
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conique a l’infini, le link de tout sommet a ’infini de X hérite d’une structure de complexe
polyédral euclidien (bien définie & homothétie pres).

Le probleme ne se pose essentiellement qu’en dimension 2. Si pour tout sommet a
I'infini z,, de X, le link de toute cellule de dimension 1 ayant z., comme sommet a I’infini
est connexe, alors X est conique a l'infini. En effet, toute isométrie d’un polyedre de
volume fini de X" (différent de R) admet un point fixe.

Dans la suite, nous supposerons toujours qu’un complexe polyédral est conique a
Pinfini.

Proposition 1.1 Si X est connexe, est conique a Uinfini, et n’a qu’un nombre fini de

types d’isométrie de cellules, alors (X, d) est un espace métrique géodésique complet. Si
X est de plus CAT(—1), alors le link de tout sommet a Uinfini de X est CAT(0).

Preuve. Ceci découle d’arguments complétement analogues a ceux de M. Bridson (voir
[Bri, pages 378-395]) dans le cas des cellules compactes, qui sont trop longs pour étre
rappelés ici. L’argument de continuité-compacité du Lemma 1.4 de [Bri] pour obtenir
un minimum est remplacé par un argument de continuité-propreté. La propriété d’étre
conique a 'infini est exactement celle qu’il faut pour que le Lemma 1.9 de [Bri] s’étende
au cas des sommets a 'infini de X. 0

Automorphismes des complexes polyédraux

Par isométrie polyédrale, nous entendrons un isomorphisme de CW-complexes qui in-
duise une isométrie sur chaque cellule ouverte (pour la métrique induite des X*). Une
isométrie polyédrale préserve I’écart d. Sauf mention contraire, une action d’un groupe
sur un complexe polyédral sera par isométries polyédrales.

Une isométrie polyédrale de X est sans inversion si elle fixe point par point chaque
cellule qu’elle préserve. Le quotient d’un complexe polyédral par un groupe d’isométries
polyédrales sans inversion possede une structure naturelle de complexe polyédral.

Si X est connexe et n’a qu’un nombre fini de types d’isométries de cellules, alors X
est localement fini (i.e. le nombre de cellules contenant une cellule de X n’appartenant
pas & X, est fini) si et seulement si la topologie induite par la distance d est localement
compacte, et dans ce cas la topologie de X coincide avec celle induite par d.

Lorsque X est localement fini, nous munirons ’ensemble Isom(.X') des isométries polyé-
drales de X de la topologie compacte-ouverte. Si X est connexe, deux isométries polyé-
drales sont proches si elles coincident sur une boule pour d de grand rayon (de centre
un point base fixé). Le groupe topologique Isom(X) est alors localement compact, et le
fixateur d’une cellule est un groupe compact profini (car limite projective du groupe fini
de ses restrictions a la boule de rayon n).

Subdivision barycentrique d’un complexe polyédral

Si P est un polyedre convexe compact de X", il possede un barycentre, une subdivision
barycentrique et des coordonnées barycentriques naturelles (voir par exemple [Rat, page
283] dans le cas hyperbolique). Nous n’aurons pas besoin de coordonnées barycentriques
naturelles sur les polyeédres de volume fini non compacts (ou isométriques & R,R*), mais
seulement des barycentres et subdivisions barycentriques.

Rappelons que le centre de masse d’un borné K d’un espace CAT(0) est le centre de
I'unique plus petite boule contenant K. Lorsque P est de volume fini non compact, on
définit le barycentre de P comme le centre de masse de I’ensemble borné des centres des
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boules maximales pour I'inclusion (de dimension la dimension de P) contenues dans P.
Si P est isométrique a R, on prend pour barycentre n’importe quel point de P. Si P est
isométrique & RT, on prend pour barycentre de P le point & distance 1 de I’extrémité
finie. Un simplexe de la subdivision barycentrique de P est alors défini comme ’enveloppe
convexe dans P des barycentres de 09,04, -, 0k, avec og une face de P ou un point a
I'infini de P (dans ce dernier cas, son barycentre est par convention lui-méme), et o; une
face de P contenant o;_y pour 7 > 1.

La subdivision barycentrigue X' de X est le complexe polyédral, dont les cellules sont
les cellules de la subdivision barycentrique de chaque cellule de X (donc son ensemble de
sommets a l'infini est le méme), les applications d’attachement provenant des restrictions
des applications d’attachement de X, ou des applications identité entre faces communes
de deux cellules de la subdivision d’une méme cellule de X. Les isométries polyédrales de
X sont les isométries polyédrales de X', du moins si aucune composante connexe de X
n’est réduite a une cellule isométrique a R, et si le choix des barycentres des cellules de X
isométriques a R est fait de maniere naturelle pour les isométries polyédrales de X.

Nous identifierons tout sommet de X’ avec la cellule de X lui correspondant. Une
aréte a de X' est naturellement orientée : si o, ¢’ sont ses sommets, alors a est orientée
de o vers o’ si 0’ est une face de o. On note alors i(a) = o et t(a) = ¢’ le sommet initial
et terminal de a respectivement. Deux arétes a et b sont composables si t(b) = i(a) et t(a)
est face de i(b), et on note ab I’aréte entre i(b) et t(a).

Par exemple, si o est une cellule de X de dimension k, alors les sommets de la subdivi-
sion barycentrique de lk(o, X') sont exactement les cellules 7 de X contenant strictement
o, comptées avec multiplicité si plusieurs faces de 7 se recollent en ¢. Les arétes a de la
subdivision barycentrique de lk(o, X') sont les couples (toujours avec multiplicité) (o', o)
de cellules de X contenant strictement o, avec ¢’ contenant strictement ¢”. Leur origine
est ¢’ et leur extrémité o”.

Complexe polyédral typé

Soit X un complexe polyédral de dimension finie, et P un polyedre convexe de volume
fini de X*. Une fonction type de X dans P est un morphisme de CW-complexes 7 : X — P
tel que la restriction de 7 & toute cellule maximale (pour I'inclusion) soit une isométrie.
Une isométrie polyédrale de X préserve le type si elle laisse T invariante.

Si X est un complexe polyédral typé connexe, alors X est automatiquement conique
a ’infini, donc par ce qui précede, est un espace géodésique complet.

Il est facile de montrer (voir par exemple [HP, §5.5]) que si pour toutes cellules maxi-
males ¢, ¢ de X, il existe une suite cg = ¢, ¢y, -, ¢y, 1 = ¢ de cellules maximales avec
c; et c¢j11 se rencontrant sur une face de codimension 1, alors deux fonctions types égales
sur une cellule maximale coincident, et que s’il est non vide, I’ensemble des fonctions types
s’identifie & ’ensemble des isométries de P dans P.

Si ¢ est une cellule (ou un point a l'infini) de X, alors son link est un complexe
polyédral sphérique (euclidien) admettant une fonction type a valeurs dans lk(7(o), P),
qui & un germe de segment (droite) géodésique issu(e) d’un point = de o associe son image
par 7.

Si o est une cellule de X, si J est ’'ensemble des faces de codimension 1 de P contenant
7(0), nous dirons que o (ainsi que son link) est de type J (ou de type i si J = {i}).

Si P est un polyedre de X" nous noterons I(P) I’ensemble des faces de codimension
1 de P.



1.2 Systémes de chambres, systéemes de Coxeter et immeubles combi-
natoires

Nous renvoyons par exemple & [Ron] Chap. 1,2,3, [Bour] et [Dav2] pour les justifications
et développements sur les rappels ci-dessous, essentiellement introduits par J. Tits.

Une matrice de Coxzeter M sur un ensemble [ est une matrice symétrique (m;;); jer a
coefficients dans NU {oo} telle que m;; = 1 et m;; > 2 pour i # j. Le groupe de Cozeter
défini par M est le groupe W défini par générateurs s; pour ¢ € [ et relations (s;s;)"% =1
pour ¢,j € I avec my; # co. Si S = {s;, 7 € I}, le couple (W,5) est appelé un systéme
de Cozeter. Si J C 1, le sous-groupe W; de W engendré par {s;, j € J} est appelé le
sous-groupe spécial de type J. Le rang de M et de (W, S) est le cardinal de [I.

Un systéme de chambres sur un ensemble I est un ensemble €' muni d’une famille
indexée par I de partitions de C. Les éléments de ' sont appelés les chambres. Deux
chambres sont i-adjacentes si elles appartiennent a la méme partie de la partition corres-
pondant a ¢ € I. Le rang de C est le cardinal de [.

Soient C, D deux systemes de chambres sur I. Un morphisme f : C — D est une
application telle que f(c), f(¢) sont i-adjacentes pour toutes chambres i-adjacentes ¢, ¢/
de C.

Soit C' un systeme de chambres sur I. Une galerie est une suite finie de chambres
(co, 1, -, ¢p) telle que ¢; est adjacente & ¢;_y et différente de ¢;_y, pour tout j=1---n.
Soit I* le monoide libre sur /. La galerie est de type 7 =41 -+ -1, € I* si ¢; est 1;-adjacente
a Cj—1-

Soit J C I. Un systeme de chambres sur I est J-conneze si deux chambres quelconques
¢, ¢ peuvent étre jointes par une galerie de type 7 =iy - - - i, avec i; € J. Les composantes
J-connexes de C' sont appelées les J-résidus (ou résidus de type J) de C'. Avec les partitions
restreintes, ce sont des systemes de chambres sur J. Une cloison est un résidu de rang un.

Exemples. (1) Soit GG un groupe, B un sous-groupe, (F;);c; une famille de sous-groupes
contenant B. On définit un systeme de chambres C' = C(G, B, (F);er) sur I par C' = G/B
et les chambres g B, ¢'B sont i-adjacentes si elles ont la méme image dans G/ P;. Le groupe
G est naturellement un groupe d’automorphismes transitif sur les chambres de C.

(2) Soit M une matrice de Coxeter sur I, et (W, 5) le systeme de Coxeter associé. Le
systeme de chambres C'(W, {1}, (Wy;3)ier) est appelé le systéme de chambres de Coxeter de
type M. Ainsi, son ensemble des chambres est W et deux chambres w, w’ sont i-adjacentes
si et seulement si w’ = w ou w' = ws;.

(3) Soit P un polyedre de volume fini de X", et X un complexe polyédral muni d’une
fonction type 7 : X — P. Appelons chambre de X toute cellule maximale de X. Deux
chambres sont dites i-adjacentes si elles se rencontrent (au moins) en une cellule de type i
(au sens de la fin de la section 1.1). L’ensemble des chambres de X, muni de ces relations
d’adjacence, est un systéme de chambres sur [ = [(P), dit associé au type 7, que nous
noterons C'x. Une cloison de type ¢ est exactement (I’ensemble des chambres contenant)
une cellule de codimension 1 de X de type 1.

Soit M une matrice de Coxeter sur un ensemble I. Un immeuble combinatoire de
type M est (voir [Ron, page 34]) un systéme de chambres C' sur I, muni d’une famille
maximale de sous-systemes de chambres (appelés appartements), isomorphes au systeme
de chambres de Coxeter de type M, tel que

1. par deux chambres passe au moins un appartement,
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2. pour tous appartements A, A’ contenant une chambre commune z et une chambre
ou cloison commune y, il existe un isomorphisme de A sur A’ fixant z, y.

Un morphisme d'immeuble combinatoire est un morphisme des systemes de chambres
sous-jacents. Un J-résidu d’un immeuble combinatoire est dit sphérigue si le sous-groupe
spécial Wy est fini.

1.3 Groupes de réflexions hyperboliques

Un polyédre de Cozeter de X" est un polyedre (convexe) de X" de dimension n, dont
chaque angle diedre est de la forme 7 pour un certain k (dépendant de I’angle diedre).

Un systeme de réflexions de X" est un couple (W,S) tel qu’il existe un polyedre de
Coxeter P de X" avec S I’ensemble des réflexions de X" par rapport aux faces de codi-
mension 1 de P et W le groupe des isométries de X" engendré par S (appelé groupe de
réflexions de X™). Un tel polyedre P est unique, et est appelé le polyedre de Coxeter asso-
cié a (W, S). Nous dirons que (W, 5) (resp. W) est un systéme (resp. groupe) de réflexions
sphériques, euclidiennes, hyperboliques si X" vaut §", R"™ H" respectivement. Nous dirons
que (W, S) est cocompact (resp. de covolume fini) si P est compact (resp. de volume fini).

Le théoreme suivant (voir par exemple [Har]) décrit les propriétés des groupes de
réflexions de X™.

Théoréme 1.2 (H. Poincaré) Soit P un polyédre de Coxeter de X", S = S(P) Uensemble
des réflexions par rapport aux faces de codimension 1 de P et W = W(P) le groupe
engendré par S. Alors W est un sous-groupe discret du groupe des isoméiries de X" et
P est un domaine fondamental pour Uaction de W sur X™ (i.e. les images par W de
Uintérieur de P sont disjointes, et les images de P recouvrent tout X"). De plus, (W, S)
est isomorphe au systéme de Coxeter de matrice de Cozeter sur I = I(P) définie par
m;; = oo si les faces distinctes 1, j de P ne se rencontrent pas en une face de codimension

2 et miﬂ étant Uangle diedre entre 1 et j sinon. 0

Remarque. Faisons deux remarques sur la terminologie. Nous avons essentiellement
suivie celle de Vinberg [Vin]. Nous avons préféré dire systeme de réflexions hyperboliques,
pour ne pas confondre avec les groupes de Coxeter qui sont hyperboliques au sens de
Gromov.

Dans [Bour, Ch. V, §4, Ex. 12] sont définis les systemes de Coxeter de type hyperbolique
(resp. de type hyperbolique compact). Ce sont les mémes objets que ceux appelés “systéme
de Coxeter hyperbolique” (resp. “systeme de Coxeter hyperbolique compact”) dans le
livre [Hum]. Ce sont précisément les systemes de réflexions hyperboliques (W, .S) dont le
polyedre associé P est un simplexe de volume fini (resp. un simplexe compact). Il est
montré [Bour, Ch. V| §4, Ex. 13-14] qu’un systéme de Coxeter est de type hyperbolique
(resp. de type hyperbolique compact) si et seulement si

e la forme quadratique associée By est non dégénérée et non positive, et

e pour toute partie 7" de 5, distincte de S, la forme quadratique By ) associée au
systeme de Coxeter (W, T') est positive (resp. positive non dégénérée, ou de maniere
équivalente Wy est fini).



La liste exacte des systemes de Coxeter de type hyperbolique est connue (voir [Bour,
Ch. V, §4, Ex. 12-19], [Kos], [VS, page 205], [Hum, page 141-144]), et due a F. Lanner
pour le cas compact. Ils sont non compacts & partir du rang 6. Il n’en existe pas en rang
supérieur ou égal a 11.

Soit (W, S) un systéeme de réflexions de covolume fini de X", et P son polyedre de
Coxeter associé. Nous noterons s; la réflexion par rapport a I’hyperplan de P contenant
la face ¢ de codimension 1 de P.

Un compleze polyédral de type (W, S) est un complexe polyédral X muni d’une fonction
type dans P. Il lui est associé (voir exemple (3) de la section précédente) un systéme de
chambres C'x. Si J C I(P), un J-résidu de C'y est dit sphérique si le sous-groupe spécial
W est fini.

Exemple: Les images par W du polyedre de Coxeter associé P munissent X" d’une
structure de complexe polyédral de type (W, 5), appelé le complexe de Coxeter de (W, S),
et noté X (W, S). (Sa fonction type est la projection canonique X — X"/W, ce quotient
s’identifiant & P par le théoreme de Poincaré.) Le groupe W est alors le groupe des
isométries polyédrales du complexe de Coxeter qui préservent le type.

Proposition 1.3 Soit X un complexe polyédral de type (W, S). Il existe une bijection de
Uensemble des J-résidus des systémes de chambres sur J associ€és aux links des cellules
de X de type J dans Uensemble des J-résidus sphériques de C'x, tel qu’un élément et son
image soient naturellement isomorphes. Les links de cellules de type J sont des complexes
polyédraux (sphériques) de type (Wy,Sy).

Preuve. Le résultat étant clairement vrai pour .JJ = (), nous supposerons que .J est non
vide. Soit ¢ une cellule de X de type J. Si C est une chambre de X contenant o, notons
¢, (C) la chambre de lk(o, X), formée des germes de géodésiques contenus dans C' (et
perpendiculaires a o).

Soit 7 le type de X. Comme o = 7'|_Cl(ﬁJ)7 I’intersection N.J est non vide. Le sous-
groupe spécial Wy, fixant N.J, est donc fini (car W est discret et le stabilisateur d’un point
dans le groupe des isométries de X" est compact).

Si X™ #£ S”™ et si Wy est fini, alors W; a un point fixe global dans X”. Soit H;
I’hyperplan contenant la face ¢ de codimension 1 de P, i.e. I’ensemble des points de P
fixes par s;. Il découle des propriétés des polyedres de Coxeter (voir [Vin, Theo. 1.3] par
exemple), que, pour tout K C I, l'intersection [, H; est non vide si et seulement si
NK Pest. Donc si Wy est fini, toute chambre de X possede une unique face de type J.
Si X" = 8", cette derniere affirmation est encore vraie, et de plus tout résidu de X est
sphérique.

Si C',_1,C), sont deux chambres j-adjacentes, avec 7 € J et ¢ C C,,_1, alors C',_1NC,
contient la cloison de type j de C,_1, donc contient o. Par récurrence, toute chambre jointe
a une chambre contenant o par une J-galerie contient o. Donc, si Cy est une chambre de
X contenant o, ’application qui a une chambre C' contenant ¢ associe la chambre ¢, (C)
de Lk(o, X) est un isomorphisme du J-résidu de Cy dans C'yx, a valeurs dans le J-résidu
de ¢,(Cp) pour le systeme de chambres associé au link de o.

Le résultat en découle. 0
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1.4 Immeubles hyperboliques

Définition 1.4 Soit (W,S) un groupe de réflexions de X" de covolume fini. Un im-
meuble de type (W,S) est un complexe polyédral X, muni d’une famille mazimale de
sous-complexes polyédralement isométriques au complexe de Coxeter de (W, S), appelés
appartements, tels que

1. par deux cellules de X passe au moins un appartement,

2. pour tous appartements A, A’ contenant deux cellules x,y de X, il eviste une isomé-
trie polyédrale de A sur A’ fizant z,y.

Nous appelerons chambre de X une chambre d’un appartement de X. Si X" =
S™ R™ H", nous parlerons d'immeuble sphériqgue, euclidien, hyperbolique respectivement.

Si A est un appartement et ¢ une chambre de A, nous appelerons rétraction de X sur
A de centre ¢ le morphisme de CW-complexes

pea: X = A

ainsi défini. Si z € X, soit A’ un appartement contenant c et z, et f : A’ — A une
isométrie polyédrale fixant ¢. Alors p. 4(2) = f(2) ne dépend pas de I'appartement A’
choisi, car une isométrie de A valant I'identité sur c¢ est l'identité partout.

Un immeuble X de type (W, S) admet une structure de complexe polyédral de type
(W, S). Choisissons une chambre ¢q de X, dite fondamentale, que l'on identifie & P. Si
A est un appartement contenant cg, soit 7 : X — P obtenue en composant la rétraction
Peo,A avec I'unique fonction type de A dans ¢g valant I'identité sur cg. Il est immédiat de
vérifier que 7 ne dépend pas de A (mais dépend du choix de ¢ identifié & P).

Comme le complexe polyédral X est connexe et admet un type, c’est un espace
métrique géodésique complet (voir section 1.1). La rétraction p,4 étant polyédrale,
diminue les distances. En particulier, les appartements sont convexes. Comme elle in-
duit une isométrie de A’ sur A pour tout appartement A’ contenant c, elle préserve la
distance a tout point de c.

Proposition 1.5 Soit X un immeuble de type (W,S). Alors X est CAT(k), avec r la
courbure de X™ et ses links sont des immeubles sphériques CAT(1).

Preuve. La preuve de la premiére assertion est analogue a celle de [Bro] dans le cas
euclidien. Nous ne considérons ci-dessous que le cas hyperbolique, le cas sphérique se
traitant de maniere semblable. Soient z,y, z les sommets d’un triangle géodésique de X.
Soit p un point du coté opposé & x. Soient T, 7, Z les sommets d’un triangle géodésique
du plan hyperbolique ayant les mémes longueurs de c6tés, et p le point correspondant a p.
Considérons la rétraction p sur un appartement contenant y et z, de centre une chambre
contenant p. Notons 2’ = p(z). Comme p préserve la distance & p et diminue les distances,
le triangle géodésique de sommet @', y, 2, qui est contenu dans un plan hyperbolique, vérifie
d(z,p) = d(2',p) et d(2’,y) < d(z,y) = d(Z,7),d(2,2) < d(z,z) = d(T,Z). Rappelons
que dans un triangle géodésique du plan hyperbolique, par la formule du cosinus, si les
longueurs de deux cotés sont fixes, alors la longueur du troisieme est croissante en fonction
de son angle opposé. Par un raisonnement en deux temps, on en déduit donc que d(z, p) =
d(z',p) < d(z,p), ce qui montre que X est CAT(—1).
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Les links d’un complexe polyédral CAT (k) sont CAT(1). Soit ¢ une cellule de X, et
J son type. 1l est facile de vérifier que ’ensemble des traces sur lk(o) des appartements
de X vérifie les axiomes des immeubles sphériques de type (Wy,Sy). 0

Lemme 1.6 Soit X un complexe polyédral de type (W,S), tel que pour toutes chambres
C,C" de X d’intersection o non vide, il existe une galerie de C' a C' dont toutes les
chambres contiennent o. Alors X est un immeuble de type (W,S) si et seulement si le
systéme de chambres C'y associé a X est un immeuble combinatoire de type (W, S).

Preuve. Il est immédiat de vérifier que si X est un immeuble de type (W,S), alors
le systéme de chambres C'y associé a X est un immeuble combinatoire de type (W, S).
Réciproquement, si C'x est un immeuble combinatoire de type (W, 5), alors la surjection
évidente |Cx| — X (avec la réalisation géométrique |C'x| définie en introduction), est
injective par ’hypothese sur X. La réalisation géométrique de chaque appartement de C'x
fournit donc un sous-complexe polyédral de X, polyédralement isométrique au complexe
de Coxeter de (W, .S). Muni de cette famille de sous-complexes, il est facile de vérifier que
X est un immeuble de type (W, 9). 0

Notons qu’il n’y a pas toujours de relation entre le rang de C'y en tant que systeme
de chambres et la dimension de X en tant que CW-complexe, comme le montre le cas de
la dimension 2, ol le rang est un entier quelconque au moins 3.

1.5 Complexes de groupes

Le contenu de cette section est dit a A. Haefliger [Hae, BH], auquel nous renvoyons pour
les preuves et compléments.

Soit X un complexe polyédral connexe. Un complexe de groupes sur X est la donnée
(X, G, Ya, ga,p) suivante :

1. un groupe G, pour tout sommet de la subdivision barycentrique X’ de X qui n’est
pas dans X,

2. un morphisme injectif ¢, : Gyq) = Gy(,) pour toute aréte a de X’ dont le sommet
terminal n’est pas dans X,

3. un élément g, dans Gy, pour tout couple d’arétes composables a et b de X', dont
le sommet terminal de @ n’est pas dans X,

de sorte que
a) (relation de commutation) gmbzbabga_z = Y

b) (relation de cocycle) si a, b, ¢ sont trois arétes de X’ composables (dans cet ordre),
alors

¢a (gb,c)ga,bc = Ya,b Yab,c-

Nous renvoyons a [Hae] pour la définition d’un morphisme de complexes de groupes.

Un polytope de groupes est un complexe de groupes, dont le complexe X est réduit a
une cellule, avec les g, triviaux. Si celle-ci est de dimension 2, on dit un polygone de
groupes.
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Soit G un groupe d’automorphismes sans inversion d’un complexe polyédral X, et
p: X 5 X = G\f( la projection canonique. On appelle complexe de groupes quotient
le complexe de groupes sur X construit comme suit (unique a isomorphisme pres, voir
[Hae]).

Pour toute cellule ¢ de X, choisissons une cellule & de X se projetant sur o. On note
G, le fixateur de & dans G. Si a est une aréte de X' d’origine o, soit & l’aréte de X'
d’origine & dont la projection est a. Choisissons h, dans G envoyant 'extrémité ¢(a) de
I’aréte a sur tf(\a/). On note ¥, : Gi(q) = Gy(a) la conjugaison par h,, avec Ya(g) = haght.
Si a, b sont deux arétes composables de X', on pose g, = hahbh;bl. Les conditions a), b)
ci-dessus sont faciles a vérifier.

Figure 1 : Complexe de groupes associé & une action.

Un complexe de groupes est dit développable s’il est isomorphe au complexe de groupes
quotient d’une action sans inversion d’un groupe G sur un complexe polyédral simplement
connexe X. Un tel espace X muni de cette action (unique & isométrie polyédrale équivari-
ante pres) s’appelle alors un revétement universel du complexe de groupes, et le groupe ¢¢
le groupe fondamental du complexe de groupes. Si un polytope de groupes C est dévelop-
pable, alors le groupe fondamental de C est exactement la limite inductive des ({G}, {14 })
(voir [BH]).

Développement local d’une cellule d’un complexe de groupe

Soit C = (X, Gy, ¥4, gap) un complexe de groupes. Nous donnons ici les candidats
naturels pour étre les links des cellules d’un éventuel revétement universel de C.

Soit ¢ une cellule de X. Notons C? le complexe de groupes sur le complexe polyédral
lk(o, X), restriction (au sens évident) de C a lk(o, X). Alors (voir [Hae]) il existe un com-
plexe polyédral 1?(\;) muni d’une action de G, (unique & isométrie polyédrale équivariante
pres), appelé le développement lk-local de C en o, dont le complexe de groupes quotient
est isomorphe a C?.

Par exemple, si C est développable, de revétement universel X, pour toute cellule o de

X, si & est une cellule de X se projetant sur o, alors k(o) ainsi défini est polyédralement
isométrique au link lk(¢) de ¢ dans X.

Un complexe de groupes est dit a courbure négative si son complexe polyédral sous-
jacent est euclidien ou hyperbolique, et si le développement lk-local en chaque cellule
(muni de sa métrique polyédrale) est CAT(1). Notons que le revétement universel d’un
complexe de groupes a courbure négative sur un complexe polyédral X est CAT(0), et
méme CAT(—1) si X est un complexe polyédral hyperbolique. Le critére géométrique
principal de développabilité est le suivant.
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Théoréme 1.7 (A. Haefliger [Hae, BH]) Un complexe de groupes a courbure négative est
développable. 0

La preuve de ce théoreme dans [BH] suppose que le complexe polyédral sous-jacent X
n’a pas de point a l'infini. Montrons rapidement comment se ramener a ce cas.

Soit C un complexe de groupes de complexe polyédral sous-jacent X hyperbolique. Par
I’hypothese que X est conique a l'infini, enlevons autour de chaque sommet a l'infini z.,
la réunion st(z.., X) d’un systéeme compatible de voisinages horosphériques pour chaque
occurence de z., comme sommet & l'infini d’une cellule de X. Notons que st(zq., X) est
topologiquement un cone épointé sur lk(z.,, X). L'espace Y = X — |, cx_ st(zeo, X)
est un complexe cellulaire, dont les cellules de Y sont de deux types, les anciennes, i.e. les
cellules éventuellement tronquées de X, et les nouvelles, i.e. I'intersection d’une cellule
de X avec le link d’un point a l'infini. Chaque cellule de Y est munie de la métrique de
longueur induite par la métrique de la cellule de X lui correspondant. Les cellules de Y
ne sont plus forcément des polyedres, mais leur métrique est CAT(0), car la métrique de
longueur induite sur I’espace hyperbolique H* ot I'on a enlevé une horoboule est CAT(0).
Le complexe Y admet naturellement une structure de complexe de groupes C’, héritée de
celle de X, le groupe d’une nouvelle cellule étant le groupe de la cellule minimale de X qui
la contient. Les développements lk-locaux de C’ sont CAT(1), car si o’ est une nouvelle
cellule de C’, de barycentre b, obtenue par troncature d’une cellule o de C, et si v est le
vecteur unitaire en b orthogonal & ¢’ et rentrant, alors le développement lk-local de C’ en ¢’
est isométrique & la boule de rayon 7 /2 centrée en la préimage de v dans le développement
Ik-local de C en o, qui est CAT(1). Le complexe de groupe C’ est donc développable, par
le cas sans point a l'infini (avec adaptation immédiate au cas ou les cellules ne sont pas
des polyedres convexes d’un espace hyperbolique). Notons Y son revétement universel.
En remplacant chaque cellule de Y qui se projette sur une ancienne cellule de Y par la
cellule de X que 'on a tronquée pour 'obtenir, on obtient un complexe polyédral )7, qui
est un revétement universel de C.

Complexe de groupes typé

Un complexe de groupes C est dit de type (W, S) si son complexe polyédral sous-jacent
X Dest. Pour toute cellule o de X, le développement lk-local de C en ¢ est de type (W, Sy)
si o est de type J. Le revétement universel X d’un complexe de groupes de type (W, 9),
s’il existe, est naturellement un complexe polyédral de type (W, 5): il suffit de composer
I’application quotient X — X par la fonction type 7: X — P de X.

1.6 Constructions de Davis

Rappelons une construction due a M. Davis [Davl]. Soit I un ensemble fini. Un espace a
faces sur I est un espace topologique F' muni d’une famille {F;};c; de sous-espaces indexée
par [I.

Exemples : (1) On note A; 'espace a faces, d’espace I' le simplexe euclidien standard
d’ensemble de sommets I, avec F; la face de codimension 1 opposée a 1.

(2) Si P est un polyedre de X", et I = I(P), on note encore P 'espace a faces sur [,
dont 'espace est F' = P, muni de la famille {F; = i};c; des faces de codimension 1 de P
indexée par elle-méme.
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Si C' est un systeme de chambres sur [ (muni de la topologie discrete) et (F,{F;}ier)
un espace a faces sur [ (par abus noté F'), alors M. Davis désigne par F'(C) I'espace
topologique quotient suivant :

F(C) = (C x F)/ ~

avec ~ la relation d’équivalence engendrée par (c,z) ~ (¢, 2') 8'il existe ¢ € [ avec c et ¢/
i-adjacents et @ = 2’ € F;. Soit 7 la projection canonique de C' x F' dans F(C).

Si F est un complexe polyédral et les F; sont des sous-complexes, par transport de
structure, comme chaque copie {c} x I’ de I s’injecte par =, le quotient F'(C) hérite
d’une structure naturelle de complexe polyédral. Le groupe Aut(C') des automorphismes
de systeme de chambres de C' agit par isométries polyédrales sur F'(C).

Par exemple (voir [Dav2] et la remarque 1.10), A7(C') est la réalisation géométrique
standard (voir [Ron, page 2]) de C, que nous noterons ||C|| dans la suite. Si X est un
immeuble euclidien ou hyperbolique, de chambre le polyedre euclidien ou hyperbolique
P, et de systéeme de chambres associé C'x, alors P(Cx) est polyédralement isométrique a
X. Lorsque P est compact, pour tout systeme de chambres C' de type (W (P), S(P)), le
complexe polyédral P(C') est ce que nous avions noté |C| en introduction.

Réalisation géométrique de Davis-Moussong d’un immeuble combinatoire.

A tout immeuble combinatoire C'; M. Davis associe naturellement un CW-complexe,
muni d’une structure de complexe polyédral euclidien par les travaux de G. Moussong
(voir [Dav2, §10]). Topologiquement, c’est la réalisation géométrique de I’ensemble, par-
tiellement ordonné par I’inclusion, de tous les résidus sphériques de C.

De maniere plus constructive (voir [Dav2, §10]), si (W,.S) est un systéme de Coxeter,
notons P(W, S) le complexe polyédral euclidien construit ci-dessous, que nous appellerons
la chambre de Davis-Moussonyg.

Soit Ag le simplexe standard d’ensemble des sommets S, dont les faces s’identifient aux
parties de S. Soit N = N(W, S), appelé nerf fini de (W, S), le sous-complexe simplicial de
Ag, dont les simplexes sont les parties non vides T de S telles que le sous-groupe spécial
Wr est fini. En particulier, NV contient tous les sommets de Ag. Le 1-squelette de NV est
obtenu a partir du diagramme de Coxeter de (W, 5) en enlevant les arétes de poids oo et
en rajoutant celles de poids 2.

En tant que CW-complexe, P(W, S) est le complexe simplicial z¢* N’ cone simplicial
de sommet zg sur la subdivision barycentrique N’ de N. Pour tout sommet s de N, on
note F 1’étoile de s dans N, vue comme partie de P(W,S). Nous renvoyons a [Mou][Dav2,
§9] pour la définition de la structure euclidienne sur les cellules de P(W,5).

Maintenant, soit C' un systéme de chambres sur I, et (W, S) un systeme de Coxeter
avec S = {s;, ¢ € I}. Considérons 'espace a faces (P(W, S), {Fs, }ier) sur I. La réalisation
géométrique de Davis-Moussong de C est |C| = P(W,S)(C). Nous appelerons chambre de
|C'| les images par la projection canonique 7 des {c} x P(W,S) pour ¢ chambre de C et
cloisons de type i de |C] les images par = des {c} x Fj, avec ¢ € C.

On montre (voir [Dav2]) que si C' est un immeuble combinatoire de type (W, S), alors
la métrique polyédrale de |C| est CAT(0). Les chambres de |C| sont alors des copies
isométriques de la chambre de Davis-Moussong P(W, S). Deux chambres de C' sont i-
adjacentes si et seulement si les chambres correspondantes de |C'| se rencontrent sur une
cloison de type 1.

Quelques lemmes sur la réalisation géométrique de Davis-Moussong.
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Soit (W, .S) un systeme de réflexions de X™ # §™, et P son polyedre de Coxeter associé.
Les lemmes suivants sont sans doute connus de M. Dayvis.

Lemme 1.8 En tant que CW-complexe, la chambre de Davis-Moussong P(W, S) se plonge
de maniére canonique dans la subdivision barycentrique de P, et P se rétracte par défor-
mation forte canonique sur P(W,S), de sorte que la face i de P s’envoie sur la face I; de
P(W,S). Si P est compact, alors ce plongement est surjectif.

o
Preuve. Soit P’ la subdivision barycentrique de P. Notons V (P) la réunion des
simplexes ouverts de P’ contenant (dans leur adhérence dans H* UOH") un point a U'infini
de P. Par une rétraction le long des géodésiques issues des points a 'infini, P’ (donc P) se

o
rétracte par déformation forte sur P'— V (Ps,). Montrons qu’il existe un isomorphisme f

de CW-complexes canonique de P(W,S) sur P'— v (Ps). Pour zg le sommet conique de
P(W,S), définissons f(zo) comme le barycentre de P. Rappelons que les simplexes de Ag
s’identifient avec les parties Sy = {s;, j € J} de S, et Sy est dans N (W, 5) si et seulement
si N.J est non vide. Si z est un sommet de N (W, S)’, c’est le barycentre d’un simplexe Sy,
et nous définissons f(z) comme le barycentre de la face N.J de P. Si S est une face de Sk
dans N(W,9), alors J C K, donc NK C NJ, donc NK est une face de NJ dans P. Donc
Papplication f définie sur les sommets de P(W,S) s’étend en une application simpliciale
f de P(W,S) dans P'. (On utilise les coordonnées barycentriques euclidiennes sur les
simplexes de P(W,S) et les coordonnées barycentriques hyperboliques sur les simplexes

o]
(compacts) de P'— V (P4) pour rendre f canonique.) L’application f est clairement

injective. Par définition de N (W, S), son image est exactement P’— v (Ps). 0

Lemme 1.9 Si.J est une partie de I(P) et (Wy,S;) est le sous-groupe spécial correspon-
dant, alors P(W, S) se rétracte de maniére canonique sur la chambre de Davis-Moussong
de (W;,57), de sorte que pour j € J, la face d’indice j de P(W,S) s’envoie sur la face
d’indice j de P(Wy,Sy).

N(W,, S))

Figure 2 : Rétraction d’un polyedre de Coxeter sur une chambre de Davis-Moussong.

Preuve. Si J est vide, cet énoncé dit juste que le cone P(W,S) se rétracte canoniuement
sur son sommet conique xg. Montrons d’abord le cas J = I —{i}. Le simplexe Ag privé de
I’étoile ouverte dans Ag’ du sommet i se rétracte canoniquement sur Ag,. Par restriction,
N = N(W,S) privé de I'étoile ouverte dans N’ du sommet ¢ se rétracte canoniquement
sur Ny = N(W;,S;). Par passage au céne de sommet zq, il existe une rétraction par
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déformation forte canonique f; de Q@ = P(W,S) privé de ’étoile ouverte dans ¢ du
sommet ¢ sur P(Wy,S).

L’étoile de 7 dans () se rétracte par déformation forte canonique sur le cone de sommet
xg sur le link de 7 dans N’. Donc il existe une rétraction par déformation forte canonique
fo de () sur le cone de sommet zg sur N’/ privé de ’étoile de ¢ dans N’. En considérant
f1 o fa, le résultat en découle pour J = I — {i}.

Si J = {i1, -+, 1}, la composée des rétractions de P(Wi_;, ..iiys ST—(iy,ip}) SUT
PWi_fi) g} ST={ir,ing,}) POUr k=1,---.n — 1 ne dépend pas de la numérotation
de J, et fournit la rétraction cherchée. 0

Remarque 1.10 Soit (W, S) un groupe cocompact de réflexions de X", X un immeuble
de type (W, S) et Cx limmeuble combinatoire des chambres de X. FEn tant que CW-
complexe, la réalisation géométrique de Davis-Moussong |Cx| de Cx est isomorphe a la
subdivision barycentrique de X si X™ # 8", et au cone sur celle-ci si X* = §". La
réalisation géométrique standard ||Cx|| de C'x est homéomorphe a X si X" =8§".

Preuve. Si X" # 8", ceci découle immédiatement du lemme 1.8, et de la naturalité de la
réalisation de Davis-Moussong. Si X" = §”, voir [Dav2]. 0

En choisissant de maniere adéquate les structures CAT(0) ou CAT(—1) mises par
G. Moussong sur la réalisation géométrique |Cx/|, il y a en fait isométrie dans la remarque
précédente.

Par contre, si (W, S) est un systeme de réflexions hyperboliques qui n’est pas de type

hyperbolique, alors la réalisation géométrique standard ||Cx|| de C'x est tres différente de
X.

Lemme 1.11 Soit C' un systéme de chambres de type (W,S), avec W infini. Supposons
que la réalisation géométrique standard de chaque résidu propre R de rang > 2 de type
non sphérique est simplement connexe. Alors la réalisation géométrique standard ||C|| et
celle de Davis-Moussong |C| ont le méme type d’homotopie en dimension 0 et 1.

Preuve. Soit A’ la subdivision barycentrique du simplexe Ay, by son barycentre, A%
son bord, et F; la face opposée au sommet i. On a un isomorphisme simplicial de dualité
entre A’y et A} qui envoie un sommet s; de S sur le barycentre de F;. Comme W
est infini, la chambre de Davis-Moussong P(W, S) se plonge naturellement dans A’ (en
envoyant N (W, S) sur lui-méme par I'identité et zq sur le barycentre de Ag). On a donc
un plongement simplicial f : P(W,S) — A/, qui envoie zg sur by et le barycentre de la
face Sy de N(W,S) sur le barycentre de la face Fy = N;csF; de Ay pour J C I non vide.
Identifions P(W,.S) avec son image par f.

Soit Ay, la réunion des faces ouvertes de Ay de la forme ﬂjeJ F; avec Wy infini et
J # I. Notons que P(W,S) est contenu dans A} — A _ par définition du nerf fini. 1l
n’est pas difficile de voir qu’il existe une rétraction par déformation forte de Al =AY sur
P(W,S), qui envoie la face F; de Ay sur I’étoile du sommet s; dans N'(W,S) C P(VV7 S).

Par naturalité de la construction de Davis, si ||C]« est 'image dans ||C|| de C'x Aj

alors ||C]| = ||C]]« se rétracte par déformation forte sur la réalisation de Davis-Moussong
de C'. Par le lemme bien connu suivant appliqué a Y = ||C|| et Yy = ||C]]«, I'inclusion
1C1] = [|C]]« C ||C]| induit un isomorphisme sur les groupes d’homotopie de dimension 0

et 1, ce qui démontre le lemme. Notons que par définition de la réalisation géométrique
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standard, les links de ||C| sont connexes par galerie, i.e. si deux cellules maximales o, 0’
de ||C'|| se rencontrent en une cellule 7, alors il existe une suite 0 = 09, 0y,-+,0, = o
de cellules maximales contenant 7 et se rencontrant consécutivement en une cellule de
codimension 1.

Lemme S0 Y est un complexe polyédral dont toutes les cellules maximales sont des sim-
plezes de dimension n, dont les links sont connexes par galerie, et si Yy est un sous-
complexe de Y, union de cellules ouvertes de Y de codimension > 2 dont les links sont
stmplement connexes, alors Uinclusion de Y — Yy dans Y est un isomorphisme sur les
groupes d’homotopie de dimension 0 et 1.

Preuve. 1l existe une application f, appelée indice, de 'ensemble des sommets de la
subdivision barycentrique Y’ dans {0,---,n} qui associe au sommet z de Y’ barycentre
de la cellule ¢ de X, la dimension de o, de sorte que f est injective en restriction a
I’ensemble des sommets de tout simplexe de la subdivision barycentrique.

Montrons d’abord que tout chemin dans Y entre deux sommets de ¥ —Y; est homotope
(relativement & ses extrémités) a un chemin simplicial dans Y’ — Y. Ceci montrera que
mo(Y —Yy) — mo(Y') est un isomorphisme, et que (avec choix indifférent d’un sommet de Y
comme point base) m1(Y —Yy) — 71 (V) est surjective. Tout chemin dans Y est homotope
a un chemin simplicial v dans le 1-squelette Y’, de telle sorte que toute aréte de v ait au
moins (donc exactement) un sommet d’indice n. On raisonne par récurrence croissante
sur I'indice minimum d’un sommet de v qui est barycentre d’une cellule de Yy. Soient
x,y, z trois sommets consécutifs de ~, d’indice respectivement n, j, n, avec y barycentre
d’une cellule de Y. Alors z, z sont deux points du link de y dans Y’, qui est simplement
connexe, donc connexe. Tout chemin simplicial entre z et z dans le link de y dans Y’
est homotope dans Y’ au chemin [z, y] U [y, z] et ses sommets sont d’indices strictement
supérieurs a j. La premiere affirmation en découle.

Montrons que toute homotopie dans Y entre deux lacets simpliciaux dans Y’ — Y} est
homotope (relativement a son bord) & une homotopie dans Y — Y. Ceci montrera que
T (Y —Y) = 71 (Y) est injective. Comme les links sont connexes par chambre, toute telle
homotopie dans Y est homotope & une homotopie simpliciale v dans le 2-squelette de Y,
de telle sorte que tout 2-simplexe de v ait un sommet d’indice n et un autre sommet ou
bien d’indice » — 1 ou bien qui n’est pas dans Yy. On raisonne par récurrence croissante
sur 'indice minimum d’un sommet de v qui est dans Yp. Soit & un sommet de v dans Y
d’indice ¢ < n — 1. Les sommets du link £ de # dans 7 sont d’indice » ou n — 1 ou ne sont
pas dans Y. Comme Yj est un sous-complexe, le lacet £ est un lacet dans le link de z dans
Y’, qui est simplement connexe par hypothése, donc borde un disque simplicial D’ dans
le link de # dans Y’, dont tous les sommets sont d’indices strictement supérieurs a . Par
contractibilité des étoiles, le sous-disque de v de bord ¢ est homotope & D’. La deuxiéme
affirmation en découle. 00

2 Criteres immobiliers locaux

Le but de cette section est de donner un critere “local” sur un complexe de groupes, pour
qu’il soit développable avec comme revétement universel un immeuble hyperbolique.

Soit (W, .S) un systeme de réflexions de covolume fini de X™ # S, et P son polyedre de
Coxeter associé (voir la remarque finale de la section pour 'extension a d’autres systemes
de Coxeter).
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Théoréme 2.1 Un complexe de groupes de type (W,S) est développable de revétement
universel un immeuble de type (W,S) si et seulement si ses développements lk-locaux
sont CAT(1) et ceux dont le type J est fini et de cardinal au plus 3 sont des immeubles
sphériques.

Preuve. La condition est nécessaire par la proposition 1.5. Montrons qu’elle est suffisante.

Soit C un complexe de groupes sur le complexe polyédral X de type (W, S). Supposons
que le développement local en toute cellule de X soit CAT(0). Alors C est développable,
par le théoreme 1.7. Soit X un développement universel de C. Nous avons déja vu que
X est un complexe polyédral de type (W, S). Le résultat découle du théoreme suivant
appliqué a4 Y = X. 0

Théoréme 2.1’ Soit Y un complexe polyédral euclidien CAT(0) ou hyperbolique CAT(—1)
de type (W, S). Si, pour chaque cellule de Y dont le type J est de cardinal au plus 3, son
link est un immeuble sphérique, alors Y est un immeuble de type (W,S5).

Preuve. Notons 7 : Y — P la fonction type. Soit Cy le systeme de chambres sur
I = I(P) associé (voir exemple (3) section 1.2). Notons M la matrice de Coxeter de

(W, S).

Montrons que Cy est un systéeme de chambres de type M au sens de [Ron, page 39].
Soit R un J-résidu de rang 2 de C'y. 1l s’agit de voir que R est un immeuble combinatoire
de type (Wy,S7).

Si R est de type sphérique, par la proposition 1.3, alors R est le systéeme de chambres
associé au link d’une cellule de type J. Par hypothese, ce link est un immeuble sphérique,
donc R est un immeuble combinatoire. Le fait que R soit de type (W, S;) a déja été vu
dans 1.3.

Maintenant, si R n’est pas de type sphérique, il s’agit de montrer que R est un immeu-
ble de type A;, c’est-d-dire un arbre sans feuille terminale. Soit J = {i,7} le type de R.
Le résidu R est une composante connexe du graphe dont les sommets sont les cloisons de
type 7 et j dans Cy, avec une aréte entre la cloison de type ¢ et la cloison de type 7 d’une
méme chambre. Comme les links des faces de codimension 2 dans Y sont des immeubles
sphériques, chaque cloison de C'y est contenue dans au moins deux chambres. Donc R n’a
pas de sommet terminal.

Soit o ’arc d’une perpendiculaire commune entre les faces ¢ et j de P, si ¢ et j ne
se rencontrent pas a l'infini, ou ’arc d’un horocycle perpendiculaire entre ces faces sinon.
L’existence d’un tel arc contenu dans P découle des propriétés des polyedres de Coxeter.
Tout d’abord les hyperplans contenant des faces de codimension 1 se rencontrent dans R”
(resp. H™ U JH™) si et seulement si les faces se rencontrent de méme (voir [Vin]). Par
convexité et le fait que les angles diedres sont aigus, le résultat en découle.

Géométriquement, identifions (la réalisation géométrique de) ce graphe R avec une
composante connexe du sous-espace T = 771(a) de X.

Il s’agit donc de voir que chaque composante connexe de T est simplement connexe.
Supposons tout d’abord que ¢ et j ne se rencontrent pas a 'infini. Comme 7 induit sur la
réunion de deux chambres adjacentes la réflexion par rapport a leur cloison commune (voir
par exemple [HP, section 5.5]), le sous-espace T est localement convexe dans Y. Comme
Y est CAT(0), chaque composante connexe de T est donc globalement convexe, et en
particulier est simplement connexe. Donc R est bien un arbre. Si ¢ et j se rencontrent a
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I'infini, la preuve est la méme en travaillant dans le link d’un sommet & P'infini de Y, qui
est CAT(0) par la proposition 1.1.

Si le cardinal de S est au plus 2, il n’y a plus rien & montrer. Supposons donc le
contraire.

Lemme 2.2 La réalisation géométrique standard des résidus propres de rang k au moins
3 de Cy est simplement connexe.

Preuve. Si R est un résidu sphérique de rang > 3, soit J son type, et ¢ une de ses
chambres. Alors la réalisation géométrique standard de R est homéomorphe au link L
de la face de type J de o, car R est sphérique (voir remarque 1.10 et proposition 1.3).
Puisque Y est CAT(0), ce link L est CAT(1). Rappelons que les résidus sphériques de
rang 3 de R sont des immeubles combinatoires par ’hypothese (transitivité des résidus) et
la proposition 1.3. Par le théoreme 4.9, page 47 de [Ron], le revétement universel au sens
des systemes de chambres de R est donc un immeuble combinatoire sphérique de rang > 3.
Un revétement au sens des systemes de chambres induit un revétement branché au-dessus
du squelette de codimension > 3 entre les réalisations géométriques standards (voir [Ron,
page 42]). Soit L le revétement branché de L correspondant. Comme L est un immeuble
sphérique, il existe un ensemble dense de paires de points de L qui sont joints par une
(unique) géodésique de longueur < 7 ne rencontrant pas le squelette de codimension 2
de L. Considérons Iimage d’une telle géodésique dans L. Puisque L — L ne plie pas
sur les cloisons, cette image est une courbe localement injective localement géodésique
de longueur < wm. Comme L est CAT(1), cette courbe est une géodésique minimisante.
D’ott L — L est une isométrie sur un ensemble dense de paires de points, donc c’est une
isométrie. En particulier L est un immeuble sphérique. Comme son rang est au moins 3,
il est alors simplement connexe.

Supposons maintenant que R est le J-résidu d’une chambre ¢ de Y, avec J non
sphérique. Supposons d’abord que les faces de P dans .J n’ont pas de point commun
a 'infini dans 'espace hyperbolique.

Soit |J R la réunion des chambres de R. C’est un sous-complexe de Y, qui est évidem-
ment un complexe polyédral de type P. Comme les angles diedres de P sont au plus 5
(voir aussi [Vin, Theo. 1.5]), le sous-espace | R est localement convexe dans Y. Comme Y
est CAT(0), on en déduit que | J R est globalement convexe, donc en particulier simplement
connexe. Notons que R est un systéme de chambres de type (W, Sy). Par les lemmes
1.8 et 1.9, le polyedre P se rétracte naturellement sur la chambre de Davis-Moussong de
(Wy,57), de sorte que si j € J, alors la face j de codimension 1 de P s’envoie sur la face
F; de la chambre de Davis-Moussong de (W, Sy). Nous en déduisons que la réalisation de
Davis-Moussong de R a méme type d’homotopie que | J R, donc est simplement connexe.
Par le lemme 1.11 et par récurrence, comme R est non sphérique, il en découle que ||R||
est simplement connexe.

Si les faces de P dans J ont un point commun a I’infini dans I’espace hyperbolique, le
raisonnement est semblable, en utilisant le fait que le link d’un point a 'infini de Y est

CAT(0) (voir proposition 1.1). O

Soit Cy un revétement universel au sens des systemes de chambres (voir [Ron, page
44]) du systéme de chambres Cy de type M. Les résidus sphériques de rang 3 de C'y sont
des immeubles combinatoires, car ce sont les systemes de chambres associés aux links de
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cellules de type J dans Y, avec J de cardinal 3, par la proposition 1.3 et I’hypothese. Par le
théoreme 4.9, page 47 de [Ron], nous en déduisons que C'y est un immeuble combinatoire
de type (W, 9).

Par le lemme 1.8, le complexe polyédral Y a le méme type d’homotopie que la réalisa-
tion géométrique de Davis-Moussong |Cy| de son systéeme de chambres associé Cy. Or Y
est simplement connexe, donc |Cy| aussi. Par le lemme 1.11 dont I’hypothese est satisfaite
par le lemme 2.2 et le fait que nous avons déja vu que les résidus non sphériques de rang
2 sont simplement connexes, on en déduit que ||Cy|| est simplement connexe.

Lemme 2.3 (FEzercice 9 page 52 de [Ron]) Si C' est un systéme de chambres de rang
n > 3, st la réalisation géométrique standard de chaque résidu propre de rang k > 3 est
simplement connexe, si C — C' est un revétement au sens des systémes de chambres, alors
Uapplication canonique ||C|| — ||C|| entre les réalisations géométriques standards est un
revétement. 0

Appliquons ce résultat & C' = Cy et C' = 5’;/, qui vérifient bien les hypotheses du
lemme 2.3. Comme ||Cy|| est simplement connexe, nous en déduisons que Cy et Cy sont
isomorphes, donc que Cy est un immeuble combinatoire, de type (W, S). Par conséquent
(voir lemme 1.6), Y est un immeuble de type (W, 5). 0

Dans le cas ou (W, S) est le groupe de Coxeter fini de type As, le corollaire suivant est
dt a [Bar]. Il était connu de Kleiner et Leeb dans le cas euclidien.

Corollaire 2.4 Si X est un complexe polyédral de type (W, S), dont les links sont CAT(1)
et tel que, par deux points quelconques d’un link de type J de cardinal au plus trois passe
une sphere de dimension |J| — 1 isométriquement plongée, alors le revétement universel
de X est un immeuble de type (W, S).

Preuve. Ce résultat découle du théoreme précédent en mettant la structure de complexe
de groupes triviaux sur X, par la caractérisation suivante des immeubles sphériques. 5

Théoréme 2.5 (B. Kleiner, A. Lytchak) Un complexe polyédral sphérique CAT(1) de
dimension n est un immeuble sphérique si et seulement si par deux points passe une sphere
de dimension n isométriquement plongée. 0

Corollaire 2.6 (S. Barré) Soit X un 2-complexe hyperbolique CAT(—1), dont les poly-
gones sont isomélriques a4 un méme polygone de Cozxeter P, tel que tout germe de géodé-
stque soit contenu dans un germe de plan hyperbolique. Alors le revétement universel de
X est un immeuble hyperbolique. 0

Remarque. Ce méme théoréeme et son corollaire sont valables pour un groupe de Cox-
eter (W, 9) quelconque. 1l suffit de remplager “immeuble de type (W,S)” par “réalisa-
tion géométrique de Davis-Moussong d’un immeuble combinatoire de type (W,S)”, de
remplacer les complexes polyédraux de type (W,S) par les complexes formés de recolle-
ments convenables de chambres de Davis-Moussong P(W, S), et de définir les complexes
de groupes sur ces complexes de maniere naturelle en utilisant le fait que les arétes d’un
tel complexe sont naturellement orientées (il n’y a pas besoin de prendre de subdivision
barycentrique). Le langage des ensembles partiellement ordonnés de [Hae, BH] est ici
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parfaitement bien adapté. Il rend la preuve de cette extension tout a fait semblable. Mais
pour des raisons de lisibilité, et parce que les seuls exemples auxquels nous appliquerons le
théoreme 2.1 sont bien dans notre cadre, nous avons préféré nous restreindre aux groupes
de réflexions euclidiennes ou hyperboliques.

3 Exemples d’immeubles hyperboliques

3.1 Polygones de groupes
3.1.1 La construction générale

Si m est un entier au moins 2, rappelons qu’un m-gone généralisé est un graphe biparti
(connexe) de diametre m et de maille (la longueur du plus petit cycle non trivial) 2m. Si
chaque aréte est munie de la longueur Z-, ce sont exactement les immeubles sphériques de
rang 2 (i.e. de type un systéme de réflexions du cercle S — un groupe diédral d’ordre 2m
avec ses générateurs standards —) voir [Ron]. Rappelons que par un théoreme de Feit-
Higman, un m-gone généralisé fini épais (i.e. de valence au moins 3 en chaque sommet) ne
peut exister que si m = 2,3,4,6 ou 8. Par exemple, avec les notations de I’exemple 1 de la
section 1.2, les m-gones généralisés admettant un groupe d’automorphismes transitif sur
les chambres sont de la forme C(G, B; Py, P).

Soit k£ > 3 un entier. Soit P un polygone hyperbolique de Coxeter, compact, de
sommets numérotés cycliquement de 1 a k, d’angles aux sommets lev s mik respective-
ment. Pour tout entier ¢ modulo &, soit G; un groupe fini d’automorphismes d’un m;-gone
généralisé, transitif sur les chambres, de stabilisateur d’une chambre B;, et stabilisateurs

des cloisons de cette chambre P ;, P, ;. Supposons donné un isomorphisme de paires
(P2,i, Bi) > (Prit1, Biy1)
de sorte que le diagramme suivant commute :

B1—>B2

/! N\

B, « -+« By

Identifions tous les groupes B; par les isomorphismes précédents, en un groupe noté B,
ainsi que P ; avec Py ;11 en un groupe (J;. Soit C le polygone de groupes, de polygone P,
de groupe de i-eme sommet G, de groupe d’aréte (); entre les sommets ¢ et ¢ + 1, et de
groupe de polygone B avec les inclusions évidentes.

Proposition 3.1 Le complexe C construit ci-dessus est développable, et son revétement
universel est un immeuble hyperbolique de type (W (P),S(P)).

Preuve. C’est une simple application du théoreme 2.1, car le développement lk-local du
sommet ¢ est combinatoirement le m;-gone généralisé C'(G;, B;; Py 4, Ps,;), la condition sur
les angles de P assurant que la métrique est celle d’immeuble sphérique. 0

Remarquons que tout immeuble hyperbolique de type (W (P), S(P)), muni d’un groupe
discret d’automorphismes transitif sur les chambres est de cette forme. La classification
des tels immeubles hyperboliques se ramene donc a la classification des suites finies de
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quadruplets de groupes (G, By Py, Pa2;) avec B; sous-groupe de Py, Ps;, eux-mémes
sous-groupes de (;, munis d’isomorphismes de paires (P, ;, B;) ~ (P41, Bit1) faisant
commuter le diagramme des B;, de sorte que C' (G, B;; Py i, P, ;) soit un m;-gone généralisé,
avec - l'angle du i-eme sommet de P.

Remarque 3.2 5i P est un polygone hyperbolique de Cozeter, d’aire finie, non compact,
on obtient de méme un immeuble hyperbolique de type (W (P), S(P)). On prend le revéte-
ment universel d’un polygone de groupes finis sur P, qui vérifie, pour tout sommet fini
s d’angle 7-, d’arétes incidentes at,a”, la condition suivante : le groupe G, admet une
action sur un m-gone généralisé, transitive sur les chambres, pour laquelle Gp C G est
le stabilisateur d’une chambre, et G ,— G+ sont les stabilisateurs des cloisons de celte
chambre.

3.1.2 Rappels sur les groupes de type de Lie finis de rang 2

Nous rappelons ci-dessous la liste des groupes GG de type de Lie (i.e. de Chevalley ou de
Chevalley tordus), finis et de rang 2, au sens suivant (voir [CSM, Car]).

Un groupe de Chevalley fini correspond a un couple d’une algebre de Lie g simple non
triviale sur C et d’un corps fini F, (¢ puissance non nulle d’un nombre premier). Nous
dirons qu’il est de rang 2 si le diagramme de Dynkin de g a deux sommets (donc de type
Az, By ou (G3). Un groupe de Chevalley tordu fini correspond & un triplet d’une algebre
de Lie g simple non triviale sur C, d’un automorphisme « d’ordre n > 2 du diagramme
de Dynkin de g et d’un corps fini Fyn. Nous dirons qu’il est de rang 2 si le quotient du
diagramme de Dynkin de g par « possede deux sommets (donc est de type 2A3,2A4,%° D,
ou 2Fy; dans ce dernier cas, comme a ne préserve pas lorientation des arétes, il faut
prendre pour ordre du corps 227! et on pose par convention ¢ = 22¢t1).

Rappelons que tous les groupes de Chevalley ([Car] Prop. 8.2.1 page 108) et groupes de
Chevalley tordus ([Car] Theo. 13.5.4 page 230), possédent une (B, N)-paire. lls agissent
donc sur I'immeuble sphérique associé a cette (B, N)-paire, de maniere transitive sur les
paires (C,Y), avec C' une chambre et ¥ un appartement contenant C' (voir par exemple
[Car] page 299). Si le rang est 2, alors cet immeuble sphérique est de rang 2 et B est le
fixateur d’une aréte. Nous noterons Py, P les fixateurs des deux sommets de cette aréte,
de sorte que le quotient de I'immeuble par G soit le graphe de groupes suivant :

P P,
*r————o

B

Définition 3.3 Nous appellerons (G, B; Py, P2) un quadruplet de Chevalley, et noterons
C(G, B; Py, P2) Uimmeuble sphérique associé, appelé graphe de Chevalley.

L’exemple qu’il faut garder en téte est celui de G = PG L3(F,), avec B le sous-groupe
des matrices triangulaires supérieures, P; le sous-groupe des matrices dont les coeflicients
1,3 et 2,3 sont nuls et P, le sous-groupe des matrices dont les coefficients 1,2 et 1,3 sont
nuls. L’immeuble associé C'(G, B; Py, P2) est 'immeuble des drapeaux du plan projectif
sur le corps F,, dont les sommets sont les points P et les droites L de P*(F,) avec une
aréte entre P et L si et seulement si P appartient a L.
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Figure 3 : Graphe d’incidence du plan projectif sur ;.

Dans la table ci-dessous, la notation (n,m) désigne le pged de n et m. Si s est le
nombre en dessous d’un sommet du diagramme, la valence de ce sommet est s + 1. Le
nombre au-dessus d’un sommet du diagramme est le nombre de sommets de I'immeuble

ayant le méme type que ce sommet.

Les formules pour les ordres des groupes sont issues de [Car] en utilisant le Theorem
9.4.10 (page 144) et les pages 122, 155, pour les groupes de Chevalley, et le Theorem 14.3.2
(page 262) pour les groupes de Chevalley tordus.

Groupe Cardinal du groupe Cardinal de B
As(q) = PSLs(Fy) (3,%—1)‘13(‘12 - D(*=1) (3,,%—_1)‘13(‘1 — 1)
Ca(q) = PSpa(FFy) o= (¢ = (g = 1) et e — 1)
*As(q®) = PSU4(Fg2) aa @ = D@+ 1) (¢* = 1) e = D(d* = 1)
PAa(¢®) = PSUs(Fg2) gy (67 = D¢ + 1 (¢* = 1)(¢® + 1) qu(q2 —1)?
Ga(q) ¢°(¢* = 1)(¢° = 1) ¢°(q — 1)
3D4((]3) q12(q2_1)(q6_1)(q8+q4+1) q12(q2_q+1)
2F4(q2) ((]2 — 22€+1) q24(q2 _ 1)((]6 _|_ 1)((]8 _ 1)((]12 _|_ 1) q24(q2 _ 1)2
Type de I'immeuble Parametres de 'immeuble
A, 2’ t+at1 2+t
g K
C JCRER Y CRRY) D+
q q
C e +1) (D" + 1)
q q
C, .(q3+1)(q5+1) .(q+1)(q2+1)(q5+1)
g q°
Gy (a+1)(@* +*+1)  (e+ )"+ +1)
q 6 q
Gy (P +DE+e+1) (a+D(P+a*+1)
7 6 q
1,(8) (a+D(®+ 1) +1) (a+)(@* +1)(¢° +1)
q 8 g2

Table 1: Immeubles sphériques finis de rang 2 provenant des groupes de type de Lie.
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Si N est le nombre de racines positives, et d le nombre de caracteres de @)/ P avec Q)
(resp. P) le sous-groupe additif engendré par un systéeme fondamental de poids (resp. ra-
cines), alors le cardinal du sous-groupe de Borel d’un groupe de Chevalley est, en rang 2,
voir [Car] page 121 :

1
|B| = EqN(q —1)%

Pour un groupe de Chevalley tordu, si 7 est I'isométrie du systéeme de racines, si N est
le nombre de racines positives, et d le nombre de caracteres auto-conjugués de /P, et si
N1, - -+, sont les valeurs propres de 7, alors le cardinal du sous-groupe de Borel est, voir
[Car] page 251 :

Bl= 2¢V(g—m) (g —m).

Les tables page 43, 122 et 46-47 de [Car] permettent alors de calculer |B| dans le tableau
ci-dessus.
Les deux derniéres données sont extraites de I’appendice 6 (page 191) de [Ron].
Rappelons que les formes hermitiennes sur F2 pour l'involution A — A? de F> sont
équivalentes. Nous n’avons pas fait figurer les groupes de type By ni de type 2Ds3, & cause
des isomorphismes de dualité :

PQ5(F,) = PSps(F,) et PO (Fp2) = PSU(F,2)

(voir respectivement [Tay| pages 196 et 198). Tous les groupes sont simples sauf C'3(2) ~
Se, (12(2) et 2Fy(2) (voir [Car] pages 172 et 262).

Cette table montre en particulier que toutes les possibilités permises par le théoréeme
de Feit-Higmann apparaissent effectivement.

3.1.3 L’exemple de Aschbacher-Smith

L’exemple suivant [AB] de triangle hyperbolique de groupes finis, de revétement universel
un immeuble hyperbolique de dimension 2, nous a été communiqué par P. Brown. La liste
complete des triangles de groupes finis, de revétement universel un immeuble hyperbolique
de dimension 2 épais classique, est donnée par exemple dans [Mei].

Dans ce diagramme, (G2(2), B; P, P») est le quadruplet de Chevalley de type G5 sur
le corps Fy, avec B le 2-Sylow de G/3(2), d’ordre 64, d’indice 3 dans Py et P,. Le groupe H
d’ordre 576 = 64.3% agit transitivement sur les arétes d’un graphe biparti complet & 3 4 3
sommets, de fixateur d’aréte B, et fixateurs de sommets deux copies de P;.

H

G, P, G,(2)

Figure 4 : Triangle hyperbolique de groupes.
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D’apres le résultat de A. Zuk [Zuk] (voir aussi [BS]), le groupe fondamental de ce
triangle de groupes a la propriété T" de Kazhdan. Nous ne savons pas s’il est un quotient
d’un réseau uniforme du groupe des isométries de 'espace hyperbolique quaternionien ou
du plan hyperbolique octonien.

3.1.4 Vers une classification des immeubles fuschiens homogénes

Les exemples ci-dessous donnent une liste d’immeubles hyperboliques de dimension 2 ho-
mogenes (i.e. admettant un groupe discret d’automorphismes transitif sur les chambres)
et classiques i.e. dont les links sont des bigones généralisés ou des polygones généralisés
algébriques (i.e. associés & un quadruplet de Chevalley).

Si C(G, B; Py, P») est un graphe de Chevalley, le groupe Autg C' (G, B; Py, P;) des auto-
morphismes préservant le type de C(G, B; Py, ) est, d’apres [Tit1, cor. 5.9], extension de
G par le groupe des automorphismes du corps F, sous-jacent. Plus précisement, G. Seitz
a montré :

Théoréme 3.4 (G. Seitz [Sei]) Si (G, B; Py, P) est un quadruplet de Chevalley, si H est
un sous-groupe de Auto C(G, B; P, Py) agissant transitivement sur les chambres, alors ou
bien H contient G, ou bien (G, H) est de la forme suivante :

G =PSL3(2) et |[H|=3.7

G = PSL3(8) et |[H| =3%73 (H C PI'L3(8))

G = PSps(2) ~ Sg et H ~ Ag

G =Gy(2) et H==G(2)

G =2F4(2) et H =2Fy(2)

G = PSps(3) = PSU4(2%) et H est un sous — groupe parabolique maximal de
PSU4(2%) d'ordre 26.3.5.

En mettant de coté les éventuelles possibilités d’isomorphismes venant des automor-
phismes des corps, et les cas particuliers précédents, nous pouvons donc supposer que les
groupes de sommet d’un polygone de groupes finis dont le revétement universel est un
immeuble hyperbolique sont des groupes finis de type de Lie.

(A) Cas ou les groupes de sommets sont des groupes finis de type de Lie

Si (G, B; Py, P2) et (G',B'; P|, P}) sont deux quadruplets de Chevalley distincts (y
compris modulo permutation des deux derniers groupes), la paire (P, B) n’est jamais
isomorphe a la paire (P}, B). En effet, un simple calcul de 'ordre de P, /B (qui vaut ¢®+1
d’apres la table 1, avec @ = 1,2 ou 3 et ¢ 'ordre du corps) montre que la caractéristique
p doit étre la méme. Alors le p-Sylow U de B doit étre isomorphe a celui pour B’. En
utilisant que l'ordre de U est la puissance de ¢ dans 'expression de l'ordre de B (voir
[Car]), et en examinant les ordres des groupes B (voir table 1), on en déduit que B et B’
ne peuvent pas étre isomorphes.

26



Figure 5 : Exemples (A): Polygones hyperboliques réguliers de groupes.

De plus, il n’existe pas d’isomorphisme de P; sur P, fixant point par point B. En effet,
notons ayq, - - -, &y, les racines positives dans 'ordre croissant et U, les groupes de racine
correspondants, de sorte que P, est engendré par B et U_,,, et P, par Bet U_, . Un
isomorphisme de P, sur P, fixant B envoie le centralisateur de U,,,, dans P; sur celui dans
P,. Comme U_,, centralise U, ,, mais que le centralisateur de U,,, dans P, est contenu
dans B, ceci est impossible.

Donc si les groupes de sommet d’un polygone de groupes sont tous des groupes finis de
type de Lie, alors le polygone P a un nombre pair 2p de c6tés, et les groupes de sommet
sont constants (voir figure 5 ci-dessus).

Si toutes les fleches sont les inclusions évidentes, on obtient bien un polygone de
groupes, que nous appelerons exzemples (A ). Si le cardinal du corps est premier, F. Haglund
[Hag2] a récemment montré que le revétement universel d’un polygone de groupes sur P
ayant les mémes groupes est le méme que lorsque les fleches sont les inclusions.

Pour résumer les discussions précédentes, énoncons le résultat suivant, qui est aussi un
cas particulier des résultats de [Hag?2].

Proposition 3.5 Les immeubles hyperboliques de dimension 2 homogénes, de links al-
gébriques sur un corps de cardinal premier d’ordre au moins b sont les revétements uni-
versels des exemples (A) (voir figure 5). 0

Rappelons que tout automorphisme o du corps fini F, sous-jacent induit un auto-
morphisme de GG qui préserve B, Py, P,. Pour toute partie A de ’ensemble des sommets,
on peut remplacer les trois inclusions arrivant dans le groupe de sommet de A par les
inclusions composées par ’automorphisme induit par o.

(B) Autre présentation pour certains des cas ou les groupes de sommets
sont des groupes finis de type de Lie

Supposons qu’il existe ¢ : G — G un isomorphisme de type graphe de G, d’ordre
2 avec 0(P) = P, et o(B) = B. Par exemple, si G = PSL3(F,), on peut prendre o la
composée de I'inverse et de la transposition par rapport a 'antidiagonale. Alors I'immeuble
hyperbolique donné par le polygone de groupes de la figure 5 ci-dessus (avec pour fleches

27



les inclusions) peut aussi étre défini par un triangle de groupes.

P x Zl2Z Bx z/2Z (B x sz )% Z/2Z
B
R
Bx Z/2Z
Gx Z/2Z

Figure 6 : Un triangle non épais de groupes.

En effet, si 2p est le nombre de c¢6tés du polygone, alors le polygone de groupes a une
symétrie évidente par un groupe d’ordre 4p, de quotient le triangle de groupes ci-dessus.
Le groupe Dy, est le groupe diédral d’ordre 2p, de présentation (a, b|a? = b* = (ab)? = 1).
Dans les produits semi-directs, le groupe Z/2Z agit sur G et B par ¢ et sur D, par
permutation de a et b. L’inclusion de Z/2Z dans Dy, est celle envoyant le générateur sur
a. Les morphismes sont alors ceux évidents.

(C) Cas ou certains links de sommets sont des bigones généralisés

Il reste donc a comprendre quand une paire (P, B) d’un quadruplet de Chevalley
(G, B; Py, P;) est isomorphe a une paire (P, B) d’un groupe agissant transitivement sur
les chambres d’un bigone généralisé (voir section précédente pour un exemple).

Un cas particulier important est quand B est trivial, car la commutativité du dia-
gramme au-dessus de la proposition 3.1 est triviale. Par le théoreme de Seitz 3.4 ci-dessus,
il existe exactement deux groupes d’automorphismes H agissant simplement transitive-
ment sur les chambres d’un m-gone généralisé classique avec m > 3, celui associé &
G = PSL3(2) (voir figure 3) et G = PSL3(8), ou H est respectivement d’ordre 3.7 et
3%.73.

Si Gy agit simplement transitivement sur les chambres d’un m;-gone généralisé, avec
stabilisateurs de sommets P ;, P ;, on obtient par la figure ci-dessous d’autres familles de
polygones de groupes du modele cherché (toujours avec un nombre pair de cotés).

I:>2,ix Pl,i+l P1’i+1 G

i+1

P iX Pris2

Figure 7 : Polygone hyperbolique de groupes avec angles droits.
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Enfin, considérons 7 un triangle de groupes finis, de revétement universel un immeuble
hyperbolique de dimension 2 épais classique (voir la classification de Timmesfeld-Meixner-

Stroth [Mei]), de groupes de sommets respectivement (1,2, G5, dont les angles sont

nécessairement de la forme 7, -, 7= respectivement, avec m = 6 ou 8, et la caractéristique

ne peut étre que 2 ou 3. Considérons une partition de p = p; + -+ -p3s avec s > 1 et les

p; entiers impairs. Soit P un polygone hyperbolique d’angles 5 aux premiers p; sommets,

d’angles - aux p; + p3 sommets suivants, d’angles 7 aux py sommets suivants, d’angles

7 aux ps + ps sommets suivants, etc (dans un ordre cyclique). On munit alors P de
la structure de polygones de groupes, de groupes des p; premiers sommets G, des po
sommets suivants (G5, des p3 sommets suivants G5, des py sommets suivants G, etc, avec

les groupes d’aréte donnés par ceux de T (ce qui est cohérent, car p; est impair).

Figure 8 : Polygone hyperbolique de groupes exotiques.

3.2 Déformations d’immeubles fuschiens et revétements branchés d’im-
meubles euclidiens

Si X est un immeuble hyperbolique de dimension 2, de chambre un polygone régulier P
a un nombre pair de cotés, alors les techniques de F. Haglund [Hagl] (voir aussi [BB])
vont nous permettre ci-dessous de construire de nombreux exemples (qui n’admettent en
général pas de sous-groupe discret cocompact d’isométries).

Théoréme 3.6 Soit P un polygone hyperbolique régulier d’angle w/m avec m > 3, ayant
un nombre pair de cotés. Soit L un m-gone généralisé algébrique de cardinal du corps
assez grand. Alors il existe une infinité non dénombrable d’immeubles hyperboliques de
type (W(P),S(P)), dont tous les links sont isomorphes a L.

Preuve. Cette preuve n’est qu’une adaptation des arguments de F. Haglund [Hagl].
Faisons d’abord une remarque préliminaire.

Si L est un m-gone généralisé algébrique de cardinal du corps assez grand, pour tout
sommet s de L et aréte ¢ de L dont un sommet est s, il existe un automorphisme ¢ de
I’étoile de s dans L, fixant @, qui ne s’étend pas en un automorphisme de L. Par exemple,
pour le graphe d’incidence du plan projectif sur F,, c’est vrai des que ¢ > 3 car 'inclusion
du groupe affine de la droite affine sur F, dans le groupe de toutes les bijections de cette
droite affine est propre.
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Soit X I'immeuble hyperbolique de type (W(P),S(P)), dont tous les links sont iso-
morphes a L, construit comme revétement universel du polygone de groupes de la figure
5 (exemples (A)). Soit C' une chambre fixée de X, [u, v] un c¢6té de C' de sommets u, v, et
d le segment géodésique de C', perpendiculaire commun a [u, v] et au c6té opposé de [u, v]
dans C'. Soit T la réunion des droites géodésiques de X contenant d. Soit ¢+ 1 le nombre
de polygones contenant [u, v].

Le sous-espace T est un arbre, plongé de maniere totalement géodésique dans X. 1l
est régulier de valence ¢4 1 si le nombre de cotés de P est divisible par 4, birégulier sinon.
Pour simplifier, nous ne traiterons que le cas divisible par 4, 'autre se traitant de facon
analogue.

On oriente 'aréte T'N C de T pour que son extrémité soit 7' N [u, v] = {s1}. On se
fixe un rayon géodésique R dans T commencant par T'N C', et on note sg, s1, Sg, - - - ses
sommets de sorte que T'N C' = [sp, s1]. On note C; la chambre de X contenant [s;, s;11].
En particulier, Cp = C. On note TT (resp. 77) la composante connexe de T'—]sg, s1]
contenant sy (resp. sg). On numérote arbitrairement de 1 & ¢ les ¢ arétes de 1" issues d’un
point de Tt et ne pointant pas vers sg. En particulier, I’ensemble des sommets de T+
s’identifie & Pensemble {1,---,¢}™) des suites finies dans {1,---, ¢}, de sorte que la suite
vide corresponde a sy.

L’arbre T sépare X en deux composantes connexes, d’adhérences notées X, X_. On
note ug, u1, - - - les sommets de X dans X_ tels qu’une aréte de X issue de u; contienne
s;. Pour ¢ > 1, on identifie le link L; de u; dans X avec L, de sorte que ’aréte de ce link
correspondant a C;_; soit a et le sommet de ce link correspondant a [u;, s;] soit s.

Le link de s; dans L; s’identifie au link de s; dans T', donc par la numérotation choisie
avec {1,--+,q 4+ 1} de sorte que ¢ + 1 corresponde au polygone C;_;. Par la remarque
préliminaire, il existe un automorphisme ¢; de {1,---, ¢+ 1} fixant ¢+ 1 et qui ne s’étend
pas en un automorphisme de L;.

Considérons une suite € = (€;);en_{0) avec €; = ¢y, et ¢ valant soit I'identité du link de
s; dans T', soit ¢; pour ¢ > 2, et qui n’est pas constante a partir d’un certain rang. On note
0. : T'— T l'automorphisme fixant le sous-arbre 7'~ et vérifiant 0, ((a;);cv)) = (€:(a:))sem
pour tout sommet (a;);cqy) de T+.

Notons X. = X_[], Xy le recollement de X_ et X, par I'isomorphisme 6. de T vu
dans X_ sur T vu dans X*. Alors le complexe polygonal X., qui est CAT(—1), est un
immeuble hyperbolique de dimension 2 de méme type que X (ses links n’ont pas changé
et on applique le corollaire 2.4).

On identifie X_ avec ses images dans chaque X.. Supposons qu’il existe deux suites
e, ¢ telles que X., X, solent isomorphes. Par considération de type d’isomorphisme des
voisinages d’arétes, un tel isomorphisme envoie 'aréte de X, issue de wu; sur celle de X
issue de u;, et les suites ¢, ¢’ coincident. Comme il existe un ensemble non dénombrable
de telles suites, le résultat en découle. 0

Remarque. (1) Le graphe biparti complet K, , étant trop flexible, cette preuve ne
marche pas pour L = K, ,. Au contraire, M. Bourdon [Boul] a montré que tout immeuble
hyperbolique, de chambre le polygone hyperbolique régulier a p cotés et a angles droits
et de links de sommets isomorphes au graphe biparti complet K, ,, est isométrique a
I'immeuble de Bourdon I, ,.

(2) Le résultat analogue est beaucoup plus difficile dans le cas des immeubles triangu-
laires euclidiens d’ordre 2, voir [Bar].

30



Proposition 3.7 Si X est un immeuble euclidien ou hyperbolique de dimension 2, et n
un entier au moins 2, alors un revétement de X branché d’ordre n au centre de chaque
chambre de X admet une structure d’immeuble hyperbolique X(n) de dimension 2. Si X
admet un sous-groupe discret cocompact d’automorphismes, alors )N((n) aussi.

Preuve. Notons X™ ’espace métrique X privé du barycentre de chacune de ses chambres.
Par contractibilité de X, avec un choix de point base arbitraire, le groupe fondamental
71 X" de X™ est un produit libre infini de groupes infinis cycliques, avec un générateur pour
chaque chambre de X. Notons N le sous-groupe normal de 7; X* normalement engendré
par la puissance n-eme du bord de chaque chambre. Soit )N((n) le complété du revétement
X* de X* défini par N.

Comme le groupe fondamental de X~ est N, et que les générateurs de N sont triviaux en
homotopie par passage au complété, nous en déduisons que )N((n) est simplement connexe.
Si €' est une chambre de X, alors le revétement d’ordre n > 2 branché au barycentre de
C' admet une structure de polygone hyperbolique, dont les angles correspondent & ceux de
C' par 'application de revétement. En munissant les 2-cellules de X(n) de cette structure,
le fait que X(n) est un immeuble hyperbolique de dimension 2 découle alors du corollaire
2.4, les links n’ayant pas changé.

Par construction, Aut(X (n)) contient un sous-groupe G (n) qui s’insére dans une suite
exacte

1— N—G(n) — Aut(X) — 1.

Si Aut(X) agit transitivement sur les chambres de X, alors G/(n) agit aussi transitive-
ment sur les chambres de X (n). Les fixateurs dans G(n) de points de X (n) s’envoient
isomorphiquement sur les fixateurs correspondants dans Aut(X). La derniére assertion
s’en déduit. 0

Nous renvoyons a [Bou2] pour un autre procédé d’hyperbolisation des immeubles eucli-
diens. Comme dans [Bou2], en tirant en arriere par revétement branché, nous en déduisons
que tout réseau dans un groupe algébrique semi-simple de rang 2 sur un corps local (comme
PSL3(K) avec K égal a Z/pZ((t)) ou a une extension finie de Q,) admet une extension
(de noyau un produit libre infini) qui est un réseau dans un immeuble fuschien.

3.3 Polyedres hyperboliques a angles droits

Les constructions dans cette section sont essentiellement dues a J. Meier et a M. Davis
(voir par exemple [Dav2]).

Soit P un polyedre hyperbolique de volume fini, a angles diedres droits (de dimension
est au moins 2), et soit Py, I'ensemble de ses sommets a 'infini.

En dimension 2, il est facile de classer ces polyedres (il y a des modules). En dimension
3, le théoreme d’Andreev [And] permet de les caractériser par la combinatoire de leur
bord. (Dans le cas compact, ce sont exactement les cellulations duales des triangulations
de la sphere de dimension 2 différentes du simplexe et du dual du prisme, telles que tout
cycle d’arétes de longueur trois dans cette triangulation borde une face, et tout cycle de
longueur quatre borde la réunion de deux faces recollées le long d’une aréte.) Par exemple,
il existe un dodécaedre hyperbolique régulier a angles droits. D’apres une communication
personnelle d’I. Rivin, il y a une infinité de P en dimension 4, et aucun en dimension au
moins b.
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Si I = I(P) est 'ensemble des faces de codimension 1 de P, soit G; un groupe fini
de cardinal n; > 2 pour tout ¢ dans I (par exemple G; = Z/n;Z). Si o est une face de
P différente d’un sommet a 'infini, disons que ¢ = NJ pour J C I (avec par convention
J =0si o =P), et posons G, = HjeJ G ;. Comme P est un polyedre de Coxeter, les
links de ses faces (différentes d’un sommet a I'infini) sont des simplexes (voir [Vin]). Donc
I’écriture ¢ = N.J existe et est unique.

Si 0 = NJ est une face propre de 7 = NK (avec 0 ¢ P.) et a est l'aréte de la
subdivision barycentrique de P d’origine 7 et d’extrémité o, posons ¥, : Gr = [[;cfc Gi —
G = [l;e;G: le morphisme de groupes injectif évident donné par l'inclusion K C .J.

Il est immédiat de vérifier que C = (P, {G,},{¥.}) est un polytope de groupes dont
le développement lk-local d’une face 0 = NJ ¢ P,, de dimension k est un joint sphérique
itéré d’ensembles finis a n; éléments pour j parcourant J. En particulier C est a courbure
négative.

Par la section 1.5, la limite inductive I' des ({G,}, {1,}) est un groupe discret d’iso-
métries d’un complexe polyédral CAT(—1) localement fini X (le revétement universel de

C).

3.4 Polyedres idéaux

Nous construisons ci-dessous des exemples de gros groupes paraboliques d’isométries de
complexes polyédraux CAT(-1), qui sont contenus dans des groupes discrets de covolume
fini.

Soient X un complexe polyédral hyperbolique fini, avec X, non vide (i.e. dont au
moins 'une des cellules a au moins un point a I'infini) et C un complexe de groupes finis
sur X. Supposons C a courbure négative (au sens de la section 1.5).

Notons X le revétement universel de C (qui existe par le théoreme 1.7). Alors X est un
complexe polyédral CAT(—1) localement compact. L’action sur X du groupe fondamental
de C est discrete, car les fixateurs de cellules sont finis, et de covolume fini, car X est de
volume fini.

Soit zg € X,,. Nous avons vu dans la section 1.5 que le link de zg dans X hérite de C
une structure de complexe de groupes, notée C,,, qui est développable. Soit G, le groupe
fondamental de C,,.

Alors il découle des résultats de [Hae] que G/, s’injecte dans le groupe fondamental de
C, d’image le stabilisateur d’un point a I'infini de X (au-dessus de x¢). Une horospheére de
X suffisamment petite centrée en ce point est isométrique (pour la métrique de longueur
induite) au revétement universel de C,,. Comme G, préserve ces horospheres, c’est un
groupe parabolique.

Comme X n’a qu’un nombre fini de cellules et est conique & I'infini, en prenant dans
X une horosphere suffisamment petite centrée en chaque point de X.,, et en prenant
I'image réciproque dans le revétement universel X, on obtient une famille équivariante
d’horoboules centrées en tous les points paraboliques, ces horospheres étant de plus a
distance minorée par une constante strictement positive. 1l découle alors de la proposition
5.12 de [Bow3] que le groupe fondamental 71(C) est un groupe géométriquement fini au
sens de Tukia-Bowditch [Tuk, Bow2] et est hyperbolique relativement & I’ensemble de ses
sous-groupes paraboliques maximaux, au sens de Gromov-Farb-Bowditch [Bow3].

Supposons que G, contienne un groupe libre de rang 2. Par la proposition 1.6 de
[BM], puisqu’un groupe qui contient un groupe libre de rang 2 n’est pas moyennable,
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I’exposant critique de G, est infini. Donc 'exposant critique de 71 (C) est infini.

Exemple 1 : Considérons un triangle hyperbolique idéal de groupes finis, de groupe du
triangle trivial, et groupes des arétes les groupes finis A, B, C'. 1l est clairement & courbure
négative, donc développable, de revétement universel noté X. Le groupe fondamental G
est le produit libre A x B x (', les sous-groupes paraboliques maximaux sont les conjugués
de Ax B,AxC et B x (C, qui contiennent un groupe libre de rang 2 si A, B,C sont
de cardinal au moins 3. Les horospheres sont isométriques pour la distance de longueur
induite aux arbres de Bass-Serre des produits libres Ax B, AxC et BxC'. Mais toute droite
géodésique dans un tel arbre est contenue dans une copie d’un plan hyperbolique, et y est
une horosphere, donc est exponentiellement distordue pour la distance induite. Dans ce
cas, il est facile de montrer directement que la série de Poincaré diverge en tout exposant
fini et que la dimension de Hausdorff du bord est infinie. Le bord est une courbe (compact
connexe métrisable, de dimension topologique 1), dont les seuls points de coupure locaux
sont les points fixes paraboliques. Il est homéomorphe a I'espace topologique quotient
du Cantor des bouts de 'arbre de Bass-Serre du produit libre A x B % C' par la relation
d’équivalence qui écrase en un point ’ensemble limite de chaque conjugué de A+ B, Ax ('
ou B xC.

Montrons comment épaissir X de maniére équivariante sous G pour obtenir une variété
riemanienne compléte M & courbure inférieure ou égale & —1 (mais non minorée). Pour
simplifier, supposons A = B = C' = Z/3Z. Soit A un triangle hyperbolique idéal de
H?. 1l existe sur A x [0,+o0c[ une métrique riemanienne compléte, ayant une symétrie
d’ordre trois autour du rayon {z} X [0, +o0o[ ou 2 est le barycentre de A, telle que A x {0}
et ¢ x [0,4o0] pour chaque c6té ¢ de A sont totalement géodésiques et isométriques a
respectivement A et un demi-plan hyperbolique, et tel que les angles diedres le long de
cx {0} entre A x {0} et ¢x [0, +oc[ soient T pour chaque coté c de A. Montrons brievement
comment obtenir une telle métrique.

Le plan hyperbolique H? sépare I’espace hyperbolique H® en deux composantes con-
nexes d’adhérences H? | Hfl)’_. L’intersection entre Hi’_ et les trois demi-espaces contenant
A et dont le bord fait un angle % avec H? ne convient pas, car les trois demi-plans dans
]HEI)’_ contenant les trois cotés de A et faisant un angle £ avec A se rencontrent. Mais en
faisant tendre la courbure vers —oo en s’approchant des pointes de A, on obtient 'exemple
souhaité.

En doublant A X [0,4o00[ (avec la métrique décrite ci-dessus) le long de A x {0}, on
obtient un triangle épaissi. En recollant une copie de ce triangle épaissi pour chaque
triangle de X suivant la combinatoire de X, de sorte que chaque conjugué de A, B,C
agisse comme une symétrie d’ordre 3 autour de chaque aréte, on obtient la variété M
cherchée. Notons que X est plongé de maniere quasi-convexe dans M, et invariante par
G.

En prenant pour M la variété Z\Z/G7 la proposition 0.3 s’en déduit.
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ZInZ x ZIpZ ZIpZ ZIpZ x ZImZ

ZInZ ~ 0 ZlmzZ

\ 1 \

ZInZ x ZIs Z‘ ZIsZ VZ/sZ x ZImZ

Figure 9 : Octaedre hyperbolique idéal & angles droits.

Exemple 2 : Soit P un polyédre hyperbolique idéal (i.e. tous ses sommets sont a
I'infini) a angles diedres droits, par exemple l'octaedre hyperbolique idéal régulier de la
figure 9. Reprenons la construction et les notations de la section 3.3.

Par le raisonnement précédent ’exemple 1, la limite inductive I" des ({G, }, {14}) est un
groupe discret non élémentaire d’isométries d’un complexe polyédral CAT(—1) localement
fini X. Soit z un sommet de P. Si ', est la limite inductive des ({G,},{%.}) pour &
parcourant ’ensemble des faces de P contenant strictement z, alors I';, est un sous-groupe
de I' fixant un point & infini de X.

Si, pour une face ¢ de codimension 1 contenant z, I'un des n;, disons n;,, est au moins
3, alors le groupe de type fini GG, contient un groupe libre de rang 2. En effet, G, a pour
présentation

G, = <*{i, xei}Gi | [Gi,G]‘] =1si iNj# {$}>

Comme le link de z dans P est combinatoirement un cube (c’est un polyedre euclidien
a angles droits), si jo est la face de codimension 1 de P opposée a iy dans le link de z,
alors les applications canoniques (la premiére injective, la seconde surjective) de composée
I’identité

Gio * G]‘O — *{i, xei}Gi — Gio * G]‘O
induisent des applications

Gio * G]‘O — Gx — Gio * G]‘O

de composée l'identité. Donc G, contient un produit libre de deux groupes finis d’ordre
I’'un au moins 2, 'autre au moins 3, donc contient un groupe libre de rang 2.

3.5 Polyedres hyperidéaux tronqués

Certains polyedres hyperboliques hyperidéaux P (i.e. dans le modeéle projectif de H"*, ce
sont des polyedres dont les sommets sont contenus dans le complémentaire de "adhérence
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de H", et dont les arétes rencontrent H"), une fois tronqués par les hyperplans polaires
des sommets, sont des polyedres de Coxeter (voir [VS]). Nous en donnons ci-dessous une
famille (a quatre parameétres k, m, ¢, s) en dimension 3, munie d’une structure de polytope
de groupes.

Pour tous entiers k£ > 4 et m > 2, avec k pair et m > 3 si k = 4, il existe un
(unique) polyedre hyperbolique hyperidéal de dimension 3, dont les angles diedres sont I-
et qui est combinatoirement la suspension d’un k-gone (voir figure de gauche ci-dessous
si k = 6). En tronquant par les hyperplans polaires des sommets, on obtient un polyedre
hyperbolique de Coxeter P = P(k, m), dont les angles diedres aux arétes intersections avec
les hyperplans polaires sont 7/2. L’existence découle ou bien d’arguments de continuité
a partir du polyedre hyperbolique idéal correspondant, ou bien du théoreme d’Andréev
sur le polyedre combinatoire tronqué (voir [And]). Nous appelerons nouvelles les faces et
arétes de P contenues dans des hyperplans polaires, et originelles les autres.

Pour tout quadruplet de Chevalley (G, B; Py, ;) dont I'immeuble est un m-gone géné-
ralisé, et tout entier s > 2, donnons une structure de polytope de groupes sur P (voir
figure de droite ci-dessous pour k = 4).

Le groupe de P lui-méme est B. Le groupe d’une face originelle est P, ou P, de
sorte que deux telles faces se rencontrant en une aréte n’ont pas le méme groupe. Ceci est
possible car k est pair. Le groupe d’une face nouvelle est B X Z /sZ. Le groupe d’une aréte
originelle est G. Le groupe d’une aréte nouvelle est P; xZ /sZ, ou P; est le groupe d’une face
originelle qui la contient. Enfin, le groupe d’un sommet est le groupe H = G x Z/sZ. Les
morphismes de groupes sont les inclusions évidentes. Le groupe H agit naturellement sur
I'immeuble sphérique qui est le joint sphérique d’un ensemble de cardinal s et du graphe
de Chevalley C(G, B; Py, P;). L’action est transitive sur les chambres, et le quotient est
bien le triangle sphérique de groupes induit sur le link d’un sommet de P.

AN

AN
)\ V4

¢

Figure 10 : Octaedre hyperidéal tronqué.

Par le théoreme 2.1, ce polytope de groupes est développable, de revétement universel
un immeuble hyperbolique de type (W(P),S(P)). Le groupe fondamental du polytope
de groupes est un sous-groupe discret cocompact d’isométries polyedrales de Iimmeuble,
préservant le type, et il agit transitivement sur les chambres.
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4 Cohomologie a l’infini des immeubles

Soit X un espace métrique CAT(0) complet localement compact. Rappelons que ’on note
0X l'ensemble des classes d’équivalence de rayons géodésiques r : [0, +oo[— X pour la
relation d’équivalence r ~ 1’ si les images de r et 1’ restent & distance de Hausdorff finie. Il
existe (voir [GH, BH]) sur la réunion disjointe X de X et de dX une et une seule topologie
qui vérifie les propriétés suivantes :

e X est métrisable, compact, contractile,

e la topologie induite sur X est la topologie originelle de X', et X est un ouvert dense
dans X,

e l'action du groupe des isométries de X s’étend continuement en une action continue
sur X,

e une suite de points (2;);ery de X converge vers un point a de 90X si et seulement si
la suite des z; sort de tout compact et la suite des segments géodésiques entre zg et
x; reste a distance bornée de 'image d’un rayon géodésique représentant a.

Pour tout point z de X et toute suite croissante de réels (r;);cy tendant vers +oo,
considérons la suite des spheres S(z, r;) de centre z et rayon r;, et la suite des applications
pi» S(x,ri41) = S(x,r;) qui & un point y de S(a,r;41) associe 'unique point & distance
r; de & sur 'unique géodésique entre z et y. Par inégalité CAT(0), les applications p; sont
continues.

Pour tout ¢, considérons 'application f; : X — S(z,r;), qui & un point a associe
I'unique point & distance r; de 2 sur ['unique rayon géodésique issu de z représentant a.
Il est clair par inégalité CAT(0) que les f; sont continues, et que f; = p; o fit1.

Considérons S(z,00) = h;n S(z,r;) la limite projective de ((S(z,7:))ien, (pi)ien), mu-
nie de la topologie limite projective. Comme les S(z,r;) sont compacts, S(z,00) 'est
aussi.

Les applications f; induisent une application continue f., : 0X — S(z,00). Il est
immédiat qu’elle est injective (si deux rayons géodésiques coincident sur tous les segments
[0, 7], ils sont égaux) et surjective. Comme les espaces 0.X et S(x,00) sont compacts,
I’application f., est un homéomorphisme.

Supposons maintenant que X est un immeuble euclidien ou hyperbolique localement
fini (de dimension > 2). Fixons-nous 2 un point de X, intérieur & une chambre ¢o. Remar-
quons que la fonction distance a z est une fonction C'° en restriction a tout appartement
contenant ¢g (privé de ). Par locale finitude, et puisque que pour toute chambre ¢, il
existe au moins un appartement contenant cg et ¢, il existe une suite strictement croissante
de réels s;, avec sg = 0, telle que pour s différent d’un s;, la sphere S(z, s) n’est tangente
a aucune cellule de X (de codimension non nulle). Par un argument de dénombrabilité et
par convexité stricte des spheres dans ’espace euclidien ou hyperbolique, quitte a bouger
un peu z, nous pouvons supposer que les points de tangence des spheéres S(z,s;) avec
une cellule sont & l'intérieur de cette cellule. Posons r; = %(82 + si+1). Notons que pour
s; <1 <1’ < sip1, les spheres S(z,r’) sur S(z,r) sont homéomorphes.

Proposition 4.1 [’espace topologique S(x,r;) a le type d’homotopie d’un bouquet fini de
sphéres de dimension n—1, si les appartements de X sont de dimension n. Si X est épais,
alors le nombre de sphéres du bouquet tend vers Uinfini quand i — oc.
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Preuve. Rappelons (voir [Ron]) qu’un immeuble sphérique I fini de dimension p a le type
d’homotopie d’un bouquet fini de spheres de dimension p, et que toute boule ouverte de
rayon < 7 est contractile. De plus, si ¢ est une chambre de I, alors le complémentaire dans
I des intérieurs des chambres opposées a ¢ se rétracte canoniquement sur tout point de ¢,
donc le bouquet de spheres contient exactement une sphere pour toute chambre opposée
a c.

Considérons un petit voisinage convexe V d’un point de tangence y entre la sphere
S(z,s;) et une cellule ouverte de X. Notons v le point du Link Lk(y) de X en y corres-
pondant au germe de segment géodésique de y vers z, et ¢ la chambre de Lk(y) contenant
v (unique par I’hypotheése sur le choix de ). Identifions Lk(y) avec la sphere S(y,no)
de centre y et de rayon 7o, avec 79 > 0 suffisamment petit (avec en particulier B(y, o)
contenue dans V).

Soit € > 0 suffisament petit, et en particulier petit devant 7. La sphére S(z,s; —
€) sépare S(y,1n0) en deux composantes connexes, d’adhérence S_, Sy avec disons S_
contenant v. Notons que S_ est contenue dans une boule de ce Link de centre v et de
rayon < 7. Alors S(z, s; + ¢) est obtenue (dans ce voisinage V') & partir de S(z,s; —¢) en
faisant une somme connexe avec le Link de y, au sens suivant : 'intersection de S(xz, s;+¢)
et de V est homéomorphe & la réunion de V N (S(z,s; —€) — B(y,no)) et de ST. Comme
S(z,si —€) N B(y,no) se rétracte (relativement au bord S(z,s; —€) NS (y,n0)) sur S_ par
la rétraction le long des rayons géodésiques issus de y, les parties S(z, s; —¢) N B(y, no) et
S_ sont contractiles. Donc en trace dans V, le type d’homotopie de S(z, s;+¢€) est obtenu
a partir de celui de S(z,s; — €) par somme connexe pointée avec un bouquet de spheéres
de dimension n — 1, une par chambre opposée a ¢ dans Lk(y). Le résultat en découle.

Théoréme 4.2 Soit X un immeuble euclidien ou hyperbolique localement fini de dimen-
ston n. Alors Hf(X;Z) est nul pour k # n et abélien libre pour k = n, de dimension
infinie si X est épais.

Preuve. Notons f{k(Y; Z) le k-eme groupe de cohomologie réduite d’Alexander-Spanier
d’un espace topologique Y & coefficients Z. Comme X est compact contractile et 9.X fermé
dans X, on a par la suite exacte de cohomologie a support compact relative

HNX:Z)~ H* 10X 7).

Notons I:{k(Y; Z) le k-eme groupe de cohomologie réduite de Céch d’un espace topologique
Y & coefficients Z. Comme 90X est compact, on a

H*0X:Z) ~ H* (90X, 7).
Comme 0X est homéomorphe & la limite projective des sphéeres S(z,r;), on en déduit

H*(0X:7Z) ~ lim HE (S (2, 19); 7).

Les I:{k(S(x, ri); Z) sont des groupes abéliens libres, triviaux si k # n — 1, et I’application
pr HVV(S (2, ri); Z) — HYY(S(2,741); Z) est Pinclusion dans un facteur abélien libre,
propre si X est épais, par la proposition précédente. Le résultat en découle. 0
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