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1 Propriétés géométriques et mesurables des groupes

1.1 Distances invariantes a gauche sur les groupes

Si G est un groupe, une distance d : G x G — R sur G est dite invariante & gauche si
I’action de G sur lui-méme par translations & gauche est isométrique, c’est-a-dire si, pour
tous g, x,y € G,

d(gz,gy) = d(z,y) .

De nombreux groupes sont munis, de maniére naturelle, d’'une distance invariante & gauche,
ou d’une famille de telles distances. Ceci a permis & Gromov de les traiter comme des objets
géométriques. Suite & son texte fondateur [Gro2], la théorie géométrique des groupes étudie
en particulier les actions isométriques de (beaux) groupes sur de (beaux) espaces métriques.

Exemples. (1) Soient G un groupe (de type fini) et S une partie génératrice finie de G. La
distance des mots dg sur S définie par S est I'application (z,y) — dg(x,y) ot dg(z,y) est
la longueur minimale d’un mot en les éléments de S et leurs inverses représentant z~1y.
C’est une distance invariante a gauche sur G.

(2) Soient G un groupe de Lie réel connexe et (-,-) un produit scalaire sur 7.G. Alors
la distance riemannienne définie par 'unique métrique riemannienne invariante & gauche
sur GG valant ce produit scalaire en e est une distance invariante a gauche sur G.

(3) Soient X un espace métrique muni d’une action a gauche isométrique d’un groupe
G et zp € X un point de stabilisateur trivial (fini). Alors (g, h) — d(g, h) = d(gzo, hxo) est
une (pseudo-)distance invariante a gauche sur G. Lorsque G est muni d’une (belle) autre
distance invariante & gauche (par exemple une distance des mots s’il est de type fini), et
lorsque X est un bel espace métrique (par exemple un sur-groupe de type fini de G), la
théorie de la distorsion compare ces deux distances.

Etudions la dépendance des choix de S et de (-,-) dans les exemples (1) et (2), qui
servira de prétexte pour définir & quelle équivalence prés nous allons étudier les groupes
munis de distances invariantes a gauches (mais il y a d’autres possibilités, voir par exemple

[Why, Dym]).

1.2 Quasi-isométries

Soient X et Y deux espaces métriques. Une application f: X — Y est une application
quasi-isométrique s'il existe A > 1 et ¢ > 0 tels que pour tous x,y € G,

> =

Une quasi-isométrie de X dans Y est application quasi-isométrique telle qu’il existe ¢ > 0
tel que, pour tout y € Y, il existe x € X tel que d(y, f(x)) < c. Les espaces métriques X
et Y sont quasi-isomélriques §’il existe une quasi-isométrie de X dans Y.

Il est facile de vérifier que la relation « étre quasi-isométrique » est une relation d’équiv-
alence sur tout ensemble d’espaces métriques.

Exemples. (1) Les distances des mots définies par deux parties génératrices finies S et
S’ d’un groupe (de type fini) G sont quasi-isométriques (I'identité de G étant une quasi-
isométrie de dg sur dg pour les constantes ¢ = 0 et A\ = max{max,cgs ds(e, s), maxses dgr (€, s)}).
Bien siir, deux groupes de type fini isomorphes sont quasi-isométriques, mais la réciproque
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est fausse. Nous étudierons dans ces notes de nombreuses propriétés de groupes de type
fini invariantes par quasi-isométrie de n’importe laquelle de leur distance des mots.

(2) Les distances riemanniennes sur un groupe de Lie réel connexe G définies par deux
produits scalaires (-,-) et (-,-)" sur T.G sont quasi-isométriques : I'identité de G est une
quasi-isométrie pour les constantes ¢ = 0 et

A= max{max ~vv ma ~vv
e oy e o)

(3) Si M est une variété lisse riemannienne compacte connexe, m M un groupe fon-
damental de M et M — M un revétement riemannien universel de M , alors, comme le
montre le lemme ci-dessous, m M est de type fini et une distance des mots sur 1 M et la
distance riemannienne sur M sont quasi-isométriques.

Soit X un espace métrique. Une géodésique de X est une application isométrique c :
I — X ou [ est un intervalle de R. Nous dirons segment géodésique, rayon géodésique, droite
géodésique de X si I est respectivement un intervalle compact, une demi-droite fermée (en
général [0,400[) ou R tout entier. Les extrémités d'un segment géodésique ¢ : [a,b] — X
sont les points c(a) (appelé l'origine de ¢) et ¢(b). Nous noterons souvent [z,y] un segment
géodésique d’extrémités z et y, en prenant bien garde qu’il peut y en avoir plusieurs.

Nous dirons que X est géodésique si deux points de X sont extrémités d’au moins un
segment géodésique, et que X est propre si ses boules fermées sont compactes. Par exem-
ple, une variété riemannienne connexe compléte est géodésique et propre, par le théoréme
d’Hopf-Rinov (voir par exemple [GHL]).

Lemme 1.1 Soient X un espace métrique géodésique propre, x € X et G un groupe discret
agissant sur X proprement par isométries, avec espace topologique quotient G\X compact.
Alors G est de type fini et application g — gx de G dans X, qui est équivariante pour les
actions & gauche du groupe G sur G et sur X, est une quasi-isométrie de G muni d’une
distance des mots dans X.

Démonstration. Soient R > 0, B la boule fermée de rayon R et de centre x, et supposons
R suffisamment grand pour que les images de B par les éléments de G recouvrent X. Soit
S l'ensemble (stable par passage a l'inverse et contenant l'identité) des éléments s de G
tels que B N sB soit non vide. Puisque la distance de X est propre, B est compacte, et .S
est fini, car l'action de G est propre. Soit A = maxcgd(z,sx) et r = infyeqg_gd(B, gB),
qui est strictement positif par compacité de B et propreté de I'action.

Montrons que S est une partie génératrice de G'. Pour tout g € G, soit k le plus petit
des entiers p tels que d(x,gx) < pr. Puisque X est géodésique, choisissons des points
Ty = T,T1,...,Tp = gr sur un segment géodésique entre x et gz tels que d(z;, xp1) < r
pour 0 < i < k—1.Pour 0 <i <k, soit g; € G tel que x; € ¢; B, avec gg = id, gr = g. Pour
0<i¢<k-—1,posons s; = gi_lng, de sorte que g = sgs3...sg_1. Pour 0 <4 < k—1, nous
avons g; 'z; € B, g; 'z = Sz‘gﬁlﬂiﬂ € s;B, et d(g; ‘i, g; 'wip1) = d(wi,xi01) < 7
Donc par définition de r, nous avons s; € S. Ceci montre que S engendre G.

De plus, par minimalité de k, nous avons d(z,gz) > (k — 1)r > r ds(g,e) — r. Ré-
ciproquement, si g € G et g = s1...5s, ou dg(g,e) = k, alors par I'inégalité triangulaire et
l'invariance, d(z, gz) < Zi':f d(s;x,siy17) < Ads(g,e). Donc r ds(g,h) —r < d(gz, hz) <
A dg(g, h) pour tous g,h € G.



Enfin, tout point de X est & distance au plus R d’un point de 'orbite G . O

La caractérisation suivante des groupes de type fini quasi-isométriques est due a Gro-
mov.

Proposition 1.2 Deux groupes de type fini I' et A sont quasi-isométriques si et seule-
ment s’ils admettent des actions propres commutantes par homéomorphismes sur un espace
topologique localement compact non vide X avec quotient compact.

Démonstration. Supposons tout d’abord que I' et A admettent des actions commutantes
par homéomorphismes sur un espace topologique localement compact non vide X. Pour
simplifier les notations, nous supposerons que I' agit & gauche et A & droite sur X. Soit
K un compact de X tel que les restrictions a K des projections canoniques X — I'\ X et
dans X — X/A soient surjectives. Pour tout v € T, choissisons A, € A tel que vK N K\,
soit non vide. Il est laissé en exercice de vérifier que v +— A, est une quasi-isométrie.

Réciproquement, supposons I' et A quasi-isométriques. Pour N assez grand, notons X
I’ensemble des applications f : ' — A telles que pour tous z,y € I,

% d(z,y) — N < d(f(2), f(y)) < N d(,y) .

et pour tout y € A, il existe x € I tel que d(y, f(z)) < N. Il est non vide, par discrétude
de T'. Le groupe I' agit & gauche sur X par (v, f) — (z — f(y"'z)), et le groupe A agit
& droite sur X par (f,\) — (z — A71f(z)). Ces actions commutent. Munissons X de la
topologie de la convergence simple, qui est localement compacte par le théoréme d’Ascoli.
Il est laissé en exercice de montrer que ces actions sont propres de quotients compacts. [

Un groupe de type fini G muni d’une distance des mots n’est pas un espace géodésique,
mais il se plonge de maniére isométrique avec quotient compact dans un espace géodésique
propre canonique (donc qui lui est quasi-isométrique par le lemme 1.1), de la maniére
suivante.

1.3 Graphes de Cayley et présentations de groupes

Soient G un groupe (de type fini) et S une partie génératrice finie de G. Le graphe de
Cayley (a droite) de (G, S) est le graphe (au sens de [Ser|) d’ensemble des sommets G,
d’ensemble des arétes E I'ensemble des triplets e = (g,¢',s) € G x G x (SUS™!) tels
que ¢ = gs, lorigine de l'aréte (g,¢’,s) étant g, son extrémité ¢’, et son aréte inverse
e=1(g,g,51). Il est connexe car S engendre G.

Rappelons que la réalisation topologique d’un graphe connexe d’ensemble des sommets
E est lespace topologique quotient de I’espace topologique produit E x [0, 1] (ot E est muni
de la topologie discréte) par la plus petite relation d’équivalence ~ telle que (e, t) ~ (€,1—t)
et (e,0) ~ (¢/,0) si e et ¢ ont méme origine, pour tous e,e’ € E et t € [0,1]. Nous la
munirons de 'unique distance géodésique rendant chaque aréte de longueur 1.

Notons Cay(G, S) la réalisation topologique du graphe de Cayley de (G, S), que nous
appellerons encore par abus graphe de Cayley de (G, S). L’action par translations & gauche
de G sur lui-méme s’étend en une action isométrique de G sur Cay(G, S), et ’application
identité de G dans I’ensemble des sommets GG induit une application isométrique de G dans
Cay(G, S) telle que tout point de Cay(G,S) soit a distance au plus % de son image. en
particulier, par le lemme 1.1, G et Cay(G, S) sont quasi-isométriques.
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Rappelons que si S est un ensemble, le groupe libre sur S est ’ensemble L(S) des mots
és? éléments de S et leurs inverses formels qui sont réduits (c’est-a-dire sans sous-mot
ss ' ni s7!ls ot s € S), muni de la loi de concaténation-réduction (mettre les mots réduits
bout a bout et simplifier autant que possible les tels sous-mots qui apparaissent). C’est
un groupe, qui veérifie la propriété universelle suivante : en notant i : S — IL(.S) I'inclusion
évidente, pour toute application j : S — H ou H est un groupe, il existe un et un seul
morphisme de groupes ¢ : L(S) — H (dit canonique) tel que poi = j.

Une présentation d’'un groupe G est un couple (S, R) tel que S soit une partie (voire
une famille) génératrice de G, et R une partie de L(S) telle que le noyau du morphisme
canonique de L(S) dans G soit le plus petit sous-groupe distingué N (R) contenant R. Le
morphisme canonique induit alors un isomorphisme de groupes de L(S)/N(R) dans G. Un
groupe est de présentation finie s'il admet une présentation (S, R) ou S et R sont finies.

Pour tout n € N, nous noterons [F,, un groupe libre sur un ensemble de cardinal n. Une
partie génératrice libre de IF,, est une partie S de F,, telle que le morphisme canonique de
L(S) dans F,, soit un isomorphisme. Son cardinal est forcément n, car les groupes F,, et
F,, sont isomorphes si et seulement si n = m (en abélianisant pour s’en convaincre). Si S
est un ensemble fini de cardinal n > 1, alors le graphe de Cayley de LL(S) pour la partie
génératrice S est un graphe régulier de valence 2n.

A

1

=
[ B
0

.I_
T

Graphe de Cayley du groupe libre Fo sur S = {a,b}.

Si H est un sous-groupe (pas forcément de type fini) d’un groupe G muni d’une partie
génératrice finie S, le graphe de Schreier de (G, S, H) est le graphe quotient par H du
graphe de Cayley de (G, S). Par exemple, si H est distingué, alors en notant 7 : G — H\G
la projection canonique, le graphe de Schreier de (G, S, H) est le graphe de Cayley de
(H\G,m(S5)), si w est injective sur S. Par exemple, les graphes de Schreier des sous-groupes
du groupe [F,, muni d’une partie génératrice libre sont des graphes connexes réguliers (de
valence constante 2n), qui ne sont pas nécessairement homogeénes : le groupe de leurs
automorphismes de graphe n’agit pas toujours transitivement sur les sommets. Une clas-
sification & quasi-isométrie prés des graphes de Schreier d'un (beau) groupe de type fini
donné est un probléme largement ouvert (et inabordable dans le cas d’un groupe libre
F,,, puisqu’elle entrainerait une classification & quasi-isométries prés de tous les groupes
admettant une partie génératrice de cardinal n, voir la partie 5).

Exercice E.1 (1) Montrer, en utilisant le lemme 1.1, que tout sous-groupe d’indice fini
d’un groupe de type fini G, et que tout quotient de G par un sous-groupe distingué fini,
sont de type fini el quasi-isométriques a G.
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(2) Pour tout N > 3, montrer que deux arbres tels que, pour tout sommet v, le nombre
d’arétes d’origine v soit compris entre 3 et N, sont quasi-isométriques. En déduire que F,
et F,, sont quasi-isométriques, pour tous n,m € N — {0, 1}.

Deux groupes G et G’ sont commensurables s’ils admettent des sous-groupes d’indice
fini isomorphes. Deux groupes de type fini commensurables sont quasi-isométriques par
Pexercice (1) précédent, mais la réciproque est fausse.

C’est & cause de la premiére partie de cet exercice que dans de nombreux problémes
de classification de groupes & quasi-isométrie prés, sur lesquels nous reviendrons en partie
5, les énoncés obtenus sont invariants par passage a un sous-groupe de type fini et & un
quotient par un sous-groupe distingué fini.

Si A et B sont deux sous-groupes d'un groupe G, nous noterons [A, B] le sous-groupe de
G engendré par les commutateurs [a,b] = aba ™ 'b~! otta € A et b € B (qui en général n’est
pas réduit a l’ensemble de ces commutateurs). Pour tout groupe G, notons Cyp(G) = G et
par récurrence Cp,1+1(G) = [G,C,(G)]. Le groupe G est dit nilpotent sl existe n € N tel
que Cp11(G) = {e}, et la borne inférieure des tels n est appelé 'ordre de nilpotence de
G. Le groupe G est dit résiduellement nilpotent si (), .y Crny1(G) = {e} (ou, de maniére
équivalente, si pour tout g € G—{e}, il existe un sous-groupe distingué¢ N de G ne contenant
pas g tel que G/N soit nilpotent). De méme, pour tout groupe G, notons Dy(G) = G et
par récurrence D, 1(G) = [D,,(G), D,,(G)]. Le groupe G est dit résoluble s’il existe n € N
tel que Dy,+1(G) = {e}, et la borne inférieure des tels n est appelé 'ordre de résolubilité
de G. Le groupe G est dit résiduellement résoluble si (), ey Dny1(G) = {e} (ou, de maniére
équivalente, si pour tout g € G — {e}, il existe un sous-groupe distingué N de G ne
contenant pas g tel que G/N soit résoluble). Puisque D,,(G) C C,(G), un groupe nilpotent
est résoluble, donc un groupe résiduellement nilpotent est résiduellement résoluble.

Exercice E.2 Montrer que le groupe libre est résiduellement nilpotent. Si G est un groupe
résiduellement nilpotent muni d’une partie génératrice finie, montrer que le graphe de
Schreier du sous-groupe Cy11(G) (ou le graphe de Cayley du groupe quotient G/Cpi1(G)
pour la partie génératrice quotient), pointé en l’image de l’élément neutre, converge pour
la distance de Hausdorff-Gromouv pointée (voir la partie 6, vers le graphe de Cayley de G.

1.4 Espaces des bouts d’un groupe de type fini

Si X est un espace métrique géodésique propre et x € X, pour tout n € N, notons E,
Pensemble (fini et muni de la topologie discréte) des composantes connexes non bornées
du complémentaire de la boule de centre x et de rayon n. Notons que l'inclusion induit
une application f, : E,11 — E,. L’espace des bouts (de Freudenthal, voir par exemple
[Sta, SW]) Z(X) de X est I'espace topologique limite projective 1<£n E,,, c’est-a-dire le
sous-espace topologique de 'espace topologique produit [[, .y En des suites (z,)nen telles
que x, € E, et fo(rn41) = x, pour tout n € N. Le nombre de bouts de X est le cardinal
de #(X). Notons que [],cn En est compact, métrisable, totalement discontinu, donc son
sous-espace fermé Z(X) l'est aussi.

Il est facile de montrer que si deux tels espaces X et X’ sont quasi-isométriques, alors
pour n’importe quel choix de points bases x de X et 2’ de X', leurs espaces de bouts sont
homéomorphes, et donc ils ont méme nombre de bouts. Ceci permet de définir le nombre
de bouts d’un groupe de type fini comme le nombre de bouts de n’importe lequel de ses
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graphes de Cayley. Par exemple, un groupe de type fini sans bout est un groupe fini. Un
théoréme célébre de Hopf dit que I’espace des bouts d’un groupe de type fini est ou bien un
ensemble discret & 0,1 ou 2 éléments, ou bien un espace de Cantor (c’est-a-dire un espace
topologique métrisable compact totalement discontinu sans point isolé, deux tels espaces
étant homéomorphes et de cardinal celui de R). Un groupe & deux bouts est virtuellement
monogene infini. Nous reviendrons dans la partie 3.2 sur la structure des groupes a une
infinité de bouts (voir par exemple [Sta, SW| pour des compléments sur cette partie 1.4).

Considérons la topologie sur la réunion disjointe X" de X et de A(X) dont les
ouverts sont d’une part les ouverts de X et d’autre part les réunions U UV ou U C X
est une composante connexe non bornée du complémentaire d'une boule et V' C Z(X)

est I’ensemble des bouts (2, )nen de X tels que x, C U pour tout n assez grand. Alors

. b .
cette topologie est compacte, X est ouvert et dense dans X OUtS, et 'action du groupe des

. . . b . . .
isométries de X s’étend continuement & X Oms, qui est donc une compactification naturelle
de X, appelée la compactification des bouts de X.

Exercice E.3 Si G et G’ sont deuz groupes de type fini, décrire la compactification des
bouts du produit direct G X G et du produit libre G * G’ en fonction des compactifications
des bouts de G et de G'.

Lorsque X est un graphe de Cayley d'un groupe de type fini G, ’espace topologique
A(X), qui & homéomorphisme G-équivariant prés ne dépend pas du choix d’une partie
génératrice, est un exemple de « bord topologique » de G. Nous reviendrons sur cette
notion dans la suite de ces notes, en construisant de nombreux « bords topologiques » de
groupes, la topologie asymptotique des groupes ayant leur étude pour but. Muni de I'action
continue de G (a orbites denses si G n’a pas deux bouts), ce bord topologique B permet
donc de construire une algébre stellaire (dite produit croisé¢) C'(B)xG, voir les exposés de
Georges Skandalis.

1.5 Groupes et mesures

En revenant a I’étymologie du mot géométrie, il y a plusieurs maniéres de « mesurer »la
terre : comme le montre le probléme de Didon, ’aire est aussi importante que la longueur.
Nous renvoyons a [Hop| pour une jolie introduction aux inégalités isopérimétriques (et
[VSCC, Chal, Cha2| pour des compléments), mais ne traiterons pas de son pendant dans
les groupes de type fini, pour lequel nous renvoyons par exemple a [BRS].

La théorie mesurable des groupes (qui fait donc partie de la théorie géométrique des
groupes !) étudie les (belles) actions mesurables de (beaux) groupes sur des espaces mesurés.
Le pendant mesurable du critére de quasi-isométrie de Gromov 1.2 nous permettra de
définir & quelle équivalence prés nous allons regarder ces actions, voir ci-dessous.

Dans ces notes, par groupe topologique, nous entendrons un groupe G muni d’une topolo-
gie métrisable séparable telle que I'application (z,y) — 2~ 'y de Gx G dans G soit continue.
Mais n’allons pas chercher midi & quatorze heures, nos groupes topologiques seront sauf
mention contraire dénombrables discrets (c’est-a-dire munis de la topologie discréte) ou
des sous-groupes topologiques de groupes linéaires GL, (K) ot K est un corps topologique
métrisable séparable. Nous appelerons groupe localement compact tout groupe topologique
localement compact (donc o-compact car séparable).



Soit G un groupe localement compact. Il existe sur G une mesure (borélienne, posi-
tive, réguliére donc o-finie) non nulle invariante par translations a gauche, unique modulo
multiplication par un réel strictement positif, que nous appelerons une mesure de Haar (&
gauche) de G et noterons pg. Par invariance, si pg est finie, alors G est compact.

Exemples. (1) Si G est dénombrable discret, alors la mesure de comptage sur G est une
mesure de Haar.

(2) Si G = R", alors la mesure de Lebesgue est une mesure de Haar.

(3) Si G = GL,(R), alors une mesure de Haar sur G est définie par

duc(g) Lign2 (9) -

1
=——d
| det g|™
Pour p € [1 4+ oo[, notons LP(G) (et ¢P(G) si G est discret) 'espace de Banach des
applications pug-mesurables de G dans C de puissance p-éme ug-intégrable, modulo appli-

cations essenticllement nulles, muni de la norme || f|loo = ([ [P dug)%. Notons L*>°(G)
(et £°°(@G) si G est discret) l'espace de Banach des applications pg-mesurables essentielle-
ment bornées de G dans C, modulo applications essentiellement nulles, pour la norme |||/~
de la borne supérieure essentielle.

Pour p € [1,4+00] et g € ]1,400] tels que % + % = 1, le dual topologique L?(G)* (muni
de la norme duale) de LP(G) est comme d’habitude identifié¢ & LY(G) a ’aide I'accouplement
de dualite LP(G) x LYG) — C défini par (f,9) — [, fg dug.

Pour p € [1,+00], le groupe G agit a gauche par isométries sur LP(G) par (g,¢) —
{g-o:x— p(g7ta)}, ot g € G et ¢ € LP(G), par invariance de ug. Il agit donc a gauche
sur I'espace vectoriel dual de LP(G) par (g,m) — {g-m : o+ m(g~' - @)}, ot g € G et
m : LP(G) — R est une forme linéaire. Cette action préserve le dual topologique LP(G)*
(qui est un espace de Banach pour la norme duale), et G agit par isométries sur LP(G)*.

L’étude de ces représentations (et d’autres représentations de G dans d’autres espaces
de Banach) peut apporter des informations importantes sur le groupe G (y compris sur sa
« géométrie »), comme nous en verrons des exemples ci-dessous.

Si (X, o/, ) est un espace mesuré o-fini, nous dirons qu’une action G x X — X
d’un groupe G dénombrable discret sur X est quasi-invariante (respectivement préserve
la mesure) si elle est mesurable et si tout élément de g préserve I’ensemble des parties de
X de mesure nulle pour p (respectivement si g, = p pour tout g € G, ou, de maniére
équivalente si p1(g A) = p(A) pour tous g € G et A € &7). Une action quasi-invariante est
ergodique si pour toute partie mesurable &/ invariante par I', ou bien A est de mesure nulle
ou bien le complémentaire de A est de mesure nulle. Elle est dite proprement ergodique s’il
n’existe pas d’orbite de mesure totale.

000 000 o000 000 000 o000 000 000 000 000 000 o000 '%(IFZ)

Espace des bouts du groupe libre Fo sur {a,b}.
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Par exemple, si n > 2 et G = F,,, pour tout u € F,, pour tout bout £ € ZA(F,) de
F,, il existe, dans le graphe de Cayley d’une partie génératrice libre fixée S de F,, un
unique rayon géodésique d’origine u convergeant vers £, que nous noterons [u,&[. Pour
tout mot réduit x dans F,,, notons U, l’ensemble (ouvert et fermé) des bouts & de F,
tels que [u,&[ passe par . Remarquons que {U, : z € F,} est une base d’ouverts de
A(Fy). De plus U, NUy est égal a U, ou égal a Uy ou vide, suivant que y € [u,z] ou
que = € [u,y] ou qu'aucune de ces deux conditions ne soit satisfaite. Donc tout ouvert de
Pespace topologique séparable Z(F,,) est union dénombrable disjointe d’éléments de cette
base d’ouverts. Par le critére de Kolmogorov, il est facile de vérifier qu’il existe alors une
unique mesure (borélienne) de probabilité p, sur B(F,,) telle que p,(Uy) = %W si
d(u,z) =k #0.

Cette mesure n’est pas invariante par le groupe FF,,. En effet, tout élément a € S admet
une dynamique Nord-Sud sur ZB(F,) (les extrémités a_ et ai de la droite géodésique
de sommets {a" : n € Z} sont les deux seuls points fixes de a sur %Z(F,), et pour
tous voisinages U et V de a_ et ay respectivement, pour tout n assez grand, nous avons
a"(BF,)-U)CcVeta "(A[F,)—V)CU).Donc le support de toute mesure (borélienne
positive) finie invariante par IF,, est contenu dans I’ensemble des points fixes de a. Il en est
de méme pour b € S — {a}, or les ensembles de points fixes de a et de b sont disjoints.

Par contre, la mesure p, est quasi-invariante par F,,. En effet, pour tous u et v dans
F,,, il est facile par construction de vérifier que, pour tout g € F,,,

Gxlu = Hgu
et que, pour tout £ € B(F,,),

dppy, . In(2n—1)¢ (u,v)
d/iv (5) ~° ’

ot f¢(u,v) = d(u,p) —d(v,p) ot [u,&[ N[v,&] = [p,&[ (voir le dessin de gauche ci-dessous).

u D 3 u 28

L’espace des bouts %(F,,), muni de sa tribu borélienne, de la mesure p, et de I'action
quasi-invariante de F,,, est un exemple de « bord mesurable » de groupe, une notion sur
laquelle nous reviendrons plus tard (voir par exemple [BM, Rob, BFS]. Un chapitre impor-
tant de la théorie mesurable des groupes est 1’étude des bords mesurables de groupes. La
propriété (du dessin de gauche ci-dessus) des paires de rayons géodésiques qui convergent
vers un méme point & 'infini dans un arbre, de coincider & partir d’un certain rang, et ses
quasi-versions pour les quasi-versions de groupes libres que sont les groupes hyperboliques,
sera cruciale pour étudier la « moyennabilité » de 1’action d’un groupe hyperbolique sur
son bord a l'infini (voir la partie 3.3). De plus, une action quasi-invariante d’un groupe
dénombrable discret G sur un espace mesuré X permet de construire une algébre de von
Neumann L*°(X)xG (dite produit croisé), voir les exposés de Cyril Houdayer.

°n

Exercice E.4 Montrer que l’action (diagonale) de F,, sur B(F,) x B(F,) est ergodique
pour les mesures [y, & p,. Montrer qu’il existe un ensemble non dénombrable de mesures
quasi-invariantes deux & deux étrangéres sur B(F).

10



Remarque. Tant que nous y sommes a construire des structures sur le bord A(F,,) de
IF,,, construisons aussi une « structure conforme ».

Pour tout u € IF,,, notons d, la distance sur %(F,,) telle que d,(£,7) = (2n — 1) on
k est la longueur du segment géodésique commun [u, &[ N [u,n] (avec la convention usuelle
(2n — 1)7°° = 0, voir le dessin de droite ci-dessus). Remarquons par ailleurs que p,, est la
mesure de Hausdorff de d,, normalisée pour étre de probabilité. Rappelons que le groupe
des bijections g d’un ensemble E agit sur ’ensemble des distances d sur E par

(9,d) = {(c, B) = gud(a, B) = d(g~ ', g7' B)} -
Il est immédiat qu'un élément g € F,, envoie d,, sur dg, :

Deux telles distances sont conformément équivalentes, au sens que pour tous u et v dans
[F,,, pour tout & € A(F,), la suire

. du(€; o) Be, (u,v)
! CulS50) _ (o — 1)Be0 (@)
ot doegy) Y

En fait, 'application £ — T (E20) est constante sur un voisinage épointé de &y. Il n’est pas
difficile de montrer que "application identité de IF,, dans [F,, est une application bilipschitzi-
enne de d, sur d, de rapport (2n — 1))

\V/ 5’ n € '@(Fn)a (2n - 1)—d(u,v) dv(éa 77) S du(g, 77) S (2n - 1)d(u,1)) dv(é-’ 77) N

Les applications bilipschiziennes sont absolument continues par rapport aux mesures de
Hausdorff, donc ceci remontre la quasi-invariance par F,, des mesures p,. Nous avons
ainsi muni le bord A(F,,) de F,, non seulement d’une structure topologique invariante par
[F,, et d’'une mesure quasi-invariante (en fait une famille (p,)yer, de mesures absolument
continues les unes par rapport aux autres et permutées par le groupe) mais d’une structure
conforme (une famille de distances (d,)yer, permutées par le groupe qui sont deux a deux
conformément équivalentes).

Nous allons maintenant étudier quelques grandes collections de groupes du point de
vue des problématiques suscitées.
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