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1 Propriétés géométriques et mesurables des groupes1.1 Distanes invariantes à gauhe sur les groupesSi G est un groupe, une distane d : G ×G → R sur G est dite invariante à gauhe sil'ation de G sur lui-même par translations à gauhe est isométrique, 'est-à-dire si, pourtous g, x, y ∈ G,
d(gx, gy) = d(x, y) .De nombreux groupes sont munis, de manière naturelle, d'une distane invariante à gauhe,ou d'une famille de telles distanes. Cei a permis à Gromov de les traiter omme des objetsgéométriques. Suite à son texte fondateur [Gro2℄, la théorie géométrique des groupes étudieen partiulier les ations isométriques de (beaux) groupes sur de (beaux) espaes métriques.Exemples. (1) Soient G un groupe (de type �ni) et S une partie génératrie �nie de G. Ladistane des mots dS sur S dé�nie par S est l'appliation (x, y) 7→ dS(x, y) où dS(x, y) estla longueur minimale d'un mot en les éléments de S et leurs inverses représentant x−1y.C'est une distane invariante à gauhe sur G.(2) Soient G un groupe de Lie réel onnexe et 〈·, ·〉 un produit salaire sur TeG. Alorsla distane riemannienne dé�nie par l'unique métrique riemannienne invariante à gauhesur G valant e produit salaire en e est une distane invariante à gauhe sur G.(3) Soient X un espae métrique muni d'une ation à gauhe isométrique d'un groupe

G et x0 ∈ X un point de stabilisateur trivial (�ni). Alors (g, h) 7→ d(g, h) = d(gx0, hx0) estune (pseudo-)distane invariante à gauhe sur G. Lorsque G est muni d'une (belle) autredistane invariante à gauhe (par exemple une distane des mots s'il est de type �ni), etlorsque X est un bel espae métrique (par exemple un sur-groupe de type �ni de G), lathéorie de la distorsion ompare es deux distanes.Étudions la dépendane des hoix de S et de 〈·, ·〉 dans les exemples (1) et (2), quiservira de prétexte pour dé�nir à quelle équivalene près nous allons étudier les groupesmunis de distanes invariantes à gauhes (mais il y a d'autres possibilités, voir par exemple[Why, Dym℄).1.2 Quasi-isométriesSoient X et Y deux espaes métriques. Une appliation f : X → Y est une appliationquasi-isométrique s'il existe λ ≥ 1 et c ≥ 0 tels que pour tous x, y ∈ G,
1

λ
d(x, y) − c ≤ d(f(x), f(y)) ≤ λ d(x, y) + c .Une quasi-isométrie de X dans Y est appliation quasi-isométrique telle qu'il existe c ≥ 0tel que, pour tout y ∈ Y , il existe x ∈ X tel que d(y, f(x)) ≤ c. Les espaes métriques Xet Y sont quasi-isométriques s'il existe une quasi-isométrie de X dans Y .Il est faile de véri�er que la relation � être quasi-isométrique � est une relation d'équiv-alene sur tout ensemble d'espaes métriques.Exemples. (1) Les distanes des mots dé�nies par deux parties génératries �nies S et

S′ d'un groupe (de type �ni) G sont quasi-isométriques (l'identité de G étant une quasi-isométrie de dS sur d′S pour les onstantes c = 0 et λ = max{maxs∈S′ dS(e, s),maxs∈S dS′(e, s)}).Bien sûr, deux groupes de type �ni isomorphes sont quasi-isométriques, mais la réiproque3



est fausse. Nous étudierons dans es notes de nombreuses propriétés de groupes de type�ni invariantes par quasi-isométrie de n'importe laquelle de leur distane des mots.(2) Les distanes riemanniennes sur un groupe de Lie réel onnexe G dé�nies par deuxproduits salaires 〈·, ·〉 et 〈·, ·〉′ sur TeG sont quasi-isométriques : l'identité de G est unequasi-isométrie pour les onstantes c = 0 et
λ = max

{
max
v∈TeG

√
〈v, v〉√
〈v, v〉′

, max
v∈TeG

√
〈v, v〉′√
〈v, v〉

}
.(3) Si M est une variété lisse riemannienne ompate onnexe, π1M un groupe fon-damental de M et M̃ → M un revêtement riemannien universel de M , alors, omme lemontre le lemme i-dessous, π1M est de type �ni et une distane des mots sur π1M et ladistane riemannienne sur M̃ sont quasi-isométriques.Soit X un espae métrique. Une géodésique de X est une appliation isométrique c :

I → X où I est un intervalle de R. Nous dirons segment géodésique, rayon géodésique, droitegéodésique de X si I est respetivement un intervalle ompat, une demi-droite fermée (engénéral [0,+∞[) ou R tout entier. Les extrémités d'un segment géodésique c : [a, b] → Xsont les points c(a) (appelé l'origine de c) et c(b). Nous noterons souvent [x, y] un segmentgéodésique d'extrémités x et y, en prenant bien garde qu'il peut y en avoir plusieurs.Nous dirons que X est géodésique si deux points de X sont extrémités d'au moins unsegment géodésique, et que X est propre si ses boules fermées sont ompates. Par exem-ple, une variété riemannienne onnexe omplète est géodésique et propre, par le théorèmed'Hopf-Rinov (voir par exemple [GHL℄).Lemme 1.1 Soient X un espae métrique géodésique propre, x ∈ X et G un groupe disretagissant sur X proprement par isométries, ave espae topologique quotient G\X ompat.Alors G est de type �ni et l'appliation g 7→ gx de G dans X, qui est équivariante pour lesations à gauhe du groupe G sur G et sur X, est une quasi-isométrie de G muni d'unedistane des mots dans X.Démonstration. Soient R > 0, B la boule fermée de rayon R et de entre x, et supposons
R su�samment grand pour que les images de B par les éléments de G reouvrent X. Soit
S l'ensemble (stable par passage à l'inverse et ontenant l'identité) des éléments s de Gtels que B ∩ sB soit non vide. Puisque la distane de X est propre, B est ompate, et Sest �ni, ar l'ation de G est propre. Soit λ = maxs∈S d(x, sx) et r = infg∈G−S d(B, gB),qui est stritement positif par ompaité de B et propreté de l'ation.Montrons que S est une partie génératrie de G. Pour tout g ∈ G, soit k le plus petitdes entiers p tels que d(x, gx) < pr. Puisque X est géodésique, hoisissons des points
x0 = x, x1, . . . , xk = gx sur un segment géodésique entre x et gx tels que d(xi, xi+1) < rpour 0 ≤ i ≤ k−1. Pour 0 ≤ i ≤ k, soit gi ∈ G tel que xi ∈ giB, ave g0 = id, gk = g. Pour
0 ≤ i ≤ k−1, posons si = g−1i gi+1, de sorte que g = s0s2 . . . sk−1. Pour 0 ≤ i ≤ k−1, nousavons g−1i xi ∈ B, g−1i xi+1 = sig

−1
i+1xi+1 ∈ siB, et d(g−1i xi, g

−1
i xi+1) = d(xi, xi+1) < r.Don par dé�nition de r, nous avons si ∈ S. Cei montre que S engendre G.De plus, par minimalité de k, nous avons d(x, gx) ≥ (k − 1)r ≥ r dS(g, e) − r. Ré-iproquement, si g ∈ G et g = s1 . . . sk où dS(g, e) = k, alors par l'inégalité triangulaire etl'invariane, d(x, gx) ≤ ∑k−1

i=1 d(six, si+1x) ≤ λ dS(g, e). Don r dS(g, h)− r ≤ d(gx, hx) ≤
λ dS(g, h) pour tous g, h ∈ G. 4



En�n, tout point de X est à distane au plus R d'un point de l'orbite G x. �La aratérisation suivante des groupes de type �ni quasi-isométriques est due à Gro-mov.Proposition 1.2 Deux groupes de type �ni Γ et Λ sont quasi-isométriques si et seule-ment s'ils admettent des ations propres ommutantes par homéomorphismes sur un espaetopologique loalement ompat non vide X ave quotient ompat.Démonstration. Supposons tout d'abord que Γ et Λ admettent des ations ommutantespar homéomorphismes sur un espae topologique loalement ompat non vide X. Poursimpli�er les notations, nous supposerons que Γ agit à gauhe et Λ à droite sur X. Soit
K un ompat de X tel que les restritions à K des projetions anoniques X → Γ\X etdans X → X/Λ soient surjetives. Pour tout γ ∈ Γ, hoissisons λγ ∈ Λ tel que γK ∩Kλγsoit non vide. Il est laissé en exerie de véri�er que γ 7→ λγ est une quasi-isométrie.Réiproquement, supposons Γ et Λ quasi-isométriques. Pour N assez grand, notons Xl'ensemble des appliations f : Γ → Λ telles que pour tous x, y ∈ Γ,

1

N
d(x, y)−N ≤ d(f(x), f(y)) ≤ N d(x, y) .et pour tout y ∈ Λ, il existe x ∈ Γ tel que d(y, f(x)) ≤ N . Il est non vide, par disrétudede Γ. Le groupe Γ agit à gauhe sur X par (γ, f) 7→ (x 7→ f(γ−1x)), et le groupe Λ agità droite sur X par (f, λ) 7→ (x 7→ λ−1f(x)). Ces ations ommutent. Munissons X de latopologie de la onvergene simple, qui est loalement ompate par le théorème d'Asoli.Il est laissé en exerie de montrer que es ations sont propres de quotients ompats. �Un groupe de type �ni G muni d'une distane des mots n'est pas un espae géodésique,mais il se plonge de manière isométrique ave quotient ompat dans un espae géodésiquepropre anonique (don qui lui est quasi-isométrique par le lemme 1.1), de la manièresuivante.1.3 Graphes de Cayley et présentations de groupesSoient G un groupe (de type �ni) et S une partie génératrie �nie de G. Le graphe deCayley (à droite) de (G,S) est le graphe (au sens de [Ser℄) d'ensemble des sommets G,d'ensemble des arêtes E l'ensemble des triplets e = (g, g′, s) ∈ G × G × (S ∪ S−1) telsque g′ = gs, l'origine de l'arête (g, g′, s) étant g, son extrémité g′, et son arête inverse

e = (g′, g, s−1). Il est onnexe ar S engendre G.Rappelons que la réalisation topologique d'un graphe onnexe d'ensemble des sommets
E est l'espae topologique quotient de l'espae topologique produit E×[0, 1] (où E est munide la topologie disrète) par la plus petite relation d'équivalene ∼ telle que (e, t) ∼ (e, 1−t)et (e, 0) ∼ (e′, 0) si e et e′ ont même origine, pour tous e, e′ ∈ E et t ∈ [0, 1]. Nous lamunirons de l'unique distane géodésique rendant haque arête de longueur 1.Notons Cay(G,S) la réalisation topologique du graphe de Cayley de (G,S), que nousappellerons enore par abus graphe de Cayley de (G,S). L'ation par translations à gauhede G sur lui-même s'étend en une ation isométrique de G sur Cay(G,S), et l'appliationidentité de G dans l'ensemble des sommets G induit une appliation isométrique de G dans
Cay(G,S) telle que tout point de Cay(G,S) soit à distane au plus 1

2 de son image. enpartiulier, par le lemme 1.1, G et Cay(G,S) sont quasi-isométriques.5



Rappelons que si S est un ensemble, le groupe libre sur S est l'ensemble L(S) des motsès 2 éléments de S et leurs inverses formels qui sont réduits ('est-à-dire sans sous-mot
ss−1 ni s−1s où s ∈ S), muni de la loi de onaténation-rédution (mettre les mots réduitsbout à bout et simpli�er autant que possible les tels sous-mots qui apparaissent). C'estun groupe, qui véri�e la propriété universelle suivante : en notant i : S → L(S) l'inlusionévidente, pour toute appliation j : S → H où H est un groupe, il existe un et un seulmorphisme de groupes ϕ : L(S) → H (dit anonique) tel que ϕ ◦ i = j.Une présentation d'un groupe G est un ouple (S,R) tel que S soit une partie (voireune famille) génératrie de G, et R une partie de L(S) telle que le noyau du morphismeanonique de L(S) dans G soit le plus petit sous-groupe distingué N(R) ontenant R. Lemorphisme anonique induit alors un isomorphisme de groupes de L(S)/N(R) dans G. Ungroupe est de présentation �nie s'il admet une présentation (S,R) où S et R sont �nies.Pour tout n ∈ N, nous noterons Fn un groupe libre sur un ensemble de ardinal n. Unepartie génératrie libre de Fn est une partie S de Fn telle que le morphisme anonique de
L(S) dans Fn soit un isomorphisme. Son ardinal est forément n, ar les groupes Fn et
Fm sont isomorphes si et seulement si n = m (en abélianisant pour s'en onvainre). Si Sest un ensemble �ni de ardinal n ≥ 1, alors le graphe de Cayley de L(S) pour la partiegénératrie S est un graphe régulier de valene 2n.

a

b

a
−1

b
−1

e

Graphe de Cayley du groupe libre F2 sur S = {a, b}.Si H est un sous-groupe (pas forément de type �ni) d'un groupe G muni d'une partiegénératrie �nie S, le graphe de Shreier de (G,S,H) est le graphe quotient par H dugraphe de Cayley de (G,S). Par exemple, si H est distingué, alors en notant π : G → H\Gla projetion anonique, le graphe de Shreier de (G,S,H) est le graphe de Cayley de
(H\G,π(S)), si π est injetive sur S. Par exemple, les graphes de Shreier des sous-groupesdu groupe Fn muni d'une partie génératrie libre sont des graphes onnexes réguliers (devalene onstante 2n), qui ne sont pas néessairement homogènes : le groupe de leursautomorphismes de graphe n'agit pas toujours transitivement sur les sommets. Une las-si�ation à quasi-isométrie près des graphes de Shreier d'un (beau) groupe de type �nidonné est un problème largement ouvert (et inabordable dans le as d'un groupe libre
Fn, puisqu'elle entraînerait une lassi�ation à quasi-isométries près de tous les groupesadmettant une partie génératrie de ardinal n, voir la partie 5).Exerie E.1 (1) Montrer, en utilisant le lemme 1.1, que tout sous-groupe d'indie �nid'un groupe de type �ni G, et que tout quotient de G par un sous-groupe distingué �ni,sont de type �ni et quasi-isométriques à G.2. © D. Gaboriau 6



(2) Pour tout N ≥ 3, montrer que deux arbres tels que, pour tout sommet v, le nombred'arêtes d'origine v soit ompris entre 3 et N , sont quasi-isométriques. En déduire que Fnet Fm sont quasi-isométriques, pour tous n,m ∈ N− {0, 1}.Deux groupes G et G′ sont ommensurables s'ils admettent des sous-groupes d'indie�ni isomorphes. Deux groupes de type �ni ommensurables sont quasi-isométriques parl'exerie (1) préédent, mais la réiproque est fausse.C'est à ause de la première partie de et exerie que dans de nombreux problèmesde lassi�ation de groupes à quasi-isométrie près, sur lesquels nous reviendrons en partie5, les énonés obtenus sont invariants par passage à un sous-groupe de type �ni et à unquotient par un sous-groupe distingué �ni.Si A et B sont deux sous-groupes d'un groupe G, nous noterons [A,B] le sous-groupe de
G engendré par les ommutateurs [a, b] = aba−1b−1 où a ∈ A et b ∈ B (qui en général n'estpas réduit à l'ensemble de es ommutateurs). Pour tout groupe G, notons C0(G) = G etpar réurrene Cn+1(G) = [G,Cn(G)]. Le groupe G est dit nilpotent s'il existe n ∈ N telque Cn+1(G) = {e}, et la borne inférieure des tels n est appelé l'ordre de nilpotene de
G. Le groupe G est dit résiduellement nilpotent si ⋂n∈NCn+1(G) = {e} (ou, de manièreéquivalente, si pour tout g ∈ G−{e}, il existe un sous-groupe distingué N de G ne ontenantpas g tel que G/N soit nilpotent). De même, pour tout groupe G, notons D0(G) = G etpar réurrene Dn+1(G) = [Dn(G),Dn(G)]. Le groupe G est dit résoluble s'il existe n ∈ Ntel que Dn+1(G) = {e}, et la borne inférieure des tels n est appelé l'ordre de résolubilitéde G. Le groupe G est dit résiduellement résoluble si ⋂n∈NDn+1(G) = {e} (ou, de manièreéquivalente, si pour tout g ∈ G − {e}, il existe un sous-groupe distingué N de G neontenant pas g tel que G/N soit résoluble). Puisque Dn(G) ⊂ Cn(G), un groupe nilpotentest résoluble, don un groupe résiduellement nilpotent est résiduellement résoluble.Exerie E.2 Montrer que le groupe libre est résiduellement nilpotent. Si G est un grouperésiduellement nilpotent muni d'une partie génératrie �nie, montrer que le graphe deShreier du sous-groupe Cn+1(G) (ou le graphe de Cayley du groupe quotient G/Cn+1(G)pour la partie génératrie quotient), pointé en l'image de l'élément neutre, onverge pourla distane de Hausdor�-Gromov pointée (voir la partie 6, vers le graphe de Cayley de G.1.4 Espaes des bouts d'un groupe de type �niSi X est un espae métrique géodésique propre et x ∈ X, pour tout n ∈ N, notons Enl'ensemble (�ni et muni de la topologie disrète) des omposantes onnexes non bornéesdu omplémentaire de la boule de entre x et de rayon n. Notons que l'inlusion induitune appliation fn : En+1 → En. L'espae des bouts (de Freudenthal, voir par exemple[Sta, SW℄) B(X) de X est l'espae topologique limite projetive lim

←−
En, 'est-à-dire lesous-espae topologique de l'espae topologique produit ∏n∈N En des suites (xn)n∈N tellesque xn ∈ En et fn(xn+1) = xn pour tout n ∈ N. Le nombre de bouts de X est le ardinalde B(X). Notons que ∏

n∈NEn est ompat, métrisable, totalement disontinu, don sonsous-espae fermé B(X) l'est aussi.Il est faile de montrer que si deux tels espaes X et X ′ sont quasi-isométriques, alorspour n'importe quel hoix de points bases x de X et x′ de X ′, leurs espaes de bouts sonthoméomorphes, et don ils ont même nombre de bouts. Cei permet de dé�nir le nombrede bouts d'un groupe de type �ni omme le nombre de bouts de n'importe lequel de ses7



graphes de Cayley. Par exemple, un groupe de type �ni sans bout est un groupe �ni. Unthéorème élèbre de Hopf dit que l'espae des bouts d'un groupe de type �ni est ou bien unensemble disret à 0, 1 ou 2 éléments, ou bien un espae de Cantor ('est-à-dire un espaetopologique métrisable ompat totalement disontinu sans point isolé, deux tels espaesétant homéomorphes et de ardinal elui de R). Un groupe à deux bouts est virtuellementmonogène in�ni. Nous reviendrons dans la partie 3.2 sur la struture des groupes à unein�nité de bouts (voir par exemple [Sta, SW℄ pour des ompléments sur ette partie 1.4).Considérons la topologie sur la réunion disjointe X
bouts de X et de B(X) dont lesouverts sont d'une part les ouverts de X et d'autre part les réunions U ∪ V où U ⊂ Xest une omposante onnexe non bornée du omplémentaire d'une boule et V ⊂ B(X)est l'ensemble des bouts (xn)n∈N de X tels que xn ⊂ U pour tout n assez grand. Alorsette topologie est ompate, X est ouvert et dense dans Xbouts, et l'ation du groupe desisométries de X s'étend ontinuement à X

bouts, qui est don une ompati�ation naturellede X, appelée la ompati�ation des bouts de X.Exerie E.3 Si G et G′ sont deux groupes de type �ni, dérire la ompati�ation desbouts du produit diret G ×G et du produit libre G ∗ G′ en fontion des ompati�ationsdes bouts de G et de G′.Lorsque X est un graphe de Cayley d'un groupe de type �ni G, l'espae topologique
B(X), qui à homéomorphisme G-équivariant près ne dépend pas du hoix d'une partiegénératrie, est un exemple de � bord topologique � de G. Nous reviendrons sur ettenotion dans la suite de es notes, en onstruisant de nombreux � bords topologiques � degroupes, la topologie asymptotique des groupes ayant leur étude pour but. Muni de l'ationontinue de G (à orbites denses si G n'a pas deux bouts), e bord topologique B permetdon de onstruire une algèbre stellaire (dite produit roisé) C(B)⋊G, voir les exposés deGeorges Skandalis.1.5 Groupes et mesuresEn revenant à l'étymologie du mot géométrie, il y a plusieurs manières de � mesurer �laterre : omme le montre le problème de Didon, l'aire est aussi importante que la longueur.Nous renvoyons à [Hop℄ pour une jolie introdution aux inégalités isopérimétriques (et[VSCC, Cha1, Cha2℄ pour des ompléments), mais ne traiterons pas de son pendant dansles groupes de type �ni, pour lequel nous renvoyons par exemple à [BRS℄.La théorie mesurable des groupes (qui fait don partie de la théorie géométrique desgroupes !) étudie les (belles) ations mesurables de (beaux) groupes sur des espaes mesurés.Le pendant mesurable du ritère de quasi-isométrie de Gromov 1.2 nous permettra dedé�nir à quelle équivalene près nous allons regarder es ations, voir i-dessous.Dans es notes, par groupe topologique, nous entendrons un groupe Gmuni d'une topolo-gie métrisable séparable telle que l'appliation (x, y) 7→ x−1y de G×G dans G soit ontinue.Mais n'allons pas herher midi à quatorze heures, nos groupes topologiques seront saufmention ontraire dénombrables disrets ('est-à-dire munis de la topologie disrète) oudes sous-groupes topologiques de groupes linéaires GLn(K) où K est un orps topologiquemétrisable séparable. Nous appelerons groupe loalement ompat tout groupe topologiqueloalement ompat (don σ-ompat ar séparable).8



Soit G un groupe loalement ompat. Il existe sur G une mesure (borélienne, posi-tive, régulière don σ-�nie) non nulle invariante par translations à gauhe, unique modulomultipliation par un réel stritement positif, que nous appelerons une mesure de Haar (àgauhe) de G et noterons µG. Par invariane, si µG est �nie, alors G est ompat.Exemples. (1) Si G est dénombrable disret, alors la mesure de omptage sur G est unemesure de Haar.(2) Si G = R
n, alors la mesure de Lebesgue est une mesure de Haar.(3) Si G = GLn(R), alors une mesure de Haar sur G est dé�nie par

dµG(g) =
1

|det g|n
dµ

Rn2 (g) .Pour p ∈ [1 + ∞[ , notons L
p(G) (et ℓp(G) si G est disret) l'espae de Banah desappliations µG-mesurables de G dans C de puissane p-ème µG-intégrable, modulo appli-ations essentiellement nulles, muni de la norme ‖f‖∞ =

( ∫
G
|f |p dµG

) 1

p . Notons L∞(G)(et ℓ∞(G) si G est disret) l'espae de Banah des appliations µG-mesurables essentielle-ment bornées de G dans C, modulo appliations essentiellement nulles, pour la norme ‖·‖∞de la borne supérieure essentielle.Pour p ∈ [1,+∞[ et q ∈ ]1,+∞] tels que 1
p
+ 1

q
= 1, le dual topologique L

p(G)∗ (munide la norme duale) de Lp(G) est omme d'habitude identi�é à Lq(G) à l'aide l'aouplementde dualité L
p(G) × L

q(G) → C dé�ni par (f, g) 7→ ∫
G
fg dµG.Pour p ∈ [1,+∞] , le groupe G agit à gauhe par isométries sur L

p(G) par (g, ϕ) 7→
{g ·ϕ : x 7→ ϕ(g−1x)}, où g ∈ G et ϕ ∈ L

p(G), par invariane de µG. Il agit don à gauhesur l'espae vetoriel dual de L
p(G) par (g,m) 7→ {g ·m : ϕ 7→ m(g−1 · ϕ)}, où g ∈ G et

m : Lp(G) → R est une forme linéaire. Cette ation préserve le dual topologique L
p(G)∗(qui est un espae de Banah pour la norme duale), et G agit par isométries sur Lp(G)∗.L'étude de es représentations (et d'autres représentations de G dans d'autres espaesde Banah) peut apporter des informations importantes sur le groupe G (y ompris sur sa� géométrie �), omme nous en verrons des exemples i-dessous.Si (X,A , µ) est un espae mesuré σ-�ni, nous dirons qu'une ation G × X → Xd'un groupe G dénombrable disret sur X est quasi-invariante (respetivement préservela mesure) si elle est mesurable et si tout élément de g préserve l'ensemble des parties de

X de mesure nulle pour µ (respetivement si g∗µ = µ pour tout g ∈ G, ou, de manièreéquivalente si µ(g A) = µ(A) pour tous g ∈ G et A ∈ A ). Une ation quasi-invariante estergodique si pour toute partie mesurable A invariante par Γ, ou bien A est de mesure nulleou bien le omplémentaire de A est de mesure nulle. Elle est dite proprement ergodique s'iln'existe pas d'orbite de mesure totale.
b
−1

B(F2)

e

a b
a
−1

Espae des bouts du groupe libre F2 sur {a, b}.9



Par exemple, si n ≥ 2 et G = Fn, pour tout u ∈ Fn, pour tout bout ξ ∈ B(Fn) de
Fn, il existe, dans le graphe de Cayley d'une partie génératrie libre �xée S de Fn, ununique rayon géodésique d'origine u onvergeant vers ξ, que nous noterons [u, ξ[ . Pourtout mot réduit x dans Fn, notons Ux l'ensemble (ouvert et fermé) des bouts ξ de Fntels que [u, ξ[ passe par x. Remarquons que {Ux : x ∈ Fn} est une base d'ouverts de
B(Fn). De plus Ux ∩ Uy est égal à Ux ou égal à Uy ou vide, suivant que y ∈ [u, x] ouque x ∈ [u, y] ou qu'auune de es deux onditions ne soit satisfaite. Don tout ouvert del'espae topologique séparable B(Fn) est union dénombrable disjointe d'éléments de ettebase d'ouverts. Par le ritère de Kolmogorov, il est faile de véri�er qu'il existe alors uneunique mesure (borélienne) de probabilité µu sur B(Fn) telle que µu(Ux) =

1
2n

1
(2n−1)k−1 si

d(u, x) = k 6= 0.Cette mesure n'est pas invariante par le groupe Fn. En e�et, tout élément a ∈ S admetune dynamique Nord-Sud sur B(Fn) (les extrémités a− et a+ de la droite géodésiquede sommets {an : n ∈ Z} sont les deux seuls points �xes de a sur B(Fn), et pourtous voisinages U et V de a− et a+ respetivement, pour tout n assez grand, nous avons
an(B(Fn)−U) ⊂ V et a−n(B(Fn)−V ) ⊂ U). Don le support de toute mesure (boréliennepositive) �nie invariante par Fn est ontenu dans l'ensemble des points �xes de a. Il en estde même pour b ∈ S − {a}, or les ensembles de points �xes de a et de b sont disjoints.Par ontre, la mesure µu est quasi-invariante par Fn. En e�et, pour tous u et v dans
Fn, il est faile par onstrution de véri�er que, pour tout g ∈ Fn,

g∗µu = µgu ,et que, pour tout ξ ∈ B(Fn),
dµu

dµv
(ξ) = eln(2n−1)βξ(u,v) ,où βξ(u, v) = d(u, p)− d(v, p) où [u, ξ[ ∩[v, ξ[ = [p, ξ[ (voir le dessin de gauhe i-dessous).

p ξ
ξ

η

uu

v kL'espae des bouts B(Fn), muni de sa tribu borélienne, de la mesure µe et de l'ationquasi-invariante de Fn, est un exemple de � bord mesurable � de groupe, une notion surlaquelle nous reviendrons plus tard (voir par exemple [BM, Rob, BFS℄. Un hapitre impor-tant de la théorie mesurable des groupes est l'étude des bords mesurables de groupes. Lapropriété (du dessin de gauhe i-dessus) des paires de rayons géodésiques qui onvergentvers un même point à l'in�ni dans un arbre, de oïnider à partir d'un ertain rang, et sesquasi-versions pour les quasi-versions de groupes libres que sont les groupes hyperboliques,sera ruiale pour étudier la � moyennabilité � de l'ation d'un groupe hyperbolique surson bord à l'in�ni (voir la partie 3.3). De plus, une ation quasi-invariante d'un groupedénombrable disret G sur un espae mesuré X permet de onstruire une algèbre de vonNeumann L
∞(X)⋊G (dite produit roisé), voir les exposés de Cyril Houdayer.Exerie E.4 Montrer que l'ation (diagonale) de Fn sur B(Fn) × B(Fn) est ergodiquepour les mesures µu ⊗ µu. Montrer qu'il existe un ensemble non dénombrable de mesuresquasi-invariantes deux à deux étrangères sur B(F).10



Remarque. Tant que nous y sommes à onstruire des strutures sur le bord B(Fn) de
Fn, onstruisons aussi une � struture onforme �.Pour tout u ∈ Fn, notons du la distane sur B(Fn) telle que du(ξ, η) = (2n − 1)−k où
k est la longueur du segment géodésique ommun [u, ξ[ ∩ [u, η[ (ave la onvention usuelle
(2n − 1)−∞ = 0, voir le dessin de droite i-dessus). Remarquons par ailleurs que µu est lamesure de Hausdor� de du, normalisée pour être de probabilité. Rappelons que le groupedes bijetions g d'un ensemble E agit sur l'ensemble des distanes d sur E par

(g, d) 7→ {(α, β) 7→ g∗d(α, β) = d(g−1α, g−1β)} .Il est immédiat qu'un élément g ∈ Fn envoie du sur dgu :
∀ ξ, η ∈ B(Fn), dgu(gξ, gη) = du(ξ, η) .Deux telles distanes sont onformément équivalentes, au sens que pour tous u et v dans

Fn, pour tout ξ0 ∈ B(Fn), la suire
lim

ξ→ξ0, ξ 6=ξ0

du(ξ, ξ0)

dv(ξ, ξ0)
= (2n − 1)βξ0

(u,v) .En fait, l'appliation ξ 7→ du(ξ,ξ0)
dv(ξ,ξ0)

est onstante sur un voisinage épointé de ξ0. Il n'est pasdi�ile de montrer que l'appliation identité de Fn dans Fn est une appliation bilipshitzi-enne de du sur dv de rapport (2n − 1)d(u,v) :
∀ ξ, η ∈ B(Fn), (2n− 1)−d(u,v) dv(ξ, η) ≤ du(ξ, η) ≤ (2n− 1)d(u,v) dv(ξ, η) .Les appliations bilipshiziennes sont absolument ontinues par rapport aux mesures deHausdor�, don ei remontre la quasi-invariane par Fn des mesures µu. Nous avonsainsi muni le bord B(Fn) de Fn non seulement d'une struture topologique invariante par

Fn et d'une mesure quasi-invariante (en fait une famille (µu)u∈Fn de mesures absolumentontinues les unes par rapport aux autres et permutées par le groupe) mais d'une strutureonforme (une famille de distanes (du)u∈Fn permutées par le groupe qui sont deux à deuxonformément équivalentes).Nous allons maintenant étudier quelques grandes olletions de groupes du point devue des problématiques susitées.
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