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1. Introduction

Dans ce texte nous présentons nos travaux sur le programme de Langlands p-adique pour
GL2(Qp), d’une part des résultats structuraux concernant le "dual unitaire p-adique de
GL2(Qp)" [D1], [D2], [D4], [D5] et d’autre part une réalisation géométrique d’une partie
de cette correspondance dans la cohomologie étale p-adique de la tour de Drinfeld [D7],
[D8], [D14], analogue p-adique d’un résultat `-adique bien connu, résultant des travaux de
Langlands, Deligne, Carayol, Faltings et Fargues. Ces travaux sont une combinaison de théorie
des représentations p-adiques de groupes p-adiques et de méthodes venant de la théorie de
Hodge p-adique et du programme de Fontaine. Pour les appliquer à la tour de Drinfeld il est
crucial de sortir du cadre "usuel" des variétés algébriques ou des variétés analytiques propres,
ce qui offre un certain nombre de surprises [D9], [D11].

Nous avons regroupé nos travaux en quatre thèmes distincts (mais pas sans rapport) :
• l’étude des représentations p-adiques unitaires admissibles du groupe GL2(Qp), continua-

tion des travaux monumentaux [26] et [61] de Colmez et Paškūnas ;
• l’étude [D1], [D12], [D13] de l’influence du caractère infinitésimal sur une représentation

p-adique, et la preuve du fait que beaucoup de représentations p-adiques naturelles possèdent
des caractères infinitésimaux.
• des théorèmes de comparaison [D9], [D11] en théorie de Hodge p-adique pour les variétés

analytiques p-adiques de type Stein, et leurs applications [D10] à la description de la cohomo-
logie étale p-adique des espaces symétriques de Drinfeld, analogue d’un théorème classique de
Schneider et Stuhler.
• la preuve [D7] de la conjecture de Breuil et Strauch [16] et ses applications [D8], [D14] à

la description de la cohomologie étale p-adique de la tour de Drinfeld pour GL2(Qp).
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3. Représentations p-adiques de GL2(Qp)

Dans ce chapitre nous présentons des contributions (issues des collaborations [D2], [D4],
[D5] avec Benjamin Schraen, Pierre Colmez et Vytautas Paškūnas) à la correspondance de
Langlands locale p-adique pour le groupe GL2(Qp), dont le point de départ est une série [12],
[13], [14], [15] d’articles de Breuil. Certains des résultats présentés jouent un rôle crucial dans
l’étude de la cohomologie de la tour de Drinfeld pour GL2(Qp), et leurs preuves font un usage
intensif de la plupart des constructions et résultats des trois articles [25], [26], resp. [61] de
Colmez, resp. Paškūnas.

Pour toute la suite du chapitre on note G = GL2(Qp) et on fixe une extension finie L de Qp.
Soit OL (resp. kL) l’anneau des entiers de L (resp. son corps résiduel).

3.1. Représentations de Banach des groupes de Lie p-adiques. — La catégorie des
L-représentations de Banach d’un groupe de Lie p-adique H possède trois sous-catégories na-
turelles

RepL(H) ⊂ BanL(H)unit ⊂ BanL(H),

une L-représentation de Banach Π étant dans BanL(H) (resp. BanL(H)unit, resp. RepL(H)) si
elle est admissible [71] (resp. admissible et unitaire (2), resp. admissible, unitaire et résiduelle-
ment de longueur finie (3)). On dispose :
• d’un foncteur "réduction modulo p" ou "fibre spéciale" Π 7→ Π

ss
de RepL(H) vers la

catégorie des kL[H]-modules lisses, semi-simples, de longueur finie.
• d’un foncteur "passage aux vecteurs localement analytiques" (sauf mention explicite du

contraire par "localement analytique" on entend "localement Qp-analytique") ou "fibre gé-
nérique" Π 7→ Πla de BanL(H) vers la catégorie des représentations localement analytiques
admissibles (au sens de [72]) de H. L’espace Πla est celui des vecteurs v ∈ Π dont l’applica-
tion orbite ov : H → Π, h 7→ h.v est localement analytique, muni de la topologie induite par
l’injection Πla → LA(H,Π) envoyant v sur ov. Par un théorème fondamental de Schneider et
Teitelbaum [72] Πla est dense dans Π pour Π ∈ BanL(H) et le foncteur Π 7→ Πla est exact sur
BanL(H).

3.2. Le théorème de finitude pour le groupe GL2(Qp). — Si H est un groupe de Lie
p-adique, tout objet de RepL(H) est de longueur finie dans BanL(H), mais la réciproque n’est
pas vraie en général : si H est compact les objets de RepL(H) sont de dimension finie sur L,
mais BanL(H) peut contenir des objets de longueur finie et de dimension infinie sur L.

Le théorème de finitude suivant a été obtenu pour la première fois dans l’article [61] de
Paškūnas , sous l’hypothèse p > 3 et par voie très détournée. La preuve donnée dans [D5],
nettement plus simple que celle de [61] et qui marche pour tout p, remplace les résultats
les plus délicats de loc.cit. par un usage astucieux du lemme de Schur [D2] et du théorème
fondamental de Berger et Breuil [5] (voir aussi l’article fondateur [24] de Colmez), ainsi que des

2. i.e. il existe un OL-réseau ouvert, borné Π0 ⊂ Π stable par H et tel que dimkL (Π0 ⊗OL kL)K <∞ pour
tout sous-groupe ouvert compact K de H.

3. i.e. Π possède un réseau Π0 comme ci-dessus tel que Π0 ⊗OL kL soit un kL[H]-module de longueur finie.
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constructions astucieuses de Paškūnas. Certains principes généraux se dégagent des arguments
utilisés dans [D5], mais comme il semble difficile d’éviter le recours au théorème de Berger-
Breuil [5], il n’est pas clair si le théorème suivant est un miracle spécifique au groupe GL2(Qp)

ou une manifestation d’un phénomène général (4).

Théorème 3.1. — Tout objet de longueur finie de BanL(GL2(Qp))
unit est résiduellement de

longueur finie.

Soit B le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures dans G et soit ω la réduction
modulo p du caractère x 7→ x|x| de Q×p . Si χ1, χ2 : Q×p → k×L sont des caractères lisses, on note

π{χ1, χ2} := (IndGB(χ1 ⊗ χ2ω
−1))ss ⊕ (IndGB(χ2 ⊗ χ1ω

−1))ss,

les induites étant lisses. On associe un entier d(π) ∈ {1, 2} à tout kL[G]-module lisse absolument
irréductible π comme suit : si π est supersingulière on pose d(π) = 1, sinon d(π) est la multipli-
cité de π dans l’unique représentation de la forme π{χ1, χ2} contenant π. Plus explicitement,
on a d(π) = 2 si et seulement si p > 2 et π est une tordue de IndGB(1 ⊗ ω−1) ou bien p = 2

et π est une tordue de la triviale ou de la représentation de Steinberg. La classification des
blocs pour les représentations lisses modulo p due à Paškūnas [62] (qui utilise le théorème de
Berger-Breuil [5]) et le corollaire 3.14 de [D2] (une conséquence du lemme de Schur) ramènent
la preuve du théorème de finitude à l’énoncé suivant.

Théorème 3.2. — Soit Π0 un OL-réseau ouvert, borné et stable par G dans une représentation
absolument irréductible Π ∈ BanL(G)unit. Tout kL[G]-module lisse absolument irréductible π
intervient comme sous-quotient de Π0 ⊗OL kL avec une multiplicité m(π) ≤ d(π).

Dans un premier temps on interprète m(π) comme une multiplicité en caractéristique 0.
Pour cela, on fixe une envelope injective J de π dans la catégorie des représentations lisses
localement admissibles (5) de G sur des OL-modules de torsion. Le dual de Pontryagin P de J
est un OL-module compact, sans p-torsion et Π(P ) := Homcont

OL (P,L) est une L-représentation
de Banach (non admissible !) de G, analogue local de la cohomologie complétée de la tour des
courbes modulaires. On montre que m(π) = dimLm(Π), où m(Π) := Homcont

L (Π,Π(P )). En
posant E = Endcont

G (P ), on vérifie que m(Π) est un E[1/p]-module à droite de type fini et
simple, et que EndE[1/p](m(Π)) ' Endcont

G (Π)op = L, la dernière égalité découlant du lemme
de Schur [D2].

L’idée est alors de montrer que E[1/p] est "presque commutatif". Plus précisément, appelons
un anneau R n-commutatif si (en notant ε(σ) la signature de σ)∑

σ∈S2n

ε(σ)xσ(1) · . . . · xσ(2n) = 0, ∀x1, . . . , x2n ∈ R.

Un théorème classique d’Amitsur et Levitzski montre que Mn(A) est n-commutatif si A est
commutatif. Nous allons voir que E[1/p] est d(π)-commutatif, qui, en vertu d’un théorème de
Kaplansky sur les anneaux à identité polynômiale, permet de conclure que dimLm(Π) ≤ d(π).

4. Valable pour les Qp-points d’un groupe réductif déployé, par exemple.
5. i.e. qui sont la réunion de leurs sous-représentations admissibles et de type fini.
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Pour montrer que E[1/p] est d(π)-commutatif il suffit d’exhiber une famille d’idéaux Ij ⊂
E[1/p] d’intersection nulle et telle que E[1/p]/Ij soit d(π)-commutatif pour tout j. Soit Alg(G)

l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations algébriques irréductibles de GL2/L

et soit K := GL2(Zp). Pour V ∈ Alg(G) l’espace XV := HomK(V,Π(P )) est un AV :=

EndG(c − IndGKV ) ' L[t, z±1]-module par réciprocité de Frobenius. On montre, en utilisant
la densité des fonctions polynômiales dans celles continues et la projectivité de P en tant que
OL[[K]]-module compact (un théorème d’Emerton et Paškūnas [38]), que la flèche naturelle⊕

V ∈Alg(G)

XV ⊗L V → Π(P )

est d’image dense donc si l’on pose IV = AnnE[1/p](XV ) alors ∩V ∈Alg(G)IV = 0.
Le coeur de l’argument est la preuve du fait que chaque E[1/p]/IV est d(π)-commutatif. Des

constructions astucieuses de Paškūnas montrent que

X lfin
V := {x ∈ XV | longAV (AV .x) <∞}

est dense dans XV , ce qui fournit une injection de E[1/p]/IV dans EndAV (X lfin
V ). Il suffit donc

de voir que ce dernier est d(π)-commutatif. En utilisant la dualité de Matlis et le théorème
d’Amitsur-Levitzki on se ramène à prouver l’inégalité

sup
m∈m−Spec(AV )

dimk(m)X
lfin
V [m] ≤ d(π),

qui découle du théorème de Berger-Breuil [5] et de la compatibilité entre les correspondances
de Langlands p-adique et modulo p pour les représentations cristallines due à Berger [4]. Le
point crucial est que

XV [m] ' HomG((c− indGKV )⊗AV k(m),Π(P ))

et la dimension de cet espace est la multiplicité de π dans la réduction modulo mL du complété
unitaire universel de (c − indGKV ) ⊗AV k(m). Comme (c − indGKV ) ⊗AV k(m) est le produit
tensoriel d’une série principale non ramifiée et de V , il est bien compris par les travaux de
Berger et Breuil sus-cités.

3.3. Les constructions magiques de Colmez. — Soit E le corps des séries de Laurent∑
n∈Z anT

n avec (an)n∈Z une suite bornée dans L, qui tend vers 0 quand n→ −∞. La catégorie
ΦΓet(E ) des (ϕ,Γ)-modules étales sur E est équivalente, grâce à un théorème fondamental de
Fontaine [45], à la catégorie RepL(GQp) des L-représentations continues de dimension finie de
GQp

:= Gal(Qp/Qp). On note D(V ) ∈ ΦΓet(E ) l’objet associé à V ∈ RepL(GQp). La dualité
de Cartier V 7→ V̌ := HomL(V,L)(1) sur RepL(GQp

) induit une dualité de Cartier D 7→ Ď sur
ΦΓet(E ).

Fixons maintenant un caractère unitaire δ : Q×p → O×L du centre de G et notons RepL(G, δ)

la sous-catégorie pleine de RepL(G) des représentations dont δ est le caractère central. On doit
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à Colmez [26] la construction simple et miraculeuse (6) d’un foncteur exact contravariant

D : RepL(G, δ)→ ΦΓet(E ),

s’annulant sur la sous-catégorie épaisse RepL(G, δ)fin de RepL(G, δ) formée d’objets de dimen-
sion finie sur L et induisant ainsi un foncteur exact

D : RepL(G, δ)/RepL(G, δ)fin → ΦΓet(E ).

Une construction nettement plus sophistiquée de Colmez (chapitre II de [26]) fournit un foncteur

Fδ : ΦΓet(E )→ Shcont
G (P1(Qp))

vers la catégorie des faisceaux G-équivariants de L-espaces vectoriels topologiques sur P1(Qp).
On note D�δ U := Fδ(U) et D�δ P1 := H0(P1(Qp),Fδ). La construction de Fδ est franche-
ment compliquée, mais la restriction de Fδ à Zp est assez simple, par exemple

D �δ (i+ pkZp) = (1 + T )iϕk(D), i ∈ Zp, k ∈ Z≥0,

les applications de transition étant aussi très explicites. Noter que D peut avoir un rang arbi-
traire sur E dans cette construction, mais on obtient des objets de RepL(G, δ) seulement dans
des situations exceptionnelles (7).

La preuve du théorème suivant est éparpillée façon puzzle (8) dans le long chapitre III de
l’article [D4]. Elle repose pleinement sur les travaux [25] et [26] de Colmez, mais on trouve dans
[D4] beaucoup d’arguments plus simples et plus généraux que ceux de [26], et la généralité du
théorème ci-dessous est indispensable pour les applications discutées plus loin dans ce chapitre.

Théorème 3.3. — a) Le foncteur

D : RepL(G, δ)/RepL(G, δ)fin → ΦΓet(E )

est pleinement fidèle, son image essentielle MFL(δ) est stable par sous-quotients, et la dualité
de Cartier D 7→ Ď transforme MFL(δ) en MFL(δ−1).

b) Il existe un foncteur
Πδ : MFL(δ−1)→ RepL(G, δ)

6. Soit Π ∈ RepL(G, δ) et soit Π0 un OL-réseau ouvert, borné et G-stable de Π. On pose (le résultat
ne dépend pas du choix de Π0) D(Π) = (lim←−nD(Π0/pnΠ0))[1/p] les D(Π0/pnΠ0) étant définis comme suit.
Puisque Π0/pnΠ0 est de longueur finie, il est engendré en tant que OL[G]-module par un sous OL[GL2(Zp)]-
module Wn ⊂ Π0/pnΠ0 de type fini sur OL. Le semi-groupe P+ :=

(
Zp\{0} Zp

0 1

)
⊂ P :=

(
Q×p Qp
0 1

)
laisse

stable

D+
Wn

(Π0/p
nΠ0) :=

 ∑
g∈P\P+

g.Wn

⊥ ⊂ (Π0/p
nΠ0)∨,

ce qui permet de munir D+
Wn

(Π0/pnΠ0) d’actions de ϕ et Γ = Gal(Qp(µp∞ )/Qp) ' Z×p , correspondant aux

actions de
(
p 0
0 1

)
et de

(
Z×p 0

0 1

)
, ainsi que d’une structure de OL[[T ]] ' OL[[

( 1 Zp
0 1

)
]]-module. On pose alors

D(Π0/pnΠ0) = D+
Wn

(Π0/pnΠ0)[1/T ].
7. Sinon la correspondance de Langlands locale p-adique aurait une drôle de tête !
8. Et pour une bonne raison : elle utilise la plupart des résultats des chapitres 2, 3, 4 de [26] et de l’article

[25].
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et un isomorphisme naturel D(Πδ(D)) ' Ď, ainsi qu’une suite exacte naturelle de G-modules
topologiques

0→ Πδ−1(Ď)∗ → D �δ P
1 → Πδ(D)→ 0.

Les foncteurs D et D 7→ Πδ(Ď) permettent d’étudier RepL(G, δ) (à des morceaux de di-
mension finie près) en termes de (ϕ,Γ)-modules, pour lesquels on a beaucoup d’outils. Tous les
résultats non formels portant sur RepL(G, δ) dans ce chapitre sont démontrés via ce lien.

Remarque 3.4. — Un analogue surconvergent/localement analytique du résultat ci-dessus est
établi dans les chapitres 5 et 6 de [D4], en adaptant et simplifiant les techniques de Colmez dans
le chapitre 5 de [26]. Cela fournit une suite exacte analogue, dans laquelle D est remplacé par le
(ϕ,Γ)-module Drig sur l’anneau de Robba associé à D, et les représentations de Banach (resp.
leurs duaux) sont remplacées par leurs vecteurs localement analytiques (resp. leurs duaux).
L’avantage est que l’action de l’algèbre de Lie de GL2(Qp) sur tous ces objets est nettement
plus simple que celle de GL2(Qp), comme il a été remarqué dans [D1].

Le résultat crucial suivant permet d’associer à toute L-représentation continue de dimension
2 de GQp un objet de RepL(G), en utilisant l’équivalence de Fontaine et les foncteurs Πδ ci-
dessus. Il a été démontré par Colmez dans [26], en adaptant un argument de Kisin [56], et les
ingrédients importants sont la densité des points cristallins dans chaque composante irréductible
de l’espace des déformations d’une représentation ρ̄ : GQp

→ GL2(Fp) et le théorème de Berger-
Breuil [5]. Le seul cas qui n’était pas connu était celui de la représentation triviale pour p = 2,
et il s’agit de notre seule contribution (partagée avec Colmez et Paškūnas) [D6] :

Théorème 3.5. — Si dimE D = 2 et si δD = χ−1
cyc detD, alors D ∈MFL(δ−1

D ).

On obtient la correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp) (de Galois vers
GL2(Qp)) en posant, pour V ∈ RepL(GQp) de dimension 2

Π(V ) := ΠδD(V )
(D(V )) ∈ RepL(G,χ−1

cyc detV ).

On a donc D(Π(V )) = Ď(V ).

3.4. Filtration par rayon d’analyticité. — On peut raffiner le foncteur Π 7→ Πla en
regardant la filtration par rayon d’analyticité. Soit H un groupe de Lie p-adique et soit K un
sous-groupe ouvert de H qui est un pro-p groupe uniforme. Soit (k1, . . . , kd) un système minimal
de générateurs topologiques de K et soit (Π, || · ||) une L-représentation de Banach de H. Pour
n ≥ 1 notons Π

(n)
K l’espace des vecteurs v ∈ Π pour lesquels (9)

lim
|α|→∞

p−|α|rn(k1 − 1)α1 · . . . · (kd − 1)αdv = 0,

que l’on munit de la norme

||v||(n)
K := sup

α
p|α|rn ||(k1 − 1)α1 · . . . · (kd − 1)αdv||.

9. En posant |α| = α1 + . . .+ αd et rn = 1
(p−1)pn−1 .
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En utilisant les techniques de Schneider-Teitelbaum [72] on montre dans le chapitre IV de [D4]
que le sous-espace Π

(n)
K de Π ne dépend pas du choix du système minimal de générateurs de

K et que l’on obtient ainsi un foncteur exact Π 7→ Π
(n)
K de BanL(H) vers la catégorie des

L-représentations de Banach (pas forcément admissibles !) de K. De plus, on a Π
(n+1)
K = Π

(n)
Kp

et (conséquence du théorème d’Amice) Πla =
⋃
n≥1 Π

(n)
K .

Soit RepL(G)cc la sous-catégorie pleine de RepL(G) des représentations qui possèdent un
caractère central. Le résultat technique suivant est le coeur de l’article [D4] (cf. th. VII.11 et
sa preuve), il est crucial pour les résultats de pleine fidélité du paragraphe ci-dessous.

Théorème 3.6. — Soit Π ∈ RepL(G)cc et soit K un sous-groupe ouvert de G qui est un pro-p
groupe uniforme.

a) Pour tout n assez grand on a ∑
Kp⊂gKg−1

g.Π
(n)
K = Π

(n+1)
K .

b) Soit Π
(n)
0,K la boule unité du Banach Π

(n)
K et soit Π0 un OL-réseau ouvert, borné et G-stable

de Π. Il existe une constante c telle que pour tout n assez grand on ait

pc(Π0 ∩Πla) ⊂
∑
g∈G

g.Π
(n)
0,K ⊂ Π0 ∩Πla.

L’inclusion de
∑
Kp⊂gKg−1 g.Π

(n)
K dans Π

(n+1)
K est une conséquence formelle de la discussion

ci-dessus, mais l’autre inclusion n’a rien d’évident (10). De même, l’inclusion à droite dans b)
est triviale, mais celle à gauche est assez subtile.

Le résultat suivant est un sous-produit de la preuve du théorème ci-dessus, et je ne sais pas
le démontrer pour D× à la place de G, avec D l’algèbre de quaternions non déployée sur Qp (il
est cependant facile de voir que b) est une conséquence de a)).

Corollaire 3.7. — a) Soit K un sous-groupe ouvert pro-p uniforme de G et soit Π ∈
RepL(G)cc. Pour n assez grand Π

(n)
K est dense dans Πla.

b) Si Π1,Π2 ∈ RepL(G)cc alors

Homcont
Lie(G)(Π

la
1 ,Π

la
2 ) = lim−→

K

Homcont
K (Πla

1 ,Π
la
2 ),

la limite inductive étant prise sur les sous-groupes ouverts K de G.

3.5. Pleine fidélité de Π 7→ Πla et complétés unitaires universels. — Un des résultats
principaux de [D4] est la pleine fidelité du foncteur Π 7→ Πla de la catégorie RepL(G)cc vers celle
des représentations localement analytiques admissibles de G. On ne peut pas espérer qu’un tel
énoncé soit vrai pour un groupe de Lie p-adique quelconque H et pour la catégorie BanL(H) :
cela tombe en défaut trivialement pour le groupe Zp et l’espace Π des fonctions continues sur
Zp, comme nous l’a fait remarquer Paškūnas.

10. Elle implique par exemple que Πla est engendré comme L[G]-module abstrait par Π
(n)
K pour n assez grand,

un énoncé qui serait fort utile pour d’autres groupes que GL2(Qp)...
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En fait [D4] montre un résultat nettement plus fort (et plus utile !) que la pleine fidélité de
Π 7→ Πla. Si Π est une représentation continue d’un groupe de Lie p-adique H sur un L-espace
vectoriel localement convexe, un complété unitaire universel de Π est (suivant Emerton [36])
une L-représentation de Banach unitaire Π̂ de H munie d’un morphisme Π→ Π̂ induisant une
bijection Homcont

H (Π̂, X) ' Homcont
H (Π, X) pour toute L-représentation de Banach unitaire X

de H (on ne demande pas que X ou Π̂ soient admissibles). Bien que de nature fondamentale,
la notion de complété universel ne se comporte pas vraiment bien :
• des représentations naturelles ne possèdent pas de complété unitaire universel, comme

le montre l’espace LA(Zp, L) muni de l’action évidente par translation de Zp. Cet exemple
montre qu’un isomorphisme du type Π̂la = Π est illusoire en toute généralité, pour Π une L-
représentation de Banach admissible d’un groupe de Lie p-adique, et donc le théorème ci-dessous
n’est pas formel.
• si Π est une L-représentation localement analytique admissible de GL2(Qp), il n’y a pas

de lien direct entre Π et les vecteurs localement analytiques de Π̂ (en supposant que ce dernier
existe) : il peut arriver que Π̂ soit nul sans que Π le soit, ou bien que Π̂ soit non admissible
ou, pire, que Π̂ soit non nul et admissible, et ses vecteurs localement analytiques contiennent
strictement Π.

Le résultat ci-dessous a trouvé des applications inattendues dans l’étude de la cohomologie
de la tour de Drinfeld en dimension 1. Il découle facilement du théorème 3.6 (et de la discussion
qui le suit) et de l’observation suivante d’Emerton : si Π est une représentation continue de
G sur un L-espace localement convexe, l’existence de Π̂ est équivalente à celle d’un réseau (11)

L ⊂ Π qui est ouvert dans Π, stable par G et minimal pour ces propriétés (i.e. si L ′ est
un autre tel réseau, alors L ′ contient pkL pour un certain k), et alors Π̂ = L̂ [1/p], avec
L̂ = lim←−n L /pnL .

Théorème 3.8. — Tout Π ∈ RepL(G)cc est le complété unitaire universel de Πla.

Remarque 3.9. — a) Combiné au lemme de Schur [D2], le théorème montre que pour toute
représentation absolument irréductible Π ∈ RepL(G) le centre de l’algèbre enveloppante de
Lie(G) agit par des scalaires sur Πla. Ce résultat a été obtenu pour la première fois dans [D1].
La preuve de loc.cit. est nettement plus simple, mais passe encore par le lien avec les (ϕ,Γ)-
modules. Avec Benjamin Schraen, je conjecture (voir [D2] pour une conjecture moins fine)
que la flèche Endcont

H (Π) → Endcont
H (Πla) est d’image dense (pour les topologies naturelles sur

ces espaces) pour toute représentation de Banach admissible Π d’un groupe de Lie p-adique
H(conjecture ouverte même pour GL2(Qp)...).

b) Le théorème ci-dessus est équivalent au fait que pour tout Π ∈ RepL(G)cc l’injection
Π∗ → (Πla)∗ déduite de la densité de Πla dans Π identifie le dual topologique Π∗ de Π à
l’espace des vecteurs du L-Fréchet (Πla)∗ dont la G-orbite est bornée. C’est sous cette forme
que le résultat est utilisé dans les applications géométriques.

11. i.e. un sous OL-module L de Π qui engendre Π en tant que L-espace vectoriel ; on ne demande pas que
L soit séparé p-adiquement.
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3.6. Le "dual unitaire p-adique" de GL2(Qp). — En composant le foncteur D :

RepL(G)cc → ΦΓet(E ), l’équivalence de Fontaine ΦΓet(E ) ' RepL(GQp
) et la dualité de

Cartier, on obtient un foncteur (de Colmez) exact, covariant

V : RepL(G)cc → RepL(GQp)

tel que V(Π(V )) ' V si dimL V = 2.
On dit qu’un objet Π ∈ BanL(G)unit est supersingulier (ou non-ordinaire) si Π est absolu-

ment irréductible (et donc dans RepL(G)cc par le théorème 3.1 et le lemme de Schur [D2]) et si
Π n’est pas isomorphe à un sous-quotient (12) de l’induite parabolique continue d’un caractère
unitaire du tore diagonal de G. Soit Ĝss l’ensemble des classes d’isomorphisme de représenta-
tions supersingulières dans BanL(G)unit. Le résultat principal de [D5] s’énonce alors :

Théorème 3.10. — a) Le foncteur V induit une bijection entre Ĝss et l’ensemble des classes
d’isomorphisme de L-représentations continues, absolument irréductibles, de dimension 2 de
GQp

.
b) Le foncteur V est compatible avec la théorie du corps de classes local : si ωΠ est le caractère

central de Π ∈ Ĝss, alors
detV(Π) = χcyc · ωΠ.

c) Un objet absolument irréductible Π de BanL(G)unit est supersingulier si et seulement
si, après avoir éventuellement remplacé L par une extension quadratique non ramifiée, Π̄ss est
supersingulière ou bien isomorphe à π{χ1, χ2} pour certains caractères lisses χ1, χ2 : Q×p → k×L .

La preuve de ce théorème est très détournée. Le théorème de finitude (plus précisément le
th. 3.2) permet de montrer que dimV(Π) ≤ 2 pour Π ∈ Ĝss. Le théorème 3.3 permet d’exclure
le cas dimV(Π) = 1. La partie la plus difficile est alors la preuve du point b), une fois celle-ci
acquise on peut faire tourner la machine du chapitre III de [D4] et déduire le point c). Pour
se rendre compte que l’égalité detV(Π) = χcyc · ωΠ n’a rien de trivial il suffit de rappeler
que par construction V(Π) ne dépend que de la restriction de Π au sous-groupe mirabolique
P :=

(
Q×p Qp

0 1

)
de G. Le point b) du théorème montre que l’on peut récupérer le caractère

central de Π à partir de cette restriction, ce qui est pour le moins surprenant (13). On montre
d’ailleurs dans [D5] que le théorème ci-dessus a pour conséquence le fait que Homcont

P (Π1,Π2) =

Homcont
G (Π1,Π2) pour Π1,Π2 ∈ Ĝss. La même relation detV(Π) = χcyc · ωΠ est le point clé

pour montrer l’injectivité de V en restriction à Ĝss, la surjectivité étant assurée par le théorème
3.5. En fait, l’énoncé essentiel que l’on démontre est le suivant : si D ∈ ΦΓet(E ) est absolument
irréductible de rang 2, alors δD := χ−1

cyc detD est l’unique caractère unitaire δ pour lequel
D ∈ MF (δ−1). Quand D est triangulin cela se démontre par une analyse fine des vecteurs
localement analytiques de Πδ(D), suivant les techniques de [27], [D1] et [D3]. Les mêmes
techniques permettent de traiter le cas d’un D non triangulin ayant au moins un poids de

12. Ces sous-quotients sont bien compris : ce sont des induites paraboliques, des caractères unitaires ou des
tordues de la représentation de Steinberg continue.
13. Et totalement faux dans la théorie des représentations lisses : la théorie du modèle de Kirillov montre que

toutes les supercuspidales de G ont "la même" restriction à P .
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Hodge-Tate-Sen non nul, mais le cas restant demande des arguments diaboliquement astucieux
(paragraphe 3.4 de [D5]). Voir les paragraphes 1.4 et 3.2 de [D5] pour un fil d’Ariane de la
preuve.

4. Représentations p-adiques quasi-simples

Dans ce chapitre nous présentons les résultats obtenus dans un projet en collaboration
avec Benjamin Schraen et Vytautas Paškūnas [D12, D13], qui suggèrent que certains énon-
cés classiques de la théorie des représentations des groupes réels ont des analogues p-adiques.
Ils montrent aussi que beaucoup de représentations p-adiques d’origine globale sont quasi-
simples (14), et que pour des groupes très petits comme celui des unités d’une algèbre de qua-
ternions sur Qp la quasi-simplicité d’une représentation de Banach admissible entraîne des
propriétés de finitude assez fortes.

4.1. Une conjecture locale. — Le point a) du théorème suivant tombe en défaut (15) si
l’on supprime l’hypothèse d’unitarité des représentations et le point b) est l’un des théorèmes
profonds de la théorie "abstraite" des représentations pour les groupes réels.

Théorème 4.1. — Soit G un groupe réductif connexe sur R, d’algèbre de Lie g. Soit Z(g) le
centre de U(gC) et soit Ĝ(R) le dual unitaire (16) de G(R).

a) (Segal) Il existe une application

Ĝ(R)→ HomC−alg(Z(g),C), π 7→ χπ

telle que X.v = χπ(X)v pour tous X ∈ Z(g), π ∈ Ĝ(R) et v ∈ πla.
b) (Harish-Chandra) Les fibres de l’application π 7→ χπ sont finies.

Soit maintenant G un groupe réductif connexe surQp, d’algèbre de Lie g, soit L une extension
finie assez grande de Qp et soit Z(g)L = Z(U(g ⊗Qp L)). On dit qu’une L-représentation
de Banach Π de G(Qp) est quasi-simple si Z(g)L agit par des scalaires sur Πla et alors on
appelle le morphisme χπ : Z(g)L → L qui s’en déduit (17) le caractère infinitésimal de Π.
Soit Ĝ(Qp)L le "dual unitaire p-adique de G(Qp)", i.e. l’ensemble des classes d’isomorphisme
d’objets absolument irréductibles de BanL(G(Qp))

unit. Dans une collaboration avec Benjamin
Schraen [D2] nous avons conjecturé l’analogue p-adique suivant du théorème ci-dessus (18).

Conjecture 4.2. — Tout Π ∈ Ĝ(Qp)L est quasi-simple et les fibres de l’application "caractère
infinitésimal"

Ĝ(Qp)L → HomL−alg(Z(g)L, L)

sont les L-points d’un espace rigide analytique.

14. i.e. leurs vecteurs localement analytiques possèdent un caractère infinitésimal.
15. Il n’est pas si facile de construire des contre-exemples...
16. L’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations irréductibles unitaires de G(R).
17. On a donc X.v = χπ(X)v pour tous X ∈ Z(g)L et v ∈ Πla.
18. La deuxième assertion de la conjecture ci-dessous n’y figure pas, mais on a le droit d’être optimiste...
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Cette conjecture est plutôt optimiste car le théorème suivant (résultat principal de [D1]) est
le seul résultat tangible (en dehors du cas des tores).

Théorème 4.3. — La conjecture est vraie pour G = GL2/Qp.

Il est assez frustrant de ne pas disposer d’une preuve "directe" de ce théorème, ne reposant
pas sur la correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp). Une preuve utilisant
les (ϕ,Γ)-modules se trouve dans [D1], nous en donnons une autre (avec quelques soucis pour
p ≤ 3) dans [D12], en utilisant des méthodes globales mais aussi des résultats locaux de Tung
[76], [77] (eux-mêmes reposant sur ceux de Berger-Breuil [5], Colmez [26] et Paškūnas [61]...).

4.2. Une conjecture globale. — Soit G un groupe réductif connexe sur Q, de centre Z
et soit K∞ un sous-groupe compact maximal de G(R). Pour tout sous-groupe ouvert compact
Kf de G(Af ) notons Ỹ (Kf ) = G(Q)\G(A)/Z(R)0K0

∞Kf . Soit K
p
f =

∏
6̀=pK` un sous-groupe

ouvert compact assez petit de G(Ap
f ) et notons

H̃i = H̃i(Kp
f ) = lim←−

n

lim−→
Kp

Hi(Ỹ (Kp
fKp),OL/p

n)

les groupes de cohomologie complétée associés, les Kp parcourant les sous-groupes ouverts
compacts de G(Qp).

Soit S un ensemble fini de nombres premiers, contenant p et tel que G soit non ramifié sur
Q` et K` soit hyperspécial pour ` /∈ S. L’algèbre

Tuniv =
⊗
`/∈S

H`, H` := OL[K`\G(Q`)/K`]

agit par des opérateurs de Hecke sur chaque H̃i et on peut (suivant Emerton [41]) construire (19)

une algèbre profinie T, complétion d’un certain quotient de Tuniv, qui agit encore sur chaque
H̃i et qui n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux ouverts (cependant il n’est pas connu si T
est noethérienne). Une forme faible de la conjecture principale de [D12] est :

Conjecture 4.4. — Soit i ≥ 0 et soit x : T[1/p] → L′ un morphisme continu de L-algèbres,
avec L′ une extension finie de L. La G(Qp)-représentation de Banach (H̃i ⊗OL L)[ker(x)] est
quasi-simple.

Nous ne disposons à ce jour d’aucune méthode "abstraite" pour montrer l’existence d’un
caractère infinitésimal, sauf si Πla est absolument irréductible (on peut alors appliquer le lemme
de Schur localement analytique de [D2]), condition qui n’est pas facile à vérifier en pratique. Un
des buts de [D12] est de préciser le caractère infinitésimal conjectural de (H̃i ⊗OL L)[ker(x)],
et de démontrer la conjecture dans certains cas accéssibles, par "prolongement analytique".

19. Précisément T est l’adhérence de l’image de Tuniv dans le OL-module profini∏
Kp

∏
M

∏
i EndOL (Hi(Ỹ (Kp

fKp), M̃ )), le produit étant pris sur les sous-groupes ouverts compacts Kp

de G(Qp), les représentations continues de Kp/Λp sur des OL-modules de longueur finie M et les i ≥ 0, Λp
étant l’adhérence de Z(Q) ∩Kp

fKpK
0
∞Z(R)0 dans Kp et M̃ étant le système local associé à M .
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4.3. Caractères infinitésimaux et paramètres galoisiens locaux. — La majeure partie
de [D12] est consacrée à un analogue p-adique d’une construction classique (qui remonte à Lan-
glands) dans la théorie des groupes réels, associant à un paramètre de Langlands un caractère
infinitésimal.

Soit G un groupe réductif connexe sur Qp, d’algèbre de Lie g, déployé sur une extension finie
L de Qp. Le groupe dual Ĝ de G, défini sur Z, est muni d’une action µG : GQp

→ Aut(Ĝ) de
GQp := Gal(Qp/Qp), et on note Γ = GQp

/ ker(µG) et LGf = Ĝ o Γ. Soit X un espace rigide
analytique sur Qp et soit (20) ρ : GQp

→ Ĝ(O(X)) o Γ une représentation continue admissible,
i.e. telle que la flèche induite GQp

→ Ĝ(O(X)) o Γ → Γ soit la projection naturelle. Dans
[D12] on associe à ρ un "caractère infinitésimal" ζρ ∈ HomL−alg(Z(g)L,O(X)) et on montre
que cette construction est compatible (21) avec la conjecture globale de Buzzard et Gee [17]
concernant l’existence de représentations galoisiennes pour les représentations automorphes C-
algébriques. Pour que cela ait un sens il faudrait avoir une construction ρ 7→ ζCρ analogue
pour les représentations à valeurs dans le C-groupe de G (au lieu du L-groupe de G, comme
ci-dessus), et c’est ce qui est fait dans [D12], mais par souci de simplicité nous n’entrons pas
dans les détails techniques assez pénibles.

Pour donner une brève idée de la construction de ζρ, regardons d’abord le cas d’une re-
présentation continue ρ : GQp

→ GLn(L). Pour lui associer un morphisme de L-algèbres
ζρ : Z(g)L → L il suffit, par l’isomorphisme d’Harish-Chandra, de fournir n éléments de L. Ces
éléments sont simplement les coefficients du polynôme caractéristique de l’opérateur de Sen de
ρ, donc ζρ encode les poids de Hodge-Tate-Sen de ρ. La construction pour un groupe général G
est un peu plus compliquée, mais semblable. Pour simplifier supposons que X = Sp(A) est affi-
noïde. Soit E une extension finie galoisienne qui déploie G et prenons un plongement τ : E → L.
Une combinaison de l’isomorphisme d’Harish-Chandra et du théorème de restriction de Che-
valley fournit un isomorphisme (qui dépend de τ) κτ : Z(g)L ' S(ĝ∗)Ĝ, S(ĝ∗) étant l’anneau
des fonctions polynômiales sur ĝ. Le formalisme tannakien combiné avec la théorie de Sen en
familles [6] permet d’attacher à ρ un "opérateur de Sen" ΘSen,ρ ∈ (Cp⊗̂A)⊗L g, et le théorème
d’Ax-Sen-Tate combiné à des propriétés de rationalité des isomorphismes d’Harish-Chandra et
Chevalley montre que l’application S(ĝ∗)Ĝ → Cp⊗̂A d’évaluation en ΘSen,ρ est en fait à valeurs
dans E⊗A. En composant l’application ainsi obtenue avec E⊗A→ A, x⊗a 7→ τ(x)a on obtient
une flèche θτ : S(ĝ∗)Ĝ → A, et on pose alors ζρ = θτ ◦ κτ . On montre que cette construction ne
dépend pas du choix de τ .

Revenons maintenant au contexte de la conjecture 4.4. En étant encore plus optimiste que
Buzzard et Gee, on peut espérer que pour tout morphisme continu de L-algèbres x : T[1/p]→ L′

(avec L′/L finie) on peut construire une représentation continue admissible ρ : GQ,S → CGf (Qp)

telle que pour ` /∈ S le semi-simplifié de ρ(Frob`) est compatible avec le morphisme x` : H` →

20. Il est possible de travailler dans une plus grande généralité, et c’est ce qui est fait dans [D12].
21. i.e. pour une représentation automorphe C-algébrique π on peut relier les caractères infinitésimaux associés

par [D12] aux restrictions de ρπ ("la" représentation galoisienne associée à π par la conjecture de Buzzard-Gee)
aux places divisant p et les caractères infinitésimaux des composantes infinies de π ; voir la prop. 5.15 de [D12]
pour l’énoncé exact.
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T→ Qp induit par x, via la correspondance de Satake pour les C-groupes de Zhu [82] (voir la
conjecture 9.31 de [D12] pour les détails). Un tel ρ n’a aucune raison d’être unique, mais on
montre que tous les ρ comme ci-dessus ont le même caractère infinitésimal ζCρ , que l’on notera
donc ζCx . On raffine alors la conjecture 4.4 comme suit :

Conjecture 4.5. — Z(g)L agit sur (H̃i ⊗OL L)[ker(x)] par ζCx .

4.4. La stratégie de [D12] et ses applications. — Soit G un groupe réductif connexe
sur Qp, déployé sur une extension finie L de Qp, et soit Π ∈ BanL(G(Qp)). L’idée de [D12]
est la suivante : pour montrer que Π est quasi-simple, il suffit de trouver une famille ΠX de
représentations de Banach admissibles de G(Qp) contenant Π, paramétrée par un espace rigide
analytique X, telle que "beaucoup" de membres Πx de cette famille possèdent "beaucoup" de
vecteurs sur lesquels Z(g)L agit par des caractères, qui "varient analytiquement avec x".

Plus précisément, donnons-nous un sous-groupe ouvert compact K de G(Qp) et une OL-
algèbre locale noethérienne complète R, de même corps résiduel que L, ainsi qu’un R[[K]]-
module de type fini M . On voit M comme un R[[K]]-module compact et on pose ΠX =

Homcont
OL (M,L) (un espace de Banach pour la norme sup), où X = Spf(R)rig. Chaque point x ∈

X (correspondant à un idéal maximal mx de R[1/p]) donne naissance à ΠX [mx] ∈ Bank(x)(K).
Soit IrrG(L) l’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations algébriques irréductibles
de GL. Vue comme G(Qp)-représentation, chaque V ∈ IrrG(L) possède un caractère infinitési-
mal ζV . Soit RV le quotient de R qui agit de manière fidèle sur le R[1/p]-module de type fini
M(V ) = Homcont

K (V,Π)∗ (Z∗ étant, comme partout dans ce mémoire, le L-dual topologique de
Z).

Théorème 4.6. — Supposons que RV est réduit pour tout V ∈ IrrG(L) et qu’il existe
• un morphisme de L-algèbres χ : Z(g)L → O(X) tel que pour tous x ∈ m− Spec(RV [1/p])

et V ∈ IrrG(L) la spécialisation χx : Z(g)L → k(x) de χ en x est ζV .
• une suite M -regulière y1, . . . , yh dans l’idéal maximal de R telle que M/(y1, . . . , yh)M soit

un OL[[K]]-module projectif de type fini.
Alors Π[mx] est quasi-simple, de caractère infinitésimal χx pour tout x ∈ X.

Soit D(K,L) la L-algèbre des distributions localement analytiques sur K à valeurs dans L et
soit ΠR−la ⊂ Πla le L-dual topologique de (O(X)⊗̂LD(K,L))⊗R[[K]] M . On vérifie facilement
que ΠR−la[mx] = Π[mx]la pour tout x ∈ m− Spec(R[1/p]). Pour démontrer le théorème il suffit
de montrer que 1 ⊗ D − χ(D) ⊗ 1 ∈ O(X)⊗̂LD(K,L) tue ΠR−la pour tout D ∈ Z(g)L, et il
suffit de voir que les deux injections naturelles⊕

V ∈IrrG(L)

HomK(V,ΠR−la)⊗L V → ΠR−la

et ⊕
x∈m−Spec(RV [1/p])

HomK(V,ΠR−la[mx])⊗L V → HomK(V,ΠR−la)⊗L V

sont d’image dense, puisque par hypothèse 1⊗D−χ(D)⊗1 tue l’image de la seconde injection.
C’est dans la preuve de la densité des images des applications ci-dessus que les hypothèses du
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théorème entrent en jeu (voir l’introduction de [D12] ou le th. 8.5 de loc.cit. pour plus de
détails).

Le théorème 4.6 n’est utile que si l’on dispose d’objets R,M et χ comme dans son énoncé.
Dans des situations globales on peut construire de tels objets en utilisant les représentations
galoisiennes associées aux formes automorphes, M étant le dual d’un groupe de cohomologie
complétée ou un "module patché", comme ceux introduits par Caraiani, Emerton, Gee, Ge-
raghty, Paškūnas et Shin dans [18]. Pour vérifier les hypothèses on a besoin de résultats de
compatibilité local-global (faible) en p. Dans un certain nombre de situations on peut vérifier
les hypothèses et obtenir par exemple l’énoncé suivant, dont le flou artistique est, on l’espère,
compensé par sa lisibilité relative. Nous renvoyons le lecteur au paragraphes 9.7-9.10 de [D12]
pour les "vrais" énoncés (voir aussi le th. 1.4. de loc.cit. et la discussion qui le précède pour un
énoncé plus précis et plus général).

Théorème 4.7. — La conjecture 4.5 est vraie pour les courbes de Shimura sur un corps tota-
lement réel, pour les groupes unitaires définis sur un corps totalement réel et pour les variétés
de Shimura unitaires compactes étudiées par Caraiani et Scholze dans [19], si l’on localise la
cohomologie complétée en un idéal maximal faiblement non Eisenstein de T.

Le théorème 4.6 permet aussi de montrer que les représentations de GLn(F ) construites
à partir des "modules patchés" dans [18] sont quasi-simples, et leur caractère infinitésimal
s’obtient en appliquant la construction ρ 7→ ζρ à la représentation locale ρ, en particulier il ne
dépend pas des choix globaux faits dans la construction du "module patché".

Plus précisément, soit F une extension finie de Qp, soit K = GLn(OF ) ⊂ G := GLn(F ), et
supposons que p ne divise pas 2n. Soit ρ� : GF → GLn(R�

ρ̄ ) la déformation universelle (enca-
drée) d’une représentation continue ρ̄ : GF → GLn(kL). En utilisant des formes automorphes
sur des groupes unitaires définis, les six auteurs mentionnés ci-dessus introduisent :
• une R�

ρ̄ -algèbre plate R∞. On note ρ : GF → GLn(R∞) la représentation obtenue par
changement de base de ρ�.
• un R∞[[K]]-module compactM∞ muni d’une structure compatible de R∞[G]-module. Soit

Π∞ = Homcont
OL (M∞, L).

Fixons un idéal maximal y de R∞[1/p] et notons x son image dans m− Spec(R�
ρ̄ [1/p]). On

obtient une représentation galoisienne ρx : GF → GLn(k(x)), à laquelle on peut associer (par
un argument de torsion, cf. le lemme 5.12 de [D12]) une représentation ρCx à valeurs dans le
C-groupe de GLn.

Théorème 4.8. — Soit g la Qp-algèbre de Lie de G = GLn(F ). La k(y)-représentation uni-
taire admissible Π∞[my] de G est quasi-simple, de caractère infinitésimal ζCρCx .

À son tour, le théorème ci-dessus combiné à des résultats de Tung [76, 77] (qui reposent
de manière cruciale sur le foncteur de Colmez [26] et les résultats de Berger et Breuil [5]) et
Paškūnas [61] permet retrouver (22) le théorème 4.3.

22. La situation est un peu plus compliquée que cela quand p est petit, cf. la remarque 9.30 de [D12].
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Une autre application importante du théorème 4.6 est le résultat suivant, établi dans [D13].
Supposons que p > 2 et notons D l’algèbre de quaternions non déployée sur Qp. En utilisant la
cohomologie de l’espace de Lubin-Tate de niveau infini, Scholze [70] a défini un foncteur JL de
la catégorie des OL[GL2(Qp)]-modules lisses admissibles (sur des OL-modules de torsion) vers
celle des OL[D×]-modules lisses admissibles. Ce foncteur s’étend naturellement en un foncteur

JL : BanL(GL2(Qp))
unit → BanL(D×)unit.

Voir la discussion qui précède le th. 3.10 pour l’ensemble ̂GL2(Qp)ss.

Théorème 4.9. — Pour tout Π ∈ ̂GL2(Qp)ss la représentation JL(Π) est quasi-simple et pos-
sède "le même" caractère infinitésimal que Π.

Nous verrons ci-dessous des conséquences assez surprenantes du théorème.

4.5. Dimension de Gelfand-Kirillov et caractères infinitésimaux. — SoitH un groupe
de Lie p-adique et soit π un kL[H]-module lisse admissible. La dimension de Gelfand-Kirillov
d(π) de π est un entier dans [0,dimH] mesurant la taille des invariants de π par les sous-groupes
ouverts compacts de H : si K un sous-groupe ouvert de H qui est un pro-p groupe uniforme
et si Kn est le sous-groupe fermé de K engendré par les kp

n

, k ∈ K, il existe des réels a, b > 0

tels que
b · pnd(π) ≤ dimkL π

Kn ≤ a · pnd(π), ∀n ≥ 1.

Si Π ∈ BanL(H), on définit sa dimension de Gelfand-Kirillov d(Π) en choisissant K comme
ci-dessus et un OL-réseau ouvert, borné Θ de Π stable par K, et en posant d(Π) = d(Θ⊗OL kL)

(cela ne dépend pas des choix faits ci-dessus).
Le théorème suivant est un des résultats principaux de l’article [D13].

Théorème 4.10. — Supposons que G est un sous-groupe ouvert compact de G (Qp), où G est
un groupe réductif connexe sur Qp. Si Π ∈ BanL(G) est quasi-simple, alors d(Π) < dim N , où
N est le cône nilpotent dans Lie(GQp

).

Il n’est pas impossible que la borne optimale dans le théorème soit en fait 1
2 dim N , i.e. la

dimension de la variété des drapeaux pour GQp
, mais démontrer un tel résultat semble hors

de portée même pour G = ResQp2/Qp
(GL2). Notons que l’inégalité large dans le théorème est

beaucoup plus simple à démontrer, tout le point du théorème est que cette borne n’est jamais
atteinte (l’analogue de cette assertion pour les représentations localement analytiques quasi-
simples est totalement faux !). La preuve repose sur des résultats fins d’Ardakov et Wadsley [3],
[1], [2] concernant les modules de Verma affinoïdes et un analogue p-adique du plongement de
Conze (une jolie application de la théorie de la localisation d’Ardakov-Wadsley).

En rang 1, le théorème ci-dessus fournit des résultats surprenants :

Corollaire 4.11. — Soit D une algèbre de quaternions sur Qp (on admet D = M2(Qp)), et
soit Π ∈ BanL(D×) quasi-simple. Soit K un sous-groupe ouvert de D× qui est uniforme pro-p.

a) Si le caractère infinitésimal de Π n’est pas algébrique, alors Π est un K-module topologique
de longueur finie.
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b) Le K-module topologique (23) Π
(n)
K est de longueur finie pour tout n ≥ 1.

Remarque 4.12. — Soit D l’algèbre de quaternions non déployée sur Qp.
a) Grâce au théorème 4.9 on fabrique des représentations de Banach admissibles, de dimen-

sion infinie et de longueur finie de D×. Un tel phénomène est bien entendu impossible modulo
p !

b) En appliquant (via le th. 4.7) le corollaire 6.3 de [D13] (qui est une version du corol-
laire ci-dessus pour D = M2(Qp), K étant remplacé par G) aux espaces Hecke-propres dans
la cohomologie complétée de la tour des courbes modulaires on obtient une preuve du fait que
ces espaces sont des représentations de Banach de longueur finie, qui n’utilise pas la correspon-
dance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp), ni la classification des représentations lisses
irréductibles modulo p de ce groupe, contrairement à la preuve d’Emerton [37]. Le prix à payer
est que l’on obtient beaucoup moins d’information que dans loc.cit.

c) Les auteurs de [D13] ont échoué pendant plusieurs années à trouver une réponse à la
question naturelle suivante : que se passe-t-il si le caractère infinitésimal de Π est algébrique dans
le point a) du corollaire ci-dessus ? Supposons d’abord que D = M2(Qp) et que Π est unitaire,
avec un caractère central, et bien entendu quasi-simple. Dans ce cas on peut montrer (voir le
cor. 6.3 de [D13]) que Π est résiduellement de longueur finie en tant que G-module topologique,
en particulier de longueur finie comme G-module topologique. Un résultat (travail en cours) de
Dotto permet alors de montrer que si Π est générique (en un sens que l’on peut préciser mais
que l’on ne fera pas ici), alors ou bien Π possède des vecteurs localement algébriques (à twist
près) ou bien Π est un K-module topologique de longueur finie. La situation est nettement
moins bien comprise quand D est une algèbre à division. Par exemple, les auteurs ne savent pas
répondre à la question basique suivante (qui est en fait liée au point a) du corollaire ci-dessus) :
peut-on trouver Π ∈ BanL(D×) quasi-simple et de longueur infinie ? Par exemple, est-il possible
de trouver une telle représentation dont l’espace des vecteurs lisses est de dimension infinie ?
La question est un peu subtile : si l’on remplace D× par GL2(Zp) (qui a "la même" algèbre de
Lie), on trouve facilement des telles représentations (utiliser des représentations de GL2(Qp)

associées à des représentations de de Rham à poids de Hodge-Tate distincts, par exemple), mais
si l’on remplace D× par GL2(Qp) et que l’on demande en plus que Π soit unitaire et à caractère
central, la réponse devient négative, toujours par le corollaire 6.3 de [D13].

En combinant les théorèmes 4.10 et et 4.3 on obtient le joli énoncé suivant, qui dit que les
théorèmes 4.3 et 3.1 sont quasiment équivalents, expliquant probablement pourquoi une preuve
"directe" du théorème 4.3 se fait attendre, malgré la simplicité de l’énoncé.

Théorème 4.13. — Soit G = GL2(Qp) et g = Lie(G). Si Π ∈ BanL(G)unit possède un carac-
tère central, alors Π ∈ RepL(G) si et seulement si Πla est tué par un idéal de codimension finie
de Z(Lie(G))L.

23. Voir le paragraphe 3.4 pour la définition.
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5. Théorie de Hodge et variétés Stein p-adiques

On présente dans ce chapitre les résultats obtenus dans les articles [D9], [D10] et [D11], en
collaboration avec Pierre Colmez et Wiesława Nizioł, qui étudient les théorèmes de comparaison
en théorie de Hodge p-adique pour les variétés analytiques p-adiques de type Stein. Ils ont été
motivés par le désir de comprendre la cohomologie étale p-adique des revêtements du demi-plan
de Drinfeld, mais ont évidemment un intérêt propre. Les résultats des chapitres 3 et 4 de [D9]
ont été raffinés et étendus dans les travaux ultérieurs de Colmez et Nizioł [31], [32], [33], nous
allons nous concentrer sur [D10] et [D11], ainsi que sur les chapitres 5 et 6 de [D9], qui étudient
l’exemple crucial des espaces symétriques de Drinfeld.

5.1. Cohomologies étale et pro-étale. — Soit C une extension algébriquement close et
complète de Qp et soit X une variété rigide analytique lisse sur C. On pose

H∗ét(X,Zp) := H∗(RlimnRΓ(Xét,Z/p
n)), H∗ét(X,Qp) := H∗ét(X,Zp)⊗Zp Qp.

On a alors une suite exacte

0→ R1limnH
i−1(Xét,Z/p

n)→ Hi
ét(X,Zp)→ lim←−

n

Hi(Xét,Z/p
n)→ 0.

Sur le site pro-étale Xproét de X on dispose d’un faisceau Ẑp := lim←−n Z/p
n de Zp-modules et

on note

H∗proét(X,Zp) := H∗(Xproét, Ẑp), H∗proét(X,Qp) := H∗(Xproét, Ẑp ⊗Zp Qp)

Scholze a montré (prop. 8.2 de [68]) que la flèche naturelle H∗ét(X,Zp)→ H∗proét(X,Zp) est un
isomorphisme. Le morphisme naturel H∗ét(X,Qp)→ H∗proét(X,Qp) est donc un isomorphisme si
X est quasi-compact et quasi-séparé, mais très loin d’être un isomorphisme sans cette hypothèse.
Le point est que dans le calcul de la cohomologie pro-étale à coefficients Qp on inverse p
localement sur chaque ouvert affinoïde, mais quand on calcule la cohomologie étale à coefficients
Qp on doit travailler avec des coefficients entiers sur chaque ouvert affinoïde, et inverser p
seulement à la fin : donc pour la cohomologie pro-étale et pour un espace non quasi-compact
les classes de cohomologie auront souvent des dénominateurs en p non bornés, alors que ceux
des classes de cohomologie étale sont bornés (par définition).

5.2. Le charme discret d’une boule ouverte. — On commence par un exemple simple
mais instructif de pathologie qui peut intervenir quand on quitte le monde merveilleux des
variétés propres. Considérons la boule unité ouverte D = {|z| < 1} sur une extension algébri-
quement close et complète C de Qp. Sa cohomologie de de Rham est nulle en degré strictement
positif, et il en est de même de celles étales et pro-étales `-adiques pour ` 6= p, cependant :

Proposition 5.1. — On a H2
proét(D,Qp(1)) = 0 et un isomorphisme naturel

exp : O(D)/C ' H1
proét(D,Qp(1)).



THÉORIE DE HODGE ET REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES 23

La théorie de Kummer et l’annulation de H2
ét(D,Gm) (un résultat de Berkovich) fournissent

un isomorphisme (24)

H2
ét(D,Zp(1)) ' P̂ic(D)

et une suite exacte

0→ O(D)∗⊗̂Zp → H1
ét(D,Zp(1))→ Tp(Pic(D))→ 0.

Le remarquable résultat suivant suggère qu’il se passe quelque chose de mystérieux :

Théorème 5.2. — (Lazard) Pic(D) = 0 si et seulement si C est sphériquement complet.

Ce résultat ne suffit pas pour conclure que H2
ét(D,Zp(1)) 6= 0 quand C n’est pas sphérique-

ment complet, mais des techniques (bien astucieuses) semblables à celles de Lazard fournissent
le résultat suivant (cf. appendice A de [D11]).

Théorème 5.3. — Si C n’est pas sphériquement complet, alors Pic(D) est sans torsion et n’est
pas p-divisible.

Corollaire 5.4. — a) On a des isomorphismes naturels

H1
ét(D,Zp(1)) ' 1 + TOC [[T ]], H1

ét(D,µpn) ' (1 + TOC [[T ]])⊗ Z/pnZ.

b) C est non sphériquement complet si et seulement si H2
ét(D,Zp(1)) est non nul, et dans

ce cas H2
ét(D,Zp(1)) est sans torsion et la flèche naturelle H2

ét(D,Qp(1)) → H2
proét(D,Qp(1))

n’est pas injective.

5.3. Cohomologie des courbes. — On suppose pour simplifier que p > 2 dans ce para-
graphe et (25) que l’extension algébriquement close et complète C de Qp vérifie vp(C∗) = Q.
Soit kC le corps résiduel de C, OC̆ = W (kC) et C̆ = OC̆ [1/p].

5.3.1. Cohomologie d’un affinoïde lisse de dimension 1. — Soit X un affinoïde lisse sur C,
connexe et de dimension 1. Il est bien connu que le C-espace vectoriel topologique H1

dR(X) :=

Ω1(X)/dO(X) est de dimension infinie et non séparé. Soit H1
dR(X)sep son séparé, i.e. le quotient

de H1
dR(X) par l’adhérence de {0}. Le résultat suivant, dont la preuve occupe une bonne partie

de [D11], montre que H1
ét(X,Qp(1)) est contrôlé par un espace de Banach-Colmez relié à

H1
dR(X)sep et par le groupe

O(X)∗∗ = {f ∈ O(X)∗| ||f − 1||sp < 1},

où ||g||sp = limn→∞ ||gn||1/n est la norme spectrale de g ∈ O(X) (|| · || étant une norme sur
l’algèbre affinoïde O(X)). Notons que O(X)∗∗ n’est pas p-adiquement complet en général (26),
ce qui explique la complétion intervenant dans l’énoncé (dans l’énoncé ci-dessous Qp ⊗̂O(X)∗∗

désigne Ô(X)∗∗[1/p], la complétion étant p-adique) :

24. La complétion est p-adique.
25. Tous les résultats ci-dessous ont des variantes pour p = 2. L’hypothèse sur C n’est pas vraiment cruciale.
26. C’est déjà le cas si O(X) = C〈T 〉 (i.e. X est une boule fermée), regarder par exemple

∏
n≥1(1+p1/p

n
T )p

n
.
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Théorème 5.5. — Le C-espace vectoriel H1
dR(X)sep est de dimension finie et il existe un

(ϕ,N)-module H1
HK(X)sep sur C̆ muni d’un isomorphisme fonctoriel

ιHK : C ⊗C̆ H
1
HK(X)sep ∼= H1

dR(X)sep,

ainsi qu’un diagramme commutatif fonctoriel d’espaces de Banach, la ligne du haut étant exacte
et toutes les flèches étant d’image fermée

0 // Qp ⊗̂O(X)∗∗ // H1
ét(X,Qp(1))

��

// (B+
st ⊗C̆ H1

HK(X)sep)N=0,ϕ=p //

θ⊗ιHK
��

0

0 // Qp ⊗̂O(X)∗∗
dlog // Ω1(X) // H1

dR(X)sep // 0

.

Remarque 5.6. — a) On établit aussi dans [D11] des versions (presque) entières du théorème
5.5. L’énoncé exact étant un peu technique, nous renvoyons le lecteur au th. 6.30 et à la prop.
6.26 de [D11] pour plus de détails, et au paragraphe suivant pour une version exacte quand X
possède un modèle formel à bonne réduction.

b) Berkovich a montré que H2
ét(X,Qp(1)) = 0.

La preuve de ce théorème occupe les chapitres 4, 5 et 6 de [D11]. L’idée est d’utiliser une
"décomposition en pantalons" de X et des principes local-global pour réduire les calculs au
cas (le plus délicat) d’un affinoïde à bonne réduction et au calcul de la cohomologie étale et
syntomique d’une couronne et d’un "cercle fantôme". Donner un sens à ces recollements n’est pas
évident et fait l’objet des chapitres 3 et 6 de [D11], en particulier on y introduit une notion de
schéma adoque (interpolation entre adique et ad-hoc...) permettant de justifier certains énoncés
de ce type. Les principes local-global peuvent être vus comme des variations sur les travaux de
l’école de Harbater.

5.3.2. Pantalons p-adiques. — Pour étudier la cohomologie des courbes analytiques p-adiques
on introduit dans [D11] une "décomposition en pantalons" similaire à celle des surfaces de
Riemann.

Soit X une courbe analytique lisse sur C, connexe et supposons que X est un modèle for-
mel p-adique semi-stable de X, de fibre spéciale X0 = kC ⊗OC X. Soit (Cs)s∈S la famille des
composantes irréductibles de X0 et supposons que |S| ≥ 2, que les Cs sont des courbes lisses
et que deux d’entre elles s’intersectent en au plus un point. Soit (Pa)a∈A l’ensemble des points
singuliers de X0. Soit Γ le graphe obtenu à partir du graphe dual (S,A) de X0 en ajoutant des
arêtes de longueur 0+ aux sommets correspondant aux composantes irréductibles non propres,
une par point manquant.

Pour s ∈ S on note
◦
Cs la courbe Cs privée de ses intersections avec les autres composantes

irréductibles de X0. Soit Xs le tube de
◦
Cs dans X, et soit (27)

Xs = Spf(O+(Xs))

27. O+(Z) est l’anneau des fonctions de norme spectrale ≤ 1 sur Z.
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le short de X en s. Pour a ∈ A on note Xa le tube de Pa dans X, une couronne ouverte et

Xa = Spf(ÔX,Pa) = Spf(O+(Xa))

la jambe de X en a. Il existe µ(a) ∈ Q>0 (largeur de a) tel que Xa ' Spf
(

OC [[T1,T2]]
T1T2−pµ(a)

)
.

Soit I = A
∐
S et I2 = {(a, s)| a ∈ A,Pa ∈ Cs} et, pour (a, s) ∈ I2 notons ÔX,(a,s) le

complété du localisé de l’anneau ÔX,Pa par rapport à son idéal premier induit par s. Par
exemple, si s correspond à la composante T1 = 0 de la fibre spéciale de Xa via l’isomorphisme
ÔX,Pa ' OC [[T1, T2]]/(T1T2 − pµ(a)), alors ÔX,(a,s) est isomorphe à OC [[T2]]〈1/T2〉, complété
p-adique de OC [[T2]][1/T2]. On note

X(a,s) := Spf(ÔX,(a,s))

le "cercle fantôme" en (a, s) ∈ I2. Moralement X(a,s) est Xa ∩ Xs. Les X(a,s) permettent de
penser à X comme un recollement d’affinoïdes à bonne réduction (les Xs) et de couronnes
ouvertes (les Xa), le long de "cercles fantôme".

Supposons maintenant que X est un affinoïde lisse sur C, de dimension 1, connexe. Par le
théorème de réduction semi-stable on peut trouver un modèle X comme ci-dessus. Les étapes
de la preuve du théorème 5.5 sont les suivantes :
• on définit des espaces de symboles Symbp(Z) pour Z ∈ {X,Xi,X(a,s)} et on montre (lemme

6.1 et prop. 6.2 de [D11]) un principe local-global, i.e. une suite exacte

0→ H1(Γ,Zp(1))→ Symbp(X)→ ker(
∏
i∈I

Symbp(Xi)→
∏

(a,s)∈I2

Symbp(X(a,s)))→ 0,

H1(Γ,Zp(1)) étant la cohomologie de l’espace topologique Γ (introduit à la fin du second
paragraphe de la sous-section 5.3.2) à coefficients dans Zp(1). Par exemple, Symbp(Z) =

Zp⊗̂O(Z)[1/p]× si Z ∈ {Xa,X(a,s)}, le cas d’un short Xs sera discuté dans le paragraphe
suivant et la définition de Symbp(X) est analogue à celle de Symbp(Xs). La suite exacte de
Kummer induit un isomorphisme naturel pour Z ∈ {X,Xi}

rét : Symbp(Z) ' H1
ét(Z,Zp(1)).

• on construit des espaces de cohomologie syntomique H1
syn(Z,Zp(1)) pour Z comme ci-

dessus, ainsi qu’un régulateur syntomique

rsyn : Symbp(Z)→ H1
syn(Z,Zp(1)),

et on montre que c’est un isomorphisme (c’est la partie difficile), en établissant un principe
local-global pour la cohomologie syntomique et en montrant que rsyn est un isomorphisme pour
Z ∈ {Xi,X(a,s)}. Le cas des Xa et X(a,s) se traite à la main, mais demande des manipulations
assez fines avec les anneaux de Fontaine (chapitre 4 de [D11]), le cas des shorts Xs est la partie
la plus délicate de [D11].
• on étudie (chapitre 6 de [D11]) les groupes H1

syn(X,Zp(1)), ce qui revient à exprimer la
cohomologie cristalline absolue (sur Zp) de X ⊗ OC/p en termes d’anneaux de Fontaine et de
cohomologie de Hyodo-Kato.
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Dans le paragraphe suivant nous allons décrire plus précisément ces objets quand Z = Xs,
en renvoyant le lecteur au chapitre 6 de [D11] pour les globalisations (qui sont assez formelles
à l’exception du th. 6.14 de loc.cit) et au chapitre 4 pour le cas d’une jambe et d’un "cercle
fantôme".

5.3.3. Cohomologies d’un short. — Soit s ∈ S et soit Y le short Xs, un schéma formel affine
formellement lisse sur OC . Soit Y = Xs la fibre générique de Y , un affinoïde à bonne réduction.
Nous allons considérablement raffiner le théorème 5.5 dans ce cas.

Notons C(Y ) = Frac(O(Y )), Cn(Y )∗ = (C(Y )∗)p
n

et

Symbp(Y ) :=
{(un)n≥1 ∈

∏
n≥1 C(Y )∗| Div(un) ∈ pnDiv(Y ), un+1/un ∈ Cn(Y )∗}∏

n≥1 Cn(Y )∗
.

La théorie de Kummer fournit un isomorphisme naturel

rét : Symbp(Y ) ' H1
ét(Y,Zp(1)).

Pour définir les groupes de cohomologie syntomique de Y on commence par choisir un OC̆-
schéma formel affine et lisse Y̆ tel que Y = OC⊗̂OC̆

Y̆ , ainsi qu’un relèvement du Frobenius ϕ
à Y̆ . En posant

Ỹ = Acris⊗̂OC̆
Y̆ , F 1O(Ỹ ) = ker(θ : O(Ỹ )→ O(Y )), Ω1(Ỹ ) = Ω1,cont

O(Ỹ )/Acris
,

les Hi
syn(Y , 1) sont les groupes de cohomologie du complexe

Syn(Y , 1) := F 1O(Ỹ )
d,1−ϕp // Ω1(Ỹ )⊕ O(Ỹ )

(1−ϕp )−d
// Ω1(Ỹ ) .

Pour définir le régulateur syntomique

rsyn : Symbp(Y )→ H1
syn(Y , 1)

partons d’une suite (un)n≥1 dans C(Y )∗ telle que un+1/un ∈ Cn(Y )∗ pour tout n et posons (28)

rsyn([(un)n≥1]) = lim
n→∞

[(
dũn
ũn

,
1

p
log

ϕ(ũn)

ũpn

)]
,

pour des relèvements bien choisis (29) ũn ∈ Frac(O(Ỹ ))∗ de un. On vérifie que cela définit bien
une application de Symbp(Y ) dans H1

syn(Y , 1).
On voit facilement queH1

syn(Y , 1) se surjecte surH1
dR(Ỹ )ϕ=p, oùH1

dR(Ỹ ) = Ω1(Ỹ )/dO(Ỹ ),
et le noyau est p-isomorphe à O(Y )/OC . Cependant cette description n’est pas très utile car
H1

dR(Ỹ )ϕ=p est assez compliqué. Si Z ∈ {Y , Y̆ , Ỹ } notons H1
dR(Z)sep le quotient de H1

dR(Z)

par l’adhérence de son sous-groupe de torsion. Le résultat le plus délicat du chapitre 5 de [D11]
(prop. 5.27, th. 5.29 et cor. 5.30) est :

28. On note [(un)n≥1] l’image de (un)n≥1 dans Symbp(Y ) et de même pour le terme à droite.
29. Le lemme 5.22 de [D11] montre que l’on peut factoriser un = u0,nvna

pn

n avec u0,n ∈ C̆(Y̆ )∗, vn ∈ O(Y )∗

et an ∈ C(Y )∗. On choisit des relèvements ṽn et ãn à O(Ỹ )∗ et Frac(O(Ỹ ))∗ et on pose ũn = u0,nṽnã
pn

n .
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Théorème 5.7. — a) L’application rsyn est un isomorphisme.
b) La surjection H1

syn(Y , 1)→ H1
dR(Ỹ )ϕ=p induit une surjection H1

syn(Y , 1)→ (H1
dR(Ỹ )sep)ϕ=p,

dont le noyau est isomorphe à O(Y )∗∗⊗̂Zp.
c) On a des isomorphismes naturels de Zp-modules libres de type fini

(H1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p ' (Acris ⊗OC̆

H1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p ' (H1

dR(Ỹ ))ϕ=p.

En combinant ces résultats on obtient un énoncé bien plus appétissant :

Corollaire 5.8. — On a une suite exacte

0→ O(Y )∗∗⊗̂Zp → H1
ét(Y,Zp(1))→ (H1

dR(Y̆ )sep)ϕ=p → 0,

le terme à droite étant un Zp-module libre de type fini naturellement isomorphe à (Acris ⊗OC̆

H1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p, et le terme à gauche étant par définition le complété p-adique de O(Y )∗∗.

Il est possible de démontrer le corollaire ci-dessus directement, sans passer par la cohomologie
syntomique (voir le paragraphe 5.4 de [D11]). En effet, en suivant les constructions ci-dessus
on voit que la flèche H1

ét(Y,Zp(1)) → (H1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p est celle induite par l’identification

H1
ét(Y,Zp(1)) ' Symbp(Y ) et par la flèche

R : Symbp(Y )→ (H1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p, R([(un)n≥1]) = lim

n→∞

dθ0(ũn)

θ0(ũn)
,

où θ0 : Acris → OC̆ est le morphisme usuel. Il n’est pas difficile de voir que R est nulle sur
O(Y )∗∗⊗̂Zp, ce qui fournit une flèche

R :
Symbp(Y )

O(Y )∗∗⊗̂Zp
→ (H1

dR(Y̆ )sep)ϕ=p.

On montre ensuite que les deux termes sont des Zp-modules libres de type fini et que la réduc-
tion modulo p de cette flèche est un isomorphisme en utilisant l’opérateur de Cartier et une
décomposition (due à Raynaud) du faisceau des formes différentielles sur une courbe lisse en
caractéristique p. Dans les deux approches un point crucial est une description de Pic(Y ) due
à van der Put [78], qui permet de montrer que

Pic(Y ) ' Pic(Y ⊗OC kC).

5.3.4. Cohomologie(s) d’une courbe Stein. — Supposons maintenant que X est une courbe
Stein (toujours lisse et connexe), autrement dit X n’est pas propre et X n’a pas de bord, par
exemple une courbe obtenue en retirant un nombre fini de disques fermés d’une courbe propre
et lisse, ou un revêtement fini étale du demi-plan de Drinfeld. Une telle courbe est une réunion
croissante stricte d’affinoïdes, ce qui permet d’obtenir le résultat suivant (notons cependant
que les objets H1

HK(X) et H1
dR(X) qui y interviennent sont typiquement de dimension finie,

contrairement aux deux résultats ci-dessus) :
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Théorème 5.9. — Si X est une courbe Stein lisse sur C et connexe on a un diagramme
commutatif fonctoriel d’espaces de Fréchet

0 // O(X)/C
exp // H1

proét(X,Qp(1))

��

// (B+
st ⊗̂H1

HK(X))N=0,ϕ=p //

θ⊗ιHK
��

0

0 // O(X)/C
d // Ω1(X) // H1

dR(X) // 0

dans lequel les lignes sont exactes, toutes les flèches sont d’image fermée et l’on a un isomor-
phisme d’espaces de Fréchet

ιHK : C ⊗̂ C̆H
1
HK(X) ∼= H1

dR(X).

Remarque 5.10. — a) Les méthodes syntomiques [28, 75] fournissent aussi un diagramme
commutatif identique quand X est un affinoïde. La différence est que le (ϕ,N)-module H1

HK(X)

est de dimension infinie et non séparé et la flèche O(X) → Qp ⊗̂O(X)∗∗ faisant commuter le
diagramme évident est f 7→ exp(f), mais l’image de O(X) par f 7→ exp(f) est Qp ⊗ O(X)∗∗,
qui est dense dans Qp ⊗̂O(X)∗∗ mais ne lui est pas égal en général.

b) Les méthodes utilisées pour démontrer les résultats ci-dessus permettent aussi de mon-
trer que H2

proét(X,Qp) = 0 pour une courbe Stein X. Contrairement au cas d’un affinoïde,
H2

ét(X,Qp) est non nul en général (par exemple la boule ouverte pour C non sphériquement
complet), et obtenir une réponse satisfaisante à la question suivante reste le plus bel échec de la
théorie présentée ci-dessus : pour quelles courbes Stein X a-t-on H2

ét(X,Qp) = 0 ? Nous allons
voir que le demi-plan de Drinfeld est un exemple, mais déjà le cas du premier revêtement de
cet espace (voir le chapitre suivant) est fort mystérieux. Après avoir trouvé plusieurs "preuves"
de la nullité et ensuite de la non nullité de H2

ét(X,Qp), je ne sais pas vraiment que dire...
c) On dispose aussi d’un résultat similaire pour les cohomologies d’un affinoïde surconvergent

(chapitre 7 de [D11]).

Supposons toujours que X est une courbe Stein lisse sur C, connexe, et soit X un modèle
formel semi-stable de X comme au début de la section 5.3.2. Soient (Cs)s∈S les composantes
irréductibles de la fibre spéciale X0 et soit Cs la compactification lisse de Cs. Soit Γ le "complété"
du graphe dual de X0 comme dans loc.cit. On montre aussi le très utile résultat suivant (th.
0.15 de [D11]).

Théorème 5.11. — L’espace H1
HK(X) possède une filtration stable par ϕ dont les quotients

succéssifs sont H1(Γ, C̆),
∏
s∈S H

1
rig(Cs) et H1

c (Γ, C̆)∗(−1).

On peut aussi donner une recette combinatoire décrivant la monodromie N (remarque 1.6 de
[D11]). En utilisant cette décomposition de la cohomologie de Hyodo-Kato et une décomposition
analogue pour la cohomologie `-adique (avec ` 6= p) on montre dans la section 8.3 de [D11] (th.
8.11 et 8.12) que H1

HK(X) et H1
proét(X,Q`(1)) sont isomorphes (il faut choisir un plongement de

Q` dans C pour donner un sens à cela), de manière compatible avec l’action des automorphismes
de X, et aussi avec l’action du groupe de Weil-Deligne de K si X est défini sur une extension
finie K de Qp.
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5.4. Le diagramme fondamental en dimension arbitraire. — Soit K un corps de carac-
téristique 0, muni d’une valuation discrète pour laquelle il est complet et dont le corps résiduel
k est parfait, de caractéristisque p. Soit F = Frac(W (k)), C = K̂ et GK = Gal(K/K). Soit
O0
K le schéma Spec(OK) ou le schéma formel Spf(OK) muni de la log-structure induite par

N→ OK , 1 7→ 0. Les schémas formels ci-dessous seront tous p-adiques, localement de type fini
sur OK et équidimensionnels.

Dans [47] Grosse-Klönne associe à tout log-schéma Y log-lisse sur k0 un complexe (de coho-
mologie d’Hyodo-Kato surconvergente) RΓHK(Y ) de F -espaces vectoriels, muni d’un Frobenius
ϕ et d’un opérateur de monodromie N tels que Nϕ = pϕN . Si Y est un k-schéma semistable
muni de la log-structure induite, on dispose d’une suite spectrale de poids pour la cohomologie
ainsi définie, ce qui permet de calculer Hi

HK(Y ) à partir des groupes de cohomologie rigide
des diverses intersections des composantes irréductibles de Y , en particulier si Y est quasi-
compact alors les Hi

HK(Y ) sont de dimension finie sur F . De plus, Grosse-Klönne a montré un
isomorphisme de Hyodo-Kato dans ce contexte, sans hypothèse de propreté : si X est un schéma
formel faible, semistable sur OK , de fibre spéciale Y alors on dispose d’un quasi-isomorphisme
naturel (30), XK étant l’"espace dagger" associé à X

RΓHK(Y )⊗F K ' RΓdR(XK).

On peut (chap. 3 de [D9]) munir ces objets de topologies localement convexes, RΓHK(Y ) devient
ainsi un complexe de F -espaces vectoriels localement convexes et l’isomorphisme de Hydo-Kato
est strict.

Nous dirons qu’un OK-schéma formel faible X est Stein semi-stable si
• X est à réduction semi-stable (31).
• l’"espace dagger" associé XK est Stein.
• la fibre spéciale Y de X peut s’écrire Y = ∪s∈NYs = ∪s∈NUs pour une suite (Ys) (resp.

(Us)) de sous-schémas fermés (resp. ouverts) tels que Ys ⊂ Us ⊂ Ys+1, chaque Ys est une réunion
finie de composantes irréductibles de Y et les tubes des Us dans XK forment un recouvrement
Stein de XK . Cette condition est automatique si XK est une courbe. La preuve du résultat
suivant occupe les chapitres 3 et 4 de [D9] :

Théorème 5.12. — Soit X un schéma formel faible qui est Stein semi-stable sur OK , de fibre
spéciale Y . Pour tout r ≥ 0 on dispose d’un diagramme commutatif GK-équivariant d’espaces
de Fréchet, dont les lignes sont exactes et dont les flèches verticales ont des images fermées

0 // Ωr−1(XC)/ ker d // Hr
proét(XC ,Qp(r)) //

��

(Hr
HK(Y )⊗̂FB+

st)
N=0,φ=pr //

ιHK⊗θ
��

0

0 // Ωr−1(XC)/ ker d
d // Ωr(XC)d=0 can // Hr

dR(XC) // 0

Le noyau des flèches verticales au milieu et à droite s’identifie à (Hr
HK(Y )⊗̂FB+

st)
N=0,φ=pr−1

.

30. Mais qui dépend du choix d’une uniformisante de OK , comme dans la théorie classique...
31. i.e. localement pour la topologie de Zariski X possède des morphismes étales vers

Spwf(OK [T1, . . . , Tn]/(T1 . . . Tr −$)) pour une uniformisante $ de OK .
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Exemple 5.13. — a) Pour l’espace affine analytique Ad,ad
C on obtient

Hr
proét(A

d,ad
C ,Qp(r)) ' Ωr−1(Ad,ad

C )/ ker(d),

qu’il convient de comparer avec l’annulation [7], [30] de Hr
ét(A

d,ad
C ,Qp(r)). Voir aussi [30] et

[58] pour des arguments différents.
b) Pour le tore analytique Gdm,C := Gd,ad

m,C on obtient une suite exacte

0→ Ωr−1(Gdm,C)/ ker d→ Hr
proét(Gdm,C ,Qp(r))→ ∧rQd

p → 0,

à comparer avec l’isomorphisme Hr
ét(Gdm,C ,Qp(r)) ' ∧rQd

p.
c) En dimension 1 on retrouve le théorème 5.9.

Remarque 5.14. — Ce diagramme est très différent de son analogue pour XK propre : quand
XK est propre le terme Ωr−1(XC)/ ker d est nul, et la suite exacte haute devient plutôt

0→ Hr
proét(XC ,Qp(r))→ (Hr

HK(Y )⊗̂FB+
st)

N=0,φ=pr → (Hr
dR(XK)⊗̂KB+

dR)/Filr → 0,

et tous les espaces qui interviennent sont de dimension finie.

5.5. Cohomologie des espaces de Drinfeld. —

5.5.1. L’analogue p-adique du théorème de Schneider-Stuhler. — Soit K une extension finie de
Qp et soit C le complété d’une clôture algébrique de K. L’espace symétrique de Drinfeld de
dimension d sur K est la variété rigide analytique sur K

HdK = PdK \
⋃

H∈H

H,

où H est l’ensemble des hyperplans K-rationnels dans Kd+1. Posons HdC = HdK ⊗K C.
Le groupe G := GLd+1(K) agit naturellement sur HdK . Soit B le sous-groupe de G des

matrices triangulaires supérieures et soit ∆ = {1, . . . , d} l’ensemble des racines simples associées.
Pour toute partie J de ∆ on dispose d’un parabolique standard PJ de G et, pour tout groupe
abélien A, d’un A[G]-module

SpJ(A) =
LC(G/PJ , A)∑

i∈∆\J LC(G/PJ∪{i}, A)
,

LC signifiant localement constante. Par exemple, Sp∆(A) = A avec action triviale de G, et
Sp∅(A) est la représentation de Steinberg usuelle à coefficients dans A. Pour tout entier r ≥ 0

on note
Spr(A) := Sp{1,...,d−r}(A),

avec la convention que le terme à droite est nul si d > r. Le morphisme naturel A⊗Z Spr(Z)→
Spr(A) est un isomorphisme.

La plupart des résultats décrits dans les paragraphes ci-dessus ont été motivés par le désir
d’avoir un analogue p-adique du théorème classique suivant de Schneider et Stuhler [66]. Pour le
démontrer, Schneider et Stuhler utilisent un découpage de l’espace de Drinfeld en morceaux qui
sont des fibrations en boules ouvertes au-dessus d’espaces projectifs, et l’ingrédient principal qui
permet de gagner la bataille avec la combinatoire qui en découle est la propriété d’homotopie
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de la cohomologie étale `-adique et de la cohomologie de de Rham : H∗(X) = H∗(X × B) si
B est une boule ouverte et si X est un espace rigide analytique lisse sur Qp. Cette propriété
est totalement mise en défaut quand ` = p, la cohomologie étale p-adique de B étant très
compliquée. On munit Hi

dR(HdK) de l’action triviale de GK := Gal(K/K).

Théorème 5.15. — (Schneider-Stuhler) Il existe des isomorphismes de G × GK-modules to-
pologiques pour ` 6= p

Hi
ét(HdC ,Z`(i)) ' Spi(Z`)

∗, Hi
proét(HdC ,Q`(i)) ' Spi(Q`)

∗, Hi
dR(HdK) ' Spi(K)∗.

Le théorème suivant est le résultat principal de [D10] et d’une bonne partie de [D9]. On
dispose maintenant de deux autres preuves du résultat pour la cohomologie pro-étale p-adique :
une par Sascha Orlik [59] et l’autre par Guido Bosco [11], cette dernière preuve montrant
que l’on dispose bien d’un analogue de la propriété d’homotopie de la cohomologie pro-étale
p-adique, mais pour les faisceaux Be et BdR, ce qui permet de faire fonctionner la stratégie de
Schneider et Stuhler pour calculer les cohomologies de ces faisceaux, et conclure via la suite
exacte fondamentale. Ces preuves alternatives ne permettent pas d’obtenir le résultat pour la
cohomologie étale p-adique.

Théorème 5.16. — a) Il existe une suite exacte de G× GK-espaces de Fréchet

0→ Ωi−1(HdC)/ ker d→ Hi
proét(HdC ,Qp(i))→ Spi(Qp)

∗ → 0.

b) Il existe des isomorphismes G× GK-équivariants de Zp-modules topologiques

Spi(Z/p
nZ)∗ ' Hi

ét(HdC ,Z/pnZ(i)).

En particulier on dispose d’un isomorphisme naturel Spi(Zp)
∗ ' Hi

ét(HdC ,Zp(i)).
c) La flèche Hi

ét(HdC ,Qp(i)) → Hi
proét(HdC ,Qp(i)) est injective et identifie Hi

ét(HdC ,Qp(i))

avec l’espace des v ∈ Hi
proét(HdC ,Qp(i)) dont la G-orbite est bornée.

De manière équivalente le point c) affirme que le dual de Hi
ét(HdC ,Qp(i)) est le complété

unitaire universel du dual de Hi
proét(HdC ,Qp(i)).

La preuve est une combinaison du théorème 5.12, de l’irréductibilité [50] des représentations
Spi(kL) et de la théorie de Hodge p-adique à la Bhatt-Morrow-Scholze [8], [9], et les deux
ingrédients suivants permettent de faire fonctionner ce mélange :
• une re-interprétation de l’isomorphisme de Schneider-Stuhler par Iovita et Spiess [54],

suffisamment souple pour s’adapter aux cohomologies p-adiques.
• un résultat difficile d’acyclicité de Grosse-Klönne [48], [49].

5.5.2. Transformée de Poisson et l’astuce de Iovita-Spiess. — Schneider et Stuhler ont montré
dans [66] l’existence d’un isomorphisme G-équivariant entre Spi(Z) et l’espace Fi des fonctions
localement constantes f : H i+1 → Z vérifiant :
• si H0, . . . ,Hi ∈H ont des équations linéairement dépendantes, alors f(H0, . . . ,Hi) = 0.
• pour tous H0, . . . ,Hi+1 ∈H on a

f(H1, . . . ,Hi+1)− f(H0, H2, . . . ,Hi+1) + . . .+ (−1)i+1f(H0, . . . ,Hi) = 0.
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Si A est un groupe abélien on obtient ainsi une surjection G-équivariante

D(H i+1, A) := Hom(LC(H i+1,Z), A)→ Hom(Spi(Z), A) (1),

et donc des surjections D(H i+1,Z/pnZ)→ Spi(Z/p
nZ)∗ et D(H i+1,K)→ Spi(K)∗.

Iovita et Spiess [54] ont utilisé les observations ci-dessus pour rendre les isomorphismes de
Schneider-Stuhler (th. 5.15) explicites (ce n’était pas du tout le cas dans [66]). Leur argument
est utilisé dans [D9] et [D10] pour d’autres cohomologies p-adiques. Expliquons rapidement le
cas de la cohomologie de de Rham. Considérons l’application d’intégration

ι : D(H i+1,K)→ Hi
dR(HdK), µ 7→

∫
H i+1

[(H0, . . . ,Hi)]dµ(H0, . . . ,Hi),

où

[(H0, . . . ,Hi)] :=

[
dlog

`H1

`H0

∧ . . . ∧ dlog
`Hi
`H0

]
∈ Hi

dR(HdK) ' Ωi(HdK)d=0/dΩi−1(HdK),

`H = 0 étant une équation unimodulaire de H ∈ H ([(H0, . . . ,Hi)] ne dépend pas du choix
des `Hi). Donner un sens à l’intégrale n’est pas totalement trivial puisque la fonction que l’on
intègre n’est pas localement constante, mais on s’en sort en remarquant que cette fonction est
localement constante en restriction à chaque ouvert du recouvrement Stein standard de HdK .
Les symboles [(H0, . . . ,Hi)] vérifient les relations apparaissant dans la définition de l’espace
Fi, ce qui fait que ι se factorise par le quotient Spi(K)∗ de D(H i+1,K). Iovita et Spiess
montrent alors que la flèche qui s’en déduit est exactement l’isomorphisme entre Spi(K)∗ et
Hi

dR(HdK) construit par Schneider et Stuhler, en particulier c’est bien un isomorphisme (32).
Le même argument s’applique aux cohomologies étale et pro-étale `-adiques avec ` 6= p, en
utilisant un analogue des symboles [(H0, . . . ,Hi)] fourni par la théorie de Kummer. Il s’applique
aussi à la cohomologie de Hyodo-Kato (car on dispose d’une théorie des classes de Chern, cf.
appendice de [D9]) et, combiné avec l’isomorphisme de Hyodo-Kato et ce qui précède, fournit
un isomorphisme G-équivariant ι : Spi(F )∗ ' Hi

HK(Y ), Y étant la fibre spéciale du modèle
semi-stable de Deligne de HdK et F = W (kK)[1/p] (voir par exemple le paragraphe 6.1 de [47]).
Combiné avec le théorème 5.12, cela montre (33) le point a) du théorème 5.16.

La méthode de Iovita-Spiess s’applique aussi en cohomologie étale p-adique, mais il faut se
fatiguer un peu plus pour construire les applications d’intégration de symboles

rét,n : Spi(Z/p
nZ)∗ → Hi

ét(HdC ,Z/pnZ(i)), Spi(Zp)
∗ → Hi

ét(HdC ,Zp(i)),

car la topologie de Hi
ét(HdC ,Z/pnZ(i)) est à priori compliquée (34). Cependant, il n’est plus

du tout clair comment faire marcher les arguments ci-dessus pour montrer que les applica-
tions d’intégration sont des isomorphismes : ce qui précède utilise de manière cruciale que l’on
dispose à priori du théorème de Schneider-Stuhler, or ici on veut précisément démontrer son

32. Il ne semble pas facile de démontrer directement cela, sans passer par les arguments de Schneider et
Stuhler.
33. Il faut aussi savoir que N = 0 sur Hi

HK(Y ), mais cela découle de la relation Nϕ = pϕN et du fait qu’une
puissance convenable non nulle de ϕ est scalaire, cf. [47].
34. Elle n’est pas discrète, et si l’on passe par le recouvrement Stein standard de HdC on a des soucis avec les

R1lim...
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analogue p-adique ! Le contenu principal du théorème 5.16 est le fait que ces flèches sont bien
des isomorphismes, et les idées permettant de le prouver seront présentées dans les paragraphes
suivants.

5.5.3. Cohomologie de de Rham du modèle formel de l’espace de Drinfeld. — Le théorème ci-
dessous, une version entière du théorème de Schneider-Stuhler pour la cohomologie de de Rham,
est le résultat le plus délicat du chapitre 6 de [D9] (cf. th. 6.28 de loc.cit.) et il joue un rôle
crucial dans la preuve du théorème 5.16. Rappelons qu’une construction classique de Deligne
fournit un modèle formel semi-stable G-équivariant XOK de HdK , dont la géométrie est plutôt
explicite, mais assez compliquée pour d > 1. Ainsi X := XOK ⊗̂OKOC est un modèle formel de
X := HdC . Soit Y la fibre spéciale de XOK . On munit XOK et X de leur log-structure canonique
et on munit Y de la log-structure induite, qui sera prise en compte dans les faisceaux de formes
différentielles et les cohomologies associées.

Théorème 5.17. — La flèche naturelle Hi
dR(XOK )[1/p] → Hi

dR(HdK) ' Spi(K)∗ est injec-
tive et induit un isomorphisme G-équivariant Hi

dR(XOK ) ' Spi(OK)∗ et une identification de
Hi

dR(XOK )[1/p] avec l’espace des vecteurs dans Hi
dR(HdK) dont la G-orbite est bornée.

L’argument donné dans le chapitre 6 de [D9] est un peu emberlificoté, et on peut se demander
s’il n’y a pas une preuve plus simple. Les deux ingrédients techniques principaux sont dûs à
Grosse-Klönne [50], [48], [49] et résumés dans :

Théorème 5.18. — (Grosse-Klönne)
a) On a Hi(XOK ,Ω

j
XOK

) = 0 pour i > 0, j ≥ 0 et d = 0 sur H0(XOK ,Ω
i
XOK

). En particulier
Hi

dR(XOK ) ' H0(XOK ,Ω
i
XOK

).
b) Le kK [G]-module Spi(kK) est irréductible.

L’injectivité de la flèche Hi
dR(XOK )[1/p] → Hi

dR(HdK) est la partie la plus pénible de la
preuve du théorème 5.17. Par le théorème ci-dessus il s’agit de voir qu’une forme non nulle
ω ∈ H0(XOK ,Ω

i
XOK

) ne peut pas être exacte en fibre générique, mais nous n’avons pas trouvé un
argument direct montrant cela. À la place, nous utilisons une comparaison entre l’isomorphisme
de Hyodo-Kato de Grosse-Klönne et une version de l’isomorphisme originel de Hyodo-Kato [52]
(cf. aussi appendice de [D9]) pour les variétés semi-stables non propres

Hi,b
HK(Y )⊗F K ' Hi

dR(XOK )[1/p].

La différence entre RΓHK(Y ) et RΓbHK(Y ) est que dans le premier complexe on inverse p locale-
ment, alors que dans le second on travaille en niveau entier localement, et on inverse p à la fin.
Ces deux isomorphismes de Hyodo-Kato sont compatibles (cf. appendice de [D9]) et ramènent
l’injectivité de Hi

dR(XOK )[1/p]→ Hi
dR(HdK) à celle de Hi,b

HK(Y )→ Hi
HK(Y ), qui est démontrée

dans la proposition 6.27 de [D9]. L’avantage est que Hi,b
HK(Y ) se décrit en termes de complexes

de de Rham-Witt (logarithmiques) et donc on a plus de moyens pour dévisser ces objets, via la
théorie de l’opérateur de Cartier. Ces dévissages seraient inextricables sans l’ordinarité de Y ,
i.e. Hi

ét(Y,B
j) = 0 pour i, j ≥ 0, où Bj = d(Ωj−1

Y ) ⊂ ΩjY , qui se déduit (lemme 6.13 de [D9])
du fait que Hi

ét(Y,Ω
j
Y ) = 0 pour i > 0, j ≥ 0 et d = 0 sur H0

ét(Y,Ω
j
Y ), conséquence du théorème
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d’acyclicité de Grosse-Klönne ci-dessus. L’aboutissement de ces dévissages est le résultat sui-
vant, qui est une version d’un théorème classique de Bloch-Kato [10] pour les variétés propres,
lisses sur kK et ordinaires :

Théorème 5.19. — Soit Y = Y ⊗kK Fp.
a) H0(Y ,Ωjlog) est un Fp-espace vectoriel profini, H0(Y ,WΩjlog) est un Zp-module profini et

on a des isomorphismes topologiques naturels

H0(Y ,Ωjlog)⊗̂FpFp ' H0(Y ,Ωj), H0(Y ,WΩjlog)⊗̂ZpW (Fp) ' H0(Y ,WΩj).

b) Les groupes Hi(Y ,Ωjlog), Hi(Y ,WΩjlog), Hi(Y ,Ωj) et Hi(Y ,WΩj) sont nuls pour i > 0.

Remarque 5.20. — Tout se passe donc comme si Y était propre et (log-) lisse, ordinaire. Pour
ces variétés Bloch et Kato ont montré [10] des théorèmes de comparaison étale-de Rham entiers
très simples, et donc on pourrait espérer obtenir un tel théorème de comparaison pour XOK ,
ce qui fournirait une preuve simple du théorème 5.16. Malheureusement, l’examen de la preuve
du théorème de comparaison de Bloch et Kato montre que la quasi-compacité des variétés joue
un rôle crucial, et donc ne peut pas être facilement adaptée à notre situation. Cependant, en
combinant le théorème ci-dessus avec le théorème 5.16, on voit que l’intuition est correcte et
que les théorèmes de comparaison entiers de type Bloch-Kato pour Y sont vrais !

En utilisant le théorème 5.19 on obtient

Hi,b
HK(Y ) ' Hi

ét(Y,WΩ•Y )[1/p] ' H0
ét(Y,WΩiY )[1/p].

Ce dernier groupe se plonge dans le groupe analogue pour le lieu lisse Ytr de Y , qui peut se com-
prendre à partir des composantes irréductibles de Y . Ces composantes sont toutes isomorphes
à une variété propre et (log-)lisse C, qui possède les mêmes propriétés d’acyclicité que Y . En
utilisant tout ceci on obtient enfin l’injectivité de la flèche Hi,b

HK(Y )→ Hi
HK(Y ) et donc celle de

Hi
dR(XOK )[1/p]→ Hi

dR(HdK).
Pour conclure l’esquisse de la preuve du théorème 5.17 expliquons pourquoi la flèche d’in-

tégration Spi(OK)∗ → Hi
dR(XOK ) ' Ωi(XOK ) est un isomorphisme. Il suffit de vérifier cela

modulo l’idéal maximal de K. Or la réduction modulo mK de cette flèche est non nulle (calcul
explicite), et il suffit de voir que Ωi(Y ) ' Spi(kK)∗ pour conclure (en utilisant l’irréductibilité
de Spi(kK) comme G-module lisse). Mais on vient de voir que Hi

dR(XOK ) s’identifie à un réseau
compact et G-stable de Hi

dR(HdK) ' Spi(K)∗. L’irréductibilité de Spi(kK) permet de montrer
que les réseaux G-stables de Spi(K) sont rigides (ils sont homothètiques à Spi(OK)), d’où le
résultat.

5.5.4. La touche finale : Ainf-cohomologie. — Les remarquables théorèmes de comparaison en
théorie de Hodge p-adique entière de Bhatt, Morrow et Scholze [8], [9], étendus au cas semi-
stable par Česnavičius et Koshikawa [22] permettent d’utiliser le théorème 5.17 pour finir la
preuve du théorème 5.16.

Soit Ainf = W (O[
C) l’anneau de Fontaine usuel, muni de son Frobenius ϕ et de l’application

de Fontaine θ : Ainf → OC . Le choix d’une base de Zp(1) fournit un élément ε = (1, ζp, ζp2 , . . .) ∈
O[
C et des éléments ξ = [ε]−1

[ε1/p]−1
et ξ̃ = [εp]−1

[ε]−1 de Ainf , qui engendrent les noyaux des morphismes
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θ et θ̃ := θ ◦ ϕ−1 respectivement. Grâce aux travaux sus-cités, on dispose d’une Ainf -algèbre
commutative AΩX dans D(Xét) et d’une OX-algèbre commutative Ω̃X dans D(Xét) (catégorie
dérivée de celle des faisceaux étales sur X) avec les propriétés suivantes :
• on dispose d’isomorphismes naturels de OX,ét-modules

Hi(Ω̃X) ' ΩiX/OC{−i},

où {−i} désigne le twist de Breuil-Kisin, une version du twist de Tate.
• il existe des quasi-isomorphismes naturels

AΩX ⊗LAinf ,θ̃
OC ' Ω̃X, AΩX ⊗LAinf ,θ

OC ' Ω•X/OC .

• le complexe τ≤iAΩX{i} est muni d’un endomorphisme (pas Ainf -linéaire !) 1 − ϕ−1 et on
peut calculer la cohomologie étale p-adique de X comme suit (35) : si ν : Xproét → Xét est la
projection du site proétale de X sur le site étale de X, on dispose d’un quasi-isomorphisme
canonique

τ≤iRν∗Ẑp(i) ' τ≤i(τ≤iAΩX{i})ϕ
−1=1,

les "points fixes" ϕ−1 = 1 étant le "noyau" (au sens homotopique) de 1− ϕ−1.
On obtient en particulier une suite exacte G × GK-équivariante (le faisceau pro-étale Ẑp(i)

étant par définition le twist de Tate de la limite inverse des faisceaux Z/pn ; par définition
H∗proét(X,Zp(i)) est H∗proét(X, Ẑp(i)))

0→ Hi−1(X, AΩX{i})
1− ϕ−1

→ Hi
proét(X, Ẑp(i)) ' Hi

ét(X,Zp(i))→ Hi(X, AΩX{i})ϕ
−1=1 → 0,

ce qui nous ramène à comprendre H∗(X, AΩX{i})) en tant que Ainf -module topologique muni
d’actions de G × GK et de l’opérateur 1 − ϕ−1. Le morphisme rét : Spi(Zp)

∗ → Hi
ét(X,Zp(i))

construit par la méthode de Iovita-Spiess combiné avec la projection fournie par la suite exacte
précédente induisent un morphisme Ainf -linéaire

Ainf ⊗Zp Spi(Zp)
∗ → Hi(X, AΩX{i}).

Le théorème 5.16 est alors une conséquence du résultat plus fin suivant [D10] :

Théorème 5.21. — Le morphisme Ainf ⊗Zp Spi(Zp)
∗ → Hi(X, AΩX{i})) se prolonge en un

isomorphisme de Ainf-modules topologiques, compatible avec les actions de G× GK et 1− ϕ−1

rinf : Ainf⊗̂ZpSpi(Zp)
∗ ' Hi(X, AΩX{i}).

L’existence du prolongement (cor. 4.13 de loc.cit.) n’est pas immédiate à cause des subti-
lités topologiques, mais n’est pas le point le plus délicat de la preuve. Pour montrer que rinf

est un isomorphisme, il suffit de montrer que Hi(X, AΩX{i}) est sans ξ̃-torsion et que rinf

est un isomorphisme modulo ξ̃. La raison est que Hi(X, AΩX{i}) est ξ̃-adiquement complet
(au sens dérivé), une propriété non triviale du complexe AΩX, qui se transfère aux groupes

35. Dans [9] on suppose que X est lisse, mais comme il a été remarqué dans [D10] la preuve n’utilise même
pas le fait que X soit semistable.
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Hi(X, AΩX{i}), et que l’on dispose d’un lemme de Nakayama dans ce contexte. Ensuite, rinf

modulo ξ̃ s’identifie à une application

OC⊗̂ZpSpi(Zp)
∗ → Hi(X, AΩX{i})/ξ̃ → Hi(X, AΩX{i} ⊗LAinf ,θ̃

OC),

la deuxième flèche étant injective pour des raisons formelles. D’autre part, une version entière
de la suite spectrale de Hodge-Tate

Eu,v2 = Hu(X, Hv(AΩX{i}/ξ̃))⇒ Hu+v(X, AΩX{i}/ξ̃),

combinée avec l’isomorphisme Hv(AΩX{i}/ξ̃) ' ΩvX/OC{i − v} et le théorème d’acyclicité de
Grosse-Klönne montre que Hi(X, AΩX{i}⊗LAinf ,θ̃

OC) est isomorphe à H0(X,ΩiX/OC ). La flèche
OC⊗̂ZpSpi(Zp)

∗ → H0(X,ΩiX/OC ) qui s’en déduit n’est rien d’autre que la flèche d’intégration
des symboles à la Iovita-Spiess (36). Enfin, la flèche OC⊗̂ZpSpi(Zp)

∗ → H0(X,ΩiX/OC ) est un
isomorphisme, conséquence des théorèmes 5.17 et 5.18. Ceci permet de conclure.

6. Cohomologie p-adique de la tour de Drinfeld

Ce chapitre résume le contenu des articles [D7], resp. [D8] et [D14], en collaboration avec
Arthur-César Le Bras, resp. avec Pierre Colmez et Wiesława Nizioł. Dans le premier article on
démontre une conjecture de Breuil et Strauch [16], que l’on utilise dans les deux autres pour
établir un analogue p-adique d’un théorème classique (37), décrivant la cohomologie `-adique
de la tour de Drinfeld en dimension 1 à partir des correspondances de Jacquet-Langlands et
Langlands locales pour GL2(Qp). Le résultat `-adique est connu pour GLn(F ), avec F une
extension finie de Qp, nos résultats s’appliquent uniquement à la tour pour GL2(Qp), mais
nous faisons quelques pas timides vers le groupe GL2(F ), qui montrent que la situation est
beaucoup plus mystérieuse en p-adique qu’en `-adique.

On fixe une extension finie F de Qp et une uniformisante $ de F . On note C le complété
d’une clôture algébrique F̄ de F et on note F̆ le complété de l’extension maximale non ramifiée
de F dans C . On fixe aussi une algèbre de quaternions D non déployée sur F et on note
G = GL2(F ) et Ǧ = D×. On note OD l’ordre maximal de D et $D une uniformisante. Le corps
des coefficients L sera une extension finie, assez grande, de F .

6.1. La tour de Drinfeld en dimension 1. — Ce paragraphe est préliminaire et introduit
un certain nombre d’acteurs et de notations. Le groupe G = GL2(F ) agit naturellement sur
le demi-plan de Drinfeld ΩDr,F = P1,ad

F \ P1(F ). Dans un papier monumental [34] Drinfeld
a construit une tour (M̆n)n≥0 de revêtements étales G-équivariants de Ω̆Dr := ΩDr,F ⊗F F̆ ,
de groupe de Galois Ǧ. Le point crucial est que M̆0 := Ω̆Dr × Z est la fibre générique d’un
schéma formel G-équivariant (38) sur OF̆ , classifiant les déformations par quasi-isogénies OD-
équivariantes d’un OD-module formel spécial de dimension 1 et hauteur 4 sur Fp. On dispose

36. C’est le point le plus pénible de [D10], il faut suivre attentivement toutes les constructions de Bhatt,
Morrow et Scholze et les combiner avec une compatibilité en fibre générique (lemme 3.24 de [67]) due à Scholze.
37. Découlant d’une combinaison de travaux de Langlands, Deligne, Carayol, Faltings et Fargues.
38. Le groupe G agit aussi sur Z, g ∈ G agissant par décalage par −v$(det g).



THÉORIE DE HODGE ET REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES 37

donc d’un groupe p-divisible rigide universel Xun sur M̆0 et on peut poser M̆n = Xun[$n
D] \

Xun[$n−1
D ]. Notons Mn = M̆n ⊗F̆ C.

On dispose d’une donnée de descente à la Weil sur chaque étage de la tour, qui n’est pas
effective, mais le devient une fois que l’on prend le quotient par l’action du groupe engendré
par $ ∈ Z(G). On note M$

n,F le F -espace rigide analytique qui s’en déduit et on note M$
n :=

C ⊗F M$
n,F . L’action de G × Ǧ sur M̆n en induit une sur M$

n,F . En pratique toute question
raisonnable concernant la cohomologie de Mn se ramène (en utilisant des torsions par des
caractères) à celle de M$

n . La cohomologie de M$
0 étant essentiellement celle du demi-plan

p-adique Ω̆Dr⊗F̆ C = H1
C , elle est bien comprise par le théorème 5.16 (qui est facile en dimension

1, cf. le chapitre 1 de [D8]). Nous allons donc nous concentrer sur les niveaux n ≥ 1, et nous
allons négliger toute contribution venant du niveau 0 de la tour, à torsion par un caractère près.

On fixe donc par la suite n ≥ 1. L’action de D× sur M$
n se factorise par le groupe fini

Hn := D×/$Z(1 +$n
DOD). On suppose que L est assez grand pour que les L-représentations

irréductibles de Hn soient absolument irréductibles. Les correspondances de Jacquet-Langlands
et Langlands locales "classiques" associent à toute L-représentation irréductible ρ de Hn une
série discrète LL(ρ) de G et une L-représentation de Weil-Deligne WD(ρ) de dimension 2. Par
une recette de Fontaine la donnée de WD(ρ) équivaut à celle d’un (ϕ,N,GF := Gal(F/F ))-
module M(ρ), de rang 2 sur L ⊗Qp

Qnr
p . On note ΦN sc

n,$ l’ensemble des (ϕ,N,GF )-modules
obtenus à partir des ρ ∈ IrrL(Hn) pour lesquelles LL(ρ) est supercuspidale (ce qui équivaut à
dim ρ > 1). Pour M ∈ ΦN sc

n,$ on note JL(M) ∈ IrrL(Hn) la représentation donnant naissance
à M et LL(M) = LL(JL(M)) (c’est donc une L-représentation de G). Enfin, si X est un
L[Hn]-module et M ∈ ΦN sc

n,$ on pose

X[M ] := HomD×(JL(M), X).

Si H∗ est une cohomologie p-adique à coefficients dans L, les espaces H∗(M$
n )[M ] pour M ∈

ΦN sc
n,$ arbitraire contiennent l’information sur la cohomologie de M$

n qui ne vient pas du
niveau 0, à des twists près.

6.2. Cohomologies "rationnelles". —

6.2.1. Cohomologies de Hyodo-Kato et de Rham. — On ne fait aucune hypothèse sur F dans
ce paragraphe. On fixe n ≥ 1 et M ∈ ΦN sc

n,$, et on note

M̆ = Q̆p ⊗Qnr
p
M, MdR = (Qp ⊗Qnr

p
M)GF , X+

st(M) = (B+
st ⊗Qnr

p
M)N=0,ϕ=p.

Alors MdR est un L⊗Qp F -module libre de rang 2 et X+
st(M) est un espace de Banach-Colmez.

Comme nous avons vu dans le chapitre précédent, la théorie de Grosse-Klönne construit un
(ϕ,N,GF )-module de Fréchet H1

HK(M$
n ) sur Q̆p muni d’un isomorphisme de Hyodo-Kato

ιHK : C⊗̂Q̆p
H1

HK(M$
n )

∼→ H1
dR(M$

n ).
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Théorème 6.1. — Il existe un diagramme commutatif naturel de G× GF -fréchets

H1
HK(M$

n )[M ]
∼ //

ιHK

��

M̆⊗̂LLL(M)∗

��
H1

dR(M$
n )[M ]

∼ // C⊗̂FMdR⊗̂LLL(M)∗

la flèche à droite étant induite par l’identification MdR ⊗F C = M ⊗Qnr
p
C = M̆ ⊗Q̆p

C. La
flèche horizontale haute est ϕ-équivariante.

Si F = Qp et n = 1 on peut démontrer le théorème directement [16], [60] en utilisant la
description explicite d’un modèle semistable de M$

n . Pour F = Qp et n quelconque une telle
description de la cohomologie de de Rham a été obtenue pour la première fois dans [D7], par un
argument assez acrobatique, en utilisant en particulier la correspondance de Langlands locale p-
adique. Le théorème ci-dessus est obtenu dans [D8]. La preuve la plus simple est probablement
celle obtenue en utilisant la discussion qui suit le théorème 5.11 et la théorie de Lubin-Tate non
abélienne [20], [21]. L’approche de [D8] utilise aussi la théorie de Lubin-Tate non abélienne,
mais d’une manière très différente. On y commence par la preuve de l’isomorphisme

HomG(LL(M)∗, H1
HK(M$

n )[M ]) ' M̆,

en combinant le théorème d’uniformisation p-adique de Cerednik-Drinfeld et les théorèmes de
compatibilité local-global pour les courbes de Shimura de Carayol [20] et Saito [65]. Ce genre
d’argument (une version p-adique de son analogue `-adique bien connu) avait déjà été utilisé
dans [D7]. La partie difficile consiste à montrer qu’il n’y a rien d’autre dans H1

HK(M$
n )[M ].

En passant à la cohomologie de de Rham (via l’isomorphisme de Hyodo-Kato) et en utilisant
la dualité, il s’agit de voir que H1

dR,c(M$
n )[M ] est LL(M)-isotypique. Puisque l’on sait déjà

qu’il s’agit d’un G-module lisse qui contient assez de copies de LL(M), il suffit de voir que la
dimension des invariants de H1

dR,c(M$
n )[M ] par des sous-groupes ouverts compacts assez petits

de G est celle attendue. Pour cela on établit un théorème de comparaison avec la cohomologie
de la tour de Lubin-Tate, l’avantage de cette tour étant que les groupes de cohomologie de de
Rham à chaque étage sont de dimension finie, et cette dimension est celle de la cohomologie
`-adique, connue par la théorie de Lubin-Tate non abélienne. Plus précisément, soit (L̆Tj)j≥0 la
tour de Lubin-Tate pour GL2(F ), i.e. L̆Tj est la fibre générique du OF̆ -schéma formel classifiant
les déformations par quasi-isogénies, avec structures de niveau 1 +$j

FM2(OF ), de l’unique OF -
module formel de dimension 1 et de F -hauteur 2 sur Fp, et soit LTj = L̆Tj ⊗F̆ C. La tour
(LTj)j≥0 possède une action de G×D×, D× agissant sur chaque étage, mais G seulement sur
la tour toute entière. On démontre alors dans [D8] le résultat suivant :

Théorème 6.2. — On dispose d’un isomorphisme naturel de C[G × D×]-modules lisses, ad-
missibles en tant que G-modules lisses

lim−→
j

H1
dR,c(LTj) ' lim−→

n

H1
dR,c(Mn).
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L’ingrédient principal est l’isomorphisme de Faltings [42], raffiné par Fargues [43] et puis
par Scholze et Weinstein [69] en un isomorphisme G×D×-équivariant d’espaces perfectoïdes

M∞ := lim←−
n

Mn ' LT∞ := lim←−
j

LTj ,

la limite inverse étant prise ici au sens des diamants. Soit M$
∞ (resp. LT$∞) le quotient de

M∞ (resp LT∞) par l’action du groupe engendré par $, vu comme élément du centre de G.
L’isomorphisme M∞ ' LT∞ induit un isomorphisme M$

∞ ' LT$∞. Soit Gj (resp. Ǧn) le sous-
groupe de congruence de niveau j (resp. n) de GL2(OF ) (resp. O×D). Soit X = LT$j (resp. M$

n ),
X̂ = LT$∞ (resp. X̂ = M$

∞) et K = Gj (resp. Ǧn) et regardons les "fonctions au bord de X̂"
O(∂X̂) = lim−→U

O(X̂ \U), la limite inductive étant prise sur les domaines rationnels U de X̂. On
définit de même O(∂X) et on pose H1

c (X̂,O) = O(∂X̂)/O(X̂) (pareil avec X). Un argument
de descente pour le K-torseur pro-étale X̂ → X permet de montrer (en exploitant à souhait
des résultats de Scholze [68] et Weinstein [80]) que H1

c (X̂,O)K ' H1
c (X,O). Posons K ′ = Ǧn

si K = Gj et K ′ = Gj si K = Ǧn. La dualité de Serre pour les espaces Stein fournit une suite
exacte

0→ H1
dR,c(X)→ H1

c (X,O)→ O(X)∗ → H0
dR(X)∗ → 0,

et on montre que O(X)∗ n’a pas de K ′-invariants non nuls (cela utilise l’action infinitésimale
et l’application des périodes de Gross-Hopkins), ce qui montre que

H1
dR,c(M$

n )Gj ' H1
c (M$

n ,O)Gj ' H1
c (M$

∞ ,O)Gj×Ǧn '

H1
c (LT$∞,O)Gj×Ǧn ' H1

c (LTj ,O)Ǧn ' H1
dR,c(LTj)

Ǧn .

Puisque H1
dR,c(LTj) est de dimension finie et que H1

dR,c(M$
n ) est lisse en tant que G-module,

cela permet de conclure.

6.2.2. Deux résultats techniques cruciaux. — On ne fait aucune hypothèse sur F dans ce pa-
ragraphe. Un des résultats techniques importants de [D8] est le "diagramme fondamental"
suivant, dans lequel on fixe M ∈ ΦN$

n,sc. Il se déduit du théorème 5.9 et du théorème 6.1,
mais on peut aussi l’obtenir (c’est ce qui est fait dans [D8]) à partir du théorème 6.1 et d’une
combinaison de méthodes perfectoïdes et globales assez amusante.

Théorème 6.3. — Il existe un diagramme commutatif de G× GF -fréchets, à lignes exactes et
dont les flèches verticales sont des immersions fermées

0 // O(M$
n )[M ]

exp // H1
proét(M

$
n , L(1))[M ]

dlog
��

// X+
st(M)⊗̂LLL(M)∗

θ
��

// 0

0 // O(M$
n )[M ]

d // Ω1(M$
n )[M ] // (C ⊗F MdR)⊗̂LLL(M)∗ // 0

Un autre résultat très utile (prop. 2.12 de [D8]) est le lien suivant entre la cohomologie étale
et celle pro-étale de M$

n . Soit (Uk)k≥0 un recouvrement Stein de M$
n , alors H1

ét(M
$
n , L(1)) =

(lim←−kH
1
ét(Uk,OL(1)))[1/p] a une topologie naturelle (chaque H1

ét(Uk,OL(1)) est un réseau d’un
L-Banach) et H1

proét(M
$
n , L(1)) = lim←−kH

1
ét(Uk, L(1)) est un Fréchet. Si X est un L-espace
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vectoriel localement convexe muni d’une action continue de G, on note Xb le sous-espace de X
des vecteurs dont la G-orbite est bornée.

Proposition 6.4. — L’application naturelle H1
ét(M

$
n , L(1)) → H1

proét(M
$
n , L(1)) induit un

isomorphisme
H1

ét(M
$
n , L(1)) ' H1

proét(M
$
n , L(1))b.

La preuve n’est pas difficile, mais utilise de manière cruciale que l’on travaille en degré
cohomologique 1. En effet, il découle du théorème 5.12 que H2

proét(M
$
n , L(1)) = 0, mais je ne

sais pas (39) si H2
ét(M

$
n , L(1)) est nul.

Le résultat suivant, dont le premier point est assez troublant, resume les implications (cha-
pitre 2 de [D8]) des deux résultats ci-dessus à la structure des représentations galoisiennes
intervenant dans la cohomologie étale et pro-étale de M$

n . Si L est une L ⊗Qp
F -droite de

MdR on note
VM,L = ker(X+

st(M)→ B+
dR ⊗F MdR → C ⊗F MdR/L ),

la dernière flèche étant la composée de la projection canonique et de la flèche induite par θ :

B+
dR → C. Il découle du théorème de Colmez-Fontaine [23] que VM,L est une L-représentation

de dimension 2 de GF , que Dpst(VM,L (−1)) = M et que les poids de Hodge-Tate de VM,L

(correspondant à n’importe quel plongement) sont 0 et 1. Si F = Qp, les représentations
de la forme VM,L sont précisément les L-représentations W de dimension 2 pour lesquelles
HomGF (W,X+

st(M)) 6= 0, mais cela tombe en défaut pour F 6= Qp.

Corollaire 6.5. — Soit V une L-représentation continue de dimension finie de GF .
a) Si l’un des poids de Hodge-Tate généralisés de V est 0, alors

HomGF (V,H1
proét(M

$
n , L(1))) 6= 0.

b) Pour tout L on a une suite exacte de G-modules de Fréchet

0→ O(M$
n )[M ]→ HomGF (VM,L , H

1
proét(M

$
n , L(1))[M ])→ LL(M)∗ → 0.

c) Si dimV = 2 et si HomGF (V,H1
ét(M∞, L(1))) 6= 0 alors V est de Rham, Dpst(V (−1)) = M

et HomGF (V,H1
ét(M∞, L(1)))∗ est un complété de LL(M).

6.2.3. Cohomologie cohérente : la conjecture de Breuil-Strauch. — Pour aller plus loin dans la
compréhension des multiplicités d’une représentation galoisienne dans la cohomologie étale et
pro-étale de M$

n , il faut comprendre la cohomologie cohérente de cet espace. Pour F = Qp

Breuil et Strauch [16] ont conjecturé (pour n = 1) un lien profond entre le complexe de de Rham
de M p

n et la correspondance de Langlands locale p-adique. Cette conjecture a été démontrée
(pour tout n) dans [D7] et représente le point de départ de la plupart des résultats présentés
dans ce chapitre.

On suppose dans ce paragraphe que F = Qp et $ = p, et on fixe n ≥ 1 et M ∈ ΦN sc
n,p. Pour

toute L-droite L ⊂MdR on dispose donc de la L-représentation VM,L de dimension 2 de GQp
.

Le résultat principal de [D7] s’énonce ainsi (40) :

39. Et ce problème est devenu une sorte d’obsession...
40. L’irréductibilité de Π(VM,L )an/LL(M) est un théorème délicat de Colmez [29].
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Théorème 6.6. — O(M p
n,Qp

)[M ]∗ est une L-représentation localement analytique admissible
et irréductible de G, isomorphe à Π(VM,L )an/LL(M) pour toute L-droite L ⊂ MdR. De plus,
on a un diagramme commutatif de G-fréchets, à lignes exactes et dont les flèches verticales sont
des immersions fermées

0 // O(M p
n )[M ] // C⊗̂Qp(Π(VM,L )an)∗ //

��

(C ⊗Qp L )⊗̂LL(M)∗

��

// 0

0 // O(M p
n )[M ]

d // Ω1(M p
n )[M ] // (C ⊗Qp MdR)⊗̂LLL(M)∗ // 0

.

Remarque 6.7. — a) En faisant varier M on obtient que O(M p
n,Qp

)∗ et Ω1(M p
n,Qp

)∗ sont des
L-représentations localement analytiques admissibles, de longueur finie de G. On conjecture que
O(M p

n,F )∗ est encore une représentation localement F -analytique admissible et de longueur finie
pour F 6= Qp. Les seuls résultats à ma connaissance sont ceux de Patel-Schmidt-Strauch [64]
(qui montrent seulement l’admissibilité pour n = 1) et un travail en préparation d’Ardakov-
Wadsley, qui montrent que c’est bien le cas pour n = 1.

b) L’analogue "banachique" de ce résultat de finitude tombe en défaut pour n > 0 : Lue
Pan a montré [60] que pour n = 1 et F = Qp, si X est un modèle semi-stable convenable,
G×D×-équivariant de M p

1,Qp
, alors Ω1(X )∗ n’est pas une représentation de Banach admissible

(ou de longueur finie) de G, plus précisément cet espace contient comme sous-espace fermé le
complété unitaire universel d’une représentation lisse supercuspidale de G, et celui-ci n’est ni
admissible ni de longueur finie.

La preuve du théorème 6.6 repose sur plusieurs ingrédients de nature assez différente. Pour
simplifier les notations posons O[M ] = O(M p

n,Qp
) et ΠL = Π(VM,L ). La partie la plus délicate

de l’argument, la seule que nous allons discuter ici, est la construction d’un isomorphisme
O[M ] ' (Πan

L /LL(M))∗.
Le G-module Πan

L /LL(M) est bien compris : les travaux de Colmez [26] et [29] montrent qu’il
est (topologiquement) irréductible et ne dépend pas du choix de L (à isomorphisme près), on
peut donc le noter simplement ΠM . Ces deux propriétés de ΠM sont hautement non triviales :
l’indépendance par rapport à L est l’un des points les plus délicats de [26], un argument
nettement plus simple a été obtenu par Colmez dans [29] (en exploitant les résultats de [D1]),
une troisième preuve se trouve dans [D7]. En tenant compte de cela et du lemme de Schur
localement analytique, il suffit de montrer qu’il existe un morphisme G-équivariant non nul
Φ : Π∗M → O[M ] et qu’un tel morphisme est toujours surjectif. La construction de Φ est basée
sur trois observations.
• comme ΠM ne dépend pas de L , et que LL(M) est supercuspidale, on peut choisir une

filtration L "de nature globale", i.e. telle que VM,L soit la restriction à GQp
de la représentation

galoisienne associée à une forme automorphe π pour une algèbre de quaternions convenable B/Q
(compacte modulo centre à l’infini et déployée en p).
• la compatibilité local-global à la Emerton pour la cohomologie complétée Ĥ0 associée à

B (et à un niveau modéré convenable) montre que Ĥ0[m] est une somme directe (finie et non
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nulle) de copies de ΠL , si m est l’idéal maximal de la grosse algèbre de Hecke sphérique associé
à π.
• le théorème d’uniformisation p-adique de Cerednik-Drinfeld combiné à un argument de

réciprocité de Frobenius fournit un isomorphisme de la forme

Ω1(Shn)[m] ' Homcont
G (Ĥ0[m]∗,Ω1(M p

n,Qp
))

pour une certaine courbe de Shimura Shn. La correspondance de Jacquet-Langlands classique
et la compatibilité local-global montrent que laM -partie du terme à gauche est non nulle, ce qui
permet de fabriquer un morphisme G-équivariant non nul Π∗L → Ω1(M p

n,Qp
)[M ]. On montre

qu’un tel morphisme s’étend en un morphisme G-équivariant (Πan
L )∗ → Ω1(M p

n,Qp
)[M ], dont la

restriction à Π∗M ⊂ (Πan
L )∗ est non nulle et à valeurs dans O[M ].

La preuve de la surjectivité d’un tel Φ est un mélange d’arguments de géométrie et d’analyse
fonctionnelle, qui doivent beaucoup à des discussions avec Colmez et Fargues. Pour les faire
marcher on a besoin du résultat suivant, qui est une des observations cruciales de [D7]. Soient

a+ =
(

1 0
0 0

)
, u+ =

(
0 1
0 0

)
∈ Lie(G).

Théorème 6.8. — Il existe un unique opérateur continu L-linéaire ∂ : Π∗M → Π∗M tel que
a+− 1 = u+ ◦∂. L’action de ∂ sur Π∗M s’étend en une structure de O(ΩDr,Qp

)-module sur Π∗M .

La première partie est démontrée par Colmez dans [29], voir [D7] pour une preuve différente.
Pour la deuxième partie le point clé est le fait que toute f ∈ O(ΩDr,Qp

) est de la forme
f(z) =

∫
P1(Qp)

1
z−xdµ(x) pour une distribution µ de masse totale 0, et on a bien sûr envie de

poser

f.` =

∫
P1(Qp)

(∂ − x)−1(`)dµ(x)

pour ` ∈ Π∗M . Il faut cependant vérifier que ∂ − x est bien inversible sur Π∗M et que l’on peut
contrôler son inverse suffisamment bien pour s’assurer que les intégrales convergent.

En revenant à la preuve de la surjectivité de Φ, on commence par montrer que Φ est d’image
dense. En utilisant l’injectivité de u+ on voit facilement que n’importe quel Φ est forcément
O(ΩDr,Qp

)-linéaire, et que l’adhérence Z de l’image de Φ dans O[M ] correspond à un sous fibré
vectoriel G-équivariant de OMp

n,Qp
[M ], vu comme fibré vectoriel G-équivariant sur ΩDr,Qp . Il

s’agit donc d’établir un résultat d’irréductibilité pour ce fibré G-équivariant. Cela semble délicat
du côté Drinfeld, mais un travail de Kohlhaase [57] permet de transférer le problème du côté
Lubin-Tate (on doit cette observation importante à Fargues). On se ramène ainsi à montrer que
le fibré D×-équivariant JL(M)⊗OP̆1 sur P̆1 est irréductible, ce qui est assez facile. Ainsi l’image
de Φ est dense, et on conclut que Φ est surjective en utilisant un argument subtil d’analyse
fonctionnelle (prop. 10.11 de [D7]), qui nous a été vendu par Pierre Colmez.

Si l’on combine la conjecture de Breuil et Strauch avec le diagramme fondamental (th. 6.3)
et le théorème 3.8 on obtient le résultat suivant, le plus important de [D8], analogue p-adique
d’un résultat classique pour la cohomologie `-adique. Le cas dimV > 2 est le point le plus
difficile du théorème, et la preuve dans [D8] est un peu opaque ; une preuve plus naturelle se
trouve dans [D14].
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Théorème 6.9. — Soit M ∈ ΦN sc
n,p et soit P(MdR) l’ensemble des L-droites de MdR.

a) Pour tout L ∈ P(MdR) on a un isomorphisme

HomG(VM,L , H
1
proét(Mn, L(1))[M ]) ' (Π(VM,L )la)∗

b) Si V est une L-représentation absolument irréductible, de dimension ≥ 2 de GQp
, alors

HomG(V,H1
ét(Mn, L(1))[M ]) '

{
Π(V )∗ si V = VM,L , pour un L ∈ P(MdR)

0 sinon
.

6.3. Une drôle de dichotomie. — Le résultat suivant, valable pour tout F , est une des
observations cruciales de [D14] :

Théorème 6.10. — Soit K une extension finie de F . Pour tous k ≥ 1 et n, q ≥ 0 le OL-
module Hq

ét(M
$
n,K ,OL/p

k) est profini et son dual de Pontryagin est une représentation lisse de
G, de présentation finie. (41)

Il est crucial de travailler sur une extension finie de Qp, par exemple je ne sais pas si
H1

ét(M
$
n , kL) est profini. En excluant un certain nombre de contorsions topologiques assez

délicates, la preuve utilise le théorème 6.11 ci-dessous et deux autres ingrédients :
• la filtration de Bloch-Kato-Hyodo [10], [51] sur les cycles proches modulo p pour ramener

le calcul de la cohomologie étale à celle de faisceaux cohérents sur la fibre spéciale.
• les propriétés de la catégorie des représentations de présentation finie de G′ := G/$Z, en

particulier le fait qu’elle est abélienne et stable par extensions d’après Shotton [74].
Un ingrédient géométrique important dans la preuve du théorème ci-dessus est le résultat

suivant (cf. l’appendice de [D8]), qui utilise la structure fine des courbes analytiques obtenue
dans le livre de Ducros [35], ainsi que l’uniformisation p-adique de Cerednik-Drinfeld. Pour
n = 1 et F = Qp des informations nettement plus précises ont été obtenues par Lue Pan [60].

Théorème 6.11. — L’espace M$
n,F possède un modèle semi-stable G× Ǧ× GF -équivariant X

sur l’anneau des entiers d’une extension finie de F . Les composantes irréductibles de la fibre
spéciale de X forment un nombre fini d’orbites sous l’action de G, chaque composante étant
fixée par un sous-groupe ouvert compact de G.

Pour construire le modèle on choisit un sous-groupe cocompact Γ de G opérant librement et
sans point fixe sur l’arbre de Bruhat-Tits, de telle sorte que Xn(Γ) = Γ\M$

n,F soit une courbe
propre et lisse ; on choisit alors K tel que Xn(Γ) ait un modèle semi-stable sur OK et on fait le
produit fibré des modèles semi-stables minimaux de Xn(Γ) et ΩDr,F sur OK au-dessus de celui
de X(Γ) = Γ\ΩDr. Il faut se fatiguer un peu pour montrer que cette construction a les bonnes
propriétés.

Le résultat suivant est un des plus délicats de [D14] et je trouve la dichotomie qu’il établit
assez frappante.

41. Une représentation lisse π de G sur un OL-module de torsion est dite de présentation finie si l’on peut
trouver une suite exacte c− IndGK1

(W1)→ c− IndGK2
(W2)→ π → 0 avec Ki des sous-groupes compacts ouverts

de G et Wi des représentations lisses de Ki, de longueur finie sur OL.
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Théorème 6.12. — On suppose que p > 2.
a) Si F = Qp et si K est une extension finie de Qp, alors H1

ét(M
$
n,K , kL) est le dual d’une

représentation lisse, admissible, de longueur finie de GL2(Qp).
b) Si F 6= Qp, il existe une extension finie K de Qp telle que H1

ét(M
$
n,K , kL) ne soit pas le

dual d’une représentation lisse admissible de GL2(F ).

La preuve de ce résultat est assez tortueuse. Le point b) repose sur plusieurs ingrédients, en
dehors des théorèmes 6.10 et 6.1. Même s’il s’agit d’un résultat en caractéristique p, la preuve
utilise de manière cruciale les théorèmes 6.1 et 6.3, ainsi que la proposition 6.4. Pour pouvoir
changer de caractéristique on utilise un résultat important de Schraen [73] et Wu [81] affirmant
que pour F 6= Qp les représentations supersingulières de GL2(F ) ne sont pas de présentation
finie, ainsi que des résultats fins de Hu [53] et Vigneras [79] concernant les représentations de
présentation finie de GL2(F ). Ces résultats permettent de faire bon usage du foncteur parties
ordinaires d’Emerton [39], [40] pour montrer qu’une représentation admissible et de présenta-
tion finie de GL2(F ) (avec F 6= Qp) est essentiellement une induite parabolique, et ceci avec
des coefficients modulo pk pour tout k, de manière compatible avec la variation de k.

La preuve du point a) occupe une bonne partie de [D14]. On commence par montrer qu’une
représentation de type fini de GL2(Qp) dont le cosocle est admissible est en fait de longueur finie.
Ainsi il suffit de voir que HomG(π∨, H1

ét(M
$
n,K , kL)) est de dimension finie pour tout kL[G]-

module lisse irréductible π, et nulle pour presque tout π. Ces espaces sont étudiés à travers
le foncteur de Scholze [70] : on établit l’existence d’une suite spectrale reliant les espaces
HomG(π∨, H1

ét(M
$
∞ , kL)) et le foncteur de Scholze (42) π 7→ S1(π) = H1

ét(P
1
C ,Fπ). Diverses

suites spectrales de descente combinées avec les résultats de Scholze [70], l’isomorphisme de
Faltings entre les tours de Drinfeld et de Lubin-Tate, ainsi que les résultats récents de Fust
[46] ramènent la preuve à celle du fait qu’il n’y a qu’un nombre fini de kL[G]-modules lisses
irréductibles π pour lesquels S1(π)GK 6= 0. Nous montrons cela par voie globale, en exploitant
pleinement les techniques de Paškūnas dans [63]. Au final tout repose sur des résultats (de
Carayol et Scholze) d’isotypie pour l’action de GK sur la cohomologie complétée d’une tour de
courbes de Shimura.

En raffinant les méthodes décrites (très rapidement...) ci-dessus, on obtient l’analogue suivant
du théorème 6.9, qu’il faudrait tout de même améliorer pour inclure le cas d’une représentation
réductible :

Théorème 6.13. — On suppose que F = Qp et p > 2. Soit ρ̄ : GQp → GLd(kL) une représen-
tation continue et soit

X(ρ̄) := HomkL[GQp ](ρ̄, H
1
ét(M

p
n , kL))∨.

a) X(ρ̄) est une G-représentation lisse, de longueur finie.
b) Supposons que ρ̄ est absolument irréductible. Alors X(ρ̄) est nul si d > 2 et une extension

successive de copies de π(ρ̄) si d = 2, où π(ρ̄) est la représentation supersingulière de G associée
à ρ̄ par la correspondance de Langlands locale modulo p.

42. Fπ étant le faisceau obtenu en descendant le faisceau constant π le long duG-torseur pro-étale LT∞ → P1
C .
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6.4. Anneaux de Kisin et cohomologie de la tour de Drinfeld. — On suppose que
F = Qp dans ce paragraphe. Soit H1

ét(M
p

n,Qp

, L(1)) = L⊗OLH
1
ét(M

p

n,Qp

,OL(1)) la cohomologie

complétée de la tour (M p
n,K)[K:Qp]<∞, avec

H1
ét(M

p

n,Qp

,OL(1)) := lim←−k
(
lim−→[K:Qp]<∞H

1
ét(M

p
n,K , (OL/p

k)(1))
)
.

Noter que l’on fait varier K, pas le niveau n ici !
Fixons M ∈ ΦNp

n,sc et notons δM le caractère central de JL(M). Soit G (M) l’ensemble
des orbites sous Gal(Fp/kL) de représentations semi-simples ρ̄ : GQp → GL2(Fp) telles que
χcycδM ≡ det(ρ̄) (mod mL). Pour ρ̄ ∈ G (M) notons Tρ̄,M : GQp

→ Rps,M
ρ̄ le pseudo-caractère

universel de déterminant δMχcyc qui déforme Tr(ρ̄) et soit Rρ̄,M le quotient de Rps,M
ρ̄ [1/p] par

l’intersection des idéaux maximaux x de Rps,M
ρ̄ [1/p] pour lesquels la spécialisation de Tρ̄,M en

x est la trace d’une représentation de de Rham, à poids de Hodge-Tate 0, 1 et dont le Dpst

est M . On peut montrer (pour la plupart des ρ̄ il s’agit d’un résultat classique de Kisin [55])
qu’il existe une unique représentation ρρ̄,M : GQp

→ GL2(Rρ̄,M ) dont la trace est la composée
de Tρ̄,M et de la projection canonique Rps,M

ρ̄ → Rρ̄,M . La correspondance de Langlands locale
p-adique en familles fournit un Rρ̄,M [G]-module Π∗(ρρ̄,M ) tel que pour tout idéal maximal x
de Rρ̄,M on ait Π∗(ρρ̄,M ) ⊗Rρ̄,M k(x) ' Π(ρx)∗, ρx étant la spécialisation de ρρ̄,M en x. On
peut enfin énoncer le résultat principal de [D14], analogue pour la tour de Drinfeld de celui
d’Emerton [37] :

Théorème 6.14. — On suppose que p > 3. Pour tout M ∈ ΦNp
n,sc on dispose d’un isomor-

phisme de G× GQp
-modules topologiques (43)

H1
ét(M

p

n,Qp

, L(1))[M ] '
⊕̂

ρ̄∈G (M)
Π∗(ρρ̄,M )⊗ ρρ̄,M ⊗HomL(Rρ̄,M , L),

les produits tensoriels étant au-dessus de Rρ̄,M .

Le point de départ de la preuve est le fait que (H1
ét(M

p

n,Qp

,OL(1))/pk)GK est le dual d’un

OL[G]-module lisse de longueur finie pour tous k ≥ 1 et [K : Qp] < ∞, qui découle (avec un
peu d’effort) du théorème de finitude ci-dessus. Cela permet d’utiliser la théorie de Paškūnas
[61]. Les détails techniques sont malheureusement un cauchemar.
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[D6] (avec P.Colmez et V.Paškūnas), Irreducible components of deformation spaces : wild 2-adic
exercices, IMRN 2015 (2015), 5333–5356.

[D7] (avec A.-C. Le Bras), Revêtements du demi-plan de Drinfeld et correspondance de Langlands
locale p-adique, Ann. of Math. 186 (2017), 321–411.

[D8] (avec P.Colmez et W.Nizioł), Cohomologie p-adique de la tour de Drinfeld : le cas de la dimension
1, J. Amer. Math. Soc. 33 (2020), 311–362.

[D9] (avec P.Colmez et W.Nizioł), Cohomology of p-adic Stein spaces, Invent. Math. 219 (2020),
no. 3, 873–985.

[D10] (avec P.Colmez et W.Nizioł), Integral p-adic étale cohomology of Drinfeld symmetric spaces,
Duke Math. J. 170 (2021), no. 3, 575–613.

[D11] (avec P.Colmez et W.Nizioł), Cohomologie des courbes analytiques p-adiques, soumis.
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