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Résumé. — Soit Il une complétion unitaire irréductible d’une représentation locale-
ment algébrique de GL2(Q,, ). On décrit les déformations infinitésimales IT; de IT qui sont
elles-mémes complétions d’une représentation localement algébrique. Cela répond a une
question de Paskunas et a des applications directes & la conjecture de Breuil-Mézard.

Abstract. — Let II be an irreducible unitary completion of a locally algebraic GL2(Qjp)-
representation. We describe those first-order deformations of Il which are themselves
completions of a locally algebraic representation. This answers a question of Paskunas
and has direct applications to the Breuil-Mézard conjecture.
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1. Introduction

1.1. Le résultat principal. —  Soit p un nombre premier, L une extension finie
de Qp, Or, 'anneau de ses entiers et soit ¢ : Qj — O] un caractere unitaire. On note
Repy(9) la catégorie des représentations de G = GL2(Q)) sur des L-espaces de Banach
11, telles que

e II a pour caractére central §.

o II est unitaire, i.e. il existe une valuation vy qui définit la topologie de II et qui est
G-invariante.

e Si Il est la boule unité de II pour la valuation vy, alors IIp/plly est un Of[G]-
module de longueur finie.

Un objet IT de Repy,(0) est dit supersingulier si IT est absolument irréductible (1) et si
II n’est pas isomorphe & un sous-quotient de I'induite parabolique d’un caractére unitaire
du tore diagonal de G. Si IT € Rep,(§), on note I1*8 I’espace des vecteurs localement
algébriques de II. Ce sont les vecteurs v dont ’application orbite g — g-v est localement
polynomiale sur G. TT?!% est la plupart du temps nul 2 et on a IT218 = 0 si et seulement si
IT contient une représentation de la forme W ® 7, avec W une représentation algébrique
de G et m une représentation lisse, admissible (bien entendu, avec W # 0 et w # 0).
Les représentations II telles que IT#'8 = 0 jouent un réle trés important a travers les
connexions qu’elles ont avec la théorie des représentations galoisiennes : leur étude est
un ingrédient clé dans la preuve des conjectures de Fontaine-Mazur [26, 20| et de Breuil-
Mézard |26, 6, 30|. Leur étude a été initiée par Breuil [7], ce qui a abouti [11, 29| &
la correspondance de Langlands locale p-adique pour G.
Remarque 1.1. — Si TI est irréductible et si I1#8 £ 0, alors I1%!8 est dense dans IT

(puisque 112! est stable par (), donc IT est une complétion unitaire de TI*8. Si IT est ré-
ductible et si 11?8 £ 0, il n’y a aucune raison pour que IT#!2 soit dense dans II. L’exemple

1. Cela signifie que IT1 ®1, L’ est topologiquement irréductible pour toute extension finie L’ de L.
2. Si I1*& £ 0, alors § est localement algébrique, mais cela est loin d’étre suffisant.
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suivant est assez éclairant : soient d1,do des caractéres unitaires tels que d100 = X9, oul
X : Gal(Q,/Qp) — Z; est le caractere cyclotomique. On suppose que 6152_1 £ 1, x*!
et on considére les induites paraboliques continues 3 II; = Indg(él ® S~ L)cont et
Iy = Ind$ (02 ® 81 1), Alors 11, IT; € Rep; (6) sont des objets absolument irréduc-
tibles non isomorphes (mais pas supersinguliers non plus) et il existe 4) une extension
nontriviale 0 — II; — II — IIy — 0 dans Repy(4). On montre |29, lemma 11.5] que si

Hi‘lg # 0, alors H;lg =0, donc 1?8 = Hi‘lg n’est pas dense dans II;.

Colmez a défini [11, ch. IV] un foncteur exact contravariant IT — D(II) de Repy,(9)
dans la catégorie PT°* (&) des (¢, I')-modules étales sur un corps de séries de Laurent &.
D’aprés Fontaine [24], la catégorie ®T'°'(&) est équivalente & la catégorie Repr(Gq,)
des L-représentations continues de dimension finie de Gal(Q,/Q,), d’'oit un foncteur
(contravariant et exact) IT — V/(II) de Repy(d) dans Rep;(Gq,). On suppose dans la
suite de l'introduction que p > 5. Soit IT € Rep; () un objet supersingulier. On dispose
alors de deux résultats suivants, qui ont fait couler beaucoup d’encre :

e V(II) est absolument irréductible, de dimension 2, et de déterminant ) ¢ = y-671,
ou x : Gal(Q,/Q,) — Zj est le caractére cyclotomique.

e I12!8 £ 0 si et seulement si V(IT) est de de Rham, a poids de Hodge-Tate distincts.

Le premier résultat est dit & Paskunas [29, th. 11.4], et le second suit du premier et
d’un théoréme de Colmez |11, th. VI.6.13, VI.6.18|. Le but de cet article est de montrer
le résultat suivant, qui répond & une question de Paskunas et peut étre vu comme une
version du théoréme de Colmez pour les déformations infinitésimales de II.

Théoréme 1.2. — Soit p > 5 et soit I € Repy(0) un objet supersingulier, tel que
1128 =£ 0. On considére une suite exacte 0 — I1 — Iy — IT — 0 dans Rep (8). Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Hiﬂg est dense dans I1;.

b) TI€ £ T1ole

c) V(II) est de de Rham.

1.2. Lien avec la conjecture de Breuil-Mézard et généralisation d’un résultat
de Colmez. — Nous allons maintenant expliquer pourquoi le théoréme 1.2 finit la
preuve de [30, th. 4.18], qui est un des ingrédients techniques majeurs de la preuve
locale de Paskunas de la conjecture de Breuil-Mézard [5]. Soit II € Rep, () un objet

3. Si 61 ®02 est un caractére unitaire du tore diagonal de GL2(Q,), on note Indg (01 ®62)°°™ I’espace
des fonctions continues f : GL2(Qp) — L telles que f((24) g) = d1(a)d2(d)f(g) pour a,d € Q}, b€ Qp
et g € GL2(Qp). C'est naturellement un objet de Rep, (6162).

4. Ce genre d’extension n’existerait pas si on travaillait avec des coefficients [-adiques, ot [ # p est
un nombre premier.

5. Nous ne suivons pas les normalisations de Paskunas, mais plutot celles de Colmez [11]. On passe
d’une normalisation & l'autre par la dualité de Cartier V' — V™ (1).
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supersingulier (on ne suppose pas pour linstant que I1%%8 # 0) et notons (©) Rep; (§)n
la sous-catégorie pleine de Repy (d) formée des objets dont tous les facteurs de Jordan-
Holder sont isomorphes a II. Soit RS 'anneau de déformation universel de V (II) avec
déterminant ¢ (on a un isomorphisme RS ~ Oy [[T1, T2, T5]]). Paskunas montre [29, th.
1.4, cor. 4.48] que le foncteur de Colmez induit une anti-équivalence entre Repy (6)11 et
la catégorie des RS-modules de longueur finie, et cette anti-équivalence est compatible
avec Ext’. En particulier, on a un isomorphisme canonique

Ext!(IL, II) ~ Hom(RS, L[¢]),

et le terme de droite est de dimension 3 sur L (le premier Ext! est calculé dans Rep (6)).
Autrement dit, 'espace Ext*(TI, IT) des déformations infinitésimales de IT dans Repy (&)
est isomorphe a l'espace Exté(V(H), V(II)) des déformations infinitésimales de V(II),
de déterminant ¢ en tant que L[e]-module.

Un role important dans les travaux de Paskunas [30] est joué par les déformations
II; de II telles que la suite 0 — TI*& — HTlg — TI*8 — 0 soit exacte. Le point
fondamental est que la dimension de cet espace est < 1 quand II*# est irréductible, ce
qui lui permet d’interpréter les anneaux de déformations potentiellement semi-stables
purement en termes de représentations de GL2(Qp). Paskunas montre dans [30, th.
4.18, 6.1] ce résultat quand V (II) est trianguline, autrement dit, quand II fait partie
de la série principale p-adique. Sa preuve, qui repose sur une description explicite des
vecteurs localement analytiques IT*" de II (due & Liu, Xie, Zhang [27] et Colmez [13] et
conjecturée par Berger, Breuil [3] et Emerton [21]), ainsi que sur les travaux de Berger-
Breuil [3], ne s’adapte pas au cas ou V(II) n’est plus trianguline. Nous allons voir que
cela découle du théoréme 1.2 dans tous les cas (si IT?!® est irréductible).

Il est clair que si la suite 0 — TI*& — H?lg — I8 — 0 est exacte, alors H?lg
est dense dans Iy, et la réciproque est vraie si en plus IT1?8 est irréductible. Consi-
dérons donc le sous-espace Extilg(ﬂ, IT) de Ext!(II,TI) engendré par les extensions
0 — IT — II; — IT — 0 pour lesquelles H?lg est dense dans II;. Il s’agit donc de 'espace
des déformations infinitésimales de I qui sont complétions unitaires de leurs vecteurs lo-
calement algébriques. On note Ext;C(V(H), V(II)) le sous-espace de Ext%(V(H), V(II))
correspondant aux déformations de V' (II) qui sont de de Rham. La discussion ci-dessus
permet de reformuler le théoréme 1.2 comme suit :

Théoréme 1.3. — Soit p > 5 et soit I1 € Repy(0) est un objet supersingulier tel que
1218 £ 0. Alors on a un isomorphisme canonique, induit par le foncteur de Colmez

Ext}, (IL, IT) ~ Ext, -(V (II), V(IT)).

6. Cette catégorie est note Bané‘%?‘ﬁ(L)n dans [29].



EXTENSIONS ET VECTEURS ALGéBRIQUES 5

Il nous reste donc a calculer la dimension de ’espace Extgli’((V(H), V(II)), ce qui se
fait sans mal en utilisant la théorie d'Iwasawa des représentations de de Rham. Le cal-
cul offre quelques surprises. Avant d’énoncer le résultat, il nous faut une définition. On
dit qu’'une représentation V' absolument irréductible, de dimension 2 est spéciale si elle
est potentiellement cristalline, a poids de Hodge-Tate distincts et si la représentation
de Weil-Deligne associée au module de Fontaine Dy (V') est la somme directe de deux
caractéres, dont le quotient est |z| ou |z|~!. Une telle représentation est donc triangu-
line, car elle devient cristalline sur une extension abélienne de Q. Ces représentations
peuvent donc étre entiérement comprises en termes des modules filtrés associés par la
théorie de Fontaine.

Proposition 1.4. — Soit ( un caractére unitaire et soit V une L-représentation abso-
lument irréductible, de de Rham, a poids de Hodge-Tate distincts et telle que det V = (.
Alors dimyp, Ext;C(V, V) =1 sauf si V est spéciale, auquel cas dimyp, Ext;’C(V, V)=2.

Enfin, nous disposons du résultat suivant de Colmez [13, th. 4.12], qui, combiné au
théoréme 1.2 et a la proposition 1.5 permet de finir la preuve de [30, th. 4.18| dans les
cas restants (i.e. quand la partie lisse de IT*'® est supercuspidale).

Proposition 1.5. — TI*'® est réductible si et seulement si V(II) est spéciale. Dans ce
cas, I8 vit dans une suite exacte de la forme

0— W ®pLSt— 28 5 W —0

pour une certaine représentation algébrique W, St étant la représentation de Steinberg
(lisse).

Remarque 1.6. — Supposons que 1128 est réductible, donc V(IT) est spéciale. Soit
II; une déformation de IT*!8 telle que Hilg soit dense dans IT;. Une question naturelle
(que je dois a Paskunas) est de savoir si dans ce cas la suite 0 — II*& — Hialg —
128 — 0 est exacte. Dans [16] nous "montrons" que la réponse est affirmative, sauf
que... la preuve n’est pas correcte. D’ailleurs, il est probable que la réponse est négative,
pour la raison suivante. La proposition 1.5 fournit deux classes de déformations de de
Rham de V(II) : une potentiellement cristalline et ’autre potentiellement semi-stable
mais non cristalline. Il est probable que le théoréme VI.6.30 de Colmez [11], reliant le
module de Jacquet de la partie lisse de 1?8 au module de Fontaine Dpgt(V (IT)), admet
une version pour les déformations infinitésimales. Si ¢’était le cas, cela montrerait que
la suite 0 — II%8 — H?lg — TI*®& — 0 est exacte si et seulement si V(II;) est la
déformation potentiellement cristalline de V/(IT). On obtiendrait ainsi une suite exacte
0 — II — II; — II — 0, avec II supersinguliére, H?lg dense dans IIy, mais telle que la
suite 0 — IT#l8 — H?lg — TI*'8 — 0 ne soit pas exacte. Nous espérons revenir sur ce
point dans un futur article.
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Paskunas sait démontrer, en utilisant le théoréme 1.2, ses résultats de [30] et sa
"décomposition de Bernstein" de [29, th. 1.4], la généralisation suivante du théoréme
de Colmez [11, th. 0.20].

Théoréeme 1.7. — Sip > 5 et si Il € Repr(0) est une complétion de ses vecteurs
localement algébriques, alors V (I1) est de de Rham.

La remarque 1.1 montre que la réciproque de I’énoncé ci-dessus est fausse et nous
ne savons pas décrire seulement en termes galoisiens les objets II de Rep; (d) qui sont
complétions de leurs vecteurs localement algébriques (les techniques de cet article per-
mettent de montrer que la réciproque du théoréme 1.7 est vraie; il reste donc a com-
prendre les représentations non supersinguliéres et leurs extensions).

1.3. Ingrédients de la preuve. — Nous terminons cette introduction en expliquant
les étapes de la preuve du théoréme 1.2, qui utilise de maniére intensive la théorie des
(¢, T')-modules et les techniques introduites par Colmez pour I’étude de la correspon-
dance de Langlands locale p-adique pour GL2(Q,) [11]. En principe, nous suivons les
lignes de la démonstration alternative [15] du théoréme de Colmez [11, th. 0.20]. Cela
demande d’étendre/adapter bon nombre de résultats de [15] et [11]. Nous reposons aussi
de maniére essentielle sur [14], qui généralise (souvent avec des preuves différentes) la
plupart des résultats de [11] a la catégorie Repy (d) (et non seulement aux objets irré-
ductibles). Dans cet article on étend (avec une preuve différente) une loi de réciprocité
explicite de Colmez et on raffine sa théorie du modéle de Kirillov de T2, ainsi que le
résultat principal de [15]. Tout ceci nous est indispensable pour la preuve du théoréme
1.2.

La plupart de I'article consiste en I'étude fine d’un foncteur IT — TIX =" sur Rep (6).

L’espace ITL =" est formé des vecteurs v € I satisfaisant les deux conditions suivantes :
o Il existe n,k € N* et m € Z tels que
o1 k
14 ™0 —
(Z (oi)> (o 1)v=0.
i=0

01
Supposons dans la suite que tous les facteurs de Jordan-Hélder de IT sont supersin-

e [’espace L [( Zp O)] v est de dimension finie sur L.

guliers. Un résultat remarquable de Colmez [11] est que tout vecteur de TTZ—fini est

est assez gros (dans loc.cit. ceci
P—fini
HC

en fait localement analytique, et que l'espace Hf —fini

est démontré pour les objets irréductibles et pour un sous-espace de , mais les
arguments restent essentiellement les mémes dans le cas général). La preuve de ce ré-
sultat est trés indirecte, malgré la description tres simple (7 de I7—fini Elle utilise la

Hffﬁnl

7. Le lecteur pourra essayer de montrer que est stable sous l'action du groupe de Borel

directement & partir de la définition de ITF i



EXTENSIONS ET VECTEURS ALGéBRIQUES 7

description explicite de Hf —fini opy termes du (¢, T')-module attaché a II, la théorie de
Sen [31] et surtout une identité un peu miraculeuse due & Colmez. Cette identité permet
de calculer I'action d’un élément de (IT*")* sur un vecteur dans IT—fi" purement en
termes de (¢, I')-modules. Nous étendons tous ces résultats de Colmez & notre contexte
et nous donnons une nouvelle preuve de cette identité miraculeuse de Colmez. Comme
conséquence, nous prouvons le résultat suivant (B étant le Borel supérieur de GL2(Q,))

Théoréme 1.8. — Soit 11 € Rep; () dont tous les facteurs de Jordan-Holder sont
supersinguliers. Alors Hf*ﬁni est un sous-espace dense de Il, contenu dans II*" et stable
sous l’action de B.

7=t est dense dans

On peut aussi montrer [16] que si II est supersingulier, alors
IT2" si et seulement si V (IT) n’est pas trianguline (la preuve est nettement plus délicate
que celle du théoréme 5.6). On déduit du théoréme 5.6 et de la définition de IT7 =" que

TP ~fni st un sous-espace de

e \U—fini — Jip (qpan)(w)"=0

(1) _%() :
ou uT désigne I'action infinitésimale de ((1) le) En particulier, (IT#")V=fn est dense
dans II (mais il n’est pas toujours dense dans IT?").

Pour I'étude des vecteurs localement algébriques, il faut introduire un sous-espace
177218 de ITP~f0i qui est un avatar de IT*'8. Soient II,1I; comme dans le théoréme 1.2
et supposons (quitte & faire une torsion par un caractére algébrique) que les poids de
Hodge-Tate de V(IT) sont 0 et k, avec k € N*. On note IIZ "% le sous-espace de [T~ fini
formé des vecteurs v tels que

k-1

[L(C" D) =t t) o =0

=0

pour tout n assez grand (il suffit que ce soit vrai pour un seul n). Si v € I —ele , alors
I'application g — (det g)¥~'g - v est localement polynémiale de degré plus petit que k
sur le Borel B. Le résultat technique principal, dont la preuve occupe la quasi-totalité
de l'article est alors le suivant.

Théoréme 1.9. — Soient I1,11; comme dans le théoréme 1.2.

a) Si Héflg # 11%8  alors la représentation V (I1;) est de Hodge-Tate.

b) Si V(I,) est de Hodge-Tate, alors TIL ™% et ch_alg sont stables sous 'action de
B et on a une suite exacte scindée de B-modules

0 — [F—2le 5 1 78 i —ele .

c) V(II) est de de Rham si et seulement si Hf;alg C H?lg, et dans ce cas Hf;alg est

dense dans 111 (donc Hilg est aussi dense dans I1; ).
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Il est clair que le théoréme 1.2 est une conséquence du théoréme 1.9 ci-dessus. Le a)
est le contenu du chapitre 3 et découle d’une analyse fine de I'action infinitésimale de
GL2(Qp) sur IIi" (qui généralise le résultat principal de [15]). Le b) est la réunion des
chapitres 4, 5 et 6, et le ¢) est démontré dans le chapitre 7.

1.4. Remerciements. — Il sera évident au lecteur combien cet article doit aux
travaux de Pierre Colmez et Vytautas Paskunas. Je leur remercie pour m’avoir posé la
question dont la réponse fait I'objet de cet article, ainsi que pour les discussions trés
enrichissantes que l'on a eues autour de cette question. Merci & Laurent Berger et &
Pierre Colmez pour m’avoir aidé & simplifier la preuve du théoréme 7.9. Une bonne
partie de ce papier a été rédigée pendant un séjour au Beijing International Center for
Mathematical Research en novembre 2012, et je voudrais remercier Ruochuan Liu pour
I'invitation et les excellentes conditions de travail.

1.5. Notations. —  On fixe une extension finie L de Q, et une suite (¢(),>o de
racines p"-iémes de l'unité, telle que eV # 1 et (e*+D)? = £ pour tout n > 0. On
pose F,, = Qp(e(”)), L, =L®q, Ih et Lo = Un>1Ly,. On note x : Gal(Q,/Q,) — Z;
le caracteére cyclotomique, H = Ker(x) et I' = Gal(Qp(ip=)/Qp). Ainsi, x induit un
isomorphisme I' >~ Z7, et on note a — o, son inverse (on a donc 0,(¢) = ¢ pour a € Zy
et ¢ € ppee). Si 6 : Qp — OF est un caractére unitaire, on note w(d) son poids, défini
par w(d) = ¢’(1), dérivée de § en 1. Si II est une représentation de Banach de G, on
note IT?" le sous-espace des vecteurs localement analytiques de II (i.e. les vecteurs v € IT
dont Papplication orbite g — g - v est localement analytique sur G, a valeurs dans II),
et TI*& C II*" le sous-espace des vecteurs localement algébriques (I’application orbite
est donc localement polynomiale). On renvoie a [22, 32, 14| pour I’étude du foncteur
T — I12".

2. Rappels et complements

Ce chapitre est purement préliminaire, le but étant de fixer des notations et de
rappeler quelques résultats et constructions que ’on utilisera plus loin.

2.1. (¢,I')-modules. —  Soit # l'anneau de Robba, i.e. 'anneau des séries de
Laurent Y, . a,T" € L[[T, T~!]] qui convergent sur une couronne du type 0 < v,(T) <
7 (r dépend de la série). On note &7 le sous-anneau de % formé des séries bornées et on
note & le complété p-adique de &F. Alors &7 et & sont des sous-corps de L[[T,T7!]] et
&t c €. On munit Z d’actions L-linéaires continues de ¢ et T' en posant (pour a € Zy)

o(T)=(1+TP —1, oo(T)=(1+T)"—1.

Ces actions laissent stable &7 et se prolongent par continuité en des actions sur &. On
dispose d’un inverse a gauche ¢ de ¢ sur ces anneaux, qui commute a l'action de T.
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Soit T (&) la catégorie des (p,T')-modules étales sur &. Ses objets sont les &-
espaces vectoriels D de dimension finie, munis d’actions semi-linéaires continues de ¢
et de ', qui commutent et telles que I’action de ¢ soit étale ®). La catégorie Oret(&£)
est équivalente & la catégorie Rep ,(Gq,) des L-représentations continues, de dimension
finie de Gal(Q,/Qp), d’aprés un théoréme de Fontaine [24]. On notera V(D) (resp.
D(V)) la représentation galoisienne (resp. le (¢, I')-module étale) associée & D (resp.
V).

Définition 2.1. — Le dual de Cartier D dun (p,T)-module étale D est D =
D(V(D)* ® x), ou V(D)* désigne le L-dual de V(D).

Pour tout D € ®T'°(&) il existe un plus grand sous-& f_espace vectoriel DT qui est
stable par . De plus, DI est stable par T et D = & ®4+ D! d’aprés [8]. On pose
Diig = Z Qg1 D', un (¢, T')-module de pente nulle sur Z.

2.2. Le dictionnaire Gal(Q,/Q,) — GL2(Q,). —  On fixe un caractére unitaire
6 : Qp — OF et on renvoie au premier paragraphe de l'introduction pour la définition
de la catégorie Repy (6). On dispose [11, ch. IV] du foncteur de Colmez

Rep, (6) — ®I°(&), I+ D(II),

qui est contravariant et exact. On note 47, (J) son image essentielle.

Dans lautre sens, pour tout D € ®I'**(&) on définit [11, ch. II] un faisceau G-
équivariant ) U — D s U sur Pl(Qp), dont les sections sur Z, sont D. Si U est
un ouvert compact de Q,, on dispose d’une application d’extension par 0 qui permet
de voir D ®; U comme sous-module de D Ks Pl. Puisque P1(Q,) = Z, U (V})Z,,
I'espace des sections globales D Ks P! de ce faisceau s’injecte naturellement dans D x
D, ce qui permet de le munir de la topologie induite, D étant muni de la topologie
faible. En tant que L-espace vectoriel topologique, D K5 P! est une extension d'un L-
espace de Banach par le dual d’un L-espace de Banach. En effet, on a un isomorphisme
d’espaces topologiques D M5 P! ~ D x D ~ &2dims (D) (le premier étant induit par
z — (Resgz,(2),Resz, (1§)2), le second par le choix d’une base de D), ainsi qu'une
suite exacte fondamentale de Colmez [11, remarque 0.2]

0— %(Zy, L) = & — €(Zy,L) — 0,

ot Z9(Zy, L) est I'espace des mesures sur Z, a valeurs dans L (dual faible du L-Banach
€ (Zy, L)). En général, il n’existe pas de telle décomposition de DX P! qui soit en plus
G-équivariante, mais le théoréme suivant montre que c’est le cas si D € €'(0) (le lecteur
pourra vérifier que la réciproque est vraie).

8. Cela veut dire que D a une base dans laquelle la matrice de ¢ est dans GL4(Og), Os étant
I’anneau des entiers de &.
9. L’action de G sur Pl(Qp) est celle usuelle, par des homographies.



10 GABRIEL DOSPINESCU

Théoréme 2.2. — a) Si D € €1(9), alors D € €1,(671).

b) Il existe un foncteur covariant
¢1(6) = Repr(6), D —1I5(D)
tel que pour tout D € €1,(0) on ait une suite exacte de G-modules topologiques
0 — -1 (D)* - DR; P! = II5(D) — 0.

¢) On a D(Tls(D)) = D pour tout D € ®T(5).
d) Si tous les facteurs de Jordan-Hélder de 11 sont supersinguliers 19 | alors on a un

isomorphisme canonique I15(D(IT)) ~ TII.

Démonstration. — C’est la réunion des théorémes I11.4, 111.48, de la remarque I11.31 et
du corollaire I11.46 de [14].
O

Pour tout D € %7.(6) on montre [14, ch. VI| que le faisceau U — D X U induit un
faisceau G-équivariant U — D, Ms U sur Pl(Qp), dont les sections sur Z, sont D,.

Théoréeme 2.3. — Pour tout D € €1,(9) il existe une suite exacte de G-modules topo-
logiques

0 — (Mz5-1(D)*)* = Dyig Ks P! — T5(D)™ — 0.
De plus, Dyig X P! est un module topologique sur Ualgébre des distributions de GL2(Zy)
et la suite exacte précédente est une suite exacte de modules topologiques sur cette al-

gebre.

Démonstration. — C’est la réunion de la proposition V1.7 et du corollaire VI.12 de [14].
O

2.3. Anneaux de périodes p-adiques. —  On renvoie a 23] et [12] pour les

preuves des résultats énoncés dans ce §. On note C,, le complété de CTP, Oc, 'anneau de
ses entiers et Bt = lglg%mp Oc, /p. Alors E* est un anneau parfait de caractéristique p,

et on note E son corps des fractions. Les anneaux de Fontaine A™ et A sont les anneaux

des vecteurs de Witt a coefficients dans E* et E. On pose B = A[%] et Bf = A*[%].
Les anneaux A+,A,]§+,]§ sont munis d’un Frobenius bijectif ¢ et d’une action de
Gal(Q,/Qy), qui commutent. Le choix (voir le §1.5) des racines p"-iémes de 'unité (™
permet de définir ) un élément T de (A1) tel que o(T) = (1+T) — 1 et 0,(T) =

(147)*—1 pour a € Z,,. Le séparé compléteé B(J;R de BT pour la topologie Wlim-adique

est un anneau de valuation discréte, d’uniformisante @%(T) out = log(l+1T), et de

corps résiduel C,. On note Bqr = Bz [1] le corps des fractions de BJ.

10. Rappelons qu’'un objet II de Rep; (§) est dit supersingulier si II est absolument irréductible et
pas isomorphe & un sous-quotient de I'induite parabolique d’un caractére unitaire.
11. 14 T est le représentant de Teichmuller de I'éléement () (mod p),e™ (mod p),...) de ET.
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Linclusion Z,[T] € AT s’étend en une inclusion Z,[[T]] € A*, ce qui permet de
définir, pour b € Q,, et n > —v,(b), un élément

(1 +1)) =™ (1 + 1)) € (AN,
qui ne dépend pas du choix de n. On définit aussi e(b) = (™)P" pour n > —v,(b),
obtenant ainsi un caractere localement constant & : Q) — ppe, tel que
[(1+ 7)) =e(b) - € BI)".

Le lemme suivant est standard et nous 1’'utiliserons plusieurs fois dans la suite. Pour le
confort du lecteur, on en donne une preuve.

Lemme 2.4. — a) Soit a € Z. Alors *(T) € tBIR st et seulement st a > 0. Dans ce

Zzg)) € BEIFR pour tout b € Z.

b) Sij¢[l,n], alors o7 <@HL(T)> € Bl
c¢) Soit v € At et k > 1. Alors x € TFA™T si et seulement si p"(z) € t*Bl; pour
tout n > 0.

cas, on a

Démonstration. — Le point a) découle du fait que ¢™(T) = e?"!—1 = p"t (mod t?BJR)
pour tout n > 0 et

(1) =eMet/?" —1=eM 1240 (mod tBR),

pour n > 1. Le b) est une conséquence immédiate du a). En ce qui concerne c), un
sens étant évident, supposons que ¢"(z) € thj{R pour tout n > 0 et montrons que x €
TFAT. Pour k = 1, c’est un résultat standard [9, lemme I11.3.7]. Si k > 1, le cas k = 1
nous dit qu’il existe y € A™ tel que x = T'y. Alors p"(y) € tk_lwt(T) Bz = t" 1Bl
(par la preuve de a)), ce qui permet de conclure par récurrence sur k.

O]

2.4. Sous-modules de B ®q, V(D) et connexions. —  Pour tout n > 1, on

Ozrn}

note r, = et on note & I’anneau des fonctions analytiques sur la couronne

1
ST (p—T1)
0 < wvp(T) pg rn(f) dé)ﬁnies sur L. Si D € ®T°*(&), alors on peut trouver m(D) assez grand
et, pour tout n > m(D), un unique sous &10rnl_module DOl de D,ig tel que

® Dig = Z R40,rm) D07l e

o &10rnta] & £10,rn] DI%] possede une base contenue dans @(D]O’T"}).

Le module DI%"] est stable sous action de I et (DI%]) < DI%n+1l pour n > m(D)
(voir [2, th. 1.3.3] pour ces résultats).

Rappelons que H = Ker(y) et posons
Dyit = (Bar ®q, V(D) Df; = By ®q, V(D).

On dispose [15, def. 4] d’un morphisme ¢~ : DIoral D:{if de localisation en (™ —1,
qui est L[['}-linéaire et injectif. On note D le sous L,[[t]]-module de D} engendré
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par @~ (D07} Cest un Ly,[[t]]-module libre de rang dimg(D) si n > m(D), et il est
stable sous 'action de I'. Enfin, on note Dait,, = Ln((t)) @1, (1] D$f,n' Si V(D) est
de de Rham, alors on a un isomorphisme canonique Dagif, >~ Lp((t)) @1 Dar(V), ot
Dgr(V) = (Bar ®q, V) Gal(Qp/Qp),

Un résultat standard de Berger [1, lemme 4.1] montre que l'action de I' sur Dyjg se
dérive, d’olt une connexion
. 0q(2) — 2
V : Dyig = Dyig, V(2) = lim ————

a—1 a—1 ’

qui préserve DI pour n > m(D). L’action de T sur D:{mn (avec n > m(D)) se dérive
aussi, d’ott une connexion Ly [I']-linéaire V sur D:{if’n, au-dessus de la connexion t% sur
L,[[t]. Cette connexion V induit un endomorphisme du L,-module libre de type fini
Dsenp := D;ﬁf’n / tD(;f’n. Les valeurs propres (resp. le polynéme caractéristique) de cet
endomorphisme sont les poids de Hodge-Tate généralisés (resp. le polynéme Psen p de
Sen) de D. On note Ogen p 'opérateur de Sen, i.e. 'opérateur V (mod t) agissant sur
la réunion des Dgep . Nous aurons besoin de 'extension suivante de [15, prop. 2] :

Proposition 2.5. — Si P € L[X], alors P(Ogen,p) = 0 équivaut ¢ P(V)(Dyig) C
t+ Dyig.

Démonstration. — Si z € Dyig et ¢~ "(z) € tDIif’n pour tout n assez grand, alors
z € tDyig d’aprés |1, lemmes 5.1, 5.4|. Ensuite, Dyjg est la réunion des DIl qui sont
stables par V pour n assez grand et satisfont Dol tDyig = tDI%"n] En utilisant
tout ceci et le fait que ™" commute & V, on obtient que P(V)(Dyig) C t - Dyig si et
seulement si P(V)(p"(D101)) C ¢ - D(Tif,n pour tout n assez grand. Cela équivaut a
P(V)(D$f7n) ct- D(‘fiﬁn pour n assez grand, et arrive si et seulement si P(Ogen,p) = 0,
ce qui permet de conclure.

O]

3. Extensions de Hodge-Tate

Soit D € ®T°*(&) de dimension 2, tel que V(D) soit absolument irréductible, de de
Rham, & poids de Hodge-Tate 1 et 1 — k, avec k € N*. Ainsi, les poids de Hodge-Tate
de D sont 0 et k. On note § = x~!det V(D), que I'on voit comme caractére unitaire
de Qy par la théorie locale du corps de classes. Notons que w(d) = 1 — k. D’aprés le
théoréme fondamental [11, th. I1.3.1] de la correspondance de Langlands locale p-adique
pour GL2(Qp), on a D € 61(5). De plus, II5(D)% £ 0, d’aprés un théoréme profond
de Colmez [11, th. 0.20].
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On fixe une extension non scindée 0 - D — E — D — 0 telle que E € %1(J). La
suite 0 — II5(D) — M5(E) — II5(D) — 0 est exacte !?) [14, remarque I11.31] dans
Repy(8). Nous allons montrer que si II5(E)*8 # TI5(D)28, alors E est de Hodge-Tate
et P'action de l'algébre enveloppante U(gly) de gl, = Lie(GL2(Qj)) sur II5(E)* est
particuliérement simple. Ceci jouera un role fondamental dans les chapitres suivants.

3.1. L’élément de Casimir. —  Si Z € €1(9), le théoréme 2.3 munit %, X5 P?
d’une action naturelle de U(gly), qui laisse stable Zyiz = Zrig M5 Zy, C Zrig M5 P! (ce
dernier point découle de [14, prop. VI.8|). On note

h=(5%), w"=(§5), v =(10) €k
et on considére I'élément de Casimir
C=u'u" +u ut+ %hz € U(gly).
Alors C' induit un endomorphisme du L-espace vectoriel topologique Zig.

Théoréme 3.1. — a) L’opérateur C sur Dyig est Z-linéaire et commute avec ¢ et T
b) On a une égalité d’opérateurs sur Drig

2V — (w(8) + 1)) -1
5 .

Démonstration. — Pour le point a), voir le premier paragraphe de la preuve du théo-

C =2tu™ +

réme 6 de [15] (il y a des hypothéses supplémentaires dans loc.cit, mais la preuve marche
telle quelle dans ce degré de généralité puisqu’elle n’utilise que le fait que C' commute a
laction adjointe de G). Le b) se démontre comme le lemme 2 de loc.cit, la seule diffé-
rence étant le calcul de l'action de h. Comme celui-ci ne pose aucun probléme (voir la
preuve de la prop. 4 de loc.cit), cela permet de conclure. ]

Remarque 3.2. — Soit II € Rep;(d) un objet supersingulier. Le corollaire I11.46 de
[14] montre que le dual de Cartier Z de D(II) est absolument irréductible, de dimension
au moins 2, et II ~ II5(Z). On en déduit que Endy, 1 %(Z:ig) = L et donc C agit par

_ 2_
une constante ¢ € L sur Z,. Le théoréme précédent montre que (2v (w(?ﬂ)) LI

envoie Zig dans t - Z,ig et la proposition 2.5 permet de conclure que
(265en,2 — (1 + w(8)))? = 2¢ + 1.

Cela montre en particulier que V(%) a au plus deux poids de Hodge-Tate distincts.
Bien str, si p > 5, on sait grace aux travaux de Paskunas que dim & = 2, mais ce que
l'on vient de faire fonctionne aussi pour p = 2 et p = 3. D’ailleurs, on peut utiliser [19]
aussi cette observation pour calculer des extensions dans Repy (6).

12. Attention au fait que le foncteur D — II5(D) n’est pas exact dans 67 (9) ; il faut quotienter 67 ()
par la sous-catégorie des représentations de dimension finie pour obtenir un foncteur exact.
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3.2. Caractérisation des extensions de Hodge-Tate. —  On revient aux hypo-
theses du début de ce chapitre. I1 découle de la proposition 2.5 (appliquée a D et a son
polynéme de Sen X (X — k)) et du théoréme 3.1 que I’élément de Casimir C' agit par

multiplication par % sur Drig Xs-1 P! et que pour tout z € Drig on a

V(k-V
(= TE=9E)
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 3.3. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) E est de Hodge-Tate ;
2 .
b) O'n/ a @SGH,E — k . GSEH,E’

c) L’élément de Casimir agit par multiplication par % sur Erig Xs-1 PL.
d) Pour tout z € g on a

= (z) = V(k — V)(z)
t

Démonstration. — Comme E est de Hodge-Tate si et seulement si @Sen, 5 est diagonali-
sable a valeurs propres entiéres et comme le polynome de Sen de E est X2(X — k)2, il est
clair que a) équivaut a b). L’équivalence entre c¢) et d) est une conséquence immeédiate
du théoréme 3.1 appliqué & Eiig et 671 (noter que w(61) = k—1). Si d) est vraie, alors
en posant P(X) = X(k — X), on a P(V)(Eyg) C tEyg, puisque u~ laisse stable Fyg.
En utilisant la proposition 2.5, on obtient Géem P = k - GSem 5, ce qui montre que d)
entraine b).

Supposons maintenant que b) est vraie et montrons le c¢). La suite exacte 0 — Drig —
Erig — Drig — 0 nous permet de voir Erig comme une déformation de Drig a L[e] =
L[X]/X?2. Comme cette suite exacte n’est pas scindée (sinon la suite 0 — D — E —
D — 0 serait aussi scindée) et comme D (et donc D) est absolument irréductible, on
obtient End%Fﬂ(E’rig) = L[e]. On en déduit, en utilisant le théoréme 3.1, 'existence de
a,b € L tels que Oz = (a + be)z pour tout z € Fiig. Puisque w(671) = k — 1, la partie
b) du théoréme 3.1 montre que 'on a une égalité d’opérateurs

k?—1 2V — k)? — k?
C - = 2tu” + @V k) -k
2
sur Erig. Or la proposition 2.5 et ’hypothése que b) est satisfaite entrainent 'inclusion
(2V — k)2 — k% .

(Erig) Cct- Erig-

2
Ainsi, (a — @)z +be(z) € - Erig pour tout z € Erig. En prenant z € Ker(e) =
Drig C Erig on obtient (a — %)Drig C t-Drig, donc a = # On en déduit que
b- €(Erig) ct- Erig et comme 5(Erig) = Drig, on a finalement b = 0 et C = % Cela
permet de conclure. O
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Posons
2k—1

Vo = H (V —1).

i=0
Corollaire 3.4. — Si E est de Hodge-Tate et si 9 € {D, E}, alors

pour tout Z € @rig.

Démonstration. — Le théoréme 3.3 et la discussion qui le précéde montrent que u™(2) =
w pour tout Z € Qﬁg. Une récurrence immédiate permet d’en déduire la relation
(u’)j(é) _ VIV-1...V=g+1)k-V)k+1-V)..(k+j—-1-V)(2)

ti ’

pour tout 5 > 1et 2 € @rig. On conclut en prenant j = k. O

3.3. Application a I’étude de II5(F)8. —  Sik > 1 et [ sont des entiers, on note
Wi, = SymF~1(L?) @ det!, ott Sym*~1(L?) est la puissance symétrique (k — 1)-iéme de
la représentation standard de G sur L & L.

Proposition 3.5. — Il existe des représentations lisses admissibles T5(D)'° et Tls(E)'
telles que Tl5(D)*& = Wi_j , @ I5(D)! et TI5(E)¥e = W_y . @ II5(E)*.

Démonstration. — L’assertion concernant IT5(D)™# découle de [15, prop. 11], en tor-
dant par x*~!. La preuve de loc.cit. (ou encore [30, lemma 4.9]) montre que II5(D)*8
ne contient aucune représentation du type Wy » @ w, avec 7 lisse et (I', k") # (1 —k, k).
En utilisant ceci, la suite exacte 0 — I5(D)28 — TI5(F)3e — TI5(D)¥8 et [15, prop.

10], le résultat s’ensuit. O

Remarque 3.6. — L’existence de I15(D)' est un résultat de Colmez [11, prop. VI.5.1],
qu'il démontre en utilisant sa théorie du modéle de Kirillov de TIs(D)8. La preuve de

[15] n’utilise que les caractéres centraux et infinitésimaux de II5(D)?".

Proposition 3.7. — Si Il5(E)8 # Il5(D)¥8, alors E est de Hodge-Tate.

Démonstration. — Notons pour simplifier IT = II5(D) et II; = II5(E). La suite exacte
0 —- D — E — D — 0 induit une suite exacte 0 — II — II; — II — 0 et donc (par
exactitude [32, th. 7.1] du foncteur II — II*") une suite exacte 0 — II** — II§* —
I1*" — 0. Cela munit IT{" d’une structure de L[e]-module, compatible avec la structure
de Lle]-module sur Eg.

La preuve du théoréme 3.3 montre l'existence de a,b € L tels que C(z) = (a + be)z
pour tout z € Ee, ot C' est 'élément de Casimir. Puisque IIf" est un quotient de
Eyig X5 PL (th. 2.3), on conclut que C' agit par a+be sur I1§". La proposition 3.5 montre

que C(v) = %v pour tout v € IT*'%, En prenant v € I1?%8 ¢ TI*'® non nul, on obtient
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2_ 2_ . . , .
av = %v et donc a = % Ainsi, on a b-ev = 0 pour tout v € H?lg. On en déduit

que si Halg £ T1%8 alors b = 0 et C' agit par 2; sur Eyie Ms P!. Or, on dispose [14,

§VI.3] d'un accouplement G-équivariant parfait entre Eig W5 P! et Erlg Xs-1 P!, ce qui
2

fait que C' agit aussi par —1 sur Erlg Xs-1 PL. Le théoréme 3.3 montre que E est de

Hodge-Tate, donc E l’est aussi.
O]

Remarque 3.8. — Le fait que C agit sur II{" par un élément de L[e] découle aussi de la
pleine fidélité du foncteur IT — II*" dans Rep; (d), qui est une conséquence du résultat
principal de [14]. On a donc End(II{") = End(Il;) = Lle], car II étant absolument
irréductible on a End(Il) = L par le "lemme de Schur p-adique" [17].

4. Vecteurs P-finis

Dans ce chapitre on étend et on raffine la théorie du modéle de Kirillov de I122,
telle qu’elle est développée dans [11]. On fixe un caractére unitaire ¢ : Q; — O1.

4.1. Le sous-module D de D K5 P'. —  Pour tout D € ®I'*(&) on note D =
(B ®q, V(D)) et DT = (BT ®q, V(D))", que I'on munit d’une action du groupe
mirabolique P = (Qo; le) en posant, pour a € Zy, k € Z,b € Qp et z € D (ou [?*)

(7o t) 2 = [0+ )" 0 0al2).

On étend cette action en une action du groupe de Borel B en demandant que le centre
agisse par 0.

Soit I C Q) un systéme de représentants de Q,/Z, et soit I,, = I N p~"Z,. D’aprés
[10, lemme IV.1.2], tout élément z de D s’écrit de maniére unique sous la forme z =
Sierl(L+T)z;, avec z; € D et lim;_,o0 2; = 0. On définit une trace de Tate normalisée

T,:D =D, Tu(z)=> [1+T)]z

i€l
D’aprés (%) [11, lemme I1.1.16], pour tout z € D, la suite de terme général
(77 9) -T2 = D (31) - =
i€l

converge dans D Ks P! et Papplication ¢ : D — D Ks P! ainsi définie est injective et
B-équivariante.

13. Dans loc.cit (P;" (1)) - @"(Tn(2)) est noté Res,—nz (2).
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Proposition 4.1. — Si D € €.(8) alors 1 : D — D Xs P! envoie Dt dans ;-1 (D),
induisant un morphisme D/D" — Tls(D), qui est un isomorphisme de B-modules to-
pologiques si D n’a pas de facteur de Jordan-Hélder de dimension 1.

Démonstration. — Le fait que ¢ envoie DF dans IT5—1(D)* découle de [10, lemme IV.2.2|
et de la description de IT;-1(D)* en fonction de D fournie par [14, cor. I11.22]. Soit
D™ = N,>1¢"(D). Le corollaire I11.25 et la proposition 11.6 a) de [14] montrent que
D/D% — 1I5(D) est injectif, de conoyau isomorphe au dual de D™. Pour conclure, il
suffit donc de montrer que D™ = 0 quand D n’a pas de facteur de Jordan-Holder de
dimension 1, qui découle de |10, cor. I1.5.21].

O

4.2. Espaces de fonctions. —  Soit X un Ly[[t]]-module muni d’une action de
[, semi-linéaire par rapport a I'action naturelle de I' sur Loo[[t]]. On note LP(Qj, x)F
I'espace des fonctions ¢ : Q — X a support compact dans Q,, et satisfaisant olax) =
0a(¢p(z)) pour tous z € Qp et a € Zy. On note LP( ;,X)F le sous-espace de
LP(Q;, X )T formé des fonctions nulles au voisinage de 0.

Puisque o4([(1 + 7)) = [(1 + T)*°] pour tous a € Z% et b € Q,, les espaces
LP(Q}, X)' et LP.(Q}, X)" sont munis d’une action du groupe de Borel B, définie

par
ax

((85)¢) (@) = d@I+1) 7o (%)

Remarque 4.2. — L’application ¢ — ((b(pi))iez induit un isomorphisme L-linéaire
P(Q} X)" =P X.
i€Z
4.3. Vecteurs U-finis. —  On suppose pour le reste de ce chapitre que D € €7(9)

et que tous les facteurs de Jordan-Holder de D sont de dimension au moins 2. On note
IT = II5(D), qui est isomorphe comme B-module topologique & D/D™ (prop. 4.1). On
pose U = ((1) le) et on rappelle que P = (%; Qi”)

Définition 4.3. — Pour tout k € N*, on pose

Y% = | Ker ( —1)*

n>1

et on pose MV~ = | J, _, TIVF,

Lemme 4.4. — TUF est 'ensemble des vecteurs v € II tels que Uapplication x —
(%) v soit localement polynomiale de degré plus petit que k.
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Démonstration. — Sia € Zy et n > 1, soit f, o(z) = ((1) a*fn”’) v. Alors frq:Z, =11

est une application continue dont le k-iéme coefficient de Mahler est

ak(fn,a) = (%)Clb) ’ (((l)pln) - 1)kv'

Le résultat découle alors du théoréme de Mahler. O

Lemme 4.5. — Soient k € N* et v € II. Alors v € TIVF si et seulement si tout

relevement z € D de v appartient & ——

W[)+ pour un certain n > 1. De plus, TIVF est

stable sous l’action du Borel B.

Démonstration. — C’est une simple traduction de 'action de ((1] le) sur D et de l'iso-

morphisme B-équivariant IT ~ 13/ D*. La seconde assertion découle de la premiére et

du fait que UnZlWD+ est un (B*)”-module stable sous I'action de I et @*!.
O

Soit v € TIV-1ni ef soit Z un relévement de v a D. En posant

- 1 -
M = Dt
U (’On(T)k ’

n,k>1

on a~(g e €~]\~4 pour tout x & Qj; De plus, I'inclusion B¥ € B fournit une injection
de DT dans D:{if et de M dans Dg;r. On définit une fonction

v : Q; — Ddif/bjirifa va(x) = (6: (1))2 (mOd [)chrlf)

Cette fonction est bien définie, car tout autre relévement de v & D differe de Z par un
élément de DT C DI

Proposition 4.6. — L’espace TIV—M st stable sous Uaction de B et lapplication v —
by est une injection B-équivariante TIV—1 — TP( o Ddif/D;fif)F.

Démonstration. — La stabilité sous l'action de B découle du lemme 4.5. Soit z €
pour tout m > n, et donc ¢, est a support compact dans Q,,. Il est clair que ¢,(azx) =
0a(po(x)). Si ¢y = 0, alors (%) € D} pour tout m € Z. Ainsi, & = ¢"(T)*- 2 € DT
satisfait o™ (™ "(Z)) € gom(T)k[)j{if C t*Bi; ®q, V(D) pour tout m > 0, et le b)
du lemme 2.4 permet de conclure que ¢~ ™(z) € TFD*, donc 2 € Dt et v = 0. La
B-équivariance est une simple traduction de l'action de B sur D, ce qui permet de

D7 un relevement de v € TV~ Le a) du lemme 2.4 montre que ¢,(p~") = 0

conclure.

O



EXTENSIONS ET VECTEURS ALGéBRIQUES 19

4.4. Vecteurs P-finis. —

Définition 4.7. — On note T, = Zflal (1) € End(II) et on note

Y= = Ker (T80 (%9)).

n,k>1meZ
Proposition 4.8. — On a
Y- = {y e V"™ ¢, € LP.(Q}, Daie/ D) }
et TIV =000 st stable sous laction de B.

Démonstration. — Supposons que v € Hg_ﬁni et soit Z € D un relévement de v. La

m n k ~
condition T* o (% (1)) v = 0 est équivalente a (‘pT(T)) ¢©™(2) € DT, ou encore a

—m k - .
zZ e (;6177"1((?)) D*. Ceci entraine d'une part que v € IV~ (lemme 4.5) et d’autre

part que ¢’ (%) € lN)CJ{if pour tout j > m (lemme 2.4). Puisque ¢,(az) = 04(¢n(x)), on
conclut que ¢, est nulle sur p™Z, — {0}, donc ¢, € LP.(Qy, Dt/ lN)CTif)F.

Pour la réciproque, supposons que v € IIVF et qu'il existe m > 1 tel que ¢, s’annule
sur p™Z, —{0}. Soit Z = ﬁ;)k un relévement de v, avec & € Dt (lemme 4.5). Puisque
¢u(p?™) = 0 pour tout j > 0, on a ™+ (2) € DI, donc ¢/ (¢™ (7)) € t* D pour tout

~ k -
§ > 0. On déduit du lemme 2.4 que (%) € T*D* et donc ™ (%) € (W%(T)) DT.

Mais cela est équivalent & T, #1 1n© (p(? (1)) v = 0, ce qui montre que v € Hg*ﬁni et finit la
preuve de la premiére assertion. La seconde s’en déduit, en utilisant la proposition 4.6.

O]

Définition 4.9. — On note I~ le sous-espace de IV~ formé des v tels que

L {( ZO; ?)} v soit de dimension finie sur L.

Nous allons décrire I’espace 17 —fini de maniére explicite, en utilisant la théorie de
Hodge p-adique. Soit Dgif o/ D('fif  la limite inductive (c’est aussi la réunion croissante)
des Dyif n/ D:{if ,,- C’est naturellement un sous L [[t]]-module de Dy / E;ﬁf.

Proposition 4.10. — L’application v — ¢, induit un isomorphisme de B-modules

. r
Hffﬁnl ~ LP, (Q;, Ddif,oo/D(;?f,m)

Démonstration. — Si M est un L[I'J-module, on note MT~fi"l I'ensemble des z € M
tels que L[]z soit de dimension finie sur L. Si v € TIZ=M alors L [(ZO; (1))} v est de

dimension finie sur L, donc il en de méme de L [( ZOZ (1))} ¢p. Comme ¢ est [-invariante,

~ I'—fini
on obtient ¢,(x) € (Ddif/DGJﬁf) pour tout € Q. Le lemme 4.11 ci-dessous
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permet de conclure que v — ¢, induit une injection B-équivariante de ITY —fini qans
LPC(Q;aDdif,m/D$f7m)F-

Lemme 4.11. — Pour tout D € ®I'*Y(&) on a
~ ~ I'—fini
(Ddif/D:fif) = Diit,co/ Dy oo

Démonstration. — Soit V' = V(D) et notons, pour simplifier, X = D(;f et Y =DF. .
La suite exacte

0—>tB§R®QPV—>B3R®QPV—>CP®QI,V—>O

et la nullite de H'(H,tBJ; ®q, V) (qui découle de [9, th. IV.3.1]) montrent que
X/tX ~ (C, ®q, V). Par définition, on a Y/tY = Dsen = Up>1Dsen,n, donc d’aprés
Sen [31] on a (X/tX)'—fini — Y/tY. Comme ¢ est vecteur propre pour I', on a aussi
(t~1X/X)'—fini = +=1Y/Y . En utilisant les suites exactes (dont les applications-induites

tk_l

par la multiplication par -sont I'-équivariantes, a des éléments de Z7 prés)

0=t " X/X 5 t7*"X/X - t7'X/X -0,

0=t Y)Y - t7*Y/Y -t Y)Y — 0,

on obtient par récurrence sur k > 1 que (t7*X/X)I—fnt — =%y /Y. Le résultat se
déduit en passant a la limite inductive sur k.

O]

Il nous reste a prouver la surjectivité de ITF—fint — LPC(Q;,Ddipr/D;EﬂOO)F. La
preuve est trés semblable a celle de [15, prop. 12]. En utilisant la remarque 4.2 et en
raisonnant comme dans le premier paragraphe de la preuve de loc.cit., on se raméne &
montrer que pour tout z € Dgif oo/ Dgif ~ On peut trouver v € I7=fni tel que ¢, (p?) =
1,—0x pour tout i € Z. 7

Soient k > 1 et n > m(D) tels que = € t_kD$f7n/D$f’n, et soit = € t_kD$f,n
un relévement de x. Soit w = #(T) € AT. Puisque w*i € D&, le lemme 6 de
[15] fournit y € DT tel que y — wFd € wk]:)jirif. Soit v l'image de w™*y € D dans
II ~ D/D%. Le lemme 2.4 et le choix de y montrent que ¢,(p') = li—oz pour tout i.
Comme TFw=F ¢ At ((39) = 1)* tue v, donc v € IV~ Comme = est I'-fini (lemme
OP—fni ce qui permet de
conclure. O

4.11) et ¢, (p*) = 1;=0z, on obtient que v est I-fini, donc v €

Corollaire 4.12. — Hf‘ﬁni est stable sous laction de B et [application v —
(0 (p*))icz induit une bijection

P—fini +
[P —fini @ Dait o0/ Dt oo
i€Z
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Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente et du
fait que Dagif o0/ D;fif ~ €st un sous L |[[t]]-module de Dgjs/ D:{if, stable sous 'action de
T. O

4.5. L’espace Hf_alg. —  On suppose dans ce § que les poids de Hodge-Tate de D
sont <1 et on fixe k € N*.

Définition 4.13. — a) On note ka_alg le sous-espace de IIF~fi" formeé des vecteurs v
tels que f, 1 (v) = 0 pour tout n assez grand, ot

k-1

=TT (797 9) = ()07,

1=0
b) On note (Daif 00/ D¢ o )" la réunion des sous-modules (Dagif,, /D )#:=0 de

+ N
Ddif,oo/Ddif,ocﬁ ou

k—1
pimg = [ J(or4pm — (1L +p")5).
i=0
Remarque 4.14. — a) On se permet de noter deux objets différents par py, 1, puisque

5 : 1+p™ 0
l'action de ( [

des espaces différents, cela ne crée aucun risque de confusion.

) est induite par celle de o14,». Comme ces opérateurs agissent sur

b) On vérifie sans mal que gy, 1 divise fi,, 41, dans OLH(ZO; ?)H On en déduit que
la suite des modules (TTZ=fin1)#n k=0 est croissante. Le méme argument montre que la
suite de modules (Dygif 5/ D(;f n)“%’ﬂz0 est croissante.

¢) Le lemme des noyaux fournit une décomposition

N

1
Hn, k=0
+ A=Y +
(Ddif,n/ Ddifm) = (Ddif,n/ D¢,

)"1+pn=<1+pn>i+lk

I
o

o1 ppn=(1+p") 1k
) pour

Lemme 4.15. — a) Si0<i <k, alors t*=% tue (Ddif}n/D(;fn
n > m(D).
Hn, =0
b) t* tue (Ddif’n/Dgif n) * pour n. > m(D)

Démonstration. — Le point b) découle de a) et du point ¢) de la remarque 4.14. Passons
au a) et considérons z € Dgir tel que (o14pm — (1 + p™)H1=k)2 € D;Efm. I faut
montrer que tF7'z € D;fifM. Si ce n’est pas le cas, alors on peut écrire z = tiN, avec
x € D;{if’n - tDji'iﬂn et N >k —i. Comme (014pn — (14 p")H17F)2 € D(J{if’n, on obtient
en particulier oy pn(z) — (1 +p?) -k Nz € tD(;rif,n7 donc I'image T de = dans Dgen p
est un vecteur propre de Osen p, de valeur propre ¢ +1 — k + N > 2. Cela contredit
notre hypothése que les poids de Hodge-Tate de D sont < 1. O
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Proposition 4.16. — L’espace ka_alg est stable sous l'action de B et 'application
v — ¢y induit un isomorphisme B-équivariant

ka e~ Lp (Qy, (Dait, OO/Ddlf oo)k’alg)‘

Démonstration. — On déduit formellement de la proposition 4.10 et du b) de la re-
marque 4.14 que v — ¢, induit un isomorphisme L-linéaire

ka ¢ ~ 1P o(Qp, (D, Oo/Ddlf oo)k’alg)-

Pour démontrer que II, 7ag est stable par B et conclure la preuve de la proposition, il
suffit de montrer que (Ddlf OO/Ddlf )k:al8 est un sous Loo[[t]]-module de Daif 0o/ D ...
stable par I'. La stabilité par I' est claire, puisque I' commute & pi, ;. Pour montrer (iue
(Dait,00/ D dif, )8 est un Lo [[t]]-module, nous avons besoin de quelques préliminaires.

Lemme 4.17. — Si0<i <k etz € Dy, satisfont (a14pn — (1+p") 1K)z € Ddlfn,
alors pn k(f2) € Ddif’n pour tout f € Ly[[t]].

Démonstration. — Notons pour simplifier a = 1 + p™. La congruence o,(z) = atti=Fky
(mod D, ) entraine

k—1

,un,k(fz) = H(a“—l_kga - aj+1_k)f "2 (HlOd Ddlf n)
§=0
Ensuite, on vérifie sans mal que
H(az—i-l—ko_a _ ag+1—k)f c tk_ZLn[[tH,
=0
et le résultat suit du lemme 4.15.
O

Revenons a la preuve du fait que (Dgif o0/ Ddlf OO)’“alg est un sous Lo [[t]]-module de
Ddlf’oo/Ddif7oo. Le lemme 4.17 montre que (Dd1f7n/D$f7n)#"’k:0 est un Ly,[[t]]-module.
Le résultat s’ensuit, en passant a la limite et en utilisant le lemme 4.15 et le fait que
Loo[[t]]/t* est la réunion des Ly [[t]]/t*.

L]

Corollaire 4.18. — L’application v — (¢,(p%))icz induit un isomorphisme de L-
espaces vectoriels

P alg k,al
~ D (Dait oo/ Difip )%
€L

Lemme 4.19. — Pour tout v € H g on g ((épln) - 1)kv = 0 pour tout n assez

grand.



EXTENSIONS ET VECTEURS ALGéBRIQUES 23

Démonstration. — Soient i < j € Z tels que ¢,(p™) = 0 pour m ¢ [i,j]. Sin > —i et
m € [i, ], alors ([(14+T)P" "] — 1)k = @m+2(T)k € t7 L, [[t]. Puisque ¢, (p™) est tué par
t* par le lemme 4.15 et la proposition 4.16, on obtient ([(1+ T)*"™™"] — 1)¥¢,(p™) =0
pour tout m € Z et n > —i, d’ou le résultat.

O]

5. Le théoréme de dualité de Colmez

Dans ce chapitre on étend (avec une preuve différente) un résultat de dualité de
Colmez. Ce résultat fait le lien entre les deux chapitres précédents et il est au coeur
de la preuve du théoréme 1.2. Il permet aussi de faire le lien entre les facteurs epsilon
des représentations supercuspidales de G et l'exponentielle de Perrin-Riou [18]. On
utilise enfin ce théoréme de Colmez pour démontrer un résultat de densité des vecteurs
analytiques P-finis.

5.1. Traces de Tate normalisées. —  Nous avons défini dans le § 4.1 des traces
de Tate normalisées T}, : D — D pour tout D € ®T(&) et tout n > 0. En général,
il n’est pas vrai que Tn([fr) C DT, mais c’est le cas [12, prop. 8.5] si D = & est le
(¢, I')-module trivial. On obtient ainsi des applications Q,-linéaires T}, : B — B et
T, : (BH)H — (BH)H. Le résultat suivant fait I'objet de |9, prop. V.4.5].

Proposition 5.1. — Soit n > 1. L’application T, : (BT)H — (BT se prolonge par
continuité en une application F,[[t]]-linéaire T, : (Bj)" — F,[[t]] C (Bi)™.

On définit alors Ty i : BEy — Q,((t)) € B par

1
Todar = ];Trﬂ((t))/Qp((t)) oT,

T étant I'unique extension F((t))-linéaire de l'application fournie par la proposition
5.1. Pour tout n > 1 on a

1
To,ar|F, (1)) = ﬁTan((t))/Qp((t))'

5.2. Comparaison de deux accouplements. —  Soit D € ®T°(&) et soit V =
V(D). L’accouplement Gal(Q,/Qp)-équivariant parfait V*(1) x V — L(1) induit un
accouplement B ®q, L-bilinéaire, I'-équivariant

(,):DxD=Bag, V:1)! x Bag, V)" - (BY ®q, L)(1).

On note ﬂTTT la base canonique du I-module Q,(1) et on fait agir ¢ sur fi—TT par

go(l‘i—TT) = % On identifie M(1) a Mﬂ—TT pour tout I'-module M. Par définition,
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I'image de Papplication Ty : B — B (voir le § 5.1) est contenue dans &, d’oil une
application I'-équivariante
dT

To = (Th ®id)(1) : (B @q, L)(1) — T

On définit un accouplement entre Det D par
{ ) } : D x D — L, {272} = reSO(TO«O-*l(z)aZ)))v

avec la notation habituelle reso(f) = a—1 si f = (D, cz anT™)dT. 1l découle de [10,
prop. 1.2.2] que cet accouplement est ¢ et I' invariant (sa restriction & D x D est celle
utilisée dans [11]).

L’accouplement V*(1)xV — L(1) induit aussi un accouplement I'-équivariant parfait

(,): Dait x Dai¢ — (L ®q, BiR)(1) = (L ®q, BiR)dt,

dt étant ) une base de Qp(1). Cet accouplement envoie l:);rif X D;ﬁf dans (L ®q,

(BXR)H )dt. On définit alors un accouplement { , }qir : Daif X Dgis — L en posant

{2, 2}air = reso(To.ar((o-1(2), 2))).

= a k -
Proposition 5.2. — Soient n,k € N*, acZ et3€ D", z € (‘i"gD DT. Alors
{2,2} = Z{Sfj(é), ¢~ (2) }ait,
JEZ
la somme n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls.
Démonstration. — On peut supposer 1°) que a = 0. Posons (0_1(%), z) = f%, avec

fe (L)k (L ®q, (BT)H). Alors

©™(T)
(01(¢77(2)), 77 (2)) = ¢/ ()t € (L ®q, Bir)dt
et o 9(f) € (L ®q, Big)" pour j ¢ [1,n] (lemme 2.4), ce qui fait que seuls les termes
d’indice j € [1,n] dans la somme sont non nuls. Dans la suite on fixe un tel j.

Notons g = To(f) € (Qan(T))ké““, de telle sorte que {%,z} = reso(glg_lTTT). Puisque
j>l,onaTioT; =T et ¢ oTj =Tpo g, donc 97 o1y =Tj0p~ 7. On en déduit
que

Ti(¢™"(9)) = Ti(e ™ (To(/))) = Ti o Ti(¢ 77 (f)) = Ti(¢ ™/ (1)),

donc To.ar (¢~ (9)) = Toar (@7 (f)) et
{¢77(2), 077 (2) }ait = reso(Toar (¢ (g))dt).

14. Comme t =log(1 4+ T'), on a bien dt = l‘j_—TT, compatible avec I'action de I'.
15. Si a # 0, remplacer z et Z par ¢ “(z) et ¢ *(Z), ainsi que n par max(l,n — a); légalité a

démontrer est la méme, car { , } est ¢-invariant.
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Si A; est I'ensemble des racines primitives d’ordre o/ de l'unité, alors

i 1 . ; 1 .
To.ar(v 7 (g9)) = ﬁTrLj((t))/L((t))(g<‘€(])et/pj -1)) = p Z g(Cet? — 1)
CEA;

et, en faisant la substitution ¢ — p?~"¢, on obtient finalement

{077(2), 97 (2) bair = pl S reso(g(¢e!’?" — 1)dt),

CeA;

ce qui permet de conclure que

S Ee G b = o 3 resolglCe 1))

jez Ceupn

= reso [ o 30 g(Ce” 1t | = xeso(0" (o)l ~ 1)) =

Ce.u'p"

resp (w”(g)l(j_TT) = resg (glciTT> ={z,z}.

Les derniéres égalités utilisent le changement de variable T = e! — 1 et 1'égalité [10,

prop. 1.2.2] resy( ﬂTTT) = reso(w(f)ﬂ—TT) pour tout f € Z.
O

5.3. Un résultat de dualité. —  Le théoréme 5.3 ci-dessous étend et raffine [11,
prop. VI.5.12|, avec une preuve différente de celle de loc.cit. Son énoncé demande pas
mal de préliminaires. Rappelons (voir 5.2) que l'on dispose d’un accouplement { , }qjs.
Il induit un accouplement I'-invariant parfait entre def7n et Dyif n, D(;“if , et D(J{if ,, Ctant
exactement orthogonaux pour n assez grand [11, lemme VI.3.3|, d’on un accoup;lement
{, }air entre D(J{ifm et Ddif,n/D(erjfm'

On fixe D € %1(9) et on pose II = II5(D). On suppose que les facteurs de Jordan-
Holder de D sont tous de dimension au moins 2, de telle sorte que les résultats du §
4.4 s’appliquent a I'espace TP~ D’aprés le corollaire VI.13 de [14], il existe m(D)
assez grand tel que (II?2)* ¢ DIOTmm)] Ky, 13‘1. Quitte & augmenter m(D), on peut
supposer que le morphisme ™" = Do) D;{if de localisation en (™ — 1 est défini
pour n > m(D) (voir le § 2.4). On peut donc définir pour z € (II**)*, n > m(D) et
jEeZ

iin(Z)=¢ " (Reszp ((P"O_j (1)) 2’)) € D(‘fiﬂn.
On note { , }p1 'accouplement naturel entre II* (dual topologique de II) et II, ainsi
qu’entre (IT*")* et TI*". Il est en fait induit par un accouplement G-équivariant parfait
{, }p1 entre D X;—1 P! et D X5 P! (resp. entre Drig Xs-1 P! et Dy X5 P1) (voir le §
II1.6 de [14] pour ces accouplements).
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Théoréme 5.3. — Soit v € TIF=M et soit n > m(D) tel que ¢,(p?) € Ddifyn/D;Ef’n
pour tout j € Z. Alors v € TI*" et pour tout zZ € (II*")* on a

{27 U}Pl = Z{ij,n(é)v ¢v (pij)}dif-
JEZ

Démonstration. — Notons déja qu'un tel n existe bien (prop. 4.12). Soit F'(2) la somme
dans le terme de droite. Puisque ¢, est a support compact dans Qy, il n’y a qu’un
nombre fini de termes non nuls dans cette somme (et cela uniformément en z). Comme
z — ijn(2) sont continues (car Resz, et ¢~ le sont), on en déduit que F' définit
une forme linéaire continue sur (IT*")*. Mais II*" est réflexif (c’est un espace de type
compact), donc il existe v; € II*" tel que F(2) = {Z,v;}p1 pour tout zZ € (II*")*. On
va montrer que vy = v, ce qui permettra de conclure. Rappelons que I'on dispose d’une
inclusion ¢ : Dt — IT*. Son image est dense d’aprés le corollaire 111.22 de [14], donc
(par le théoreme de Hahn-Banach) il suffit de montrer que F'(¢(2)) = {¢(%),v}p1 pour
tout z € DF. .

Fixons donc # € DT. On a Resz, ((£' V) (%)) = ¢"(Tn(2)) par définition de 'appli-

01
cation ¢, et en appliquant (=" on obtient

ion(1(2)) = Tu(%) € Dy,

Puisque ¢,(p™7) € Daitn/ D(erifn, un retour & la définition de {, }gif combiné avec
I’égalité ci-dessus montrent que

{15 (1(2)), 00 (0™)}ait = {Tul0 7 (2)), o™ }ait = {07 (2), G0 (p™) }ai.

Comme v € Hf‘ﬁni, la preuve de la proposition 4.8 montre 'existence d’entiers a, m, k

a kE - : . -
tels que v ait un relévement z a <§m((?)> DT. Comme ¢77(z) — ¢y(p™¥) € D, on a
{p79(2), oo (PN }ait = {¢7(2), 077 (2) }ait- Le théoréme est donc une conséquence de
la proposition 5.2.

O]

Corollaire 5.4. — Soit D € €1,(0) tel que les facteurs de Jordan-Hélder de D soient de
dimension > 2, et les poids de Hodge-Tate de D soient < 1. On suppose que w(d) = 1—k
et on pose Il = Ils(D). Alors Hcpk_alg est un sous-espace de II*™ tué par (uT)* et par

g (h—2i+k—1).

Démonstration. — Le fait que ka_alg est un sous-espace de I1?" tué par (u*)k découle

du théoréme 5.3 et du lemme 4.19. Pour vérifier la derniére assertion, notons a™ € gl
Z% 0
01
- P P—al )
onaa’t = W sur II*". Par définition de II, #8_ chacun de ses vecteurs est tué par

]_[i-“:_ol(a+ — (i+1—k)). Le résultat s’en déduit.

I’action infinitésimale de ( ) Comme IT a pour caractére central ¢ et w(d) =1—k,

O
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Nous terminons ce § par un calcul qui nous sera utile plus loin :

w pour tout

Lemme 5.5. — Soient 9 € €1(0) et k € N* tels que u™ (%) =
zZe Qrig. Alors
. ks i v2k(i ,n(é))
fin()t2) = (—py V2 E)
pour tous 2 € (IIs(2)*)*, n > m(2) et j € Z.
Démonstration. — On fixe n > m(2), j € Z et z € (II5(2)*)*, et on pose
T = Resz, <(pn07j (1)> 2) S .@rig7

de telle sorte que 4;,(2) = ¢ "(x). Un petit calcul montre que l'on a

donc
i ((u7)52) = o (I Resg, () (757 0) 2)) =

= p"TeT(w) (@),
la derniére égalité étant une conséquence du fait que v~ commute a Resgz, [14, prop.
VI.8]. Le résultat découle alors du lemme 3.4 et du fait que =" commute a V et envoie
t sur t/p".
O

5.4. Un résultat de densité. — Comme application du théoréme 5.3, nous allons
démontrer le résultat suivant :

Théoréeme 5.6. — Soit II € Rep; () dont tous les facteurs de Jordan-Hélder sont

P—fini
Hc

supersinguliers. Alors est un sous-espace dense de Il, contenu dans II*" et stable

sous action de B.

Démonstration. — Soit D le dual de Cartier de D(II), de telle sorte que IT ~ II5(D) ~
D/D%* (th. 2.2 et prop. 4.1). Le fait que IIX~f" est contenu dans II*® et est stable par
B découle du théoréme 5.3 et du corollaire 4.12. Il reste donc a prouver qu’il est dense
dans II. Supposons que ce n’est pas le cas, donc il existe Z € IT* tel que {Z,v}p1 =0
pour tout v € ML~ On a une injection IT* C (IT8")* déduite de la densité de IT2"
dans IT [32]. Le théoréme 5.3 et le corollaire 4.12 montrent que i;, (%) est orthogonal &
Dyt n/ D&Liﬂn pour j € Z et n > m(D). Puisque { , }4ir induit un accouplement parfait
entre Dchrif,n et Ddif’n/Dgfif’n, il s’ensuit que i;,(2) = 0 pour j € Z et n > m(D).
En revenant a la définition des applications i, et en utilisant 'injectivité de ¢ ™", on
obtient Resq,(Z) = 0. La proposition II1.23 de [14]| montre que sous les hypothéses
du théoreme 'application Resq, est injective sur IT* C D Xs-1 P!, ce qui permet de
conclure.
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6. Etude du module E;’

if,n

Dans ce chapitre on fixe D € ®I'**(&’) de dimension 2, de de Rham, & poids de
Hodge-Tate 1 et 1 — k, avec K € N*. On note § = x~!det V(D), de telle sorte que
w(d) = 1 — k. On fixe une extension non scindée 0 - D — E — D — 0 telle que E soit
de Hodge-Tate et E € €7(6). On décrit la structure du module Ejif’n et on introduit
un certain nombre de modules qui permettent de controler H(;(E)alg. Pour simplifier,
on note R, = Ly[[t]]. Les entiers m(E) > m(D) sont des constantes assez grandes, qui
ne dépendent que de D et F.

6.1. Construction d’une base convenable. —  Puisque D est de de Rham a
poids de Hodge-Tate 0 et k, les L-espaces vectoriels D(TR et Dar/ D:{R sont de dimension
1. On en déduit 19) Texistence de eq, ey € D(‘fif m(D) tels que

oale1) = e1, oq(e2) =dbes, Vae Z,
et tels que D(—fif ,, s0it un R,-module libre de base e, e pour tout n > m(D).

Proposition 6.1. — Il existe f1, fo € E:{if m(E) tels que
a) E(;rifn est un Ry,-module libre de base e, ea, f1, fa pour tout n > m(E).
b) I existe o € L tel que oo(f1) = fi et oa(fo) = a*fo + aa®loga - the; pour tout
a€Z’.
P

Démonstration. — Pour simplifier, on note m = m(FE), X = Evjif’m, Y = D:ﬁhm, et
enfin @ = 1 + p™. La suite exacte 0 — DO — ElOrml _y DlOrml 5 0 et la platitude
de R, sur & 10.7m] fournissent une suite exacte de R,,-modules 0 - Y - X - Y — 0,
compatible avec ’action de I'.

Soient fi,fo € X qui s’envoient sur ejg,es, respectivement, de telle sorte que
e1, ez, f1, fa est une Ry,-base de X. On a o,(f1) — f1 € Y et 04(f2) — a¥fy € Y. Si
A, B € R, un petit calcul montre que

(0 = 1)(f1 + Aer + Bez) = (0a(f1) = f1) + (9a(A) — Aer + (a"0a(B) — B)ea.

Mais B — a*c,(B)— B est surjective sur R,,, et A — 0,(A)— A a pour image l’ensemble
des éléments de R,,, de terme constant nul (cela découle trivialement du fait que o4(t) =
at). Ainsi, quitte & remplacer f; par f; + Ae; + Bey pour A, B € R,, convenables, on
peut supposer que o4 (f1) — fi = a-ej pour un a € Ly,. Alors (0, —1)?(f1) = 0 et donc
V2(f1) = 0. On en déduit que I'image de f; dans X/tX est tuée par @éenE et donc

16. Choisir une base e; de Dj‘R et un élément x € DdR tel que I'image de x dans DdR/Dj'R en soit
une base, et poser es = tz.
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aussi par Og,, 5 (th. 3.3). Ainsi, V(f1) = ize1 € t.X et comme e; ¢ t.X, on en déduit
que o = 0 et donc o,(f1) = f1.

Pour fo, 'argument est similaire : quitte & modifier fo par un élément de Y, on peut
supposer que

(0q — ak)(fg) = ad® log a - they + Bes,

avec , B € Ly,. Alors (0, — a¥)2(f2) = 0, donc (V — k)2(f2) = 0 et comme avant
(V —k)(f2) € tX. Puisque
Bes B

(f2) = 61—|_aklogob aklogae2 (mo )

ak

log(1 + 2a52t)

(V= R)(h) ==

et eg ¢ tX, on obtient 8 = 0.

Pour 'instant on a obtenu f1, fo tels que o, (f1) = f1 et 04(f2) = a* fo+aa®loga-tFe;
pour a = 1+4p™. Un calcul immédiat montre que o (f1) = f1 et op(f2) = b fo+-ab¥ logb-
tke; quand b € {a,a?, ...}, donc pour tout b € 1 +p"Zy. On va enfin modifier fi et fo
pour que ceci soit valable pour tout b € Z7.

Soit T, = x (1 + p™Zy). Puisque f; s’envoie sur e; et e; est I'-invariant, on a
(op —1)f1 € YI'm pour tout b € Zj;. Un calcul immédiat montre que YIm = L,.eq, ce
qui fournit ¢, € L, tel que (o, — 1)f1 = cpe1. L'application b — ¢, définit donc un
1-cocycle de T'/T'y, dans L,,. Le théoréme de Hilbert 90 permet de conclure que 1'on
peut remplacer f; par fi —xze; pour un x € L, convenable, pour le rendre I'-invariant.
Pour fs la situation est un peu plus compliquée, car dans ce cas (o, —b*)(f2) € Ymrmzxk
et ngzxk est un L,,-module libre de rang 2, une base étant e et tke;. On peut donc
écrire

(ob — b*)(f2) = brchea + b"(alogb + ) - thes
avec cp, ¢}, : I'/T'y, — Lp,. Un calcul fastidieux montre que ¢, ¢, sont des 1-cocycles, ce
qui permet de conclure comme ci-dessus.

O
Lemme 6.2. — Avec les notations de la proposition 6.1, on a o = 0 si et seulement si
FE est de de Rham.
Démonstration. — E est de de Rham si et seulement si E lest, et cela arrive si et

seulement si (Egit,,)" est un L-espace vectoriel de dimension 4 pour un/tout n > m(E),
puisque Dar(V(E)) =~ (Egin)". Or, en utilisant les formules explicites fournies par
la proposition 6.1, on vérifie sans mal que (Ediﬂn)r est le L-espace vectoriel de base
e1, :—,3, f1, {—,f si « = 0 et le L-espace vectoriel de base e, f—,f, f1 sinon. O

Proposition 6.3. — Il existe ey, €l f1, f} € E$f,m(E) tels que

a) €}, €y est une Ry-base de DY, et e}, e, f1, f5 est une Ry-base de Ef. — pour
n > m(E).
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) On 0 oaleh) = al*el, aaleh) = ach, oalf)) = a'*f] et enfin ou(ff) = af} +
Baloga - tke’l pour tout a € Zy, pour un certain 8 € L.

Démonstration. — La preuve est identique a celle de la proposition 6.1, en travaillant
avec D@ x* 1 et E® y* 1 au lieu de D et E.

O
6.2. Décomposition de Hf_alg. —
M ® x* obtenu en tordant I'action de I' par x*.

Si M est un I'-module, on note M (7) le module

Proposition 6.4. — a) L’application R, — Dgi, qui 4 A associe téke’z induit un

isomorphisme de Ry, [I'|-modules
:LLn,kZO
Ro/t* Ry = (Daign/ D) (k—1).
b) L’application R, ® R, — Eqitn, qui a (A, B) associe t%e’2 + t%fé induit un isomor-
phisme de R, [I']-modules

n, =0
R/t Ry ® Rt Ry = (Bt /By, ) (b= 1).

Démonstration. — On ne traite que le b), qui est plus délicat. Notons a = 1 + p™,

fixons 0 < ¢ < k et considérons un élément Ae} + Beh, + Cf{ + Df € Egif, dont la
i+1—k

a=—a
classe appartient & (Edifm / E:{if n) . En utilisant les formules de la proposition

6.3, cette appartenance se traduit par
0u(B) —a"*B € R,, 0,C)—-dC€R,, 04.D)—a""DecR,,

(04(A) —a'A)a* + Baloga - t*o4(D) € R,,.

Les trois premiéres conditions entrainent B & LI, + R, D € L I.+ R, et

th—i th—i
C € R,. Puisque t*D € R,, la derniére condition entraine A € R,. En utilisant
Hn, k=
ces observations et le lemme des noyaux, on obtient que <Edif’n / Eiif n) est ’en-

semble des classes Bel, + D f} avec B, D € t7*R,,. Cela montre déja que I’application
F:(AB)— téke’2+ t%fé induit un isomorphisme de R,-modules R, /t* R, ® R, /t* R, ~

Hin, k=0 - . . )
<Edif’n / Eéqf’n) . En utilisant & nouveau les formules de la proposition 6.3, on vé-

rifie que F oo, = a*~lo, o F pour tout a € Z;, donc F'® x*~1 est un isomorphisme de
R, [I']-modules, ce qui permet de conclure.
O

La suite exacte 0 — DOl — El0r] . ploral 5 0 induit (par localisation en
(™) — 1) des suites exactes de R,[[]-modules 0 — Df. — Ef.— DL —— 0et
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0 = Dgit, = Edit,n — Dait,n, — 0 pour n > m(E). Le lemme du serpent fournit donc
une suite exacte de R, [I']-modules

0— Ddif’n/DcTif’n — Edif,n/E:{ifm — Ddiﬂn/Dc—fif’n — 0.
Lemme 6.5. — Pour tout n > m(E), la suite exacte précédente induit une décompo-
sition de Ry [T']-modules

;U'n,k:O ;un,k:(]
(Edif,n/ E(;ﬂn) ~ (Ddif,n/ D$f,n) ® (Ddif,n/ Diif,n>

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la proposition 6.4.

:un,k:(]

O

Proposition 6.6. — La suite exacte 0 — Il5(D) — II5(E) — Is(D) — 0 induit une
suite exacte scindée de B-modules

0 — I(D)F~2e 5 (E)P—2le & 1(D)P~3ls 0.

Démonstration. — Cela découle du lemme précédent et de la proposition 4.16.
O

6.3. Les modules O,(2) et M,(%). —  Dans ce § on introduit certains sous-
modules de E$f,n qui joueront un role crucial dans les arguments de dualité dont on
aura besoin pour controler II5(£)28. On garde les hypothéses du début de ce chapitre
et on rappelle que

k—1

pnk = [ [ (014 = (14 ") 7F) € O[T,

i=0

Définition 6.7. — Si 2 € {D,E} et si n > m(Z), on note (voir le §5.2 pour { , }aif)

- lu'n,k:()
On(2) = {Z € Dignl {5 2}ar=0 Vze (-%if,n/@dJEf,n) } :

Lemme 6.8. — Pour tout n > m(2) on a

k—1
On(2) = (Y (o11pn — (1+ ")) D -
i=0
Démonstration. — Notons a = 1+ p" et 0 = 04. Soit 0 < i < k— 1. Puisque { , }qir est
o—attl—k=( 9t
parfait et I-invariant, (Qdif,n /Dt n) est en dualité parfaite avec ——t—.

Cette observation combinée avec le c¢) de la remarque 4.14 permettent de conclure que

k—1 k—1
On(2) = ﬂ (e —a I, = ﬂ (0 —a") D e
1=0 1=0
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Proposition 6.9. — a) Pour tout n > m(D), O,(D) est un R,-module libre de base
tkel et es.
b) Pour tout n > m(E), O,(E) est un R,-module libre de base tFey,t* f1, ea, fo.

Démonstration. — Nous allons traiter seulement le b), le a) étant similaire, et plus
simple. Fixons n > m(FE) et notons a = 1+p” et 0 = 0,. Si A, B,C, D € R, un calcul
immeédiat montre que pour 0 < ¢ < k on a

(o0 — a')(Aey + Beg + Cfy + Dfy) = (0 — a') A + aa®t* loga - 0(D))es +

(a*oc —a)B - e+ (0 —a')C - f1 + (dFo — a')D - fo.

Or B — (a*o —a') B est bijective sur Ry, et I'image de A — (o —a')A est 'ensemble des
séries f € R, dont le coefficient de t' est nul (utiliser le fait que o(t) = at). On en déduit
que (o — ai)E:{ifm est ’ensemble des combinaisons Ajeq + Bies + C1 f1 + D1 f telles que
les coefficients de ¢* dans A; et C soient nuls. On conclut en prenant I'intersection sur
i€{0,1,....k — 1} et en utilisant le lemme 6.8.

OJ

Rappelons que Vo = Hfﬁgl(v —1). Le lemme suivant est plus ou moins implicite
dans la preuve de [15, lemme 3| :

Lemme 6.10. — Soient B € R, et P = H% Y(X —i). Alors P'(V)(B) € t**R,, si et
seulement si B € t**R,,.

Démonstration. — Si B =} ;- a;t? alors on a des égalités dans R, /t**R,,
2k—1 2%—1  2k—1
Vok Vo s
SRR D) SR
7=0
2k—1 v 2k—1
2k 1
= Z A 5 s(ts) = Z (—1)2F 1551 (26 — s — D)oy - t5.
s=0 s=0
On a donc P'(V)(B) € t?*R,, si et seulement si as = 0 pour tout 0 < s < 2k — 1, d’out
le résultat. O

Définition 6.11. — Si 2 € {D, E} et si n > m(2), on pose
M(2) = {2 € D ,|Var(2) € t70a(2)}.
Proposition 6.12. — a) M, (D) = D%, pour n >m(D).

b) Si E est de de Rham, alors M, (E) = Ef. = pour tout n > m(E). Si ce n'est pas
le cas, alors M, (E) est un R,-module libre de base ey, f1,e2,t* fo.
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Démonstration. — Nous ne traiterons que le b), qui est plus technique. En passant a
la limite (pour a — 1) dans la proposition 6.1 on obtient

€2 f2
V(@l) =0, V(fl) =0, V(ﬁ) =0, V<tk) =w-e].
On en déduit, pour B € L,((t)) et P € L,[X], les égalités P(V)(B-z) = P(V)(B) -z
slz € {el7f1}a

e P(V)(t*B
P(V)(B-e2) = P(V) <th.tT§) _ (ilgt)

et enfin, avec un calcul semblable & celui pour P(V)(B - e2),
P(V)(B- f2) = P(V +k)(B) - fo + aP'(V 4 k)(B) - t*e;.

Soit P = H?ﬁgl(X — 1), de telle sorte que P(V) = Vgi. On vérifie sans mal que
P(V)(R,) C t?*R,, et que P(V + k)(R,) C t*R,. En utilisant la proposition 6.9, on
en déduit que Ae; + Bes + Cfi + Dfs € E(;r est dans M, (E) si et seulement si

62:P(v—|—]€)(3)62

if,n
aP'(V+k)(D) € t*R,,. On conclut en utilisant les lemmes 6.2 et 6.10 et en remarquant
que la condition aP'(V + k)(D) € t*R,, équivaut & aP'(V)(t*D) € t**R,,. O

7. Preuve des résultats principaux

On fixe dans ce chapitre D € ®I'°*(&) de dimension 2, tel que V(D) soit de de
Rham, a poids de Hodge-Tate distincts. On se donne une suite exacte non scindée
0— D — E — D — 0 et on suppose que E € €7(5), avec § = x~'det V(D). On ne
fait aucune hypothése sur p.

Théoréme 7.1. — Awec les hypothéses ci-dessus, les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

a) I;(E)™ # 15( D).

b) V(E) est de de Rham.

c) TIs(E)™8 est dense dans I5(E).

Avant de passer a la preuve du théoréme 7.1, expliquons pourquoi il entraine le
théoréme principal 1.2. On se place dans le contexte du théoréme 1.2, pour lequel on
renvoie a l'introduction. Soient D et E les duaux de Cartier de D(IT) et D(II;). D’aprés
Paskunas [29], D est de dimension 2, absolument irréductible et § est le caractére central
de TI. D’aprés le d) du théoréme 2.2, on a des isomorphismes canoniques II ~ II5(D)
et II; ~ II5(E). Puisque I1*% # 0, un théoréme de Colmez (|11, th. 0.20] ou [15, th.4])
montre que D est de de Rham, & poids de Hodge-Tate distincts. Les hypothéses du
théoréme 7.1 sont donc satisfaites, ce qui permet de conclure.

Revenons maintenant a la preuve du théoréme 7.1. Quitte & faire une torsion par un
caractére algébrique, on peut supposer que les poids de Hodge-Tate de D sont 1 et 1 —k,
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avec k € N*. On note Hcp_alg au lieu de ka_alg et pareil pour II;. La proposition 3.7

nous permet de supposer que E est de Hodge-Tate.

Proposition 7.2. — Si 9 € {D, E}, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
a) 2 est de de Rham.
b) (u)F tue Is(2)E ™.
¢) s(2) 8 c 15(2)s.

Démonstration. — On note pour simplifier IT = I15(2) et, pour n > m(%), on pose
Ny = ¢~ "(Resg, (IT")")).

Nous aurons besoin de quelques préliminaires :

Lemme 7.8. — (u™)* tue IIE ™% s et seulement si N,, C M, (2) pour toutn > m(2).

Démonstration. — Par Hahn-Banach et puisque { , }p1 est G-équivariant, (u™)* tue
127728 si et seulement si (u™)*(IT?™)* est orthogonal a II. €. D’aprés le théoréme 5.3

cela arrive si et seulement si

Z{'L‘jm((uf)ki)a do(P ) }aie = 0
jez

pour tous # € (II*)*, v € T8 et n > m(P) assez grand pour que ¢,(p’) €

Dyit n/ D$f , pour tout j € Z. Le corollaire 4.18 montre que cela équivaut encore a
I’égalité 7

> {ijm((w™) 2),u;bais = 0

JEZ
pour tous Z € (II*")*, (u;) ez € @jez(Ddif,n/D:ﬁﬁn)“n*’“:O et n > m(2). Par définition
de 0,,(2), cela revient & i;,((u™)*2) € O,(2) pour j € Z, 2 € (II*")*, n > m(2).
Enfin, d’aprés le lemme 5.5 ceci équivaut & i;,(2) € My, (2) pour tout Z € (II*")*, j € Z
et n > m(Z). On conclut en revenant a la définition des applications i;,.

O

Puisque (I1*")* ¢ DI%m@!K;_1 P! ona N, C 2. pour n > m(2). L'implication
a) entraine b) découle donc de la proposition 6.12 et du lemme 7.3.

Supposons que b) est vraie. On déduit alors du corollaire 5.4 que tout vecteur de
II7 7™ est tué par un idéal de codimension finie dans U(sly), et donc est SL2(Qp)-
algébrique. Puisque § est localement algébrique, on obtient IT: ¢ c I1?8, d’ot le c).

Enfin, si c) est vraie, la proposition 3.5 montre que (u™)* tue IT1*® et donc (u~)"
tue Hf_alg. Le lemme 7.3 permet de conclure que N,, C M,,(2) pour n > m(2). Nous
avons besoin du lemme suivant :

Lemme 7.4. — N, engendre 93, en tant que Ly[[t]]-module.
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Démonstration. — Puisque IT*" est dense dans II [32, th. 7.1|, on a une inclusion IT* C
(IT*")*, donc il suffit de vérifier que ¢~"(Resz, (II*)) engendre '@Jgf,n' Il découle des
corollaires I11.24 de [14], I1.5.12 et 11.7.2 de [10] que Resgz, (IT*) contient une base de
D%l pour n > m(2) (cela peut demander d’augmenter m(2)). Le résultat s’ensuit,
puisque D(Jirifm est engendré par (D07,

O

Le lemme 7.4 entraine l'égalité M, (2) = .@jifn, et la proposition 6.12 permet de
conclure que Z est de de Rham, ce qui finit la preuve de la proposition 7.2.
O

Revenons a la preuve du théoréme 7.1 et notons pour simplifier IT = II5(D) et 11} =
I15(E). Supposons que E est de de Rham et que H?lg = I1?!8, La proposition 7.2 montre
que (1_11)0}37alg C H?lg =I1?'2, donc (Hl)ffalg - Hffalg, ce qui contredit la proposition
6.6 et permet de conclure.

Supposons maintenant que H‘Tg £ TI%8 et montrons que (IT;)2 8 ¢ H?lg (ce qui per-
mettra de conclure que V(F) est de de Rham gréce a la proposition 7.2). La proposition
6.6 fournit une suite exacte de B-modules

0 — IIF-als 5 (1)) P2ls 1P —als 0,

On note (IT;)¥'® le sous-espace de H?lg engendré par les vecteurs (u — 1) - v, avec u €
U = ((1) le) Alors (Hl)ilg C (Hl)f_alg (par définition de (Hl)f_alg et en utilisant la
proposition 3.5). Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 7.5. — L’image de (Hl)?lg dans Hf_alg est non nulle et stable sous action
de B.
Démonstration. — La stabilité sous 'action de B est évidente. Si I'image de (Hl)glg

dans TI7 778 est nulle, alors 'image de tout vecteur v € Hiﬂg dans I12!8 est invariante
par U. Or (IT#8)Y = 0, donc on aurait H?lg = T1*'8 une contradiction. O

Le lemme 7.5 et la preuve du corollaire VI.5.9 de [11] permettent de conclure que
(I1))28 se surjecte sur IIZ 8. Ainsi, pour tout v € (II;)2 "2 on peut trouver v; €
(I1)28 tel que v — vy € L ™8, Comme MY ¢ c II?le (d’apres la proposition 7.2, car
D est de de Rham, ou en utilisant le corollaire VI.5.9 de [11]), on obtient v € H?lg, d’ou
I'inclusion souhaitée (Hl)iD —alg o H?lg. Comme nous 'avons constaté, cela entraine que
V(E) est de de Rham. Pour conclure la preuve du théoréme 7.1, il reste & montrer que
H?lg est dense dans II;. Or, nous venons de montrer qu’il contient (H1)f ~2lE 1 suffit
donc de montrer que ce dernier espace est dense dans II;. En utilisant la suite exacte

0— P2l P ale _ pP-als ¢
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fournie par la proposition 6.6, on se raméne & prouver la densité de Hf_alg dans II. Mais
I17 7" est un sous-B-module non nul de II d’aprés la proposition 4.16, le corollaire 4.18
et la proposition 6.4. Or, II est topologiquement irréductible comme B-module d’aprés

[14, prop. I11.32|. Cela finit la preuve du théoréme 7.1.

7.1. Déformations de de Rham. — Rappelons que si § : Q; — L* est un caractére
continu (pas forcément unitaire), alors on dispose d'un (¢, [')-module Z () (qui ne
correspond & une représentation galoisienne que si 0 est unitaire), qui a une base e telle
que ¢(e) = d(p)e et oa(e) = d(a)e pour tout a € Zy.

Définition 7.6. — Soit V une L-représentation absolument irréductible de Gal(Q,/Q,),
de dimension 2.

a) On dit que V est trianguline si on peut trouver des caractéres d; et s et une suite
exacte de (¢, I")-modules sur #Z

0 — Z(01) = Dyig — Z(02) — 0,

ou D= D(V).

b) On dit que V est spéciale si V' est trianguline, potentiellement cristalline, et si on
peut trouver une suite exacte comme dans a) et telle que, en posant w(V) = w(d1) —
w(d2), on ait

01
2 e xw(V)—l " ’$w(V)—1 21
L e (@ a2 o]

Notons que w(V') est la différence des poids de Hodge-Tate de V. De plus, on vérifie
facilement que V est spéciale si et seulement si son dual de Cartier V*(1) est spéciale. La
propriété fondamentale des représentations spéciales est le résultat suivant de Colmez :

Proposition 7.7. — Soit II € Rep; (§) un objet supersingulier tel que TI*'® £ 0. Alors
128 est réductible si et seulement si V(II) est spéciale, dans quel cas TI*'® est une
extension de W par W & St pour une certaine représentation algébrique W et ot St est
la représentation de Steinbery.

On vérifie aussi que V' est spéciale si et seulement si V' est potentiellement cristalline
et si la représentation de Weil-Deligne associée & Dy (V) est une somme directe de
deux caractéres dy, 02, avec g—; € {|z|,|z|~1}.

Si V est une représentation galoisienne, on identifie librement les déformations de V'
a L[e] et les extensions de V' par lui-méme. Si det V' = (, on dit qu'une telle déformation

Vi de V a déterminant ¢ si dety (V1) = ¢.

Définition 7.8. — Soit ¢ un caractére unitaire et soit V' une L-représentation de de
Rham, telle que det V' = (. On note Ext;C(V, V) le sous-espace de Ext*(V, V) engendré
par les déformations de V' a L[e], qui ont déterminant ¢ et qui sont de de Rham.
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Proposition 7.9. — Soit ( un caractére unitaire et soit V une L-représentation abso-
lument irréductible, de de Rham, a poids de Hodge-Tate distincts et telle que det V = (.
Alors dimy, Ext;C(V, V) =1 sauf si V est spéciale, auquel cas dimyp, Ext;C(V, V)=2.

Démonstration. — On pose W = ad’(V), sous-espace de End(V) formé des endomor-
phismes de trace nulle. On a donc un isomorphisme de Gal(@/ Q,)-représentations
Ve V* =W @1. Il découle de la proposition 1.26 de [28| et de sa preuve que 'on a un
isomorphisme

EXTJL}]’C(V, V) =~ Hgl(Qp7 W)’

ou H gl(Qp, W) désigne le groupe de cohomologie introduit par Bloch-Kato [4], classi-
fiant les extensions de Q, par W qui sont de de Rham. Un calcul standard utilisant
Pexponentielle de Bloch-Kato et ’exponentielle duale de Kato montre (voir par exemple
la prop. 1.24 de [28]) que

dim H}(Qp, W) = dim H%(Qp, W) + dim(Dgar (W)/ D (W)) + dim Deris (W*(1))9=".
Puisque V est absolument irréductible, on a H°(Q,, W) = 0. Ensuite,
DV © V) = {f € End(Dar(V))|  f(Fil'(Da(V))) C Fil(Dar(V)), ¥i € Z}.

Comme les poids de Hodge-Tate de V sont distincts et dimV = 2, on obtient
dim DI (V @ V*) = 3, donc dim(Dgr(W)/Dix(W)) = 1. La proposition est donc
équivalente a Dassertion suivante : Des(V @ V*)#=P = 0 sauf si V est spéciale, dans
quel cas Deis(V @ V*)¥=P est de dimension 1.

Supposons que V' n’est pas trianguline et considérons une extension finie K de Q,
telle que V' devienne semistable sur K. Puisque V n’est pas trianguline, la représentation
de Weil-Deligne associée a Dy (V) est irréductible, donc V' devient cristalline sur K.

Alors, en posant DX, = (Bais ®q, V)Cal@Qs/K) op a

cris

Deris(V @ V*)Lp:p ~ (DK ® DX )Gal(K/Qp)#PZP

cris cris

et ce dernier espace est nul, puisque ¢ a une base de vecteurs propres avec des valeurs
propres de méme valuation p-adique (cela découle de I'irréductibilité de la représentation
de Weil-Deligne associée a Dpgt(V'), ou par contemplation des formules de [25]). On en
déduit le résultat dans ce cas.

Supposons donc que V est trianguline. Si V est une tordue d’une représentation
semi-stable non cristalline, on peut supposer que V est semi-stable, et alors

Deris(V @ V)= = (Dgy(V) ® Dt (V)*) V=092,

Dans ce cas, le § 3.1 de [25] montre que Dg (V') a une base dans laquelle les matrices
ya

de ¢ et N sont ¢ = (g 3) et N = (99). On vérifie alors sans mal que (Dg (V) ®

Dy (V)*)N=0=p = 0.
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Enfin, supposons que V est une tordue d’une représentation devenant cristalline sur
une extension abélienne de Q,, on vérifie en utilisant les formules de la def. 2.4.4 de [3]
et la prop. 2.4.5 de loc.cit que Degis(V ® V*)#=P = 0, sauf si V est spéciale, dans quel
cas c’est un espace de dimension 1.

O

Remarque 7.10. — La non nullité de Deis(V ® V*)?=P équivaut a l'existence d’une
extension 0 -V — E — V — 0 qui est de de Rham, mais pas cristalline. Si V' devient
cristalline sur une extension K (forcément abélienne d’aprés le théoréme précédent),
alors F est semi-stable et non cristalline sur K.
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