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Transcrição, tradução e adaptação, por Eduardo Colli, da pa-
lestra de Étienne Ghys, no ICM2014, sobre Artur Avila, em
vista de sua premiação com a medalha Fields.

A���� Avila é um dinamicista fantástico. Se eu ti-
vesse que resumir quatro séculos de pesquisa em

dinâmica, em dois minutos, eu diria que há três eta-
pas principais nessa história. A primeira foi iniciada
por [Isaac] Newton: é dada uma equação diferencial or-
dinária e sua tarefa é achar suas soluções. Foi um su-
cesso notável, o sucesso do cálculo diferencial. O se-
gundo estágio começou quando Poincaré, na virada do
século XX, entendeu que, em muitos casos, é simples-
mente impossível achar uma fórmula para as soluções.
Este é, por exemplo, o início da teoria do caos: é dada
uma equação diferencial ordinária e sua tarefa é dizer
alguma coisa sobre suas soluções. Se possível algo inte-
ressante, como descrever o comportamento qualitativo
das soluções quando o tempo vai para infinito. O ter-
ceiro estágio começou quando os matemáticos entende-
ram que, na prática, os físicos nunca sabem a equação
que eles querem resolver. Sempre há quantidades des-
conhecidas que podem ser pequenas mas que podem
ter alguma influência no movimento. Esse período co-
meçou, digamos, nos anos 1960, com [Steven] Smale e
[René] Thom. Não é dada uma equação diferencial e sua
tarefa é dizer alguma coisa sobre suas soluções. Essa é a
principal área de pesquisa de Artur Avila. A maioria
de seus artigos gira em torno da questão “como é um
sistema dinâmico típico?”.

Mas antes de eu entrar em alguns detalhes, deixe-me
introduzi-los rapidamente a esse jovem. Artur nasceu
em 1979, na bonita cidade do Rio de Janeiro. Ele ob-
teve seu PhD com a idade de 21 anos, sob a supervisão
de Welington de Melo, no IMPA, o Instituto de Mate-

mática Pura e Aplicada, no Rio. Todos nós deveríamos
saber que uma Medalha Fields nunca floresce no meio
do nada. A abordagem de Smale e Thom, em dinâmica,
tem sido uma das forças principais do IMPA nos últimos
50 anos. O IMPA pode ficar orgulhoso dessa medalha.
Mais tarde, mas ainda muito jovem, Artur foi a Paris,
onde conseguiu sua posição pelo CNRS. Talvez ele pu-
desse captar ali um pouco do espírito de Poincaré. Hoje,
ele tem uma dupla posição acadêmica, no Rio e em Pa-
ris, e a dupla nacionalidade, brasileira e francesa. Esta é
uma maravilhosa e exitosa colaboração internacional.

Artur tem uma mente muito aberta. Ele gosta de par-
tilhar ideias com outros. Ele tem um enorme número
de colaboradores. E o melhor que eu posso fazer para
vocês hoje é apresentar esse “slideshow” com as fotos
de seus colaboradores�. Esta é uma boa ilustração da
maneira moderna de se fazer matemática. Tirando total
proveito da internet e do Skype.

Artur é um resolvedor de problemas. Ele escreveu vá-
rios artigos resolvendo várias conjecturas. Estou certo
de que é uma tarefa assustadora para mim, talvez até
uma tarefa impossível, dar uma visão geral de sua con-
tribuição matemática. Ainda mais porque minha inten-
ção não é a de falar com especialistas, e meu sonho é
o de ser entendido por todos vocês. Eu tenho que ser
“impressionista” e fazer algumas escolhas dentre várias
outras possibilidades.

Artur é um analista. Deixe-me dar um exemplo. Co-
mece com o que chamamos uma aplicação unimodal (Fig.

1 Em ordem alfabética de sobrenome: Flavio Abdenur, Jairo Bochi,
Alexander I. Bufetov, Xavier Bu�, Arnaud Chéritat, Sylvain Crovi-
sier, David Damanik, Welington de Melo, Bassam R. Fayad, Gi-
ovanni Forni, Sébastien Gouëzel, Svetlana Ya. Jitomirskaya, Je-
remy A. Kahn, Alejandro Kocsard, Raphaël Krikorian, Yoram Last,
Mikhail Lyubich, Marco Martens, Carlos Matheus, Carlos Gustavo
Moreira, Maria João Resende, Thomas Roblin, Christian Sadel,
Weixiao Shen, Barry Simon, Masato Tsujii, Corinna Ulcigrai, Mar-
celo Viana, Amie Wilkinson, Jean-Christophe Yoccoz, Zhenghe
Zhang.
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1). É simplesmente uma aplicação do intervalo em si
mesmo com um único máximo, e só. Vou assumir, por
simplicidade, que a segunda derivada nesse máximo é
negativa. Escolha um ponto x, tome sua imagem f (x) e
itere o processo (Fig. 2). Você obtém uma sequência de
pontos { f n(x)} e sua tarefa é dizer alguma coisa sobre
essa sequência: para onde ela vai? Onde ela acumula
quando n vai a infinito? Mas não se esqueça da mensa-
gem de Smale e Thom, não tente fazer isso para toda f ,
tente fazê-lo para uma f típica.

Aqui está um dos primeiríssimos resultados impor-
tantes de Artur, imediatamente após seu PhD, junto
com Misha Lyubich e Welington de Melo, que depois
ele melhorou um pouco mais com Carlos Gustavo
Moreira. Você tem uma família analítica real não trivial
fl de aplicações unimodais como acima e o ponto é
que há uma dicotomia dizendo que para quase todo l

a aplicação fl é ou regular ou estocástica. É claro que
eu deveria contar para vocês o que significa regular
e o que significa estocástico. Uma aplicação regular
é o caso fácil: significa que se você escolhe um ponto
x aleatoriamente, então a órbita { f n(x)} converge
para uma órbita periódica. Este é o caso fácil, não
caótico, muito simples de se entender. Tipicamente, o
conjunto de valores para os quais isso acontece é aberto
e denso no espaço de parâmetros l. E o segundo caso,
estocástico, é o caso complicado. É o caso caótico. No
entanto, a palavra “caótico” nunca deveria ser enten-
dida como uma palavra negativa. Ela não quer dizer
que você não pode predizer a dinâmica da aplicação
f . Há uma medida µ, que é absolutamente contínua
com respeito a Lebesgue, e tal que [Lebesgue] quase
toda órbita em [0, 1] está distribuída de acordo com

I

I

f

Figura 1: Gráfico de uma aplicação unimodal f de um
intervalo I nele mesmo.

essa medida. Neste caso ficamos muito felizes por-
que a dinâmica fica completamente entendida por meio
dessa bonita medida µ. O conjunto de valores de pa-
râmetros l para os quais isso acontece tem medida de
Lebesgue positiva. E o teorema que eu mencionei antes
diz que a união desses dois casos, o regular e o estocás-
tico, tem medida de Lebesgue total.

Esse teorema tem uma longa história. Infelizmente
eu não tenho tempo para explicar os detalhes, mas gos-
taria de dizer que essa é uma das primeiras situações
em que um caso especial de uma conjectura de Palis foi
conferido, descrevendo o comportamento típico de uma
trajetória típica de um difeomorfismo típico. De acordo
com Mikhail Lyubich, poderíamos dizer que alcança-
mos uma compreensão probabilística total da dinâmica
unimodal analítica real, e Artur Avila foi o jogador-
chave na etapa final da teoria. É claro que não me é
possível, agora, dar mesmo uma vaga ideia da prova de
tão difíceis teoremas. A única coisa que eu posso fazer é
dizer alguma coisa sobre a ferramenta principal da de-
monstração.

Artur certamente não é o inventor do operador de renor-
malização. No entanto, muito rapidamente, ele começou
a ser seu melhor usuário. A maioria de seus trabalhos
usa o operador de renormalização. Ele virou sua vari-
nha mágica. Foi o assunto de sua palestra plenária no
congresso anterior. Então deixem-me explicar do que
se trata.

x f (x) f 2(x) f 3(x)f 4(x)
x

f (x)

f 2(x)

f 3(x)

f 4(x)

Figura 2: Iterados de uma aplicação unimodal. Com a
ajuda da diagonal, o esquema permite esboçar os primei-
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ros iterados a partir de um ponto inicial x.

Suponha que você tenha um sistema dinâmico como
uma aplicação f de um conjunto X em si mesmo. E su-
ponha que, em X, haja um subconjunto próprio X

1

tal
que todo ponto em X

1

tenha uma órbita que retorna a
X

1

, talvez depois de muitos iterados. Isto define uma
aplicação f

1

de X
1

em si mesmo enviando cada ponto
em seu primeiro retorno a X

1

. Em muitos casos, o pe-
queno X

1

é de alguma maneira similar ao grande X,
podendo-se, usualmente, fazer uma espécie de “zoom”
de X

1

para X, de forma que agora você pode ver a apli-
cação f

1

não de X
1

em X
1

, mas de X em X, e assim você
terá uma aplicação R f de X em X. Esse operador R leva
um sistema dinâmico definido em X em outro sistema
dinâmico definido em X. Esse é o operador de renor-
malização. E o milagre é que a dinâmica de R atuando
no espaço de sistemas dinâmicos está muito relacionada
com a dinâmica de uma aplicação f típica atuando em
X. Como costumava dizer Adrien Douady: “Primeiro
aramos no plano dinâmico e então colhemos no plano
de parâmetros”.

I
1

I
1

f

f 2

Figura 3: Exemplo de renormalização. O gráfico da
aplicação unimodal f é mostrado em linha tracejada e
sobrepõe-se a ele o gráfico de f 2 = f � f . O subintervalo
próprio I

1

indicado é invariante por f 2. Em particular,
todos os pontos desse subintervalo retornam em exata-
mente dois iterados. Após reescalonamento desse subin-
tervalo para o intervalo original por uma transformação
afim (que reverta orientação, para que o gráfico fique com
um máximo em vez de um mínimo), o que se vê é uma
outra aplicação unimodal R f do intervalo original, que
é uma renormalização da f.

Vejamos o primeiro exemplo histórico. Na Fig. 3
vemos uma aplicação unimodal f do intervalo em si
mesmo (linha tracejada); vou quadrá-la, fazendo f com-
posta com f , obtendo a aplicação com dois máximos e
um mínimo, em linha contínua. Nós vemos que f 2 pre-
serva um certo subintervalo. Agora você pode ampliar
f 2 desse pequeno intervalo para o intervalo original e
depois invertê-lo, e você obtém uma outra aplicação uni-
modal. O que eu acabei de descrever para vocês é um
sistema dinâmico atuando no espaço de aplicações uni-
modais.

A Fig. 4 mostra o quadro geral. No final dos anos
1970, Coullet, Tresser e Feigenbaum tinham a intuição,
baseada em evidência numérica, que o operador de
renormalização R atuando no espaço de aplicações
unimodais deveria ter um ponto fixo. Esse ponto fixo
é chamado de aplicação de Feigenbaum, e a dinâmica na
vizinhança desse ponto fixo deveria ser assim: haveria
uma direção expansiva de dimensão um e uma direção atra-
tiva de codimensão um. Foi um longo e fascinante empre-
endimento conjunto de vários matemáticos transformar
essa intuição em um teorema. Muitos matemáticos,
incluindo, em particular, [Oscar] Lanford, [Dennis] Sul-
livan e [Curtis] McMullen. Lyubich e Avila puderam
alcançar o sonho de Sullivan de transformar uma prova
que era basicamente assistida-por-computador em uma

Figura 4: No espaço de aplicações unimodais, a renor-
malização descrita na Fig. 3 é um operador que tem um
ponto fixo, a aplicação de Feigenbaum, e a dinâmica desse
operador na vizinhança do ponto fixo apresenta uma di-
reção repulsora de dimensão 1 e uma direção atratora de
codimensão 1.

prova assistida-pelo-cérebro. Após um certo tipo de
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preparação técnica, a prova se reduz ao simples uso do
Lemma de Schwarz. Uma prova d’O Livro, como teria
dito Erdös!

Deixem-me trocar de marcha e ir para outro tipo de
sistema dinâmico: bilhares. Imagine que você tenha
uma caixa contendo um gás de partículas ricochetean-
tes. Imagine, mesmo que isso não seja fisicamente rea-
lista, que o gás é tão rarefeito que as partículas não co-
lidem entre elas e apenas ricocheteiam nas paredes da
caixa. Então cada partícula, basicamente, está seguindo
um jogo de bolas de bilhar. Qual é o sistema dinâmico
correspondente? Suponhamos, por simplicidade, que a
caixa é bidimensional e é, de fato, um polígono. Se você
escolher um ponto x na fronteira e um vetor v, digamos,
de tamanho um, se você bate na bola em x na direção
de v, a bola irá ricochetear no ponto x0 em uma nova di-
reção dada por v0. É claro que o sistema dinâmico que
você deseja compreender é a aplicação T que envia (x, v)
em (x0, v0) (ver Fig. 5).

Agora façamos uma hipótese adicional: que os
ângulos do polígono sejam múltiplos racionais de
p. Nesta situação, a velocidade, após ricochetear nas
paredes, só pode assumir um número finito de valores.

x

x0
v

v0

Figura 5: Bilhar do ponto de vista de sistemas dinâmicos.
O espaço de configurações é descrito pela posição x na
parede do bilhar e por um vetor unitário v que indica a
direção de saída. A menos que a reta {x + tv} aponte
para um canto, o par (x, v) define o próximo par (x0, v0)
pela lei de reflexão usual.

I
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I
2

I
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I
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I0
1

I0
2

I0
3
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4

Figura 6: Uma transformação de troca de intervalos de-
finida num intervalo da reta real. Para defini-la, divide-
se o domínio em subintervalos de tamanhos arbitrários
e define-se uma permutação desses subintervalos. Em
cada subintervalo Ij a transformação é uma translação,
que leva Ij em I0j . A transformação fica indefinida nos
extremos dos intervalos.

Por exemplo, se você puser uma bola de bilhar em mo-
vimento em uma mesa retangular a velocidade só pode
assumir 4 possíveis direções. Isso reduz a dinâmica de
dimensão 2 para dimensão 1: para cada segmento da
fronteira do polígono existe apenas um número finito
de direções possíveis. Portanto, o que se tem, de fato, é
um sistema dinâmico atuando na união de um número
finito de intervalos. Esse tipo de dinâmica é chamado de
troca de intervalos. Tecnicamente falando, é muito fácil:
você começa com um intervalo, você o decompõe em su-
bintervalos, você permuta os subintervalos, e você reor-
ganiza (Fig. 6). Não me faça perguntas sobre os pontos
extremais. Esqueça-os. O que interessa é que a dinâ-
mica de um bilhar poligonal racional no plano é basica-
mente reduzida a entender a dinâmica de aplicações de
troca de intervalos.

Agora deixem-me enunciar o teorema de Avila e
Forni, de 2007:

Quase todas as transformações de troca de in-
tervalos são fracamente misturadoras� (se irre-
dutíveis e diferentes de rotações).

Mas eu tenho que explicar essas palavras.

2 Mesmo em português, é mais comum utilizar-se a expressão em
inglês, “mixing”.
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“Quase todas” deveria ser fácil, porque o espaço de
aplicações de troca de intervalos tem dimensão finita.
Se você quer descrever uma troca de intervalos você tem
que escolher alguma permutação e também os tama-
nhos dos subintervalos, que sempre somam 1. Ou seja,
uma troca de intervalos pertence a uma união finita de
simplexos de dimensão finita. Portanto você tem a me-
dida de Lebesgue ao seu dispor e a expressão “quase to-
das as transformações de troca de intervalos” se refere
a essa medida.

Antes de explicar “fracamente misturadora” deixe-
me explicar “misturadora”. Suponha que você tenha
uma aplicação f de X para X, que preserva uma medida
de probabilidade µ. Diz-se que f é misturadora se o li-
mite, quando n vai a infinito, da medida µ(A \ f�n(B))
é o produto das medidas de A e B, isto é, µ(A)µ(B). A e
B são subconjuntos de X. De alguma forma isto significa
que, quando o tempo passa, a dinâmica esquece o pas-
sado. Os eventos “estar em A” e “estar em B após n ite-
rados” têm uma tendência de se tornar independentes
no sentido probabilístico. Então essa é uma boa aproxi-
mação de aleatoriedade.

“Fracamente misturadora”, como vocês podem adivi-
nhar, é somente um enfraquecimento de “misturadora”.
É apenas o seguinte: você tem a mesma definição, exceto
que você permite ao inteiro n de ir a infinito ficando res-
trito a um subconjunto dos inteiros de densidade total�.
De fato, “misturadora” e “fracamente misturadora” são
essencialmente o mesmo conceito.

Agora voltamos ao teorema: quase toda transforma-
ção de troca de intervalos, com respeito à medida de
Lebesgue, é fracamente mixing. Foi um progresso de
grande relevância na compreensão da dinâmica de bi-
lhares.

E a prova? Qual é a principal ferramenta da prova?
Adivinha? Renormalização! A aplicação de renormali-
zação age no espaço de sistemas dinâmicos, que neste
caso é um espaço de dimensão finita, e o milagre é que
ela é caótica, mesmo que aplicações de troca de interva-
los não sejam caóticas. Essa caoticidade do operador de
renormalização agindo no espaço de aplicações de troca
de intervalos é a chave para se entender a dinâmica de
uma aplicação de troca de intervalos típica. Este é um

3 Diz-se que S ⇢ N tem densidade total se limn!•
]S\{1,...,n}

n = 1.

tour de force.

Deixem-me de novo mudar de marcha e ir para outro as-
sunto onde a intuição dinâmica de Artur radicalmente
mudou a paisagem: operadores de Schrödinger quase pe-
riódicos. Imagine que você tem um certo tipo de partí-
cula quântica discreta unidimensional. O espaço de fa-
ses dessa partícula quântica é o espaço de Hilbert das
funções Y de quadrado integrável indo de Z em C e
você pensa na probabilidade de uma partícula estar no
ponto n como proporcional a |Y(n)|2. Como é usual em
dinâmica quântica, o movimento da partícula é regido
pela equação de Schrödinger

i
∂Y
∂t

= HY ,

em que H é o operador

HY(n) = Y(n + 1) + Y(n � 1) + V(n)Y(n) .

Os dois primeiros termos são apenas uma versão dis-
creta do operador de Laplace; V(n) é uma função limi-
tada, um potencial limitado, que descreve o ambiente
da partícula. E o que você quer entender é a dinâmica
dessa partícula se movendo na reta. Note que H é um
operador autoadjunto limitado agindo em um espaço
de Hilbert, e como todos nós sabemos, tudo depende
do espectro desse operador e das medidas espectrais.
Lembrando que o espectro S é o conjunto de energias E
tais que H � E · Id não é invertível. E a medida espectral
associada ao estado Y é a medida µY tal que a integral
de uma função g com respeito a essa medida é dada por
esta fórmula:

hY, g(H)Yi =
Z

gdµY .

Isto é canônico em análise funcional.
O espectro e a medida espectral são relevantes para o

entender como é a dinâmica da partícula quântica. Ba-
sicamente, pode-se dizer o seguinte: se a medida µ é
absolutamente contínua com respeito a Lebesgue, isto
quer dizer que você está no regime condutor. A par-
tícula viaja livremente na reta. Se a medida é singular-
mente contínua, a partícula viaja, mas não tão bem. E, se
a medida é pontual significa que a partícula fica aprisio-
nada pelo potencial. Portanto, entender a natureza das
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medidas espectrais e do espectro é exatamente a mesma
coisa que entender a dinâmica da partícula. O exemplo
mais fácil de olhar é quando o potencial V é quase perió-
dico. Se quiser, pode pensar num quase cristal. E, entre
os exemplos mais fáceis, o mais fácil deles é o chamado
Operador Quase Mathieu, que é quando existe apenas
uma frequência: V(n) = 2l cos(2pna). Esse é o exem-
plo canônico que você quer entender.

Foi conjecturado que, quando a é irracional, o espec-
tro é um conjunto de Cantor. Em 1981, Martin Katz ofe-
receu dez martinis para a prova dessa conjectura. Barry
Simon cunhou o termo “conjectura dos dez martinis”.
A Fig. 7 mostra a chamada Borboleta de Hofstadter�. Se
você corta a figura por uma reta vertical cuja primeira
coordenada é a você verá o espectro do operador para o
valor l igual a 1; o chamado valor crítico l = 1. Então
você vê esse bonito conjunto fractal.

Figura 7: Borboleta de Hofstadter (imagem original de
Douglas Hofstadter). Fixa-se l = 1 no potencial V e
varia-se, na abscissa, o valor da frequência a. Em cada li-
nha vertical de coordenada a, plota-se o espectro do Ope-
rador Quase Mathieu.

De fato, Artur e colaboradores vieram com novas
ideias mudando a área completamente. Artur basica-
mente tinha a ideia de incorporar ideias de sistemas di-
nâmicos no mundo da teoria espectral. É justo dizer que
os teóricos espectrais haviam exaurido suas ferramen-
tas e não sabiam mais como prosseguir. Artur veio com
ideias de sistemas dinâmicos e pôde resolver a maior

4 O descobridor dessa figura, Douglas Hofstadter, é o mesmo que
escreveu o livro Gödel, Escher, Bach, de 1979. A figura foi descoberta
em 1976.

parte das conjecturas que estavam abertas nessa área.
Vou mencionar três delas: primeiro, Avila e Jitomirs-
kaya, in 2009, resolvendo a conjectura dos 10 martinis:

Para todo l 6= 0 e todo irracional a, o espectro
sl,a é, de fato, um conjunto de Cantor.

Infelizmente eles não ganharam os dez martinis porque
M. Katz faleceu em 2009. Segundo, em 2006, Avila e
Krikorian, a conjectura de Aubry Andre: a medida de
Lebesgue do espectro é dada pela fórmula

Leb(sl,a) = 4|1 � |l|| .

Na verdade o caso não crítico, em que l não é igual a
1, já era conhecido por Jitomirskaya e Krasovsky. E o
último teorema que eu quero mencionar, que resulta de
Avila e Jitomirskaya (2009), Avila e Damanik (2008) e
Avila (2009):

Para todo a irracional e |l| < 1, o espectro é
puramente absolutamente contínuo.

Então, se |l| < 1 você está, de fato, no regime condutor.
A partícula quântica viaja pela reta.

Para terminar, quero mencionar um teorema que, es-
tritamente falando, não está muito relacionado a dinâ-
mica. É um teorema puramente de equações diferenci-
ais parciais. Eu gosto muito dele porque ele é fácil de
enunciar e difícil de provar. Artur me contou que quase
todo matemático que ouve esse enunciado pela primeira
vez fica imediatamente convencido que ele é trivial, e
apresenta uma prova trivial, que está invariavelmente
errada. Esse é um teorema duro. Pode ser que alguém
na audiência consiga achar uma prova de duas linhas,
não sei. Então deixem-me enunciá-lo para vocês.

Deixe-me começar por algo muito fácil e bem conhe-
cido. Tome uma variedade compacta C• e um difeo-
morfismo C1 dessa variedade. É bem conhecido e fá-
cil de provar que você pode aproximar esse difeomor-
fismo, na topologia C1, por um difeomorfismo C•. Fá-
cil. Agora o teorema é o mesmo, exceto que você tem
um volume. Comece com uma variedade compacta de
classe C•, munida de uma forma de volume C•. Tome
um difeomorfismo C1 que preserva volume e o teorema
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de Artur é que você pode aproximá-lo, na topologia
C1, por um difeomorfismo C• que preserva volume. A
prova é maravilhosa. Ela vai por indução sobre o esque-
leto de uma triangulação. Ela me lembra a maravilhosa
prova de Gromov dos princípios-h.

Artur é um fenômeno na teoria moderna de sistemas
dinâmicos. Seus resultados são incríveis e estou conven-
cido de que este é apenas o começo. Parabéns, Artur!

N. do E. A lista de referências abaixo foi tirada do MathSci-
Net e contém todas os artigos em que Artur consta como autor.
A consulta foi feita em 03/02/2015.
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