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$1. ISTRODUCTIOS 

SOIT Z une surface compacte orientee differente de la sphere et 6: rri (C) + Diff’+(S’) une 
representation quelconque du groupe fondamental de 1 dans le groupe des diffeomorphis- 
mes du cercle respectant l’orientation. Dans ce travail, nous nous interessons aux relations 
entre les proprietes homotopiques de 4 et les proprietes dynamiques de l’action cor- 
respondante de rci (1) sur le cercle. 

Les proprittes homotopiques de 4 sont essentiellement concentrtes dans sa classe 
d’Euler. On peut en effet construire, par suspension de 4, un fibrt en cercles au-dessus de C. 
La classe d’Euler de ce fibre, ivaluee sur la classe fondamentale de Z, est un entier note eu (4). 
Un theoreme de Milnor-Wood [l l] -affirme que cet entier satisfait l’inigalite: 

leu(4)l 5 Ix(x)l 

oti ~(1) designe la caracteristique d’Euler-Poincare de 1. 
Par ailleurs, il est bien connu que faction de rri (Z) sur S’ correspondant a 4 doit verifier 

l’une des proprietes qualitatives suivantes: 

(1) 4 a une orbite finie; 
(2) toutes les orbites de 4 sont denses dans S’; 
(3) il existe un “minimal exceptionnel”, c’est-a-dire un ensemble de Cantor K contenu 

dans S’, invariant par 4 et tel que l’orbite d’un point de K est dense dans K. 

11 est tres facile de verifier que dans le cas (l), l’entier eu (4) est necessairement nul: l’orbite 
finie fournit alors une “section multiforme” pour le fibre en cercles consider& Par contre, la 
propriete 2 ne limite pas les valeurs possibles de eu($): pour toute surface C et tout entier n tel 
que In1 I 1x(X)1, il est possible de construire une representation 4 telle que eu(+) = n et dont 
toutes les orbites sont denses. 

Nous cherchons ici a savoir si l’existence d’un minimal exceptionnel pour une 
representation 4 impose une contrainte supplementaire entre les entiers eu(@) et x(C). La 
rtponse a cette question est evidemment negative si 4 est une representation a valeurs dans le 
groupe HornCow des homeomorphismes du cercle respectant l’orientation. En effet, il est 
toujours possible, A partir d’une representation a orbites denses, d’ouvrir une orbite “a la 
Denjoy” de facon a produire une nouvelle representation ayant la meme classe d’Euler mais 
possedant un minimal exceptionnel. 

Nous allons ttudier ce probltme dans deux cadres differents: les representations de classe 
C2 et les representations analytiques reelles. 

TH~OR~ME 1. Soit 4 : 7c1 (C) + Diffl (S’) une reprtkntation ri caleurs duns le groupe des 
diffPomorphismes du cercle de classe C2 qui respectent [‘orientation. Si 4 possPde un minimal 
exceptionnel, alors jeu(4)j < Ix(E)\. 

. 
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TH~ORESIE 2. Soit 4 : 7~~ (X) -+ Diff; (S’) ltne reprPsentarion d calews dans le groupe des 

dijjf~omorphismes analytiques du cercle qui respectent I’orientation. Si 4 possPde un minimal 

exceptionnel, alors eu(4) est nul. 

Le thkorkme 2 ne s’ktend pas aux reprksentations de classe C’: on peut construire 
explicitement une reprksentation f#~ : xc1 (E) + Diff;Z (S’) dans le groupe des diffkomorphismes 
du cercle de classe C” qui respectent l’orientation telle que 4 posside un minimal 
exceptionnel et eu(4) est non nul (voir [4]). 

La dkmonstration des thtortmes 1 et 2 met en kvidence des risultats ayant un inttrit en 
soi et que nous formulons ci-dessous. 

TH~OR~ME 3. Soit 4 : n, (C) -+ Homko+(S’) une reprkentation telle que eu(4) = & ;c(E). 

Alors, routes les feuilles du feuilletage de codimension 1 obtenu par suspension de 4 sent des 
cykndres, des plans ou des tores. 

THEORZME 4. Soit r c Diff,+ (S’) un groupe de typefini prhsercant un ensemble de Cantor. 
Alors, I- contient un sous-groupe libre d’indicejni. 

Le thkortme 4 gkntralise un rtsultat similaire de [l] 06 I- est supposi: sans torsion. 
Notons que les groupes fuchsiens (exemples de Raymond [13]) fournissent de nombreux 
exemples d’application du thtortme 4 od r a effectivement une torsion non triviale. 

52. Gi&RALITk---RAPPELS 

Nous rappelons tout d’abord quelques notions relatives ti la thiorie des bouts introduite 
par Freudenthal. Si L est un espace localement compact, le nombre de bouts e(L) de L est la 
borne suptrieure (tventuellement infinie) du nombre de composantes connexes non 
relativement compactes du complimentaire d’un compact de L. Si I- est un groupe de type fini 
et S un systkme de gkntrateurs, le graphe de Cayley de (r, S) est le graphe dont les sommets 
sont les tlkments de r et qui posstde une a&e joignant yI ri ‘Jo si 7271 - ’ E S. Le nombre de 
bouts dece graphe ne dtpend pas du choix de S. Ce nombre e(T) est 1e”nombre de bouts de I-” 
et ne pew prendre que les valeurs 0, 1, 2 et -I- 30. Les groupes ayant 0 bout sont les groupes 
finis et ceux ayant 2 bouts sont les extensions finies de Z. Le thkorkme suivant classifie les 
groupes ayant une infinitt de bouts. 

TH~OR~ME 2.1. (J. Stallings [16] ). Soit r un groupe de rypefini. Alors e(T) 2 2 si et 

seulement si I- s’tcrit sous la forme A * ,B ou A*, od C est un groupefini diffPrent de A et de B. 
(La notation A*cB dPsigne un produit amalgamP et A *c dPsigne une HNN extension.) 

Plus gtntralement, soit r, c r un sous-groupe de r et S un systeme de gktrateurs de r. 
On peut alors construire un graphe dont les sommets sont les tkments de l’espace homogbne 
T/T1 et posskdant, pour chaque ‘J mod rl de T/T1 et s de S, une artte joignant ‘J mod rl B s y 
mod rl. De mgme que prtckdemment, le nombre de bouts de ce graphe ne dtpend pas du 
choix de S: c’est le nombre de bouts e(T/T1) de l’espace homogine r/r,. Les notions de bouts 
d’espaces homogkes et d’espaces topologiques sont relites par le thkortme suivant. 

TH~OR~ME 2.2. (H. Hopf [12]). Soit M une variPtC compacte et I- c n1 (M) un sous- 

groupe du groupe fondamental de M. Si A? est le ret’gtement de M associi d r, alors 
e(E7) = e(nI (hqp-). 
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Ce dernier theortme est trts utile pour etudier les feuilletages definis par suspension. 
Rappelons rapidement cette construction. Soit ,M une variete compacte et 4: rci(.M) 
+ Diff ‘(S’) une representation quelconque. Si iti disigne le revetement universe1 de M, le 
groupe rrt(A4) opere sur le produit A x S’. La variete quotient est un fibre en cercles au- 
dessus de M, muni d’un feuilletage J de codimension 1 transverse aux fibres. Les feuilles de 
9 sont en bijection avec les orbites de I’action de rri(M) sur S’ et les proprietes de 9 se 
deduisent de celles de faction. Par exemple, le thtortme 2.2 montre que le nombre de bouts de 
la feuille correspondant au point x de S’ est egal au nombre de bouts de l’espace homogene 
rri(M)/Stab(x) oti Stab (x) dtsigne le stabilisateur du point x sous l’action de ni(A4). 
De meme, 9 posside un minimal exceptionnel si et seulement si 4 en possede un; les feuilles 
semi-propres du minimal de .F (c’est-&dire celles correspondant aux points isolts d’un coti 
du Cantor) correspondent aux orbites semi-propres de I’action 4. 

Les deux theorimes suivants seront essentiels pour ce qui suit. 

THEOREME 2.3. (G. Duminy): Soit Fun feuilletage de codimension 1 et de classe C2 dune 
car&i compacte M. Si 9 possede un minimal exceptionnel, les feuilles semi-propres de ce 
minimal ont une infinite de bouts. 

TH~OREME 2.4. (G. Hector): Si, de plus, 9 est analytique &I, routes lesfeuilles du minimal 

exceptionnel ont une infinite de bouts. 

En fait, nous n’utiliserons que les deux corollaires suivants. 

COROLLAIRE 2.5. Soit 4 : rcl (X) + Diff,’ (S’) une representation possedant un minimal 
exceptionnel. Alors, lesfeuilles semi-propres du minimal exceptionnel dufeuilletage suspendu ne 

peuvent pas etre homeomorphes a R2 ou a W x S’. 

COROLLAIRE 2.6. [l]: Si r c Diff,+ (S’) est un sous-groupe de type jni possedant un 

minimal exceptionnel, alors r a une infinite de bouts. 

Le corollaire 2.6 est une consequence du theortme 2.4 car il y a au plus un nombre 
denombrable de points x pour lesquels Stab (x) est non trivial. Si x est un point du minimal 
pour lequel Stab(x) est trivial, le nombre de bouts de la feuille correspondante est alors igal 
au nombre de bouts de r. 

11 est clair que ces deux corollaires sont des cas extremement particuliers des theoremes 
correspondants. Comme il n’y a pas de demonstrations publites de ces theorimes, nous 
donnons, pour la commodite du lecteur, une esquisse de demonstration des deux corollaires 
qui nous interessent. La technique que nous employons est directement inspiree de celle 
employee dans le cas general et nous ne pretendons Cvidemment pas a l’originalitt. 

Enoncons tout d’abord deux lemmes dont les demonstrations sont basees sur des 
estimations de non linearite de type “Denjoy”. 

LEMME 2.7. Soit r c Diffc (S’) un groupe de typefini possedant un minimal exceptionnel. 

Alors, si x est un point isole d’un tote de ce minimal, le stabilisateur de x sows I’action de r est 
non trivial. 

(Si le lemme etait faux, tous les elements de r seraient des raccourcis au sens de [ 11 p. 
1061; le lemme VI.2.5 de [l l] serait alors en contradiction avec le theortme de Sacksteder 
fournissant un point fixe repulsif pour r.) 
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LEMME 2.8. Soit 9 un feuilletage de codimension 1 et de classe C2 d’une vari&& compacte 
posskdant un minimal exceptionnel et L une feuille semi-propre de ce minimal. Soit h, une suite 

de lacets de L du type g,,, ’ * y, *gn oti gn est un chemin joignant le point base x0 ci un point x, et oti 
.I In esr un lacet en x, dont le support tend vers l’infni quand n tend cers + 30. Alors, I’holonomie 

des lacets h, est d$inie sur un voisinagefixe V de x0 dans une transversale d Ten x0 et converge 

uniformiment cers l’idenrite sur V quand n tend vers I’injini. 

La dkmonstration de ce lemme est dorm&e dans [2.6, lemma 2.91, voir aussi [lo]. 

DPmonstration du corollaire 2.5. Une feuille semi-propre du minimal exceptionnel ne 

peut pas kre un plan d’aprts 2.7. Puisque. dans un cylindre, il existe une suite de lacets h, 

comme dans le lemme 2.8 qui reprtsentent tous le gtntrateur du groupe fondamental de ce 

cylindre, le lemme 2.8 montre que si un cylindre est une feuille semi-propre d’un minimal 

exceptionnel, alors ce cylindre est sans holonomie. Mais ceci est contraire A [6] ou [9]. n 

Pour dtmontrer le corollaire 2.6, nous utiliserons le rksultat suivant. 

THEOR~ME 2.9. (G. Hector [7, S] ). Si II c Diff,’ (S’) est un sous-groupe ayant un minimal 
exceptionnel, alors le srabilisateur de tout point de S’ est soit trivial, soit injini cyclique. 

DPmonstration du corollaire 2.6. Soils : nl (M) -, rune surjection du groupe fondamental 

d’une varitti: compacte sur r et considtrons le feuilletage obtenu par suspension de l’action 

de z1 (A4) sur S’. Comme l’holonomie d’une feuille semi-propre L du minimal est non triviale 

(2.7), elle est cyclique (2.9) et done disc&e. D’aprts 2.8, l’holonomie des lacets de L situ&s en 

dehors d’un compact assez grand est done triviale. Par conskquent l’holonomie dkfinit un 

Climent non nul de l’image du morphisme nature1 H,’ (L, Z) + H’(L, Z). 

11 est Clkmentaire de vtrifier le fait suivant; soit L une varittt non compacte et u un tltment 

non nul de l’image de H,’ (L, iZ) -+ H’(L, Z) alors le revGtement de L associtt P u a une infinitt 

de bouts. En appliquant ce fait A la feuille semi-propre L, on voit que le revitement de M 

associt au noyau de s a une infinitk de bouts. Mais, d’aprks 2.2, le nombre de bouts de ce 

revgtement est &gal B celui de r. n 

53. LE CAS DIFFiRENTIABLE; LES THiORkMES 1 ET 3 

Pour dtmontrer le thtorime 1, il nous suffit de dkmontrer le thtorkme 3. En effet, d’aprts 

le corollaire 2.5, un feuilletage de classe C2 dont toutes les feuilles sont des plans, des cylindres 

ou des tores ne peut possider de minimal exceptionnel. 

L’idte gCntrale est la suivante: chaque feuille d’un feuilletage obtenu par suspension est 

un revitement de la base du fibrt en cercles associt: et on peut done considkrer une feuille 

comme une section “multiforme” en un sens trts vague de cette fibration. Si le feuilletage 

suspendu posstde des feuilles “compliqukes”, on trouve done une “section non triviale”ce qui 

permet de majorer la classe d’Euler. Pour donner un sens A ce qui prtckde, nous 

commenqerons par ttablir une version relative de l’intgaliti: de Milnor-Wood. Si p : E -+ S est 

un fibrt: orient& en cercles au-dessus d’une surface compacte, connexe, orientte, g bord et si 

s : 2.5 + E est une section de au-dessus du bord de S, nous dkfinissons la classe d’Euler de p 

relative B s comme &ant l’obstruction g ttendre la section s I S tout entier. Cette obstruction 

est un ClCment de H2(S, ?S, Z); c’est done un entier que nous noterons eu(p, s). 

L’intirZt de cette notion provient du fait qu’elle permet de “localiser” la classe d’fiuler. Le 

lemme suivant est extrait de [S], c’est un cas particulier d’un rksultat gkntral de la thkorie de 

l’obstruction. 
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LEMME 3.1. Soit IL une surface compacte orientPe sans bord et Q: E + Z unjibrP en cercles 

orient4 au-dessus de Z. Soient X c I: une rhionjinie de courbes fermkes simples disjointes 

deux ci deux. S, , S, les adhPrences des composantes connexes de .Z - ?i et pi : Ei + Si les 
jibrh induits au-dessus de Si. Si S: X -+ E est une section de Q au-dessus de X, on a: 

Fixons-nous une surface compacte connexe orientie S A bord et une reprksentation: 

$:x1(S)- Homko+(S’). 

Nous ferons l’hypothtse suivante : si 7 est un iltment de 7~~ (S) librement homotope 4 une 

composante du bord de S, alors 4(y) posskde un point fixe sur S’. 

Lorsque I’on construit le fibrt en cercles Q: E + S associt A 4, les points fixes de ces 

homkomorphismes 4(jl) permettent de construire une section naturelle sm: SS -+ E au-dessus 

du bord de S. 

PROPOSITION 3.2. Soit 4 : 7c1 (S) 4 Homko+(S’) une reprksentation &rijiant la condition ci- 

dessus. Soit p : E + S 1ejibrP en cercles assock! d q5 et s 4 : ZS -+ E la section fournie par les points 

fixes. Alors la classe d’Euler relative eu(p, s+) &rife l’in&galitt? 

DPmonstration. I1 s’agit d’une adaptation de la dkmonstration de 1’inCgalitC lorsque S est 

sans bord. Soit g le genre de S et k le nombre de composantes connexes du bord de S. Une 

prksentation du groupe fondamental de S est: 

6, bL, . . . , ag7 b,, ul, u2, . . , Uk Ql Cai, bil fi ui = 1 
i=l 

Soient Al, B1, . . . , A,, B,, ul, . , Uk kS images par 4 de a,, bl, . . , a,, b,, ul, . . , uk. 

Pour kvaluer la classe d’Euler relative eu(p, s), nous utiliserons l’algorithme de Milnor (voir 

[ll] pour une dtmonstration dans le cas oti S est sans bord; dans le cas relatif, la 

dtmonstration est semblable). On note HZiio-(S’) le groupe des homtomorphismesfde R 

tels que f (x + 1) = f (x) + 1; il s’agit du revgtement universe1 de Homio+(S’). Pour chaque 

i = 1,2,. . . , g, on choisit des Gments Ai et Bi de HZ%o+(S’) qui se projettent sur Ai et Bi. 

Pour chaque i = 1, 2, , k, on note oi l’unique tltment de HZiko’(S’) qui se projette sur 

uii et qui posstde un point fixe dans ?.. On forme alors le produit: 

T= fi [Ai, Bi] fi Oi. 
is1 i=l 

Ce produit se projette sur l’identiti: dans Hornto+ et ne dkpend pas des choix faits sur Ai 

et Bi. Par conskquent, Test une translation bien dtfinie dont I’amplitude est entitre. Cette 

amplitude n’est autre que la classe d’Euler eu(p, s+) que nous voulons majorer. 

Nous utilisons maintenant une notion introduite dans [3]. Si f est un Cltment de 

H%to+(S’), onposem(f) = inf(f(x) -x)et E(f) = Sup(f(s) - x). Ces fonctionnelles ont 
les propriktks suivantes: 

(1) si f a un point fixe, m(f) IO I m(f); 

(2) si f est un commutateur, ti (f) > - 1 et z(f) < + 1; 
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Evaluons maintenant m(T) et m(T). On a, d’aprts (3), 

C(T) > f tii([Ai, Bi])+ i fl(Ci)-g-k+ 1. 

En utilisant 1 et 2, on obtient: 

m(T) < 2g+k- 1 

m(T) > -2g-k+ 1. 

Puisque Test une translation d’amplitude eu(p, so), on obtient finalement 

et done 

jeu(p, s,Jl I 2g + k - 2 = Ix(S)/. n 

Nous pouvons maintenant demontrer le theoreme 3. 
DPmonstration du thPorPme 3. On considere done une surface fermte orientte X, 

differente de S2, et une representation 4 : 7cI (I) + Hornto’( On suppose qu’une feuille L 

au moins du feuilletage obtenu par suspension n’est ni un plan, ni un cylindre, ni un tore et 
l’on se propose de montrer que leu(4)l < I;c(X)l. 

Bien entendu, si le feuilletage considert possede une feuille compacte, on a eu(4) = 0 et 
l’intgalite est alors tvidente sauf si x(C) = 0. Dans ce cas Z est un tore et les feuilles du 
feuilletage ttudit sont des revetements de ce tore et done des plans, des cylindres ou des tores. 
Nous pouvons done supposer que x(X) < 0 et que le feuilletage suspendu n’a pas de feuilles 
compactes. 

Le groupe fondamental d’une surface non compacte est un groupe libre ayant au moins 
deux generateurs si celle-ci n’est ni un plan, ni un cylindre. On peut done trouver un sous- 
groupe libre a deux genirateurs L(a, b) dans le groupe fondamental de la feuille L considirte. 
Puisque les feuilles sont des revitements de X, ce groupe libre peut aussi etre consider6 
comme un sous-groupe du groupe fondamental de 1:. 

D’apres Scott [ 143, ce sous-groupe est “presque-gtometrique”, c’est-a-dire qu’il existe un 
revetement fini r : Cl + 1 et une surface a bord Si c Xi telle que L(a, b) ne soit autre que 
l’image du groupe fondamental de S1 par r*. Puisque rcr(Sr) est de rang 2, .Si ne peut etre 
homtomorphe qu’a un tore moins un disque ou une sphere moins trois disques. Dans les deux 
cas, on a x(S,) = - 1. Considtrons alors la representation: 

$i = 4 or* : x1 (S,) 4 Hornto+( 

11 est clair que eu(4i) = 6 eu(+) et x(X,) = 6x(Z) oti 6 est le nombre de feuillets de r. Pour 
montrer que letc(4)l < Ix(C)I, il nous suffit done de montrer que leu(4i)l < l~(X~)l. 

Par construction meme de Ci et Si, il est clair que +l(a) et Cpi (6) ont un point fixe commun 
sur le cercle S’. Soient S2, . . . , S, les adherences des composantes connexes de X1 - Si (on a 
n I 4). L’entier eu(4,) est une somme de classes d’Euler relatives (lemme 3.1) od la section 
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choisie SS, -+ E est evidemment celle fournie par ce point fixe commun $ &(a) et 4l(b). 

Pr&ist+ment parce que ce point fixe est commun d 4l(a) et 4,(b), la classe d’Euler relative 

correspondant d .S1 est nulle; la section se prolonge sur S1 tout entier. Par conskquent, ezc($,) 

est la somme des classes d’Euler relatives correspondantes ci S2, . . S,. Ces dernitres sont 

majories par lx(S,)(, . . , I,Y(.S~)I d’apres 3.2. 

Finalement, on a 

leu(4,)l 5 i IX(si)l. 
i=2 

Or, x(S,) est nkgatif car Si ne peut itre ni un disque, ni une sphkre. Done 

leu(41)l ’ Iit, Xtsi)l = IX(~l)-X(sI)l = IXfzI)l - l. 
_ 

Nous avons done montrt que 

et done aussi 

Remarque 3.3. Dans [S], Goldman conjecture que si 4: rtcl(Z) -+ Diffi(S’) est une 

reprksentation pour laquelle eu(4) = +x(C) et ~(1) # 0, alors 4 est topologiquement 

conjugute i la suspension d’une injection de rcl(Z) dans un sous-groupe uniforme discret de 

PSL(2, R) agissant projectivement sur PL (02)~ S’. Le thtort+me 3 que nous venons de 

montrer implique une partie de cette conjecture: si elc(@) = x(I), alors 4 est injective. En effet, 

les feuilles d’une suspension non injective ne peuvent ?tre des cylindres ou des plans. 

$4. LE CAS ANALYTIQUE; LES THkORekIES 2 ET 4 

Nous commenqons par montrer comment le th&or&me 2 implique le thiorkme 4. 

PROPOSITION 4.1. [ 11. Si I’ est un sous-groupe de type jini et sans torsion de Diff;(S’) 
posstdant un minimal esceptionnel, alors r est un groupe libre. 

Dtimonstration. D’aprits 2.6, IY a une infinitk de bouts. Un corolaire classique des 

thkorkmes de Stallings 2.1 et de Grushko montre que si II est sans torsion, alors r est libre 

(voir [ 163 ). 

LEMME 4.2. Soit r un groupe et e un Pkment de H*(T; E) dont I’image duns H’(T; Q) est 

nalle. Soit i: [r, I-1 -+ r /‘inclusion. Alors i*(e) est nul duns H2([T, r]; Z). 

DPmonstration. Considirons le diagramme commutatif suivant dont les deux lignes sont 

obtenues i partir des suites exactes de Bockstein pour I- et [r, r]: 

H'(r; Qi'Z)- cd H2(r:H):H2(r;Q) 

i* /i* ii* 

4 4 $ 
~1 p-r]; 0:~) -H2([r,rii (4 -472(p~-is~ 
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Pusique, par hypothbe, v(e) = 0, il existe x dans H’ (T, Q/H) tel que u(s) = e. Pour montrer 
que i*(e) est nul. il suffit done de montrer que i*(x) est nul. Mais ceci est clair car tout 
morphisme de r dans Q/Z s’annulle tvidemment sur [r, r]. m 

4.3. DPmonstration du thiorPme 4 d partir du thPorPme 2. Soit r c Diffz (St) un sous- 
groupe de type fini ayant un minimal exceptionnel. La construction par suspension permet de 
construire un fibre en cercles au-dessus de l’espace d’Eilenberg-MacLane K(T, 1) dont la 
classe d’Euler est un element e de H’(K (I-, 1); Z) 2: H’(T; Z). Montrons tout d’abord que le 
theoreme 2 implique que l’image de e dans H2(r; Cl) est nulle. Pour cela, choisissons un 
element quelconque c de H,(r; Z). Cet element peut etre “represente” par un morphisme 

oti IX est une surface compacte orientte non spherique. C’est-a-dire que $, envoie la classe 
fondamentale [XJ de C (dans H,(rrr(C); Z) = Hz@:; Z)) sur c. D’aprts le theortme 2, on a 
Ii/*(e) ( [C] ) = 0. En d’autres termes, l’tvaluation de e sur c est nulle et e est done danc le noyau 
du morphisme naturel: 

H’ (r; Z) -, Hom(H2 (T; h); Z). 

L’image de e dans H2(r; Q) est done nulle. 
D’aprtssmme 4.2, la classe d’Euler restreinte a [r, r] est done nulle dans H’ ( [r, PJ; 

Z). Notons Diff y’(S’) le revetement universe1 de Diff: (S’) et interpretons la classe d’Euler 
2 sous-groupe r de Diff: (St) comme l’obstruction a relever l’inclus&T --) Diff: (S’) a 
Diffz (S’). Dans ces conditions, [I’, T] s’identifie g un sous-groupe de Diff,‘(S’) qui est un 
groupe sans torsion. Par consequent, le groupe des commutateurs [r, r] est sans torsion. 

Notons Tor(T/[T, II]) le groupe de torsion du groupe Abelien r/CT, r] et l-r le noyau de 
la projection de r sur r/[r, I-1 suivie d’une projection de r/CT, T] sur Tor (r/CT, l-1). 

\ 
rl 

I \ / 
/ v-, ri TowCr, ri) 

\ 

Le fait que p-, r] est sans torsion implique que rl est lui aussi sans torsion. Par ailleurs, 
puisque IYt est d’indice fini dans r et que r possede un minimal exceptionnel, il en est de 
meme pour rr. Nous pouvons done appliquer la proposition 4.1 pour conclure que Tr est un 
groupe libre. Nous avons done trouve un sous-groupe libre d’indice fini dans r. n 

Remarque 4.4. On a en fait montre un peu mieux que le theoreme 4: le groupe r contient 
un sous-groupe libre distingut d’indice fini a quotient AbPlien. 

Nous abordons maintenant la demonstration du thtortme 2. En fait, nous allons montrer 
le theorime suivant. 

TH~OR~ME 4.5. Soit r c DiffL(S’) un sous-groupe de type jini posskdant un minimal 
exceptionnel. Alors H,(JY; Q) = 0. 

Ce thtortme implique le thioreme 2 de la fac,on suivante: si 4: nl(Z) + Diff Z (St) une 
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reprksentation ayant un minimal exceptionnel, notons r l’image de 4. On a le diagramme 

commutatif suivant. 

HJ7r1(X); cl) 0. H,(Diff: (S’), Q) 

\ / 
H2 (I-; Q) 

11 est alors clair que si H,(r; Q) = 0, alors elc(4) = 0. 

Avant de dimontrer le thkortme 4.5, nous allons le motiver en montrant qu’une 

conjecture classique en thkorie des groupes l’implique trivialement. Rappelons la dkfinition 

suivante (voir [lj.] ); un groupe est O-accessible s’il a 0 ou 1 bout et. par rkcurrence, un groupe 

est n-accessible s’il s’icrit sous la forme A * cB ou A *c oti C est fini et ;i et B sont (n - 1) 

accessibles. Finalement, un groupe est accessible s’il est n-accessible pour un certain entier n. 

La conjecture dont il s’agit est la suivante: tout groupe de type fini est accessible (voir [15] 

pour des commentaires concernant cette conjecture). 

Le thkortme 4.5 est tvident pour les groupes accessibles pour la raison suivante. Si 

r c Diff,‘(S’) est O-accessible, il ne posskde pas de minimal exceptionnel d’aprts 2.6. Par 

rkcurrence, on suppose le thkortme 4.5 vrai pour les groupes (n - 1)-accessibles. Si r = A *c B 

ou A *c et A, B sont (n - I)-accessibles, on observe que A et B sont des sous-groupes de ret les 

orbites de A et B sur S’ ne peuvent done ttre toutes denses. Deux cas sont alors possibles: ou 

bien A posskde un minimal exceptionnel, ou bien A posskde une orbite finie. Dans le premier 

cas, on a, par rtcurrence H2(A ; Q) = 0. Dans le deuxieme cas, A posskde un sous-groupe 

d’indice fini qui a un point fixe sur S’. D’aprks 2.9, A est alors fini ou est une extension finie 

de Z. Dans les deux cas, on a H2(A; Q) = 0. De mCme Hz. (B; Q) = 0. Le thiorkme 4.5. est alors 

une consiquence du fait que 

H2(A*cB; Q)= Hz(A;Q)@Hz(B;@) 

Hz (A *c;Q) = H2(A, Q). 

Dans le cas gtntral, lorsque l’on ne suppose plus que r est accessible, nous allons montrer 

directement que H,(r ; Q) est nul. Soit c un iliment de Hz(r; Z) reprksentt par un morphisme 

rc/: z1 (C) + r. Nous voulons prouver que l’image de c est nulle dans H2(r;Q). Soit 

f:Z ---* K(r, 1) une application continue rtalisant II/ et considtrons une collection 

%? = {C,, C2, . . ) C,! de courbes tractes sur E et maximale pour les propriMs suivantes: 

(i) les courbes Ci sont des courbes fermies simples, disjointes deux g deux, non 

homotopes i ztro et non librement homotopes deux i deux; 

(ii) les images des courbes Ci par f dtfinissent des tliments de torsion dans r (plus 

prtciskment des classes de conjugaison de torsion). 

11 est clair qu’une telle collection maximale V existe. Soient T,, T2, , T, des voisinages 

tubulaires disjoints deux i deux des courbes Cl, C,, . . , C, et soient .Sl, S2, . . . , S, les 

composantes connexes de I- L fi. Les S, sont des sous-variktts I bord de C et leurs 
i=l 

groupes fondamentaux s’injectent dans celui de E. 

PROPOSITION~.~. Pow tortrj = 1, 2, . . , N, l’image dn groupefondamenral de Sj par @ est 

Ltn sous-groupejni de r. 

Remarquons que nous n’avons pas fix& pour l’instant, de point base ni sur Sj si sur X. 

L’inonci: de la proposition 4.6 a cependant un sens pour un choix quelconque de ces points 

bases. 
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Avant de demontrer cette proposition, nous montrons qu’elle permet de terminer la 

demonstration du theoreme 4.5. 

4.1. Dhonstration de 4.5. ri partir de 4.6. Considerons un graphe X plonge dans Z de la 

facon suivante: X posside un sommet dans chaque S, et contient exactement une arete pour 

chaque courbe Ci; cette arite joint les sommets contenus dans les surfaces Sj adjacentes a Ci et 

ne coupe Ci qu’en un seul point. 11 se peut qu’une seule surface soit adjacente a Ci : le graphe X 

contient alors un lacet. 

Soit Tj I’image de rri (Sj) parf, et Gi l’image de ni (Ci) par&. Le point base utilise dans Sj est 

le sommet correspondant de X et celui utilise dans n,(Ci) est l’intersection de Ci avec I’arete 

correspondante. Les groupes Gi sent finis par construction de W et les groupes Tj sont finis 

par la proposition 4.6. 

Chaque arete et chaque sommet de X se trouvent ainsi equip& d’un groupe Gi ou Tj et il 

est clair que chaque Gi se plonge de maniire naturelle dans les groupes ITj associes aux 

extremites de l’arite correspondante. En d’autres termes, la donntede X, des groupes Gi et I-j 

et de ces divers plongements fournit un graphe de groupes (voir [15] pour cette notion). Soit 

H le groupe fondamental de ce graphe de groupes. Rappelons succintement la definition de 

H. On part de la reunion disjointe des espaces d’Eilenberg-MacLane K(Tj, 1) et des produits 

K(Gi, 1) x [0, l] et, pour chaque a&e de X, on “attache” les deux “bords”de K(Gi, 1) x [O, l] 

sur les espaces K(Tj, 1) correspondants aux extrtmitts de l’arete consideree. L’application 

d’attachement choisie est itvidemment une application de K(Gi, 1) dans K(rj, 1) qui realise Ie 

plongement donne de Gj dans rj. Si V designe I’espace ainsi obtenu, H est le groupe 

fondamental de Y. 

Par construction mime de cet espace V, ii est clair qu’il existe des applications continues 

g:C + Vet h: V+ K(r, 1) telles quefest homotope a hog. 

D’autre part, la dimension homologique rationnelie de H est inferieure ou egale a 1. En 

effet, H s’obtient par produits amalgam& et HNN extensions successives sur des sous- 

groupes finis, de sorte que H, (H ; Q) = & H, (rj; Q) si *2 2etdoncH,(H;Q) = Osi* 2 2 
j=l 

car rj est un groupe fini. 

Le theoreme 4.5. est alors clair. En effet: 

c = $*(cm = @*)* Ok*)* (PI) = 0 

dans H2(lY;Q) car H,(H;Q) = 0. n 
11 nous reste done a dtmontrer la proposition 4.6. 

4.8. DPmonstration de 4.6. Notons S l’une quelconque des sous-varietes Si et supposons 

que l’image G du groupe fondamental de S parf, est infinie. Nous avons deja observe que, G 

&ant un sous-groupe de I, deux cas sont possibles: soit G posstde une orbite finie, soit G 

possede un minimal exceptionnel. Dans le premier cas, si G est infini, G est une extension finie 

de Z et a done deux bouts. Dans les second cas, G a une infinite de bouts. D’aprts le theortme 

de Stallings, G peut alors s’ecrire sous la forme A *c B oti A *c ou C est un groupe fini different 

de A et de B. 
Considtrons tout d’abord le cas ou G est un produit amalgam6 A *=B. Nous pouvons 

realiser l’espace K (G, 1) a partir de la reunion disjointe de K (A, l), K(B, 1) et K(C, 1) x [O, 1-J 

en identifiant respectivement les points (x, 0) et (x, I) de K(C, 1) x [0, l] aux points z(x) et 

/3(x) de K(A, 1) et K(B, 1) 06 u et p sont les applications de K(C, 1) dans K(A, 1) et K(B, 1) 

correspondant aux plongements de C dans A et B. Gtomtttriquement, on dispose d’une 

application continue fde S dans K(A *c B, 1) (fig. 1). 

L’image par f d’une composante y du bord de S dtfinit une dasse de conjugaison d’un 

element de torsion de G = A *cB. D’apres [SC- WA], cet element est conjugue d’un element de 
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Fig. I. 

torsion de A ou de B. C’est-d-dire qu’il existe une courbe fermee contenue dans K(A. 1) ou 

K(B, 1) qui est librement homotope af(y). Quitte a modifierfpar homotopie, on peur done 

supposer que, pour chaque composante ‘J du bord de S, on a f(r) c K(A, 1) ou f(y) 

c K(B, 1). 

On considere alors l’image inverse Y = f - ‘(K(C, 1) x [0, l] ). Comme f peut ttre 

supposee cellulaire, Y est un sous-C W-complexe ferme de S qui ne rencontre pas le bord de S. 

Par une homotopie dex on peut remplacer Y par un de ses voisinages reguliers, c’est-a-dire 

que l’on peut supposer que Y est une sous-variete fermee a bord de S qui ne rencontre pas le 

bord de S. 

Si unecomposante du bord deY est homotope a zero dans S, elle borde un disque D plonge 

dans S. La courbef (ZD) est alors une courbe contenue dans K(C, 1) x [0, l] qui est homotope 

a zero dans K(G, 1); elle est done homotope a zero dans K(C, 1) x [0, 11. En modifiantfpar 

homotopie, on obtient done une application f’ egale a f en dehors de D et telle que f' (D) 

c K(C, 1) x [0, 11. Apres un nombre fini de telles homotopies, on est rament au cas ou toutes 

les courbes du bord de Y sont non homotopes a zero dans S. 

Evidemment, par construction meme, les images parfdes courbes du bord deY dtfinissent 

des elements de torsion de A *c B et done de r. Puisque %? = {C,, Cz, . . . , C,) est une 

collection maximale de courbes de 2 disjointes, non homotopes deux A deux et non 

homotopes a zero telles quef(Ci) dtfinit un element de torsion de r, on en dtduit que toute 

courbe du bord de Y doit itre librement homotope a une courbe du bord de S (fig. 2). Par 

consequent, les composantes connexes de S - Zsont toutes des anneaux sauf une qui est une 

sous-variett So qui est un retract de S. Puisque So ne coupe pas ?Y, l’image de S, parfest 

Fig. 2. 
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Fig. 3 

contenue dans K (A, 1) ou K (B, 1) ou K(C, 1) x [0, 11. Soit r: S + S une application 

homotope a l’identite telle que r(S) c S,,. L’applicationf o r est alors homotope Lifet a son 

image contenue dans K(A, 1) ou K(B, 1) ou K(C, 1) x [0, 11. En particulier,f,(rc,(S)) est 

contenue dans un conjugue de A, B ou C dans A *cB. Mais ceci est impossible car I’image de 

7cI (S) parf, est le groupe A *c B tout entier. On obtient done la contradiction cherchee. 11 nous 

reste a traiter le cas ou l’image G de rri (S) par f, est une HNN extension du type A *c. La 

demonstration est alors exactement la m2me a ceci pres que K(A*c, 1) est realist: a partir d’une 

copie de K(A, 1) et de K(C, 1) x [0, l] en recollant les deux “bards” de K(C, 1) x [0, l] ci 

K(A, 1) 1 l’aide des deux plongements de C dans A dont on dispose fig. 3. 

La demonstration se transpose sans difficulte dans ce cas puisqu’il reste vrai qu’un element de 

torsion de A*c est conjugue d’un element de torsion de A. n 
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