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Introduction 

Darts son article "The logarithm of  the Dedekind r/-function", Atiyah 6tudie diverses 
fonctions num6riques d6finies sur SL(2, Z), d 'origines tr~s vari6es [At 1 ]. Certaines de 
ces fonctions sont de nature topologique comme le d6faut de signature de Hirzebruch 
et le cocycle signature de Meyer. D'autres sont de nature arithm6tique et analytique, 
li6es h la fonction ~/de Dedekind etc . . . .  L 'essentiel  de l 'art icle de Atiyah consiste 
montrer que ces fonctions co'fncident, tout au moins sur les 616ments hyperboliques. 

La premi6re remarque du pr6sent article est qu 'un certain nombre de ces fonctions 
num6riques I sont ~videmment des quasi-morphismes, c 'est-~-dire que I ( A B ) - I ( A ) -  
I(13) est born6 sur SL(2, Z) x SL(2, Z). D'un point de vue cohomologique ordinaire, 
le 2-cocycle c(A, 13) = dI (A ,  13) = I ( A B )  - I (A )  - I ( B )  n ' a  aucun int6r~t puisque 
c 'es t  un cobord. N6anmoins, sa classe de cohomologie born~e est tr6s int6ressante 
car I n 'es t  pas born6. En fait, I e s t  essentiellement d6termin6 par la classe de co- 
homologie born6e de c dans le second groupe de cohomologie bom6e de SL(2, Z). 
Notons cependant que ce dernier groupe de cohomologie bom6e est tr6s complexe; 
par exemple, il n 'es t  pas de type fini. 

La seconde remarque est que le cobord e ( A , B )  de ces invariants se prolonge 
naturellement en des 2-cocycles born6s sur le groupe SL(2, ~) .  Notons que la fonction 
[ elle-mOme ne se prolonge pas au groupe SL(2, ~ )  de sorte que le prolongement c 

SL(2, R) n 'est  plus a priori cohomologue h z6ro. 
La troisibme remarque est que, pour le groupe SL(2, Ii~), le second groupe de 

cohomologie born6e s ' injecte dans la cohomologie ordinaire. I I e n  r6sulte que, pour 
retrouver I ~ une quantit6 born6e prbs, il suffit de conna~tre la classe de cohomologie 
ordinaire du prolongement c ~ SL(2, R). La tfiche est facilit6e par le fait que les 
cocycles auxquels nous avons affaire sont 6videmment bor61iens et que le second 
groupe de cohomologie bor61ienne de SL(2, R) est monog6ne. 
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Tous ces faits algdbriques constituent la partie prdliminaire A. 
I1 rdsulte de ces remarques que le gdndrateur du second groupe de cohomologie 

bordlienne de SL(2, R) appara~t dans la littdrature sous diverses appellations: classe 
d'Euler, fonction de Rademacher, ddfaut de signature de Hirzebruch, signature des 
fibrds en tores. Nous ajoutons ~ cette liste le hombre de translation de Poincard dont 
nous verrons le rdle fondamental. 

Le d6tail de ces identifications fair l 'objet de la partie B. Dans le par. B-l ,  nous 
introduisons le cocycle //ordre cyclique// et le nombre de translation de Poincar6. 
Dans les pars. B-2, B-3 et B-4, nous appliquons successivement notre mdthode pour 
identifier trois invariants: l'ambigu'/td du logarithme de la fonction r/de Dedekind, le 
ddfaut de signature de Hirzebruch et la fonction de Rademacher. Cette demi~re s'avbre 
trbs relide ~t un cocycle introduit par Brooks darts le contexte de la cohomologie 
bomde. Pour finir, nous calculons concrbtement la signature d 'un fibrd en tores T 2 

au-dessus d'une surface, retrouvant ainsi des rdsultats de Meyer. De marne, nous 

exprimons le nombre de translation de Poincard d 'un  dldment de SL(2, Z) en termes 
de cocycles de Brooks. 

Le groupe symplectique Sp(2n, II{) gdndralise SL(2, R). Lui aussi a un second 
groupe de cohomologie bomde qui s'injecte dans la cohomologie ordinaire. Les con- 
siddrations prdc6dentes s'appliquent donc. L'analogue de la classe d'Euler est la classe 
de Maslov. Cette gdndralisation fait l 'objet de la pattie C. 

Dans le par. C-l ,  nous ddcrivons trois gdndralisations de l 'ordre cyclique: indice 
temaire de Leray et Kashiwara, cocycle de Dupont, Guichardet, Wigner et un troisi~me 
lid ?a l 'argument du ddterminant. II rdsulte des principes gdndraux de la partie A que 
les primitives de ces cocycles diffbrent de quantitds bomdes. Nous rdpondons ainsi 
une question de Turaev. 

Darts le par. C-2, nous construisons un quasi-morphisme privildgid ~-, analogue 
au nombre de tranlsation, ddfini sur le rev~tement universel de Sp(2n, R) et qu 'on 
appelle le nombre de translation symplectique. Puis nous calculons T e n  fonction du 
spectre. 

Dans le paragraphe C-3, nous pouvons aborder le calcul de la signature d 'un fibrd 
de fibre quelconque et de base une surface. Le cas fondamental et celui o~ la base 
est une sphere moins trois disques. On est alors amend ~ dtudier un 2-cocycle bored 
explicite sur le groupe Sp(2n, R): le cocycle de Meyer. Lh encore, nos mdthodes 
s'appliquent et permettent un calcul complet de cette signature (thdorbme C-3.13). 

Nous concluons cet article par une partie C-4 qui gdndralise le nombre de trans- 
lation symplectique au //cas fibrd//. On obtient ainsi un quasi-morphisme intdressant 
ddfini sur le groupe des diffdomorphismes symplectiques de ]R 2r~ ?a supports compacts 
contenus dans une boule fixde. 

A Prdliminaires: groupes uniformdment parfaits et cohomologie bornde 

Ddfinition 1. Nous dirons qu 'un groupe discret G est uniform~ment parfait s'il existe 
un entier k tel que tout 61dment du groupe G est le produit d 'au plus k commutateurs. 

Nous avons alors la remarque dldmentaire mais fondamentale. 

Remarque ]bndamentale 2. Soit 

0 ~Z i ~ F  P---~G ~1 

une extension centrale d 'un groupe uniform6ment parfait G. Notons T = i(1). I1 
existe au plus une application ~ : F  ~ ~ telle que: 



C o c y c l e s  d ' E u l e r  e t  de  M a s l o v  2 3 7  

(1) ~('TT) = ~('7) + 1 pour tout '7 E F ,  
(2) ~ ( ' 7 1 ' 7 2 )  - -  gO('71) - -  ~('72) est bomde sur F x F ,  
(3) ~('Tn) = n~('7) pour tout 3/E F ,  r~ C Z. 
Une application d 'un groupe F dans R vdrifiant (2) sera appel6e un quasi-mor- 

phisme. 
Si elle v&ifie en plus (3) ce sera un quasi-morphisme homogOne. 

Preuve. D'apres  (1), la diffdrence de deux telles fonctions s'6crit F op ofa F : G  --+ 1R 
est telle que F(gt92) - F(gl )  - F(g2) est bomde sur G x G (2). En particulier la 
fonction F est bom6e sur le sous-ensemble des commutateurs d'dldments de G e t  
donc sur G tout entier puisque le groupe G est uniformdment parfait. I1 rdsulte alors 
de (3) qu 'en fait la fonction F est identiquement nulle. [] 

La premiere pattie de cet article consiste h remarquer que des fonctions 4 ,  v6rifiant 
6videmment (1), (2) et (3) apparaissent dans des contextes tres diffdrents et col'ncident 
donc. 

Exemples Jbndamentaux 3. Tout dl6ment du groupe PSL(2, R) est un commutateur. 
Considdrons l 'extension centrale 

0 ---+ Z , PSL(2, IR) ~ PSL(2, R) ---+ 1 

o~ PSL(2, •) est le revStement universel de PSL(2, IR). Nous verrons bient6t que pour 
cette extension, il existe effectivement un ~b, v6rifiant (1), (2) et (3). 

4. Le groupe symplectique Sp(2r~,R) est lui aussi unifom16ment parfait (voir 
C- 1.1). Consid6rons l 'extension centrale: 

0 , Z ~ Sp(2n, IR) ---+ Sp(2n, IR) ----+ 1 

ofa Sp(2n, JR) est le rev~tement universel de Sp(2n, IR). Lh encore, une telle fonction 
~b existe et nous en rencontrerons divers exemples (donc 6gaux!) dans la pattie C. 

5. Une autre g6n6ralisation de l 'exemple 3 est la suivante. Tout 616ment du groupe 
Hom6o+(S 1) des hom6omorphismes du cercle conservant l 'orientation est un com- 
mutateur [E-H-N]. Dans ce cas, l 'extension ~t consid6rer est: 

0 ~ Z ----+ Hom6o+(S 1) ----+ Hom6o+(S j) , 1 

ofa Hom6o+(S 1) est encore le rev~tement universel, groupe que l 'on peut aussi in- 
terpr6ter comme celui des hom6omorphismes de IR commutant avec la translation T, 
d 'ampli tude 1. 

Revenons ~t la remarque fondamentale. Si ,b existe, notons c : G  • G --+ ~R le 
2-cocycle [bien d6fini d 'apr~s (1)] par: 

C ( g l ,  g2 )  = ~( '71"72)  - -  ~ ( ' 71  ) - -  ~ ( ' 7 2 )  

OLI "71 et '72 sont des rel6vements arbitraires de 91 et g2 dans F .  Toujours grace h (1) 
la classe de cohomologie r6elle d6finie par  c est l ' image de la classe de l 'extension 
centrale donn6e, par l 'application canonique H2(G; Z) --+ H2(G; IR). On voit doric 
qu 'une condition n6cessaire d 'existence est que la classe de cohomologie r6elle d6finie 
par l 'extension centrale 0 -+ Z --~ F ~ G ---+ 1 soit repr6sentable par un 2-cocycle 
r6el, born& sur G x G. 

En fait on peut 6noncer: 
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Proposi t ion 6. Soient G u n  groupe uniformdment parfait et x E H2(G, Z). Notons 

O - - - - * Z ~ / F x  P , G-- -~  1 

l'extension centrale correspondante. Les conditions suivantes sont dquivalentes: 
a) II existe une application (unique) ~z  :1~ ~ I~ satisfaisant les propridtds (1), 

(2) et (3) de la remarque fondamentale. 
b) L'image de :c clans H2(G, ~ )  est reprdsentable par un 2-cocycle bornd. 

Preuve. I1 reste h voir que b) implique a). Soit donc c : G  • G ~ ~ un 2-cocycle 
born6 normalis6 [i.e. c(9, 1) = c(1,9) = 0] repr6sentant la classe r6elle de x. Par 
d6finition, p ' c :  Fx •  ~ ~ est le cobord d 'une fonction (unique, car G est parfait) 
~e :Fx ~ ~ telle que g 'c(T) = 1. Puisque 

~ c ( 7 1  "/2) - -  ~ c ( ' / l )  - -  ~c(" ) '2 )  = C(,p('~I ) ,  P (" /2 ) )  

est bomde, il existe une constante K telle que l 'on ait pour tout n,p E N et tout 

"/E F:l(be("/n+p)- ~c(7 ~) -(ac(q/P)l < K.  I1 en r6sulte que la suite 1 ~c(7~) possSde 
n 

une limite lorsque n tend vers l'infini. C 'est  gi (,y). 
Pour terminer ces g6n6ralit6s, d6gageons une formule qui exprime ~be en fonction 

de ~x et de la connaissance de c sur les sous-groupes monog5nes de G. 

Forrnule 7. 
n--I  

~ ( 7 )  = ~*("/) - lim -1 ~ e(q,k, "1'). IS] 
n-++oo ?Z 

k = l  

Remarque 8. Ce qui pr6cSde s'interprSte naturellement dans le contexte de la coho- 
mologie bom6e [Gr, Ba, Be, M-M]. Si G est un groupe discret on note C~(G; IR) 
les sous-complexe des cochaines d 'Eilenberg-McLane qui sont born6es et H~(G; IR) 
les groupes d 'homologie  correspondants: ce sont les groupes de cohomologie bom6e. 
Les consid6rations pr6c6dentes signifient que pour un groupe uniform6ment parfait 
G, le second groupe de cohomologie born6e de G s'injecte dans le second groupe de 
cohomologie ordinaire [M-M]. 

B Le groupe SL(2,11) et la classe d 'Eu le r  

B.1 Nombre de translation et classe d'Euler 

Nous commen~ons par d6crire un 2-cocycle normalis6 sur le groupe Hom6o+(S 1) des 
hom6omorphismes directs du cercle S 1. Si p, q, r sont trois points du cercle oriental, 
posons: 

ord(p, q, r)  = 0 si deux des points p, q, r coincident 

= 1 s i q E ] p , r [  

= - 1  s i q c ] r , p [ .  

C 'es t  l'ordre cyclique des trois points p, q, r. 

Proposi t ion 1.1. (i) ord est invariant par Faction de Hom6o+(S~). 
(ii) ord(p, q, r)  + ord(p, r, s) = ord(p, q, s) + ord(q, r, s) ogt p, q, r, s sont quatre 

points quelconques du cercle. 
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Fig.  1 

p 

q 

Preuve. (i) est clair .  
(ii) Une fa~on agr rab le  de s ' assurer  de (ii) est  de penser  au cercle  S 1 c o m m e  le 

bord du disque de Poincar6 et ?~ constater  que ord(p, q, r )  est 6gal ~ _1 lois  l ' a i re  
7r 

a lgrbr ique  du t r iangle  id6al de sommets  p,  q e t r .  La formule  (ii) r rsul te  alors de la 
fig. 1. []  

Soit  E : R  -+ II~ la modif icat ion de la pat t ie  entibre [ ], ddfinie par:  

E ( x ) = x  si x c Z ,  
E ( x ) = [ x ] + ~  si x ~ g .  

S i x  et y sont deux nombres  rrels ,  posons  

U(x,y) = 2 E ( x -  y) E Z.  

L e m m e  1.2. Soient x, y, z trois nombres rdels. On a: 

U(x, y) + U(y, z) + U(z, x) = ord(Tr(x), 7r(y), 7r(z)) 

oli 7r : R ~ R / Z  est la projection. [] 

C o r o i l a i r e  1.3, Lafonction 

o r d :  H o m r o + ( S  1) x H o m r o + ( S  I) ~ Z 

ddfinie par ord ( f ,  9) = ord(0,  f (0) ,  f o 9(0)) est un 2-cocycle normalisi bornd sur le 
groupe uniformdment pmfait H o m 6 o + ( S  1 ). 

De plus, la classe de cohomologie d(finie par ord est deux fois la classe d'Euler, 
c' est-gl-dire deux.[bis celle de l' extension centrale : 

0 ) Z ----* H o m 6 o + ( S  1) P ~ H o m r o ( S  l )  ~ 1 . 

Preuve. 

ord (p ( f ) ,  p(.~)) = ~or~( f  o 0) - Cord(f) -- ~Pord(9) 

O?.1 ~bord:HOmdo+(S 1) --* Z est drf inie  par  4~ora(f) = U ( f ( 0 ) , 0 )  = 2 E ( f ( 0 ) ) .  Par  
aitleurs ~5ord(T ) = 2. [] 

Le quas i -morphisme ~ior d n'est  par  homog~ne.  Posons: 

~ ( f )  = l im 1 ~5ord(f,~) ' 
n--~+oe T/, 

On a: 
E(]n(o)) 

~ ( f )  = 2 lira 
n~+oo n 
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On reconna~t le double du hombre de translation de Poincard "r(f) de f .  
En rrsumr, le groupe Homro(S L) se trouve muni d'une part d 'un quasi-morphisme 

non homogbne h valeurs enti~res que nous noterons #~ :Homro(S  l) ---+ Z drfini par 
D ( f )  = 2E(f(0))  et qui est la primitive du cocycle ordre cyclique; d'autre part, 
d 'un quasi-morphisme homogbne h valeurs rrelles "r :Homro(S  1) --~ ~;  le nombre de 
translation de Poincarr. 

Nous avons la relation 

lim 1 #,((f)n)  = 2~-(f). 
n - * + o o  7/, 

De plus la classe de cohomologie entibre (resp. rrelle) drfinie par le cobord de #: 
(resp. de 7") est le double de la classe d 'Euler (resp. la classe d'Euler rrelle). 

En considrrant le cercle S 1 comme la droite projective PI (R) on obtient un plonge- 
ment du groupe PSL(2, ~)  dans le groupe Homro+(S~). Ce plongement induit un 
isomorphisme entre les groupes fondamentaux d'ofi le diagramme: 

0 ~ Z ~ PSL(2,]R) ---+ PSL(2, R) ~ 1 

0 ~ Z - - - + H o m r o + ( S 1 ) - - ~ H o m r o + ( S l ) - - - ~  1. 

Nous noterons encore r <: et ~- les restrictions h PSL(2, IR) des deux fonctions 
prrcOdemment drfinies. 

Le groupe discret PSL(2, Z) est isomorphe au produit libre Z / 2 * Z / 3 .  L'extension: 

0 ~ Z ~ PSL(2, Z) ~ PSL(2, Z) ~ 1 

obtenue par restriction ~ PSL(2, Z) de la situation rrelle, engendre le groupe 

HZ(PSL(2, Z); Z) ~ Z / 6 .  

En particulier, la multiplication par 6 de Z dans Z se prolonge en un unique ho- 

momorphisme 0:PSL(2,  Z) ---, Z. Nous noterons ~Z: PSL(2, Z) --, ! Z  la fonction 3 
drfinie par: 

r 'z (A) = ~.(A) - ~0(A) E �89 

et TZ: PSL(2, Z) --~ R la fonction d6finie par: 

Tz(A) = T(A) - ~Lo(A) 

off A est un relev6 quelconque de A dans PSL(2, Z). 

Rematyue !.4. Dans la pattie B-S, nous 6tudierons des invariants ddfinis sur SL(2, JR) 
et non plus sur PSL(2,]R). On peut aussi plonger SL(2,]R) dans Hom6o+(S I) en 
considdrant Faction sur les demi-droites issues de l 'origine de ]~:. Nous choisirons 
comme point base sur ce nouveau cercle la demi-droite passant par (1,0). Nous 
noterons ord' le 2-cocycle induit par ord sur SL(2, ~)  par ce plongement. Sa primi- 

tive #:~:SL(2,~)  = PSL(2, IR) ~ �89 diffbre de #: par la formule suivante. Soient 

A = (  a c db) E SL(2' IR) et ~ un relev~ darts SL(2' IR)" N~ av~ 

#: ' (A) - 2~  (/i) = sign(c), 

off, bien stir, sign(c) vaut 0 s i c  = 0, + 1 s i c  > 0 et - 1  s i c  < 0. 
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De m6me, on ddfinit une fonction ~ "  SL(2, Z) --~ l ~Z. On a la fonnule: 

c~ (A)  = 2~Z(Tr(A)) + sign(c) 

ob 7r: SL(2, Z) --~ PSL(2, Z) est la projection. 
Dans la suite, nous allons ident i fer  trois fonctions sur PSL(2, Z), ~t vrai dire, deux 

sur PSL(2, Z) et une sur SL(2, Z). 
I1 s 'agi t  d 'abord de l 'ambigui't6 du logarithme de la fonction 7/de Dedekind, puis 

du d6faut de signature de Hirzebruch pour les vari6t6s de dimension 3 et enfin de la 
fonction de Rademacher. 

Darts ces trois cas la stratdgie sera la m~me. Le cobord de ces fonctions se pro- 
longera naturellement en un 2-cocycle born6 sur le groupe uniformdment parfait 
PSL(2, R) ou SL(2, ~:). La connaissance de la classe de cohomologie ordinaire de 
ce 2-cocycle d6terminera la fonction (h une quantit6 bom6e pr6s). 

B-2 La fimction r I de Dedekind 

Pour s dans le demi-plan complexe sup6rieur .3/ ,  on d6finit: 

9(2 

*,~s H ( e2 . . . . .  ) ~/(s) = eT5 1 - [De]. 
1 

La puissance 24-i6me de la fonction 71 est une forme modulaire de poids 12. En 

particulier si A - • d est un 616ment du groupe PSL(2, g),  on a: 

~]24(A8) = [(c8 + d) 2 ]67124(s) 

e t  donc 

(log 7] 24) (As) = (log 7124) (8) zf_ 6 Iog(cs + d) 2 + 2iTrx(A) , x(A)  E Z ,  

ofJ logr124 est n ' importe  quelle d6termination continue, tandis que log(cs + d) 2 est 
la d6termination dont la partie imaginaire appartient ~t l ' intervalle [0, 27r[. Ce choix 
assure pour tout c et d, la continuit6 en s de cette fonction et l 'entier x(A)  est donc 
bien ind6pendant de e. C 'est  cette quantit6 que nous voulons red6terminer avec nos 
m6thodes. 

Le cobord de la fonction, x :PSL(2 ,  Z) --~ Z. 

Pour s E . ~  et A r PSL(2 ,~ ) ,  A --- �9 ( ;  

1 
j~(A) - 

(c8 + d) 2 

et 

On a alors: 

et 

b 
d ) '  posons: 

- A ' ( s )  

log(is(A))  = - log(cs + d) 2 r - 27r, 0] 

j s (AB)  = jB~(A) ,  j~(B) 

log(j~(AB)) = log(jB~(A)) + log(j~(B))  + 2iTrc(A, B)  
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oh, l~ encore, l 'entier e(A,  B)  6videmment born6 par 1 est ind6pendant de s. Lorsque 
A et B appartiennent h PSL(2, Z) on a 6videmment la relation: 

dx(A,  B )  = x ( A B )  - x ( A )  - x ( B )  = 6c(A, B)  . 

Nous avons donc prolong6 le cobord de la fonction X en un 2-cocycle born6 (par 6) 
sur le groupe uniform6ment parfait PSL(2, R). On pourra comparer ce fait ~ [As]. 

Lemme 2.1. La classe de cohomologie du cocycle e(A, B)  est la classe d'Euler. 

Preuve. Puisque e est un cocycle mesurable, la classe de cohomologie qu'il d6finit 
est un multiple de la classe d'Euler [Ma]. I1 suffit donc de d6terminer cette classe 
en restriction au sous-groupe SO(2) de PSL(2, R) constitu6 des rotations autour de 
i = x/-L--1. La d~finition de e(A, B )  montre alors qu'il d6finit l'extension: 

0 >Z ~R >S I = S O ( 2 )  >0.  [] 

On obtient alors une d6termination de x ( A )  <<~t 6 prSs>>. 

1 Proposition 2.2. (1) lim - x ( A  n) =- 6~-z(A). 
n - - - * + a ~  n 

(2) I x ( A ) -  6~-z(A)[ __< 6. [] 

Si l 'on  veut un calcul complet de la valeur x (A) ,  il faut travailler un peu plus. 

Lemme 2.3. Soient A et B E PSL(2, ~). Posons 

j~ (B)  j ~ ( A B )  
01 -- - -  e t  02 - -  

[j~(B)l [j~(AB)l 

AIors: 

ord(1, 01, 02) = ord(cx~, A(w) ,  AB(cx~)) 

off le membre de gauche est l'ordre sur le cercle des complexes de module 1, tandis 
que celui de droite est l'ordre sur le bord du demi-plan du Poincar& (On note oo le 
point ?t l'infini de ce bord.) 

Preuve. I1 s'agit de comparer les deux trivialisations naturelles du fibr6 unitaire tan- 
gent au demi-plan de Poincar6. La premiere est donnde par les translations de C; c 'est  
elle qui donne un sens ~ l'6galit6 j~ (B)  = B~(s). La deuxi~me consiste a associer 
un vecteur unitaire l'extrdmit6 h l'infini de la demi-gdod6sique issue de ce vecteur. 
On a la fig. 2. 

. . . . .  

) 

I 

(AB)'I(.~) B'I(*.) Fig. 2 
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Soit h le vecteur tangent au point ~- dans la direction du point oo. Les sym6triques 
par rapport ~t h des translat6s de B'(T) �9 h e t  (AB)'('c) �9 h sont respectivement de 
direction B l(o~) et (AB)- l (oo) .  On a donc: 

ord(1, 01, 02) = ord(h, B'(~-)h, (AB) ' (r)h)  

= - ord(h, V1, V2) 

= - ord(oo, B I(CxD), (AB)-I(oo))  

= ord(o(z,A(oo),AB(cx~)). [] 

Lemme 2.4. Si zl et z2 sont deux nombres complexes non nuls et log est la ddtermi- 
nation de partie imaginaire appartenant c] ] - 27r, 0], posons: 

logz2 = log (z~-~l) + logz,  +2iTrc(zl,z2). 

Alors: 

ord (1, 

o~ f : C *  ~ Z est ddfinie pap'." 

\ Z1 Z2 
] - 2 e ( z l , z 2 ) = f ( z l z 2 ) - f ( z ~ ) - f ( z 2 )  
s 

Z 
f ( z ) = - I  si -~1 • 1 

= - 2  sinon. [] 

On obtient alors, grfice h 2.3 et 2.4, la d~termination de X: 

The~ 2"5" S~ A : i ( ac bd ) ~ PSL(2' Z)" On a: 

x ( A ) =  3 ( N z ( A ) -  I) si e+-O 

= 3 ( # z ( A ) - 2 )  si c = O .  [] 

B-3 Ddfaut de signature de Hirzebruch et cocycle signature de Meyer 

Ce paragraphe foumit un calcul de la signature d 'une vari6t6 orient6e de dimension 4 
fibrde en tores T 2 sur une surface avec ou sans bord. 

A toute vari6t6 M de dimension 3, ferm6e, et munie d 'une paralldlisation stable 
de son fibr6 tangent stable, Hirzebruch associe un entier tS(M, t) appel6 ddfaut de 

signature et d6fini comme suit [H 1, H 2]. Soit W 4 une varidt6 compacte orient6e 
de bord M e t  soit Pl(W, M) C H4(W, M; Z) la premi6re classe de Pontryagin du 
fibr6 sur W / M  construit ~t partir du fibr6 tangent ~t W et de la trivialisation t de sa 
restriction au bord M.  Soit ~7(W) la signature de W. La formule de Hirzebruch pour 
la signature des vari6t6s fermdes de dimension4 ainsi que l'additivit6 des signatures 
de Novikov montrent que l'entier 3a (W)  - (pl(W, M), [W, M]) ne ddpend que du 
couple (M, t) (off [W, M]  ddsigne la classe fondamentale relative). On le note r t). 

Pour A E SL(2, Z), notons TAle fibr6 en totes T 2 sur le cercle S I , de monodromie 
A. Tout chemin 7 joignant A -I "h l'identit6 dans le groupe connexe SL(2, N) foumit 
une trivialisation stable t(7) de la 3-varidt6 TA. II est facile de s'assurer que le hombre 
iS(Ta, t(7)) est en fait inddpendant du choix du chemin 7 reliant A -I  ~t l'identit6 [par 
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exemple parce que l ' influence de ces choix transite par le groupe 7r1(S0) ~- Z/2] .  
Nous le noterons donc 6(A) et comme prdc6demment nous voulons le d6terminer. 

Le cobord de lafonction 6. Soient A, B E PSL(2, Z). Notons P la sph5re S 2 privde 
de trois disques. La donnee de A et B permet de construire un fibr6 en totes W ,  
de base P ,  gr~ce h la reprdsentation du groupe fondamental de P dans le groupe 
des diffeomorphismes du tore donn6e par A et B.  La vari6t6 W e s t  un cobordisme 
stablement parall6lis6 entre TA U TB et TAB et donc: 

8(AB)  - 8(A) - ~(B) = 3~(W) 

que nous noterons 3a(A, B )  et que nous appellerons le cocycle signature. 
Malheureusement, le groupe SL(2, Z) n 'est  pas uniform6ment parfait et la re- 

marque fondamentale ne s 'appl ique pas. Cependant, Meyer  [Me] a constat6 que le 
cocycle signature se prolonge naturellement au groupe uniform6ment parfait SL(2, LR). 
En effet, la donnde de deux matrices A et B de SL(2, ]R) fait de ]R 2 un module, not6 
~2,  sur l 'anneau de groupe 7/,[rq(P)] ( P e s t  toujours la sphere S 2 privde de trois 
disques), Le cup produit 

H I ( p ,  oP;ge{ 2) X H I ( p ,  oP;9~ 2) ~ H2(p~oP;ge{ 2 QR 9~2) 

est une forme altern6e. En composant par la flbche 7rl(P)-6quivariante ~:~2@~2 ~ ]I~ 
donn6e par la structure symplectique canonique de R 2, on obtient une ~brme bilin6aire 
sym~trique sur HI(P ,  OP; 9~2). Darts le cas o5 A et B sont des 6ldments de SL(2, Z), 
la suite spectrale de la fibration W montre que la signature de cette forme co'~'ncide 
avec celle de la vari6t6 W .  Nous la noterons donc encore or(A, B).  L'additivit~ de 
Novikov s 'adapte "~ ce contexte et montre doric que a (A,  B)  est un 2-cocycle born6 
(a priori par 4) sur SL(2, R). 

Pour appliquer les r6sultats de la pattie A i l  nous suffit, d 'une part, d ' identifier la 
classe de cohomologie ordinaire d6finie par cr ceci a 6t6 fait par plusieurs auteurs [Me, 
At 1-2, Tu], d 'autre part de d6terminer le 2-cocycle a,  en restriction aux sous-groupes 
monog~nes de SL(2, R) (voir formule A-7). 

Darts [Me], Meyer d6crit la forme bilin6aire sym6trique sur le groupe 
H 1 (P, OP; 9~2). La dualit6 de Poincar6 identifie ce groupe 

Hi (P ;  ]~}~2) ,~ HI (Z * Z; ~ 2 ) .  

Ce dernier espace est isomorpbe au noyau K de l 'applicat ion R 2 x I~ 2 -* ~ d6finie 
par: 

( u , v ) ~ ( A  I _ i d ) u + ( / 3 _ i d ) v  

et la forme bilin6aire associ6e est la restriction au sous-espace K de: 

b((u, v); (u ~, vt)) = det(u § v, (Id - B ) v  ~) [Me].  

L e m m e  3.1, Supposons que les matrices A et B commutent et que A - ld soit in- 
versible. Alors le noyau K prOc~dent est le dimension 2 et la forme bilin~aire bes t  
isomdtrique a b' : ]~2 X ]~2 ____+ ]~ donn6e par: 

b'(x, y) = - de t [ (AB - ( A B )  -I ) - (A - A - l )  - (B  - B -~ )x ,  y]. 

Preuve. On parametre K par c~:]R 2 ~ K 

c~(x) = ( ( I d - B ) x ,  (A -1 - Id)x) .  [] 
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Corol la i re  3.2. Si A et 13 sont deux rotations d'angle c~ et /3, on a: 

o-(A, 13) = 2 sign(sin c~ + sin fl - sin(c~ + /3) )  

= 2ordt(A,  B) (voir remarque B-1.4). 

Preuve. Lorsque A = Id, il est directement evident que (r0d, B)  = 0. Sinon, on 
applique le lemme3.1. [] 

Coro l la i re  3.3. La classe de cohomologie d~finie pat" le 2-cocycle ~r est 4 fois  celle 
ddfinie pat" r extension 

0 ---+ Z ~ PSL(2, R) > SL(2, R) ~ l . 

Preuve. Puisque le cocycle crest mesurable, la classe de cohomologie qu' i l  definit est 
un multiple de celle de l 'extension ci-dessus. Le corollaire 3.2 montre qu'en restriction 
�9 ~ SO(2),  le cocycle cr definit le quadruple de l 'extension 

0 , Z ~ R ~ S O ( 2 )  , 0 .  [] 

Coro l la i re  3 .4 .  Soient A et 13 deux ~l~ments elliptiques qui commutent clans SL(2, R). 
Alors: 

a (A,  B) = 2 ordt (A, /3) .  

Preuve. Les deux membres de l 'egalit6 sont invariants par conjugaison. On applique 
alors 3.2. [] 

L e m m e  3.5. Soient A et B deux ~l~ments hyperboliques qui commutent clans SL(2, L~). 
Alors: 

or(A, B )  = O. 

Preuve. Lorsque B :f A -1 la fonne b' (w)ir 3.1) est non degeneree. Tout vecteur 
propre commun "~ A e t / 3  est isotrope. La signature est doric nulle. Il est par ailleurs 
evident que c~(A,A - j )  = O. [] 

Le cas des elements paraboliques ne serait pas difficile h traiter de manibre ana- 
logue. Dans la pattie C, nous aurons h traiter le cas general des elements unipotents 
du groupe symplectique et nous renvoyons donc "~ cette pattie. 

Resumons les resultats obtenus sous la forme de deux theorbmes. 

Th~or~me 3.6. Soient A et 13 deu-r ~l~ments de SL(2, JR) tels que A, t3 et A/3 sont 
non paraboliques. Alors: 

or(A, B)  = ~ ( A B )  - r - 4~([1) 

ot'~ fI et B sont des relev~s arbitraires de A et 13 dans PSL(2, ]~) et oh." 

~b(ft) = 2 # ' ( f t )  si A est elliptique 

= 87-(A) si A est hyperbolique. [] 

Th~or~me 3.7. Soit A un Olement de SL(2, Z). Le d~faut de signature de Hirzehruch 
b(A) est donnO pat." 

f (A)  = 6#'~(A) si A est elliptique 

= 24"ru(A) si A est hyperbolique. [] 

Ainsi, ces thdorbmes permettent de calculer la signature d 'un fibre en tores T :  
au-dessus d 'une sphere moins trois disques. Pour le cas plus general ofa la base est 
une surface compacte ?a bord, il suffit de la <<decomposer en pantalons>/ et d 'a jouter  
les resultats obtenus. 
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B-4 Cocycles de Brooks et fonction de Rademacher 

Ce paragraphe est destin6 ~ calculer num6riquement ces invariants rE et &~Z. I1 en 
r6sultera donc un calcul explicite des fonctions X et 5 6tudi6es pr6c6demment. 

Dans [Br], Brooks donne des exemples de quasi-morphismes d6finis sur le groupe 
libre L(c~,/3) h deux g6n6rateurs. Soit w un mot r6duit quelconque en c~ • ,/3• Si "7 
est un 616ment du groupe libre L(c~,/3) on note ~7~("7) le nombre de fois que le mot 
r6duit repr6sentant '7 contient w comme sous-mot. On d6finit alors Nw : L(c~,/3) ) Z 
par: 

Nw('7) = r/w('7) - ~/~ , ("7). 

I1 est facile de constater que ces N~ sont bien des quasi-morphismes. 
Rappelons ici que le groupe PSL(2, Z), isomorphe au produit libre Z / 2 Z  * Z /3Z,  

est engendr6 par: 

Un 616ment 3' de PSL(2, Z) s'6crit donc de fa~on unique: "7 = Be~  BE~+J 
avec c0, e~+l E {- - l ,0 ,  l} et cj C {--1, 1} pour j :~ 0 et j =~ u + 1. D'une maniSre 
analogue h Brooks, d6finissons: 

R:PSL(2,  Z) ) Z 

par: 
v + l  

R('7) = ~ ei .  
i=O 

C'est 6videmment un quasi-morphisme que nous appellerons la fonction de Radema- 
cher pour des raisons qui appara~tront prochainement. 

Une faqon agr6able de d6crire les quasi-morphismes de Brooks se trouve dans 
[B-G] darts le contexte des groupes agissant sur les arbres r6els. Nous en d6crivons 
ici une variante bien adapt6e h notre contexte. 

II existe un arbre naturel, plong6 dans le demi-plan de Poincar6 . ~  et sur lequel 
PSL(2, Z) opSre [Se]. Cet arbre T e s t  l 'orbite sous PSL(2, Z) du segment g6od6sique 
joignant j = ~ et i = ~'Z-~. Si, p e t  q appartiennent h l'orbite de i, l 'unique 
g6od6sique de T, joignant p h q est en fait une g6od6sique bris6e de .7~. Les discon- 
tinuit6s de la d6riv6e correspondent aux points de l'orbite de j e t  sont de deux types 
(fig. 3 et 4). 

On p o s e / ( p ,  q) 6gal au nombre de virages ~t gauche diminu6 du hombre de virages 
3 

h droite. C'est  aussi ~ fois la variation de l 'angle du vecteur tangent lorsqu'on le 

transporte parall~lement le long de l 'arc pq. 

Remarque 4.1. Si p, q, r sont trois points de l'orbite de i dans T, la quantit6 f (p ,  q) + 
/ (q ,r)  + / ( r , p )  est 6gale h 0, +3 ou - 3  suivant que p,q,r  sont align6s, dans un 
ordre cyclique positif ou n6gatif autour du centre w du tripode p, q, r (voir fig. 5). 

Cette assertion est bien stir une version combinatoire tr~s simple du th6or~me de 
Gauss-Bonnet. 

Les propri6t6s suivantes sont claims: 
(1) R('7) = f ( i ,  '7(i)) pour tout '7 de PSL(2, Z). 
(2) /(a(i),'7(c~(i)) = R(c~- l fa )  pour tout '7, c~ de PSL(2, Z). 
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Cette deuxi~me 6galit6 va nous permettre de donner  un sens ~t l 'expression 
/(cx~, ? (c~))  ofa cx~ d6signe le point  ~ l ' inf ini  du bord du demi-plan  de Poincar6. 
Si ~ = BA, ta suite ~'~(i) tend vers le point  cx~. La suite/~(c~-'~7c~ ~) �9 constante 
h partir d ' u n  certain rang pour tout "7, 
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Nous noterons sa limite R~(7) .  Il rdsulte par ailleurs de la remarque4.1 que 

R~(T172) - Ro~(3q ) - Ro~(72) = 3 ord(oc, 71 (oc), 71 ~ 2 ( O Q ) )  �9 

On obtient alors: 

Th~ori~me 4.2. (1) lim R((BA)-nT(BA)  '~) = 3(;z(7). 

1 
(2) lim - R(7  n) = 6~-z(7). 

Preuve. (1) Les deux membres de l '6galit6 ont le m~me cobord. 
(2) C'est  la version homogdndisde de (1). [] 

Remarque 4.3. Le thdorbme pr6c6dent est un ((calcul numdrique//de ces invariants #'z 
et ~-z. En effet, le calcul des limites mentionn6es dans le thdorbme est trbs simple. 
Par exemple, si l 'dcriture de 3' comme mot en A et B commence par A et finit par 
A, on a 6videmment: 

3~a(-y) = R(-~). 

De la meme mani&e, si 3' commence par A et finit par B,  on a: 

6Tz(7) = R(7) .  

T o u s l e s  autres cas se traiteraient de mani6re analogue. Par ailleurs, la d6finition 
pr6c6dente de R(7) comme / ( i ,  7(i))  montre que son calcul est algorithmiquement 
tr6s simple. 

Remarque 4.4. Une faqon g6omdtrique d'interpr6ter ~-z(7) est la suivante. Supposons 
que 3' soit une isom6trie hyperbolique. I1 existe alors une unique g6od6sique de l'arbre 
T, globalement invariante par 3' et sur laquelle 3' agit par translation de l'arbre. Soit 
p u n  point de l 'orbite de i situ6 sur cette g6od6sique. La fig. 6 montre que: 

1 
~-z(7) = lira - R(7  n) = / ( p ,  ~,p). 

n ~ + ~  n 

Fig. 6 
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La fonction R a 6t6 introduite par Rademacher, darts son 6tude sur le logarithme de 
la fonction r /de  Dedekind [Ra, R-G]. Rademacher ddfinit une fonction sur SL(2, Z) 
par: 

b 
R ( a  b )  = d si c = O  

c _ _ a  + d _ 12 sign(c)s(a, [cl) - 3 sign(c(a - d)) s i c  4 0 
C 

u~z/kz 

0 si x c Z  
( ( z ) )  = 

x - l x l - � 8 9  sinon; 

puis montre, par des calculs assez longs, que cette fonction coincide avec celle ddfinie 
plus haut. 

En ces termes de sommes de Dedekind, une formule a ddjh 6t6 donnde pour le 

calcul du nombre de translation d'un 616ment de PSL(2, 25). Cette formule est cit6e 
dans [Wa] et attribu6e ~ Boyer. 

C Le groupe symplectique, la classe de Masiov 
et le cocycle signature de Meyer 

C-I  La classe de Maslov et trois quasi-morphismes d ~ n i s  sur Sp(2n, IR) 

Commen~ons par quelques rappels et notations (pour plus de d6tails, on pourra consul- 
ter [A-M]). Soit n u n  entier positif. Munissons l 'espace vectoriel IR 2n de coordonndes 
q J , . . . ,  qn, P I , . . . ,  Pn et consid6rons la forme symplectique standard w sur IR 2n ddfinie 
par: 

w ( ( q ~ , p ~ ) , t q ~ , p ~  ) =  p, �9 
cx  

Nous ddsignerons par Sp(2n, R) le groupe symplectique form6 des automorphismes 
lin6aires de R 2'~ qui prdservent w e t  par PSp(2n, IR) le quotient de Sp(2n, 1R) par son 
centre {:t: Id}. 

Proposit ion 1.1. Le gtvupe Sp(2n, IR) est uniformdment parfait.  

Preuve. Si a est un vecteur de R 2n, nous noterons ta la transvection symplectique 
d6finie par: 

ta(X) = x + w(x ,  a )a .  

Soit g u n  616ment de Sp(2n, R) tel que g(a) = v /2  . a. On a alors: 

t a = (ta)2ta 1 = tv@ a �9 ta 1 = g t ~ g - l t a  1 . 

Ainsi t~ est un commutateur darts Sp(2n, R). La proposition est alors une cons6quence 
du fait que tout 616ment de Sp(2n, N) est le produit d 'au plus 2n 616ments du type 
t~ 1 (voir [Di]). [] 

Un sous-espace L de R 2n, de dimension n e s t  un lagrangien si la restriction de w 
L x L est identiquement nulle. Nous noterons An  la grassmannienne lagrangienne, 

c'est-h-dire l 'espace de tousles lagrangiens. Bien stir PSp(2n, R) op~re sur An. 
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On peut identifier Ii~ 2n ~ C n par les coordonn6es z~ = q~ + ipa ( a  = 1 , . . . ,  n). 
Le groupe unitaire U(n),  prEservant la forme hermitienne ~ z , ~ ,  est alors contenu 
dans Sp(2n, R) et op~re transitivement sur An. Le stabilisateur de cette action est 
le groupe orthogonal O(n) de sorte que A,~ s ' identifie h U(n)/O(n). Le carr6 du 
d6terminant donne une fibration: 

det 2 :An = U(n)/O(n) --+ S 1 C C * .  

La fibre, diff6omorphe h SU(n)/SO(n), est simplement connexe. La fibration det 2 
induit donc un isomorphisme au niveau des groupes fondamentaux. 

D6signons par 7r : A~ ~ A,~ le rev~tement universel. Soit Sp(2n, II~) le sous-groupe 
constitu6 des hom6omorphismes de An qui rel6vent les 616ments de PSp(2n, II~) con- 
sid6r6s comme agissant sur An. On a bien stir une suite exacte: 

0 ~ Z , Sp(2n, R) ~ PSp(2n, ]~) ~ 1. 

I1 se trouve que Sp(2n, R) est aussi le rev~tement universel de PSp(2n, ~) .  La 
classe de cohomologie qui d6finit cette extension, 616ment de H2(PSp(2n,  R); Z) est, 
par d6finition, la classe de Maslov. C'es t  aussi le g6n6rateur du second groupe de 
cobomologie bor61ienne de PSp(2n, R) [Ma]. 

Dans le cas o?a n = 1, les consid6rations pr6c6dentes mbnent bien stir h l 'extension: 

N 

0 , Z --~ SL(2,  ll~) , PSL(2, I~) ,1  

que nous avons consid6r6e dans la premiere partie. Dans ce cas, la classe de Maslov 
co'/ncide avec la classe d 'Euler  et AI n 'est  autre qu 'un cercle. Les quasi-morphismes 

que nous avons construits sur SL(2 ,  II~) provenaient essentiellement de la modification 
E de la partie enti~re, ou encore du choix d 'un domaine fondamental pour l 'act ion des 
translations entibres sur la droite. Pour g6n6raliser cette construction a A,~, plusieurs 
m6thodes sont possibles et vont mener ~ divers quasi-morphismes. 

LapremiOre m6thode est certainement la plus na'fve. Soit * le plan lagrangien R '~ x {0} 
dans R 2n et ~, un relev6 d e ,  dans An. Soit 

~ 2  

det : An - - ~  R 

~ 2  
S l tel que det (~) = 0. On d6finit alors une fonction 4ida, le relev6 de det 2 :An 

sur Sp(2n lt~) par: 
- - 2  

~/'de~(9) = det (9(.~)) E N .  

Pour mieux d6crire ~bdet, n o u s  introduisons la fonction ~aet d6finie sur PSp(2n, ~ )  
par: 

~ 0 d e t ( 9 )  = det2(9(*)) 6 S l C C * .  

( A  B )  
Les 616ments de PSp(2n, R) s '6crivent sous la forme • C o~ les blocs 

A, B, C, D sont tels que BtA et CtD sont sym6triques et A t D -  BtC = Id. Les 
616ments de PU(n) sont ceux pour lesquels A = D et B = - C ,  identifi6s h la 

matrice complexe ~(A - i B ) E  PGL(n, C). Soit done g = • ( ~  ~ ) e t  
l t - i  ~ 

calculons 
\ t J  / . J /  
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( A I B'  ) 99det(g). Soit r = - B '  A ~ E U(n) tel que r(*) = g(*). La matrice 9-1r est donc 

"") 
du type C" d 'oh  il r6sulte que: 

A I = A A "  et B / = C A "  

et donc: \ 
(A' - i B  I) = (A - i C ) A ' .  

On obtient donc une formule explicite pour ~det: 

~det ( 4- ( g C DB) ) :  det2(9(*))= det2r = d e t ( A ' -  iB')  2 

det(A - iC) 2 $1 
= E C C .  

I det(A - iC)2l 

La fonction ~det, quant helle, est bien stir le relev6 continu de ~e t  ~t Sp(2n, ~)  qui 
est nul sur l'616ment neutre. 

Proposit ion 1.2. La fonction (~det est un quasi-morphisme. 

Preuve. Rappelons que le domaine de Siegel ~ n  est l 'ensemble des matrices n • n, 
symdtriques et h coefficients complexes, dont la partie imaginaire est d6finie positive 
[Si]. Le groupe PSp(2n, ~)  opbre sur On par: 

( Ac DB) " Z = ( D Z -  B ) ( - C Z  + A) -1 

[cette action diff~re de l 'action usuelle par l 'automorphisme 9 __~t 9- t  de PSp(2n, R)]. 

Si 9 = ~ C c PSp(2n, R) et Z c ~n ,  on pose: 

j(9, Z) = d e t ( - C Z  + A) 2 6 C* .  

I1 est imm6diat de vdrifier, de maniSre analogue fi B-2 que: 

j(91g2, Z) = j(gl,  92 " Z)J(92, Z)  . 

Ainsi, si l 'on pose: 

on a de m~me: 

Oz :g E PSp(2n, J~) ~ - -  
j(g,  Z)  

IJ(g, Z)I 
E S 1 C C*,  

0Z(9192) = Og2"Z(91) " Oz(g2)- 

Si on introduit les relev6s continus Oz:Sp(2n, R) ~ R d6pendant continfiment de Z 

et tels que Oz de l'61gment neutre de PSp(2n, ~)  soit nul, on a: 

0Z(0102 ) = 092.Z(01) -~- 0Z(02 ) 

et l'aplication 0i~d co'fncide avec l'application ~bdet dont il s'agit de montrer qu'elle 
est un quasi-morphisme. I1 faut donc montrer que: 

IOg2"ild(gl)--Oild(gl)] 
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est major6 par une constante qui ne drpend que de n. Pour cela, considrrons deux 
616ments Z0 et Z1 de Gn et 9 E Sp(2n, I~). L'application 

t E [0, 1] ~-~ j~l t)Zo+tZ~ (9) C C* 

est polynomiale de degr6 infdrieur ou 6gal h 2n. I1 existe donc au plus 2n valeurs 
de t off elle prend des valeurs r6elles (h moins qu'elle ne soit rrelle pour tout t). Par 
consrquent, la variation de l 'argument de jtl_t)Zo+tZ~ (g) lorsque t varie de 0 h 1 est 
infrrieure h (2n + l)Tr. En d'autres termes: 

1 
IOz,,(g) - Oz,(g)J <= n + y .  [] 

Le 2-cocycle born6 Cdet drfini sur PSp(2n, R) par: 

Cde,(gl, g2) = r ~2)  --  'b~e~(9l ) --  ~b~t (~2)  

O~5 91 et ~02 rel~vent 91 et g2, reprrsente bien stir la classe de Maslov. En rempla~ant 
~/'det par sa partie entiOre, on obtiendrait un 2-cocycle entier reprdsentant lui aussi la 
classe de Maslov et prenant des valeurs inf&ieures h n + 1. 

Une deuxiOme mdthode pour d6terminer un 2-cocycle repr6sentant la classe de Maslov 
a 6t6 utilis6e par Dupont, Guichardet et Wigner [Du, D-G, G-W]. Soit 

Sp(2n, ~)  = U(n) - P 

la d6composition de Cartan de Sp(2n, ]K). En prenant le cart6 du d6terminant de la 
composante sur U(n), on obtient une application: 

~ODGW : PSp(2n, ~)  --+ S l C C*.  

Dupont, Guichardet et Wigner montrent que si 9 ~ -4- C , on a: 

det(A + D + i B  - i C )  2 S~ C* 
HDrw(g) = J det(A + D + i B  - i C )  2} ~ c . 

L'application 4~DGw:Sp(2n, ~) ---~ ~ obtenue par relbvement continu est, elle aussi, 
un quasi-morphisme comme il est montr6 par Dupont [Du]. Nous ne d&aillerons 
pas ces constructions car nous n 'en  aurons pas besoin par la suite. On pourra aussi 
consulter [He, Ya, Y-S]. I1 faut rapprocher ces r6sultats de [D-T] ofa il est montr6 
(entre autres) que l'aire symplectique d 'un triangle g6od6sique de l 'espace de Siegel 
est uniform6ment bornre. 

Une troisiOme m~thode pour d&erminer un 2-cocycle repr&entant la classe de Maslov 
utilise une construction de domaine fondamental dans 3,~ ddcrite par Arnold JAr] et 
que nous allons rappeler rapidement. 

Si c~ est un lagrangien de A,~, nous noterons t(c~) l 'ensemble des lagrangiens 
/3 qui ne sont pas transverses h c~. C'est  une sous-varidt6 orientre et stratifire de 
codimension l e t  dont le lieu singulier est de codimension suprrieure ou 6gale h 2. 
La c[asse d'homlogie correspondante est Poincar6 duale du grn6rateur de Hj (A~; Z). 
Rappelons aussi que l 'ensemble des lagrangiens transverses hun  lagrangien donn6/3 
est naturellement un espace affine (sur l 'espace vectoriel des formes quadratiques sur c~ 
off & est n'importe quel lagrangien transverse ~/3). I Ien  rrsulte que le compl6mentaire 

de l ' image inverse t(/3~ de t(/3) dans/In  est une r6union disjointe d'ouverts contractiles 
permutds par I'action du groupe Z engendr6 par T, groupe du rev&ement cyclique 
7r:A,~ --* An. 
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Au voisinage du point c~ de t(c~), les 616ments de A~ correspondent h des formes 
quadratiques et les 616ments de t(c0 aux formes d6gdn6rdes. Ainsi t(c~) disconnecte 
localement A,~ en (2n + 1) composantes connexes au voisinage de c~, suivant la 
signature de la forme quadratique associde. L 'une de ces composantes est privildgi6e; 
c 'es t  celle qui correspond aux formes d6finies positives. Ceci perrnet fi Arnold de 
d6finir un indice m(6, /3)  C Z pour deux 616merits dz et /~ tels que 7r(d~) = c~ et 
7r(/~) = / 3  soient transverses. I1 suffit de joindre & et/~ par un chemin ~ dans An- La 
projection c de ~ darts A,~ joint c~ et/3. On fait suivre c par un petit chemin joignant/3 
5 un point proche de fl situ6 dans la composante privil6gi6e que nous avons ddcrite. 
L ' indice m(&, ~) est alors d6fini comme le nombre d' intersection de ce chemin avec 
t(/3). I1 est bien clair que: 

m(T~,  ;3) = m(~,  r /?)  = m(~,  ~) + 1. 

Les composantes de A,~ - t(c~) sont ainsi paramdtrdes par la valeur de m(~,  - ) .  
I1 est en fait possible de ddfinir m(~, /3)  m~me si 7r(~) et 7tO) ne sont pas trans- 

verses. Le cobord de rn, s ' identifie alors h l'indice ternaire de Leray-Kashiwara [Le, 
L-V] que nous rappelons. Vo6 aussi [Da]. 

Si c~l,ct2,cL~ sont trois lagrangiens, on considbre la forme bilindaire symdtrique 
A ddfinie sur (C~l + ct2) N c~3 de la fa~:on suivante: si a et b sont des 616ments de 
(cq +c~2)Nc~3 et s i x  est un 616ment de c~2 tel que a -  x ~ c~l, alors A(a, b) = aJ(x, b). 
L'indice ternaire I(cxt, c~2, c~3) est la signature de A. Le lien entre m et I e s t  donn6 
par la formule: 

I(Tr(a), 7r(~), 7~U/)) = re(a, ~) + re(B, ~) + m(~/, a) 

voir [L-V, Le, Ar]. 
Ainsi, nous pouvons d6finir lafonction de Arnold-Maslov: 

~i~AM :9 E Sp(2n, R) H rn(9(;) ,  ; ) .  

Le 2-cocycle associ6 CAM sur PSp(2n, R) est ddfini par: 

C A M ( 9 1 ,  o02) = (li~AM(9192) - -  ~J~AM(91) - -  ~J~AM(92) 

= I(*, 91(*), 9192(*)) 

oil 91 et 92 relbvent 9J et 92. Ce 2-cocycle entier reprdsente bien entendu la classe de 
Maslov. 

Propos i t ion  1.3. La fonction de Arnold-Maslov est un quasi-morphisme. 

Preuve. C'est  clair car l ' indice 1 est bored par n. [] 

Le corollaire suivant r6sulte de notre principe gdn6ral. I1 rdpond h une question de 
Turaev [Tu]. 

Coro l la i re  1.4. Les fimctions de Arnold-Maslov, de Dupont-Guichardet-Wigner et ~det 
different d'une quantitd bornde. [] 
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C-2 Le nombre de rotation symplectique 

Aucune des trois fonctions ~bdet, ~/iDCW et ~AM n'est  homog6ne, c'est-~-dire ne v6rifie 
~(0 k) = k~b(O). Nous introduisons donc le quasi-morphisme homog0ne correspondant. 

D~finition 2.1. On appelle nombre de translation symplectique d'un 616ment 0 de 
Sp(2n, IR) le r6el d6fini par: 

1 1 1 k 
T(9) = k-.~klim ~det(g~k) = k-~klim ~I~SAM(0k) = k~lim ~ ~I~DGW( 0 ). 

On appelle nombre de rotation symplectique d'un 616ment 9 de PSp(2n, 1I{) l'616ment 
g(9) de R / Z  _~ S 1 d6fini par: 

0(9) = ~-(0) rood Z 

oh 0 est un relev6 quelconque de 9. 

Remarques 2.2. (1) La fonction T: Sp(2n, N) ~ IR est caract6ris6e par les propri6t6s 
(1), (2) et (3) de la remarque fondamentale de la partie A. 

(2) Deux 616ments conjugu6s ont m6me nombre de translation symplectique. 
(3) Si 9 E PSp(2n, R) fixe un lagrangien, alors 0(9) = 0. C'est  clair si ce lagran- 

gien est R n x {0} et r6sulte de la remarque 2 sinon. 
(4) La connaissance de ~- d6termine ~det et ~i~iAM ~t une quantit6 bom6e pros. En 

fair 

IT(g) -- ~_~idet(0) [ ~ /Z %- 1, 

IT(0) - r =< n .  

(5) La d6finition de g montre que si g C PU(n),  alors 0(9) est le carr6 du d6ter- 
minant de 9 si l 'on consid0re S l comme le cercle unit6 dans C* ou, plus pr6cis6ment, 

1 fois l 'argument de det2g si l 'on consid0re ce cercle comme R /Z .  
27r 

(6) Le revetement universel 0-(n) de PU(n)  [sous-groupe de Sp(2n, N)] peut 0tre 
consid6r6 comme l 'ensemble des couples ~ = (-/-9, d) off 9 E PU(n)  et d C ]R sont 
tels que det29 = exp(2izrd). Le hombre de translation symplectique d 'un 616ment 

= (:k9, d) est ators 6videmment d. 
Avant de calculer explicitement le hombre de rotation symptectique, nous allons 

rappeler quelques g6n6ralit6s bien classiques concemant la d6composition spectrale 
dans Sp(2n, ]R). 

Si A E C est une valeur propre de 9 C Sp(2n,]I{), il en est de m0me pour 
~, A-i,  ~ - l .  I1 en r6sulte que le spectre de 9 peut Otre d6compos6 en blocs de plusieurs 
types: 

(1) des quadruplets {A, ~, A - l ,  k -1 } o~ A n'est  ni r6el ni de module l; 
(2) des paires {A,A - l}  ofJ A est r6el mais pas de module l; 
(3) des paires {A, ~} off A est de module l mais pas r6el; 
(4) des singletons {1} ou { - 1 }  qui apparaissent avec une multiplicit6 paire. 
A chacun de ces blocs correspond un sous-espace caract6ristique invariant par 

9. Ces sous-espaces invariants V1,.. .  Vk sont 6videmment orthogonaux deux h deux 
pour la structure symplectique. A conjugaison pros, on est donc ramen6 au cas off 9 
est une matrice par blocs. 

D'autre  part, la d6composition de Jordan, valide dans Sp(2n, I~), exprime 9 sous 
la forme: 

g = s . u  
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off s est semi-simple, u e s t  unipotent (i.e. u - id est nilpotent) et us = su. Bien stir, 
u e t  s laissent stables les sous-espaces caract6ristiques Vl, . . . .  Vk. La restriction de s 
fi chaque Vi est elle-m~me r6ductible h une somme de sous-espaces invariants (par s 
mais pas par u) de dimensions 1, 2 ou 4 suivant le cas. 

Plaqons-nous maintenant dans le cas oia g est semi-simple. Pour calculer le hom- 
bre de rotation symplectique de :t=9, on va se ramener au cas des blocs grfice ?~ la 
proposition suivante: 

Proposition 2.3~ (i) Si deux dldments gl et g2 et Sp(2n, R) commutent, deux relevds 

quelconques ~]l et 02 de gl et 92 gt Sp(2n, JR) commutent aussi. 
(ii) Si 01 et ~72 commutent, on a: 

~-(01(72) = "r(01) + ~-@).  

Preuve. La propri6t6 (i) r6sulte simplement du fait que ~- est un quasi-morphisme. Plus 
pr6cis6ment, soient gl et 92 comme dans l '6nonc6 et k l'entier tel que le commutateur 
[01, .02] soit 6gal h T k. On a alors: 

~N  [gl  , O N ] = TN2k 

d'ofa: 
T([.ql N, O N] = N 2 k .  

Le membre de gauche de cette derni6re 6galit6 est born6 quand N tend vers l'infini 
car ~- est un quasi-morphisme. II en resulte que k = 0, c'est-h-dire que ~0J et 02 
commutent. 

Pour la propridt6 (ii), on a: 

1 (-k-k 
7(~1~2) = lira ~ gJ 92) 

1 
+ = + 

off ~5 ddsigne ~bAM on ~i~de t. L'dgalit6 cherch6e est encore une consdquence du fait que 
est un quasi-morphisme. [] 

Lemme 2.4. Soit i : Sp(2n, JR) --~ Sp(2n + 2p, I~) le plongement ddfini pat" i(9) = 

( ~  Id0)" Soit ~:Sp(2n, N) ~ Sp(2n + 2p , ]~) le  relevd de i. Alors, pout" tout 9 E 

Sp(2n, ]R) et ~ E Sp(2n, IR), on a: 

r (0 )  = r(~(~)) ,  

t~(Tr(9)) = 0(7f(i(9)) 

otl 7r est la projection de Sp ~ PSp. 

Preuve. La grassmannienne An se plonge naturellement dans An+p de mfime que / in  

dans/in+p. Ce demier plongement est compatible avec les applications de~'-i 2 : An ~ I~ 
~ 2  

et d e t  :~ln+ p ~ ]~. [] 

Remarque 2.5. Le plongement i n'induit pas un plongement de PSp(2n, lI~) dans 
PSp(2n + 2p, R). 

Nous 6tudions maintenant le nombre de rotation symplectique de chaque bloc. 

Proposit ion 2.6. Soit 9 un ~ldment de Sp(4,~)  dont le spectre est du type 
{A, A -1 , A, ~ - l }  oti A n'est ni rdel ni de module 1. Alors O(Tr(g)) = O. 
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Preuve. L'espace symplectique ]~4 est somme de plans r6els invariants par 9, not6s 
E1 et E2, tels que le spectre de glEi est {A,A} et celui de glE2 est {A i X-l}. 
Puisque le module de A est diff6rent de 1, les espaces El et E2 sont n6cessairement 
lagrangiens. Puisque 7r(g) fixe un lagrangien, on a bien g0r(g)) : 0. [] 

Proposition 2.7. Soit 9 un dldment de Sp(2, ]~) dont le spectre est du type {A, A 1 } 
off A est un rdel diffdrent de •  Alors Q(Tr(9)) = 0. 

Preuve. Les droites propres sont des lagrangiens invariants. [] 

Le cas o?J le spectre d 'une matrice 9 de Sp(2, ]~) est du type {A, A} avec [At : 1 est 
plus int6ressant. La matrice 9 est alors conjugu6e dans Sp(2, R) h un unique 616ment 
de U(I)  du type: 

z C R 2 ~- C ~ #z  E C avec # = A o u , ~ .  

Ceci introduit une asym6trie dans le spectre de 9; la valeur propre # est privil6gi6e 
et sera appel6e valeur propre positive. 

Proposition 2.8. Si le spectre d'une matrice 9 de Sp(2, R) est du type {A, A} avec 

IA[ = 1 et A~: • 1, alors Q(Tr(g)) est (gal  dt -1 ]his l 'argument de la valeur propre 
7"f 

positive. [] 

Preuve. Ceci r6sulte de la remarque 2.2(5). [] 

Plus g6n6ralement, si un 616ment semi-simple g de Sp(2n, R) a un spectre (mul- 
tiple) du type {A, A} avec tAI = 1 et A + •  alors 9 est conjugu6 h un ~16ment de 
U(n) du type: 

(ZI,... ,zn) ~ (AZl,...,AZp, f k Z p + l , . . . , f k Z n ) .  

On dit alors que p des n valeurs propres A et (n - p) des n valeurs propres A sont 
I 

positives. I1 est clair alors que ~(7r(9) ) est 6gal ?a - lois la somme des arguments des 
1r 

valeurs propres positives de g. Pour plus de d6tails sur cette notion de valeur propre 
positive, on peut consulter [Y-S]. 

Nous 6tudions maintenant le cas des 616merits unipotents de Sp(2n, R), c'est-h-dire 
du type Id + N  avec N nilpotent. 

Proposition 2.9. Le nombre de rotation symplectique d' un (16ment unipotent est nul. 

Preuve. Il suffit de montrer qu 'un 616merit 7r(9 ) avec 9 = Id + N  fixe un lagrang- 
ien. On montre ce fait par r6currence sur la dimension n. Soit z5 une droite de 
R 2n form6e de points fixes pour 9 et Z~= son orthogonal symplectique. On a bien 
stir ,~ C A • et le quotient z~X/A est muni d 'une structure symplectique naturelle 
pr6serv6e par Faction de g sur ce quotient. Si L C A ~ / A  est un lagrangien invari- 
ant donn6 par l 'hypoth6se de r6currence, L + z~ est un lagrangien de R 2'~ invariant 
par 9. [] 

Th~or~me 2.10. Soit 9 un (lOment de Sp(2n, R) et AI , . . . ,  Ak ses valeurs propres de 
1 

module 1 positives (compt~es avec multiplicit(). Alors, L0(7r(9)) est ~gal dt - fois  la 
7f 

somme des arguments des Ai. 
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Preuve. Tout 61ement g de Sp(2n, IR) s 'ecrit  9 = su avec s semi-simple, u unipotent 
et su = us. On a alors: 

p(rc(su)) = o(rc(s)) + O(rr(u)) d'apres  2.3 

= O(Tr(s)) d'apres  2.9. 

Le calcul de p(rc(s)) a dej'a ete effectu6 sauf dans le cas du spectre :k l .  II est immediat 
que s i s  est semi-simple de spectre contenu dans { -  1, + 1 }, on a o(rc(s)) = O. [] 

Pour pouvoir determiner le nombre de translation symplectique 7- sur Sp(2n, ]R), 
il suffit de constater que 7- releve Q et d 'uti l iser la proposition suivante: 

Propos i t ion  2.11. Le nombre de translation sympleetique "c est une Jbnction continue 

sur Sp(2n, I17,). 

Preuve. Soit c, r A,~, 0 r Sp(2n,  IR) et k, / deux entiers. On a: 

Ira(a,  ,0a:a) + m(Okc~, Ok+/c0 - r e (a ,  g k + / a )  I < n + 1. 

Par consequent: 

Im(a,  O k ~ )  - km(a , .O/~) l  __< k(Tz + 1). 

F i x o n s / ,  divisons par k~ et faisons tendre k vers +oo.  On trouve: 

1_ m(c~, .O r a )  < n + 1 3-(g) 
/ = / 

S i /3  est assez proche de c~, on a Irr~(c~,/3)] =< r~ + 1. Par consequent, si ~)' est assez 
proche de g, on a: 

Ir~z(o~,O/c~) - m(o~, ~'/o~)[ =< 2(n + 1), 

donc: 

I t(O) - r(O') l  5 - -  
3(n + 1) 

/ 

Puisque / est arbitrairement grand, on obtient la continuite de r .  [] 

C-3 La fimction signature de Meyer 

Nous avons considere, au paragraphe B-3, la signature d 'un fibre en totes T 2 au- 
dessus une surface. Nous abordons maintenant le cas general ofa la fibre est une varie- 
te femlee orientee F quelconque de dimension 4k + 2. L 'homologie  de dimension 
moiti6 H:k+I (F ; IR)  est alors munie d 'une forme d'intersection qui est une forme 
symplectique. Un argument simple de suite spectrale montre que la signature d 'un 
fibre F au-dessus d 'un pantalon P (sphere moins trois disques) ne depend que de 
l 'action de la monodromie sur cette homologie de dimension moiti6. Precisons ce fait. 

ldentifions Hzk+I(F;  IR) h un espace symplectique standard (IR 2n, co). La donnee 
de deux automorphismes symplectiques 91 et 92 de (IR 2'~, co) fait de ]1~ 2n un  module, 
note 9l 2n, sur l 'anneau Z[rq (P)] du groupe fondamental de P .  

Le cup-produit 

HI(P,  OP; 912n) x HI(P,  OP; 9~ 2n) -+ H2(p,  OP; r @ r 
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est une forme altem6e. En composant avec la forme 7r~(P)-6quivariante 9~ 2n | 
~2n __~ 1~ donn6e par la structure symplectique, on obtient une forme sym~trique 
sur H 1 (P, OP; 9~ 2n) dont la signature est not6e a(91,92). De m~me qu'au paragraphe 
B-3, il est clair que: 

(1) crest un 2-cocycle born6 sur le groupe Sp(2n, R); 
(2) Soit p : M  ~ P u n  fibr6 F au-dessus du pantalon P.  Soient 91 et 92 les 

~16ments de Sp(2n, R) correspondant "~ la monodromie sur H~k+l(F; R) "~ ~ 2 n  des 
deux composantes du bord de P .  Alors ~r(91,92) est la signature de M.  

Dans ce cadre g6n6ralis6, nous allons calculer or. Comme au par. B-3, a(gl,  92) a 
aussi l'interpr6tation alg6brique suivante: soit K C ~2n • ~2,~ le noyau de l'applica- 
tion 

(X, y)  E ]1~ 2n • ]~2n e--+ (911 -- Id) (x) + (g2 - -  Id) (y). 

Alors, 0(91,92) est la signature de la restriction ~t K de la forme bilinOaire: 

f ( (xl ,  Yt), (x2, Y2)) = co'(Xl -[- Yl, (Id -92)  (Y2)) - 

Proposition 3.1. La classe de cohomotogie de ~r est 4 fois celte d~.finie par t'extension: 

0 ~ Z ~ Sp(2n, ~)  ~ Sp(2n, R) ~ 1. 

Preuve. Soit i: Sp(2n, R) ~-~ Sp(2n + 2p, R) le plongement d6fini par blocs: i(9) = 0) 
Id . La description pr6cddente montre que a(i(91), i(92)) = a(91,92). Puisque 

la classe de a a 6t6 identifi6e sur Sp(2, ~ )  en B-3, corollaire 3.4, la proposition r6sulte 
du fait que i induit un isomolphisme entre les seconds groupes de cohomologie 
bor61iennes. [] 

D~finition 3.2. La fonction de Meyer est l 'unique fonction 

qSMeyer : Sp(2n, IR) ~ R 

telle que: 
o'(g 1,92)  = ~Meyer (.q I g2)  --  ~Meyer (g  I ) -- ~Meyer (.q2)" 

Cette fonction est unique car Sp(2n, ]~) est parfait. Donc ~Meyer, c o m m e  a, est 

constante sur les classes de conjugaison de Sp(2n, ]R). 
L'int6r~t du calcul de ~Meyer es t  clair: il permet la ddtermination de la signature 

de n'importe quel fibr6 de base une surface. 

Proposition 3.3. La fonction de Meyer est un quasi-morphisme. 

Preuve. la(91,92)1 -<_ n. [] 

Pour comparer ~Meyer aUX autres quasi-morphismes d6ja rencontr6s, nous allons 
encore une lois d6composer les matrices par blocs et 6valuer ~r sur les sous-groupes 
monog~nes. Rappelons que nous savons a priori que la diff6rence qiMeye~ -- 8T est 
bom6e par n. C 'es t  donc cette diff6rence que nous allons pr6ciser. 

Pour justifier l 'usage d 'une ddcomposition en blocs, nous ne pouvons plus argu- 
reenter comme en C-2: nous verrons que ~Meyer n'est plus additif sur les 616ments 
qui cornmutent. On a cependant: 

Proposit ion 3.4.~Soit i:Sp(2n,~ ~)  • Sp(2n, R) ---* Sp(2n + 2p, R) le ITlongement 

par blocs~t et ~:Sp(2n, 1~) • Sp(2p, II~) ~ Sp(2n + 2p, ]~) le relev~ aux rev~tements 
universels. Alors : 

~l~Meyer(~(gl, 92)) ~--- ~Meyer(gl)  "~ ~/~Meyer(g2) �9 
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Preuve. Ceci r6sulte de l'unicit4 de la fonction de Meyer et du fait que 
�9 ? I / ! 

~7(i(gl, g2), ~(gl, 92)) ~- ~ gl) + 0"(92, g2) 

comme on le v4rifie imm6diatement h partir de la d6finition de a. [] 

Evaluons maintenant cr sur le groupe engendr6 par l'416ment g de Sp(2n, ]~). 

Proposit ion 3.5. La valeur de a(g, 9 k) (k >-_ O) est ggale ~ la signature de la forme 
bilindaire symdtrique f sur ~2n ddfinie par: 

f (Y l ,  Y2) = c0([(9 - 9-1) + (92 _ g 2) + . . .  + (9k _ g-k)]  (Yl), Y2)- 

Preuve. Revenant ~ la d6finition de ~r, il s'agit d 'abord de consid6rer le noyau K de 
l'application: 

(X, y)  (Z ]~2n • ]~2n ~_+ ( g - I  _ ld) (x) + (g k - Id) (y). 

Les couples (x, y) de K v6rifient: 

( g -  I d ) ( - g - l x  + (gk-i + . . .  + Id)(y)) = 0.  

Ainsi, le noyau K est aussi param6tr6 par: 

(y, z) E ]R 2'~ • ker(9 - Id) ~-+ ((g + 92 + . . .  + 9k) (y) + z, y) E ]R 2n x ]R 2'~ . 

Sur ce noyau, nous consid6rons la forme: 

b((Xl, Yl), (x2, y2)) = cO(Xl + Yl, (ld _9k)  (Y2)) �9 

En termes du param6trage de / (  que nous venons ddcrire, on voit que ker(g - ld) 
est dans le noyau de b. I1 reste donc h 6valuer la signature de la forme quadratique b 
ddfinie s u r  ]]~2n par: 

b(yl, y2) = a;((ld +9  + . . .  + g k) (yl), (Id - 9  k) (Y2)) - 

En utilisant le fait que g est symplectique, on trouve bien: 

b(yl, ya) = a;((Id - 9  k) (Id + . . .  + 9 k) (Yl), Y2) 

= Co([(g -- g - l )  + . . .  q_ (gk _ g-k)] (Yl), Y2). [] 

Definition 3.6. Un 616ment g de Sp(2n, ~ )  sera dit: 
- hyperbolique si toutes ses valeurs propres sont de modules diff4rents de 1. 

Notons que 9 n'est par ndcessairement semi-simple. 
- elliptique s'il est semi-simple et si toutes ses valeurs propres sont de module 1, 

ou de manibre 6quivalente, s'il est conjugu6 hun  616ment de U(n). 
Un 616ment de Sp(2n, R) sera dit hyperbolique ou elliptique si sa projection dans 

Sp(2n, R) est hyperbolique ou elliptique. 

Proposit ion 3.7. Soit 0 un dldment hyperbolique de Sp(2n, E). Alors ~Meyer(O) = 

87-(9). 

Preuve. Si 9 est hyperbolique dans Sp(2n, ~)  la matrice (g - g -1 + . . .  + (9 k - 9 - k ) )  
est inversible. On a de plus une d6composition de ~2n sous la forme E + | E o6: 

E :I= = {X E ]~2n 9k(x ) ---+ 0 si k ~ =t=oc}. 

Ces sous-espaces sont 6videmment lagrangiens. La forme non d6g4n6rde b de la 
proposition3.5 a donc un sous-espace isotrope de dimension moiti6. La signature 
or(g, gk) est donc nulle et la proposition r6sulte de la formule A-7. [] 
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Le cas elliptique est facile. Rappelons qu'un 616ment elliptique est conjugu4 ~t un 
616ment de U(n) et que le rev~tement universel (~(n) de U(n) s 'identifie aux couples 

= (9, d) de U(n) x R avec det 9 = exp(2iTrd). 

Propos i t ion  3.8. Soit 0 = (9, d) un ~l~ment de (Y(n) et exp(2iTr01),...  ,exp(2iTr0.~) 
ses valeurs propres, compt~es avec multiplicitY. On suppose les Oi choisis de telle sorte 
que 01 + . . .  + On ~- d. Alors: 

I% 

~Meyer(0) = 4 ~ E(O0 

o~ E est la modil~cation de la partie entiOre ddfinie en B-1. 

Preuve. On diagonalise 9 et on applique la proposition 3.4 et le thdorhme B-3.7. [] 

Remarque 3.9. Ce dernier rdsultat est trhs analogue "h la forrnule de Souriau [So], 
sous une forme donnde par Lion et Vergne [L-V]. 

Etudions maintenant le cas unipotent. Nous allons introduire un entier associ4 h 
un 416ment unipotent. Rappelons qu'un 416ment unipotent u de Sp(2n, IR) s 'dcrit  sons 
la forme exp(N)  o6 N e s t  nilpotent et vdrifie: 

~z(x, N y )  = ~z(y, N x )  . 

D6finition 3.10. Avec les notation pr6c6dentes, la signature de la forme quadratique 
o 3 ( N z ,  3;) SUF ]I~ 2n sera appel6e le signe de u e t  not6e sign(u). 

Remarquons que: 

sign(u k) = sign(u) si k > 0 

- - 0  si k = 0  

= - s i g n ( u )  si h < 0 .  

Remarquons d 'autre  part que si u = exp N e s t  unipotent, il existe un chemin cano- 
nique u~ = e x p t N  form6 d'unipotents et reliant u ?a Id. Ainsi l'416ment u d6finit 

naturellement un relev6 ~ dans Sp(2n, I~). Les 416merits ainsi obtenus seront, par 

d6finition, les unipotents de Sp(2n, R). 
Soit g u n  616ment de Sp(2n, R) et 9 ~.  u s a  d6composition de Jordan, avec 9 ~' semi- 

simple et u unipotent. Si ~ relhve 9, nous noterons 0 ~ l'416ment tel que 0 = g~'~ �9 ~. 
Nous dirons que 0ss est la partie semi-simple de 9. 

Proposi t ion  3.11. Soit 0 6 Sp(2n, R) se projetant sur l'Ol~ment unipotent g de 
Sp(2n, ~) .  Alors: 

~i~Meyer(0 ) = 8 T ( g  ) - -  sign(9). 

Preuve. I1 s 'agi t  de montrer que: 

ry(9,9 k ) = s i g n ( 9 )  pour k_>_0. 

D'aprbs la proposition, il faut calculer la signature de 

f(YL, Y2) : w([(9 - 9 -1) + . . .  + (gk _ g k)] (Yl), Y2). 

Puisque g = exp N,  on a: 

9 _ 9-~ + . . .  + gk _ 9-k  = 2(1 + . . .  + k ) N ( I d + P ( N ) )  
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oh P ( N )  est du type a l N + . . .  + a n _ i N  n-1. Considdrons la forme quadratique: 

f t (YJ,Y2)  = a ~ ( [ N ( l d + t P ( N ) ) ] ( y l ) , y 2 ) ,  t C [0, 1]. 

I1 est clair que le noyau de f t n e  depend pas de t et coYncide avec ker N.  La signature 
de f t n e  depend donc pas de t. En dvaluant en t = 0 et t = 1, on trouve donc que 
cr(9 , 9 k) coi'ncide avec la signature de f ( N y l ,  Y2), c 'est-h-dire avec le signe de 9. [] 

Pour pouvoir completer notre description de la fonction de Meyer, il faut encore 
6tudier le cas off un ElEment 9 a ses valeurs propres de module 1 mais n 'est  pas 
semi-simple. 

Propos i t ion  3.12. Soit ~ un ~ldment de Sp(2n, IR) se projetant  sur l 'dldment g de 
Sp(2n, IR) avec g - Id inversible. Soit u = exp N u n  ~ldment unipotent commutant  

avec 9 et ft C Sp(2n, ]R) son relevd unipotent canonique. Alors ~l~Meyer(g'/s ) = ~bMeyer(ff ). 

Preuve. Nous calculons a(g,  u). Le noyau de l 'application: 

(32, y )  C ~ 2 n  X ~ 2 n  ~ (9 1 __ Id) (z) + (u - Id) (?1) ~ R 2n 

se parambtre par: 
x = ( 9  - l - I d )  l ( I d - u ) ( y ) .  

Darts ce paramEtrage, la forme quadratique h considdrer est: 

f ( Y l ,  Y2) = w([Id +(9-1 _ id ) - I  (ld - u ) ]  (Yl), (Id - u )  (Y2)) �9 

En ddveloppant, on trouve: 

f ( y l ,  y:)  = w([(u - u - l )  + (9 + Id) (9 - I d ) - l ( u  + u-J  -- 2 Id)] (YI), Y2). 

Ecrivons u sous la forme exp N.  On obtient: 

f ( Y l ,  Y2) = w(N(2 - Id + P ( N ) ) y ~ ,  y2) 

o~ P i N )  est un polyn6me du type a i N  + . . .  + a ~ _ t N  n-1 . 
De m~me que prdcddemment, la signature de f est 6gale h celle de w ( N y l ,  Y2), 

c'est-h-dire au signe de u. On a donc, ~r(g , u) = or(u, 9) = sign(u). En rdsum6: 

(]EMeyer(g~) = (]~Meyer(.0) -1- (i~Meycr(~) ~- O'('tt, if) 

~--- ~Meyer(ff) --  sign(u) + sign(u) 

---~ (JEMeyer(~) . [ ]  

Nous rEsumons notre discussion sous la forme d 'un thdorEme. 

Th~or~me 3.13. Soient (~ un dldment de Sp(2n, I~) et 9 sa project ion dans Sp(2n, N). 
Soil 9 : gl " 92 �9 g3 la ddconwosit ion telle que 91,92, 93 cornmutent el. 

(i) 91 est hyperbolique. 
(ii) 92 a un spectre contenu dans le cercle unitd mais ne contenant pas  1. 

(iii) 93 est unipotent. 
Soient Oj, if2 e t  g3 des relevds tels que ~ = gl �9 92 �9 93. Alors:  

~i~Meyer(9) = (~Meyer(9l) Jr- ~Meycr(02) -[- (l~Meyer(ff3) 

al ,ec. '  

~Meyer(gl )  = 87"(91) (proposition 3.7) 

~i~Meyer(g3) = 87"(ff 3) --  sign(93) (proposition 3.11) 
i~ ~ss 

~Meyer(O2) = Ueycr(g2 ) 
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oti (7~ ~ est la partie semi-simple (elliptique) de {12. Cette valeur de ~bMr ~) est donnde 
par la formule de Souriau (proposition3.8 et remarque3.9). [] 

C-4 Une gdndralisation: le hombre de rotation symplectique fibrd 

Soit (X,. ~ , # )  un espace mesur6 avec # ( X )  < ec et f : X  ~ X une bijection 

bimesurable pr6servant # et F : X  ~ Sp(2n, 1I~) une application mesurable. On peut 
alors consid6rer la//dynamique crois6e//: 

(x, a)  E X x fl~ ~ ( f (x ) ,  F ( x ) ( a ) )  E X x fin 

dont la k-i~me it6r6e est: 

(x, a)  E X • A~ ~ (fk(x),  F ( f k - l ( x ) )  . F ( f k - a ( x ) ) . . .  F ( x ) ( a ) ) .  

On supposera que la fonction 

x ~ X ~ 7(F(x) )  c R 

est int6grable. (On pourrait aussi utiliser ~bAM OH ~det ~t la place de 7.) On pose alors: 

"rk(x) = ~ - (F( f k - l ( x ) ) . . .  F (x ) ) .  

Puisque ~- est un quasi-morphisme, il existe une constante C telle que: 

7-k(X) + 7-/(fk(x)) -- C < Tk+/(x) < ~-k(x) + T / ( f k ( x ) )  4- C .  

I1 en r6sulte que ~-k est int6grable et que si l 'on pose, tk = f ~-kd#, on a: 
X 

tk + t / -  C p ( X )  < t,k+/ < tk + t /  + C ~ ( X ) .  

1 
D~finilion 4.1 La limite t de la suite ~ tk (qui existe d'apr~s l'indgalit6 pr6cddente) 

est le nombre de translation symplectique fibr6 de (X, f ,  F).  

1 
Rdmarque 4.2. Le th6orbme ergodique sous-additif [Os] affirme que ~ Tk(X) converge 

#-presque partout vers une fonction mesurable ~-,(x) et que f r , d #  = t. 
X 

Nous nous contenterons d 'un exemple. Soit B une boule ouverte dans ]~2n et f 
un diff6omorphisme symplectique de B ~ support compact. On prend X = B e t  la 
mesure p e s t  la forme de volume co n. Pour construire F ,  on utilise la diffdrentielle 
de f qui donne une application: 

x E B H dfz E Sp(2n, R) 

qui est constante 6gale h l'identit6 en dehors d 'un compact de B e t  qui se relbve donc 
de mani~re unique en une application continue: 

F : x  E B ~ F(x )  E Sp(2n, R) 

qui est constante 6gale ?t l'identit6 en dehors d 'un  compact. Nous avons ainsi le 
r6sultat suivant: 

Th~or~me 4.3. Soit B une boule ouverte de ]~x 2n e t  D i f f , ( B ,  w) le groupe des C ~-  
diffdomorphismes symplectiques de B ~ supports compacts. II existe une application." 

t :Diff~c(B , co) --* R 
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que nous appellerons exposant de Lyapounov symplectique, telle que: 
(i) t es t  un quasi-morphisme homogOne mais n'est pas un molphisme de groupes. 

(ii) t e s t  un invariant de conjugaison. 

ROmarque 4.4. Cette application figure dEjh dans [Ru] et on trouve des notions ana- 
logues, dEfinies dans des situations plus particuli~res, dans [Ek] et [Ta]. 

Nous avons choisi d'appeler t ( f )  l 'exposant de Lyapounov symplectique car il 
est analogue aux exposants de Lyapounov habituels [Os]. La difference est que les 
exposants de Lyapounov usuels rendent compte du comportement hyperbolique de la 
diffErentielle des itErEs de f alors que l 'exposant de Lyapounov symplectique rend 
compte du comportement elliptique. Rappelons que le hombre de rotation symplec- 
tique ne depend que de la pattie de son spectre situEe sur le cercle unitE. 

Preuve. Nous avons dEjh vu que (i) entraine (ii). Le fait que t soit un quasi-morphisme 
rEsulte de: 

(l) I t ( f ) -  t~(f)  I < C # ( X ) .  
(2) t l ( f  o 9) ~- f T (d ( f  o g)x)~ n. 

B 
(3) d ( f  o 9) = df  o g .  dg, v est un quasi-morphisme et f ,  9 prEservent ~n.  
ll faut maintenant montrer que t n'est pas un morphisme de groupes. Rappelons 

que Calabi dEfinit un morphisme: 

S : Diff~c,0(B, ~) --~ 

off Diff~,0(B,~ ) ddsigne la composante neutre de Diff~c (B, w). Cet invariant S 
est dEfini de la faqon suivante [Ca]. Si f E Diff~c,0(B,w), il existe un hamiltonien 
H t : B  -~ R h support compact et dependant du temps t C [0, 1] tel que l'isotopie 
hamiltonienne ft  correspondante joigne l'identit6 h f = f l .  L'invariant de Calabi est 
alors dEfini par: 

1 

0 B 

Par ailleurs, Banyaga montre que le noyau de S est un groupe simple [Ban]. Pour 
montrer que t n'est pas un morphisme, il suffit donc de s'assurer que t n'est pas nul 
sur le noyau de S. ConsidErons d'abord le c a s n  = 1. Soit u:IR + ---, IR une fonction 
lisse constante au voisinage de 0 et nulle au voisinage de l'infini. On consid~re alors 
l 'hamiltonien 

H : ( x , y )  E R 2 ~-* u(V/z  2 + y2). 

Soit f le temps 1 de l'isotopie hamiltonienne engendrde par H (indEpendant du temps 
dans ce cas). I1 est facile de calculer t et S sur cet exemple. On trouve: 

O(3 

= / 27rru(r)dr, S ( f )  
, 1  

0 

o<3 

f u'(r) t ( f )  = j ~ r  " 2rrr dr -~ -u(O) . 

0 

Ainsi t ( f )  peut 6tre non nul alors que S ( f )  est nul. Le cas n > 1 se traite de manibre 
complbtement analogue. [] 
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Corollaire 4.5. Le noyau de l'homomorphisme de Calabi 

S:  Diff~,0(B , co) ~ ]I{ 

est un groupe parfait non uniform(ment parfait. 

Preuve. Nous avons d6j~ rappel6 que le noyau de S est simple, donc parfait. Ce 
noyau ne peut &re uniformdment parfait car il existe un quasi-morphisme homogbne 
non trivial sur ker S. [] 

Conclusion 

Nous espdrons avoir convaincu le lecteur qu' i l  peut &re utile de considdrer la classe de 
Maslov comme une classe bomde. Dans [Gh], nous avons montr6 que la classe d 'Euler 
born6e pour un groupe d'bom6omorphismes directs du cercle rend compte de la 
dynamique topologique de ce groupe. Existe-t-il un rdsultat analogue pour Sp(2n, R)? 
En d'autres termes, soit F un groupe discret et &, •2 deux repr6sentations de F dans 
Sp(2'n, R). On suppose que les cocycles ~ a  et 0~a ddfinissent la marne classe bomde. 
Que peut-on en conclure sur Q1 et &? 

Par ailleurs, l 'article [At 1] traite aussi d'invariants sur SL(2, Z) diff6rents de ceux 
que nous avons consid6rds, comme par exemple les fonctions L de Shimizu. Est-il 
possible de les faire rentrer naturellement dans notre cadre? 
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