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Introduction

Dans son article “The logarithm of the Dedekind n-function”, Atiyah étudie diverses
fonctions numériques définies sur SL(2, Z), d’origines trés variées [At 1]. Certaines de
ces fonctions sont de nature topologique comme le défaut de signature de Hirzebruch
et le cocycle signature de Meyer. D’autres sont de nature arithmétique et analytique,
liées a la fonction 1 de Dedekind etc.... L’essentiel de I'article de Atiyah consiste a
montrer que ces fonctions coincident, tout au moins sur les éléments hyperboliques.

La premiére remarque du présent article est qu’un certain nombre de ces fonctions
numériques I sont évidemment des quasi-morphismes, ¢’est-a-dire que I{AB)—I(A)—
I(B) est borné sur SL(2,Z) x SL(2, Z). D’un point de vue cohomologique ordinaire,
le 2-cocycle (A, B) = dI(A, B) = I(AB) — I(A) — I(B) n’a aucun intérét puisque
c’est un cobord. Néanmoins, sa classe de cohomologie bornée est trés intéressante
car I n’est pas borné. En fait, I est essentiellement déterminé par la classe de co-
homologie bornée de ¢ dans le second groupe de cohomologie bornée de SL(2, Z).
Notons cependant que ce dernier groupe de cohomologie bornée est trés complexe;
par exemple, il n’est pas de type fini.

La seconde remarque est que le cobord c(A, B) de ces invariants se prolonge
naturellement en des 2-cocycles bornés sur le groupe SL(2, R). Notons que la fonction
I elle-méme ne se prolonge pas au groupe SL(2, R) de sorte que le prolongement ¢
a SL(2,R) n’est plus a priori cohomologue a zéro.

La troisitme remarque est que, pour le groupe SL(2,R), le second groupe de
cohomologie bornée s’injecte dans la cohomologie ordinaire. Il en résulte que, pour
retrouver I & une quantité bornée pres, il suffit de connaitre la classe de cohomologie
ordinaire du prolongement ¢ & SL(2,R). La tiche est facilitée par le fait que les
cocycles auxquels nous avons affaire sont évidemment boréliens et que le second
groupe de cohomologie borélienne de SL(2, R) est monogene.
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Tous ces faits aigébriques constituent la partie préliminaire A.

II résulte de ces remarques que le générateur du second groupe de cohomologie
borélienne de SL(2,R) apparait dans la littérature sous diverses appellations: classe
d’Euler, fonction de Rademacher, défaut de signature de Hirzebruch, signature des
fibrés en tores. Nous ajoutons a cette liste le nombre de translation de Poincaré dont
nous verrons le role fondamental.

Le détail de ces identifications fait 1’objet de la partie B. Dans le par. B-1, nous
introduisons le cocycle «ordre cycliquey et le nombre de translation de Poincaré.
Dans les pars. B-2, B-3 et B-4, nous appliquons successivement notre méthode pour
identifier trois invariants: 1’ambiguité du logarithme de la fonction 7 de Dedekind, le
défaut de signature de Hirzebruch et la fonction de Rademacher. Cette derniere s’avére
trés reliée a un cocycle introduit par Brooks dans le contexte de la cohomologie
bornée. Pour finir, nous calculons concrétement la signature d’un fibré en tores T?
au-dessus d’une surface, retrouvant ainsi des résultats de Meyer. De méme, nous
exprimons le nombre de translation de Poincaré d’un élément de SL(2,Z) en termes
de cocycles de Brooks.

Le groupe symplectique Sp(2n,RR) généralise SL(2,R). Lui aussi a un second
groupe de cohomologie bornée qui s’injecte dans la cohomologie ordinaire. Les con-
sidérations précédentes s’appliquent donc. L’analogue de la classe d’Euler est la classe
de Maslov. Cette généralisation fait I’objet de la partie C.

Dans le par. C-1, nous décrivons trois généralisations de I’ordre cyclique: indice
ternaire de Leray et Kashiwara, cocycle de Dupont, Guichardet, Wigner et un troisiéme
lié a I'argument du déterminant. Il résulte des principes généraux de la partie A que
les primitives de ces cocycles different de quantités bornées. Nous répondons ainsi a
une question de Turaev.

Dans le par. C-2, nous construisons un quasi-morphisme privilégi€ 7, analogue
au nombre de tranlsation, défini sur le revétement universel de Sp(Zn,R) et qu’on
appelle le nombre de translation symplectique. Puis nous calculons 7 en fonction du
spectre.

Dans le paragraphe C-3, nous pouvons aborder le calcul de la signature d’un fibré
de fibre quelconque et de base une surface. Le cas fondamental et celui ol la base
est une sphere moins trois disques. On est alors amené a étudier un 2-cocycle borné
explicite sur le groupe Sp(2n,R): le cocycle de Meyer. La encore, nos méthodes
s’appliquent et permettent un calcul complet de cette signature (théoréme C-3.13).

Nous concluons cet article par une partie C-4 qui généralise le nombre de trans-
lation symplectique au «cas fibré). On obtient ainsi un quasi-morphisme intéressant
défini sur le groupe des difféomorphismes symplectiques de R>™ a supports compacts
contenus dans une boule fixée.

A Préliminaires; groupes uniformément parfaits et cohomologie bornée

Définition 1. Nous dirons qu’un groupe discret G est uniformément parfait s’il existe
un entier k tel que tout élément du groupe G est le produit d’au plus k commutateurs.
Nous avons alors la remarque élémentaire mais fondamentale.

Remarque fondamentale 2. Soit
0—Z T -2G6—1

une extension centrale d’un groupe uniformément parfait G. Notons T = i(1). 1l
existe au plus une application @:I" — R telle que:
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(1) @(vT) = S() -+ 1 pour tout y € I,

2) D(v172) — P(1) — P(y2) est bornée sur I' x I,

3) d(v*) = nP(y) pour tout vy € I', n € Z.

Une application d’un groupe I" dans R vérifiant (2) sera appelée un quasi-mor-
phisme.

Si elle vérifie en plus (3) ce sera un quasi-morphisme homogéne.

Preuve. D’aprés (1), la différence de deux telles fonctions s’écrit Fop ol F':G — R
est telle que F'(g192) — F(g,) — F(gp) est bornée sur G X G (2). En particulier la
fonction F' est bornée sur le sous-ensemble des commutateurs d’éléments de G et
donc sur GG tout entier puisque le groupe G est uniformément parfait. Il résulte alors
de (3) qu’en fait la fonction F est identiquement nulle. [

La premiere partie de cet article consiste a remarquer que des fonctions @, vérifiant
évidemment (1), (2) et (3) apparaissent dans des contextes trés différents et coincident
donc.

Exemples fondamentaux 3. Tout élément du groupe PSL(2,R) est un commutateur.
Considérons 1’extension centrale

0 — Z —» PSL(2,R) —> PSL(2,R) — 1

ol PSL(2, R) est le revétement universel de PSL(2, R). Nous verrons bientdt que pour
cette extension, il existe effectivement un @, vérifiant (1), (2) et (3).

4. Le groupe symplectique Sp(2n,R) est lui aussi uniformément parfait (voir
C-1.1). Considérons I’extension centrale:

0 —> Z —> Sp(2n, R) — Sp(2n,R) —> 1

ol Sp(2n, R) est le revétement universel de Sp(2n, R). La encore, une telle fonction
@ existe et nous en rencontrerons divers exemples (donc égaux!) dans la partie C.

5. Une autre généralisation de I’exemple 3 est la suivante. Tout €lément du groupe
Homéo*(S') des homéomorphismes du cercle conservant 1'orientation est un com-
mutateur [E-H-N]. Dans ce cas, ’extension & considérer est:

0 — 7 — Homéo*(S') — Homéo™(S') —> 1

ot Homéo™ (S') est encore le revétement universel, groupe que 1’on peut aussi in-
terpréter comme celui des homéomorphismes de R commutant avec la translation 7',
d’amplitude 1.

Revenons 2 la remarque fondamentale. Si @ existe, notons ¢:G x G — R le
2-cocycle [bien défini d’apres (1)] par:

(g, ) = P(ny2) — Ply1) — P(72)

oll y; et 7y, sont des relévements arbitraires de g; et g, dans I". Toujours grice a (1)
la classe de cohomologie réelle définie par c est I’image de la classe de I’extension
centrale donnée, par I'application canonique H*(G;Z) — H*(G;R). On voit donc
qu’une condition nécessaire d’existence est que la classe de cohomologie réelle définie
par I’extension centrale 0 — Z — I' —= G — 1 soit représentable par un 2-cocycle
réel, borné, sur G x G.

En fait on peut énoncer:
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Proposition 6. Soient G un groupe uniformément parfait et x € H*(G,Z). Notons
0—2zZ-51, 256 —1

Iextension centrale correspondante. Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) Il existe une application (unique) @, :1, — R satisfaisant les propriétés (1),
(2) et (3) de la remarque fondamentale.

b) L’image de « dans H*(G,R) est représentable par un 2-cocycle borné.

Preuve. 11 reste 4 voir que b) implique a). Soit donc ¢:G x G — R un 2-cocycle
borné normalisé [i.e. c(g,1) = c(1,g) = 0] représentant la classe réelle de x. Par
définition, p*c: Iy x I'; — R est le cobord d’une fonction (unique, car G est parfait)
&.. T, — R telle que @.(T) = 1. Puisque

De(V172) = Pe(11) — Pe(72) = elp(11), p(12))
est bornée, il existe une constante K telle que I’on ait pour tout n,p € N et tout

1
v € I | Py P)— e (¥™) — ¢ (vP)| < K. 1l en résulte que la suite - ®.(v™) possede

une limite lorsque n tend vers U'infini. C’est @,(7).
Pour terminer ces généralités, dégageons une formule qui exprime &, en fonction
de @, et de la connaissance de ¢ sur les sous-groupes monogenes de G.

Formule 7.
n-1
1
De(y) = By(y) — lim — 5.
() = @x(y) = lim ;c(w . O

Remargue 8. Ce qui précéde s’interpréte naturellement dans le contexte de la coho-
mologie bornée [Gr, Ba, Be, M-M]. Si GG est un groupe discret on note C{f (G;R)
les sous-complexe des cochaines d’Eilenberg-McLane qui sont bornées et H, (G R)
les groupes d’homologie correspondants: ce sont les groupes de cohomologie bornée.
Les considérations précédentes signifient que pour un groupe uniformément parfait
G, le second groupe de cohomologie bornée de G s’injecte dans le second groupe de
cohomologie ordinaire [M-M].

B Le groupe SL(2,R) et la classe d’Euler
B.l Nombre de translation et classe d’ Euler
Nous commengons par décrire un 2-cocycle normalisé sur le groupe Homéo* (S " des

homéomorphismes directs du cercle S'. Si p, g, r sont trois points du cercle orienté,
posons:

ord(p,q,r) = 0 si deux des points p, ¢, r coincident
= | siqgé€lprl
=-1 siqgé€lnpl.

C’est I'ordre cycligue des trois points p, g, r.

Proposition 1.1. (i) ord est invariant par I action de Homéo®(S*).
(i1) ord(p, q,r) + ord(p,r,s) = ord(p, q,s) + ord(q,r,s) ou p,q,r,s sont quatre
points quelconques du cercle.



Cocycles d’Euler et de Maslov 239

Fig.1 r

Preuve. (i) est clair.
(ii) Une fagon agréable de s’assurer de (ii) est de penser au cercle S' comme le

bord du disque de Poincaré et & constater que ord(p,q,r) est égal a — fois 1aire
™

algébrique du triangle idéal de sommets p, ¢ et r. La formule (ii) résulte alors de la
fig.1. O

Soit E:R — R la modification de la partie entiere [ ], définie par:

Ex)y==z st x € Z,
E@) =[z]+4 siz¢Z.

Si x et y sont deux nombres réels, posons
U,y) =2E@x -y € L.
Lemme 1.2. Soient x,y, z trois nombres réels. On a:
Uz,y) + Uy, 2) + U(z, z) = ord(n(z), m(y), n(2))
on 7w:R — R/Z est la projection. O
Corollaire 1.3. La fonction
ord : Homéo1(S") x Homéo™(S') — Z

définie par ord(f, g) = ord(0, f(0), f o g(0)) est un 2-cocycle normalisé borné sur le
groupe uniformément parfait Homéot(S').
De plus, la classe de cohomologie définie par ord est deux fois la classe d’Euler,
¢’ est-a-dire deux fois celle de I extension centrale:
0 — 7 — Homéo*(S") 2> Homéo(S") — 1.
Preuve. _ ~ }
ord(p(f), p(g)) = @ord(f ° g) - Qord(f) - Qord(g)

oil @o,d:Ho/rr\lejoJr(Sl) — 7 est définie par Syq(f) = U(f(0),0) = 2E(f(0)). Par
ailleurs $,4(T) =2. O

Le quasi-morphisme @4 n’est par homogene. Posons:

. _ 1 _
()= lim —&,4(f").
n—+o0 n
On a:

&(f) =2 lim w.
n-—+00 n
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On reconnait le double du nombre de translation de Poincaré 7( f) de f .

En résumé, le groupe ng\n/éo(Sl) se trouve muni d’une part d’un quasi-morphisme
non homogene a valeurs entiéres que nous noterons /’*:HoAm/éo(S 'Y — Z défini par
(f) = 2E(f(0)) et qui est la primitive du cocycle ordre cyclique; d’autre part,
d’un quasi-morphisme homogene a valeurs réelles T:H(;r\n/éo(S 'y — R; le nombre de
translation de Poincaré.

Nous avons la relation

| B x
lim — (" = 2.
n—+o0o N

De plus la classe de cohomologie entiere (resp. réelle) définie par le cobord de
(resp. de 7) est le double de la classe d’Euler (resp. la classe d’Euler réelle).

En considérant le cercle S' comme la droite projective P,(IR) on obtient un plonge-
ment du groupe PSL(2, R) dans le groupe Homéo*(S!). Ce plongement induit un
isomorphisme entre les groupes fondamentaux d’ou le diagramme:

0 — Z — PSL(2,R) — PSLQ,R) — 1
lu
00— Z ——»Ho?nvéo+(Sl)~—+Ho/rr\1go+(Sl)~—> 1.
Nous noterons encore ¢~ et 7 les restrictions a 1;51(2,]&) des deux fonctions

précédemment définies.
Le groupe discret PS1(2, Z) est isomorphe au produit libre Z/2%Z/3. L’extension:

0 — Z —> PSL(2,Z) —s PSL(2,Z) — 1
obtenue par restriction 2 PSL(2, Z) de la situation réelle, engendre le groupe
H*(PSL(2,7Z),7) ~ L]6.
En particulier, la multiplication par 6 de Z dans Z se prolonge en un unique ho-
momorphisme ¢:PSL(2,Z) — Z. Nous noterons : PSL(2,7) — %Z la fonction
définie par: B ~
C2(A) = (A) - 50(d) € 3L

et 72: PSL(2,Z) -— R la fonction définie par:

T2(A) = 7(A) — $o(A)
ot A est un relevé quelconque de A dans 1;§I/4(2, Z).

Remarque 1.4. Dans la partie B-3, nous étudierons des invariants définis sur SL(2, R)
et non plus sur PSL(2,R). On peut aussi plonger SL(2,R) dans Homéo*(S') en
considérant 1’action sur les demi-droites issues de 1’origine de R2. Nous choisirons
comme point base sur ce nouveau cercle la demi-droite passant par (1,0). Nous
noterons ord’ le 2-cocycle induit par ord sur SL(2,R) par ce plongement. Sa primi-
tive “':SL(2,R) = PSL(2,R) — %Z différe de ¢ par la formule suivante. Soient

A= (z 3) € SL(2,R) et A un relevé dans SL(2,R). Nous avons:

“'(A) — 20 (A) = sign(c),

ou, bien siir, sign(c) vaut 0si ¢ =90, +1 sic>0et —1si c<O.
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De méme, on définit une fonction % : SL(2, Z) — %Z. On a la formule:

(A = 205 (m(A)) + sign(c)

ot m:SL(2,Z) — PSL(2,Z) est la projection.

Dans la suite, nous allons identifier trois fonctions sur PSL(2, Z), a vrai dire, deux
sur PSL(2,Z) et une sur SL(2, Z).

Il s’agit d’abord de I’ambiguité du logarithme de la fonction 1 de Dedekind, puis
du défaut de signature de Hirzebruch pour les variétés de dimension 3 et enfin de la
fonction de Rademacher.

Dans ces trois cas la stratégie sera la méme. Le cobord de ces fonctions se pro-
longera naturellement en un 2-cocycle borné sur le groupe uniformément parfait
PSL(2,R) ou SL(2,R). La connaissance de la classe de cohomologie ordinaire de
ce 2-cocycle déterminera la fonction (2 une quantité bornée pres).

B-2 La fonction 1 de Dedekind

Pour s dans le demi-plan complexe supérieur .7, on définit:
n(s) = e H(l e®™%)  [De].

La puissance 24-ieme de la fonction 5 est une forme modulaire de poids 12. En
particulier si A =+ <CCL Z) est un élément du groupe PSL(2,Z), on a:

n*(As) = [(cs + d)*1°7%*(s)

et donc
(logn**) (As) = (log ™) (s) + 6log(cs + d)* + 2imx(A), x(A)€Z,

o logn?* est n’importe quelle détermination continue, tandis que log(cs + d)* est
la détermination dont la partie imaginaire appartient & l'intervalle [0, 27[. Ce choix
assure pour tout ¢ et d, la continuité en s de cette fonction et I’entier x(A) est donc
bien indépendant de s. C’est cette quantité que nous voulons redéterminer avec nos
méthodes.

Le cobord de la fonction. x:PSL(2,Z) — Z.
Pour s € .# et A € PSL2,R), A=+ ((z Z) posons:

1

Js(A) = st d? = A'(s)
et
log(js(A)) = —log(cs + d)* €] — 2m,0]
On a alors:
JS(AB) = JBS(A) ' ]s(B)
et

log(js(AB)) = log(jBs(A)) + log(js(B)) + 2irc(A, B)
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ol 1a encore, I’entier ¢(A, B) évidemment borné par 1 est indépendant de s. Lorsque
A et B appartiennent a PSL(2, Z) on a évidemment la relation:

dx(A, B) = x(AB) — x(A) — x(B) = 6¢(A, B).

Nous avons donc prolongé le cobord de la fonction x en un 2-cocycle borné (par 6)
sur le groupe uniformément parfait PSL(2, R). On pourra comparer ce fait 4 [As].

Lemme 2.1, La classe de cohomologie du cocycle c(A, B) est la classe d’ Euler.

Preuve. Puisque c est un cocycle mesurable, la classe de cohomologie qu’il définit
est un multiple de la classe d’Euler [Ma]. Il suffit donc de déterminer cette classe
en restriction au sous-groupe SO(2) de PSL(2,R) constitué des rotations autour de
i = v/—1. La définition de c(A, B) montre alors qu’il définit 1’extension:

0—Z-—R-—S'=502—0. O
On obtient alors une détermination de y(A) «a 6 présy.
Proposition 2.2. (1) nl—l»Too % x{(A™) = 617(A).
@) Ix(A) — 6z £6. O
Si I’on veut un calcul complet de la valeur x(A), il faut travailler un peu plus.
Lemme 2.3. Soient A et B € PSL(2,R). Posons
Js(B) Js(AB)

e ¢ T EB)

Alors:
ord(1, 6, 6;) = ord(co, A(c0), AB(0))

ou le membre de gauche est I'ordre sur le cercle des complexes de module 1, tandis
que celui de droite est I’ ordre sur le bord du demi-plan du Poincaré. (On note oo le
point a Uinfini de ce bord.)

Preuve. 11 s’agit de comparer les deux trivialisations naturelles du fibré unitaire tan-
gent au demi-plan de Poincaré. La premiére est donnée par les translations de C; c’est
elle qui donne un sens a I’égalité j,(B) = B'(s). La deuxiéme consiste 2 associer a
un vecteur unitaire ’extrémité a I'infini de la demi-géodésique issue de ce vecteur.
On ala fig.2. @O

Fig. 2 (AB) (=) B (=)
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Soit h le vecteur tangent au point 7 dans la direction du point co. Les symétriques
par rapport A h des translatés de B'() - h et (AB)'(7) - h sont respectivement de
direction B~ !(00) et (AB)~'(c0). On a donc:

ord(1,6,,6;) = ord(h, B'(T)h, (AB) (1)h)
= - Ord(h; ‘/1 3 ‘/2)
= —ord(co, B~!(00), (AB)™!(00))
= ord(oo, A(x), AB(cc)). [
Lemme 2.4. Si z; et z; sont deux nombres complexes non nuls et log est la détermi-

nation de partie imaginaire appartenant a | — 2w, 0], posons:

log 2, = log ( ) + log z; 4 2ime(zy, z2) .
Alors:
ord <1 IZII | 2\) 2c(z1, ) = f(z122) — f(z1) — f(=z2)
ou f:C* — 7 est définie par:

fxy=-1 si ﬂ+1

==-2 sinon. [

On obtient alors, griace a 2.3 et 2.4, la détermination de x:
a b
d
X(A) =3(z(A — 1) si c+0
=3(7(A)—=2)si c¢=0. O

Théoreme 2.5. Soit A = + ( ) € PSL(2, 7). On a:

B-3 Défaut de signature de Hirzebruch et cocycle signature de Meyer

Ce paragraphe fournit un calcul de la signature d’une variété orientée de dimension 4
fibrée en tores T sur une surface avec ou sans bord.

A toute variété M de dimension 3, fermée, et munie d’une parallélisation stable
t de son fibré tangent stable, Hirzebruch associe un entier 6(M,t) appelé défaut de
signature et défini comme suit [H1, H2]. Soit W* une variété compacte orientée
de bord M et soit p;(W, M) € HYW, M;Z) la premiere classe de Pontryagin du
fibré sur W/M construit a partir du fibré tangent 2 W et de la trivialisation ¢ de sa
restriction au bord M. Soit o(WW) la signature de W. La formule de Hirzebruch pour
la signature des variétés fermées de dimension4 ainsi que ’additivité des signatures
de Novikov montrent que I’entier 36(W) — (p;(W, M), [W, M]) ne dépend que du
couple (M, t) (ot [W, M] désigne la classe fondamentale relative). On le note (M, ¢).

Pour A € SL(2, Z), notons T4 le fibré en tores T7 sur le cercle S I de monodromie
A. Tout chemin ~ joignant A~' a I'identité dans le groupe connexe SL(2, R) fournit
une trivialisation stable £(7y) de la 3-variété T'4. 1l est facile de s’assurer que le nombre
8(T'4, t(7)) est en fait indépendant du choix du chemin v reliant A~! a Iidentité [par
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exemple parce que 'influence de ces choix transite par le groupe m(SO) ~ Z/2].
Nous le noterons donc §(A) et comme précédemment nous voulons le déterminer.

Le cobord de la fonction 6. Soient A, B € PSL(2,Z). Notons P la sphere S? privée
de trois disques. La donnée de A et B permet de construire un fibré en tores W,
de base P, grice a la représentation du groupe fondamental de P dans le groupe
des difféomorphismes du tore donnée par A et B. La variété W est un cobordisme
stablement parallélisé entre T4 U Tg et T4 et donc:

S(AB) — 8(A) — §(B) = 30(W)

que nous noterons 30(A, B) et que nous appellerons le cocycle signature.

Malheureusement, le groupe SL(2,7Z) n’est pas uniformément parfait et la re-
marque fondamentale ne s’applique pas. Cependant, Meyer [Me] a constaté que le
cocycle signature se prolonge naturellement au groupe uniformément parfait SL(2, R).
En effet, 1a donnée de deux matrices A et B de SL(2, R) fait de R? un module, noté
92, sur ’anneau de groupe Z[m(P)] (P est toujours la sphére S? privée de trois
disques). Le cup produit

HY(P,0P; R x H'(P,0P; R?*) — H*(P,0P;R* @p R

est une forme alternée. En composant par la fleche 7, (P)-équivariante R*QpR° — R
donnée par la structure symplectique canonique de R?, on obtient une forme bilinéaire
symétrique sur H'(P,0P;9?). Dans le cas ot A et B sont des éléments de SL(2,7Z),
la suite spectrale de la fibration W montre que la signature de cette forme coincide
avec celle de la variété W. Nous la noterons donc encore o(A, B). L additivité de
Novikov s’adapte 2 ce contexte et montre donc que o(A, B) est un 2-cocycle borné
(a priori par 4) sur SL(2, R).

Pour appliquer les résultats de la partie A il nous suffit, d’une part, d’identifier la
classe de cohomologie ordinaire définie par o ceci a été fait par plusieurs auteurs {Me,
At 1-2, Tu], d’autre part de déterminer le 2-cocycle o, en restriction aux sous-groupes
monogenes de SL(2, R) (voir formule A-7).

Dans [Me], Meyer décrit la forme bilinéaire symétrique sur le groupe
H'(P,0P;%?). La dualité de Poincaré identifie ce groupe a

H{(P; R ~ H{(Z+ 7:;9R%).

Ce dernier espace est isomorphe au noyau K de I’application R? x R?> — R? définie
par:

(u,v) — (A" = Idyu + (B — Idyw
et la forme bilinéaire associée est la restriction au sous-espace K de:
b((u, v); (v, ) = det(u + v, dd —B)}') [Me].

Lemme 3.1. Supposons que les matrices A et B commutent et que A — 1d soit in-
versible. Alors le noyau K précédent est le dimension?2 et la forme bilinéaire b est
isométrique a b’ :R? x R? — R donnée par:

V(x,y) = ~detl(AB — (AB)™) = (A~ A™) — (B~ Bz, yl.
Preuve. On paramétre K par a:R*? — K

a(z) = ((Jd—B)z, (A" —1d)z). O
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Corollaire 3.2. Si A et B sont deux rotations d’ angle « et 3, on a:
o(A, B) = 2sign(sin o + sin 3 — sin(a + 3))
=2ord(A, B) (voir remarque B-1.4).
Preuve. Lorsque A = Id, il est directement évident que o(Id, B) = 0. Sinon, on
applique le lemme 3.1. 0O

Corollaire 3.3. La classe de cohomologie définie par le 2-cocycle o est 4 fois celle
définie par I extension
0 — Z — PSL(2,R) — SL(2,R) — 1.

Preuve. Puisque le cocycle o est mesurable, la classe de cohomologie qu’il définit est
un multiple de celle de I’extension ci-dessus. Le corollaire 3.2 montre qu’en restriction
a4 S0(2), le cocycle o définit le quadruple de I’extension

0—Z—>R-—S02)—0. DO

Corollaire 3.4 . Soient A et B deux éléments elliptiques qui commutent dans SL(2, R).
Alors:

o(A, By =2ord (A, B).
Preuve. Les deux membres de 1’égalité sont invariants par conjugaison. On applique
alors 3.2. O

Lemme 3.5. Soient A et B deux éléments hyperboliques qui commutent dans SL(2, R).
Alors:

o(A,B)=0.
Preuve. Lorsque B £ A™! la forme b (voir 3.1) est non dégénérée. Tout vecteur

propre commun a A et B est isotrope. La signature est donc nulle. Il est par ailleurs
évident que o(A4, A"y =0. O

Le cas des éléments paraboliques ne serait pas difficile a traiter de mani¢re ana-
logue. Dans la partie C, nous aurons a traiter le cas général des éléments unipotents
du groupe symplectique et nous renvoyons donc a cette partie.

Résumons les résultats obtenus sous la forme de deux théorémes.

Théoreme 3.6. Soient A et B deux éléments de SL(2,R) tels que A, B et AB sont
non paraboliques. Alors:

(A, B) = (AB) — (A) — H(B)
on A et B sont des relevés arbitraires de A et B dans I;§L(2, R) et on:
P(A) = 20" (A) si A est elliptique
=87(A)  si A est hyperbolique. [
Théoreme 3.7, Soit A un élément de SL(2,7Z). Le défaut de signature de Hirzebruch
S(A) est donné par:
8(A) = 6/4(A)  si A est elliptique
= 2417(A) si A est hyperbolique . O

Ainsi, ces théorémes permettent de calculer la signature d’un fibré en tores T2
au-dessus d’une sphére moins trois disques. Pour le cas plus général ol la base est
une surface compacte a bord, il suffit de la «décomposer en pantalonsy et d’ajouter
les résultats obtenus.
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B-4 Cocycles de Brooks et fonction de Rademacher

Ce paragraphe est destiné a calculer numériquement ces invariants 7z et %. Il en
résultera donc un calcul explicite des fonctions x et § étudiées précédemment.

Dans [Br], Brooks donne des exemples de quasi-morphismes définis sur le groupe
libre L(c, 3) & deux générateurs. Soit w un mot réduit quelconque en o', B+!, Si v
est un élément du groupe libre L{a, 5) on note 7n,,(7y) le nombre de fois que le mot
réduit représentant -y contient w comme sous-mot. On définit alors N, : L(a, 8) — Z
par:

Ny(y) = 1 () — 71 (7).

I1 est facile de constater que ces N, sont bien des quasi-morphismes.
Rappelons ici que le groupe PSL(2, Z), isomorphe au produit libre Z/27Z x 7Z./37Z,

est engendré par:
_ 0 1 _ 1 —1
a=s(90) @ mes(l D)

Un élément v de PSL(2,Z) s’écrit donc de fagon unique: v = B0 AB®! ... Bev+)
avec £9,€,41 € {—1,0,1} et g; € {—1,1} pour j £ 0 et j % v + 1. D’une maniere
analogue a Brooks, définissons:

R:PSL(Q2,Z) — Z

par:
v+l

R(v) = Z €;.
=0

C’est évidemment un quasi-morphisme que nous appellerons la fonction de Radema-
cher pour des raisons qui apparaitront prochainement.

Une facon agréable de décrire les quasi-morphismes de Brooks se trouve dans
[B-G] dans le contexte des groupes agissant sur les arbres réels. Nous en décrivons
ici une variante bien adaptée a notre contexte.

Il existe un arbre naturel, plongé dans le demi-plan de Poincaré .# et sur lequel
PSL(2, Z) opére [Se]. Cet arbre T est 1’orbite sous PSL(2, Z) du segment géodésique
joignant j = /—1 et i = ¥/—1. Si, p et g appartiennent a I’orbite de 4, I’'unique
géodésique de T, joignant p a g est en fait une géodésique brisée de .7. Les discon-
tinuités de la dérivée correspondent aux points de 1’orbite de j et sont de deux types
(fig.3 et 4).

On pose # (p, ) égal au nombre de virages a gauche diminué du nombre de virages

a droite. C’est aussi — fois la variation de 1’angle du vecteur tangent lorsqu’on le
T
transporte parallelement le long de ’arc pg.

Remarque 4.1. Si p, q,r sont trois points de I’orbite de ¢ dans T, la quantité /(p, ¢) +
£(q,r) + 7~ (r,p) est égale a 0, +3 ou —3 suivant que p,q,r sont alignés, dans un
ordre cyclique positif ou négatif autour du centre w du tripode p, g, r (voir fig. 5).

Cette assertion est bien slir une version combinatoire trés simple du théoréme de
Gauss-Bonnet.

Les propriétés suivantes sont claires:

(1) R(v) = #(i,v(i)) pour tout vy de PSL(2, Z).

(2) ~(a(d), v(a(i)) = R(a~'ya) pour tout +, o de PSL(2, Z).
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i=Al BAi

-1 0 1 2
Fig.3
q p
[ ] [ 2
Y
q9
virage & gauche virage & droite
Fig.4
p p p
q
@ (0}
q
r q r r
0 +3 -3
Fig.5

Cette deuxieme égalité va nous permettre de donner un sens A I’expression
#(00,v(00)) obr oo désigne le point a I'infini du bord du demi-plan de Poincaré.
St a = BA, la suite o™(4) tend vers le point co. La suite R{a™"ya™) est constante
a partir d’un certain rang pour tout .
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Nous noterons sa limite Ry (). Il résulte par ailleurs de la remarque4.1 que

Roo(1172) = Roo(1) — Reo(2) = 3 0rd(00, 71(00), 7172(00)) -
On obtient alors:
Théoreme 4.2. (1) n}lTOO R((BA)™™v(BA)™) = 3¢%(7).
@ Jim_~RG™ = 6ma()

Preuve. (1) Les deux membres de 1’égalité ont le méme cobord.
(2) C’est la version homogénéisée de (1). O

Remarque 4.3. Le théoréme précédent est un «calcul numériquer de ces invariants
et 7z. En effet, le calcul des limites mentionnées dans le théoréme est trés simple.
Par exemple, si I’écriture de v comme mot en A et B commence par A et finit par
A, on a évidemment:

3C4(y) = R(7v).

De la méme maniére, si v commence par A et finit par B, on a:

67z(y) = R(7).

Tous les autres cas se traiteraient de maniére analogue. Par ailleurs, la définition
précédente de R(7y) comme /(i,v(¢)) montre que son calcul est algorithmiquement
trés simple.

Remarque 44. Une fagon géométrique d’interpréter 7z(y) est la suivante. Supposons
que ~y soit une isométrie hyperbolique. Il existe alors une unique géodésique de I'arbre
T, globalement invariante par -y et sur laquelle « agit par translation de I'arbre. Soit
p un point de ’orbite de ¢ situé¢ sur cette géodésique. La fig. 6 montre que:

N R
7(y) = lim — R(y™) = /(p,7p).
n—+o0c 1

<

¥é Y

Fig. 6
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La fonction R a été introduite par Rademacher, dans son étude sur le logarithme de
la fonction n de Dedekind [Ra, R-G]. Rademacher définit une fonction sur SL(2, Z)
par:

sic=0

b
a b\ _ |} d
R(c d)_ a+d . . .
— 12sign(c)s(a, |c|) — 3sign(c(a — d)) si ¢+0

ot sth, k)= 30 ((%))((h—“» (h,k) =1, k > 0 avec
HEZ/KZ k

si z€Z
x—|[z] -5 =2~ E(x) sinon;
puis montre, par des calculs assez longs, que cette fonction coincide avec celle définie
plus haut.
En ces termes de sommes de Dedekind, une formule a déja été donnée pour le

calcul du nombre de translation d’un élément de ﬁ@, 7). Cette formule est citée
dans [Wa] et attribuée a Boyer.

C Le groupe symplectique, la classe de Maslov
et le cocycle signature de Meyer

C-1 La classe de Maslov et trois quasi-morphismes définis sur Sp(2n, R)

Commencons par quelques rappels et notations (pour plus de détails, on pourra consul-
ter [A-M]). Soit n un entier positif. Munissons ’espace vectoriel R?" de coordonnées
Qls-+-3qn,Pl,- -, Pn €t considérons la forme symplectique standard w sur R?" définie

par:
n

W((dar Pa)s (Gos Pa) = 3

a=1

o q;l
Do Pl

Nous désignerons par Sp(2n, R) le groupe symplectique formé des automorphismes
linaires de R?™ qui préservent w et par PSp(2n, R) le quotient de Sp(2n, R) par son
centre {£1d}.

Proposition 1.1. Le groupe Sp(2n, R) est uniformément parfait.

Preuve. Si a est un vecteur de R?™, nous noterons t, la transvection symplectique
définie par:
to(x) =+ w(z,a)a.

Soit g un élément de Sp(2n,R) tel que g(a) = V2 - a. On a alors:
ta =)ty =tz ta! = gtag™ 't

Ainsi t, est un commutateur dans Sp(2n, R). La proposition est alors une conséquence
du fait que tout élément de Sp(2n, R) est le produit d’au plus 2n éléments du type
tE (voir [Di]). O

Un sous-espace L de R>™, de dimension n est un lagrangien si la restriction de w
a L x L est identiquement nulle. Nous noterons A,, la grassmannienne lagrangienne,
c’est-a-dire I’espace de tous les lagrangiens. Bien stir PSp(2n, R) opére sur A,.



250 J. Barge et E. Ghys

On peut identifier R?" & C™ par les coordonnées z, = qo + ipy (@ = 1,...,n).
Le groupe unitaire U(n), préservant la forme hermitienne ) 2,2, est alors contenu
dans Sp(2n,R) et opere transitivement sur A,. Le stabilisateur de cetie action est
le groupe orthogonal O(n) de sorte que A, s’identifie & U(n)/O(n). Le carré du
déterminant donne une fibration:

det’ : A, = U(n)/O(n) — S' c C*.

La fibre, difféomorphe a SU(n)/SO(n), est simplement connexe. La fibration det?
induit donc un isomorphisme au niveau des groupes fondamentaux.

Désignons par 7: A, — A, le revétement universel. Soit Sp(2n, R) le sous-groupe
constitué des homéomorphismes de An qui relevent les éléments de PSp(2n, R) con-
sidérés comme agissant sur A,. On a bien slir une suite exacte:

0 — Z — Sp(2n, R) — PSp(2n,R) — 1.

II se trouve que Sp(2n,R) est aussi le revétement universel de PSp(2n,R). La
classe de cohomologie qui définit cette extension, élément de H?(PSp(2n, R); Z) est,
par définition, la classe de Maslov. C’est aussi le générateur du second groupe de
cohomologie borélienne de PSp(2n, R) [Ma].

Dans le cas ou n = 1, les considérations précédentes ménent bien sfir 4 I’extension:

0 — Z — SL(2,R) — PSL(2,R) — 1

que nous avons considérée dans la premiére partie. Dans ce cas, la classe de Maslov
coincide avec la classe d’Euler et A; n’est autre qu’un cercle. Les quasi-morphismes

que nous avons construits sur SL(2, R} provenaient essentiellement de la modification
E de la partie entiére, ou encore du choix d’un domaine fondamental pour I’action des
translations entieres sur la droite. Pour généraliser cette construction 4 A, plusieurs
méthodes sont possibles et vont mener a divers quasi-morphismes.

La premiére méthode est certainement la plus naive. Soit * le plan lagrangien R™ x {0}
dans R?” et % un relevé de * dans A,,. Soit

~2
det : 4, — R
~2
le relevé de det? : A, — S' tel que det (¥) = 0. On définit alors une fonction @ge
sur Sp(2n, R) par:

~2
Py (§) = det (G(F)) € R.
Pour mieux décrire @4, nous introduisons la fonction g définie sur PSp(2n, R)

par:
Pda(g) = det’(g(x)) € S' C C*.

Les éléments de PSp(2n,R) s’écrivent sous la forme + (é g) o les blocs

A,B,C, D sont tels que B'A et C*D sont symétriques et A'D — B'C = Id. Les
éléments de PU(n) sont ceux pour lesquels A = D et B = —(C, identifiés 2 la

matrice complexe +(A — iB) € PGL(n, C). Soit donc g = £+ (é ‘g) et calculons



Cocycles d’Euler et de Maslov 251

Pdet(g). Soit r = (_AL;, i:) € U(n) tel que r(*) = g(*). La matrice g~ 'r est donc
du type ( 0” C:) d’ou il résulte que:

A'=AA" e B =cCA”
et donc: N

(A —iB") = (A~ iC)A".

On obtient donc une formule explicite pour @ge:

sodet( + (é g) ) = det?(g(x)) = det® r = det(A' — iB')?

det(A — iO)?

_ 1
= Taera—iop] <% <©

La fonction @g, quant i elle, est bien siir le relevé continu de pge 2 §f>(2n, R) qui
est nul sur I’élément neutre.

Proposition 1.2. La fonction ®ge est un quasi-morphisme.

Preuve. Rappelons que le domaine de Siegel &,, est I’ensemble des matrices n X n,
symétriques et a coefficients complexes, dont la partie imaginaire est définie positive

[Si]. Le groupe PSp(2n, R) opere sur &, par:
A B _ -1
(¢ p) Z2=0z2-B)-CZ+A)

[cette action differe de 1’action usuelle par I’automorphisme g —! g~' de PSp(2n, R)].
Sig== (é, g) € PSp(2n,R) et Z € G,,, on pose:

j(g,Z) = det(~CZ + AP € C*.
11 est immédiat de vérifier, de maniére analogue a B-2 que:

9192, 2) = j(91,92 - £2)j(92, 2) .
Ainsi, si ’on pose:

(g, 2)

0z:9 € PSp2n, R) — =
29 =T 59, 2)]

eS' ccC*,
on a de méme:
02(9192) = 0g,.2(g1) - 02(g2) .

Si on introduit les relevés continus 85 /:\S/:I;(Zn, R) — R dépendant continiment de Z
et tels que 672 de I’élément neutre de PSp(2n, R) soit nul, on a:

02§152) = 04,.2(51) + 82(52)

et Paplication ;14 coincide avec I’application $g4, dont il s’agit de montrer qu’elle
est un quasi-morphisme. Il faut donc montrer que:

8g,-110(91) — Bi1a(gn)|



252 J. Barge et E. Ghys

est majoré par une constante qui ne dépend que de n. Pour cela, considérons deux
éléments Zy et Z; de &, et g € Sp(2n, R). L’application
t €10,1]1 = ju_nzeez,(9) € C*

est polynomiale de degré inférieur ou égal a 2n. Il existe donc au plus 2n valeurs
de ¢ ou elle prend des valeurs réelles (2 moins qu’elle ne soit réelle pour tout t). Par
conséquent, la variation de I"argument de j—yz,+¢2, () lorsque ¢ varie de 0 & 1 est
inférieure 3 2n + x. En d’autres termes:

Le 2-cocycle borné cge; défini sur PSp(2n, R) par:
caer(g1, 92) = Pueil§1§2) — Paei(d1) — Pae(G2)

ol §| et §, relévent g, et g,, représente bien sfir 1a classe de Maslov. En remplacant
P4 par sa partie entiére, on obtiendrait un 2-cocycle entier représentant lui aussi la
classe de Maslov et prenant des valeurs inférieures a n 4 1.

Une deuxiéme méthode pour déterminer un 2-cocycle représentant la classe de Maslov
a &té utilisée par Dupont, Guichardet et Wigner [Du, D-G, G-W]. Soit

Sp(2n,R) = U(n) - P

la décomposition de Cartan de Sp(2n,R). En prenant le carré du déterminant de la
composante sur U(n), on obtient une application:
wpew : PSp(2n, R) — 8' ¢ C*.
. . . A B
Dupont, Guichardet et Wigner montrent que si g = + ( C D ), on a:
det(A + D +iB — iC)’

i *
|det(A + D 4 iB — iC)?| €S ct

Poew(g) =

L’application @pgw:Sp(2n,R) — R obtenue par relévement continu est, elle aussi,
un quasi-morphisme comme il est montré par Dupont [Du]. Nous ne détaillerons
pas ces constructions car nous n’en aurons pas besoin par la suite. On pourra aussi
consulter [He, Ya, Y-S]. Il faut rapprocher ces résultats de [D-T] ou il est montré
(entre autres) que ’aire symplectique d’un triangle géodésique de I’espace de Siegel
est uniformément bornée.

Une troisiéme méthode pour déterminer un 2-cocycle représentant la classe de Maslov
utilise une construction de domaine fondamental dans A,, décrite par Arnold [Ar] et
que nous allons rappeler rapidement.

Si o est un lagrangien de A,, nous noterons f(c) 'ensemble des lagrangiens
G qui ne sont pas transverses a «. C’est une sous-variété orientée et stratifiée de
codimension | et dont le lieu singulier est de codimension supérieure ou égale a 2.
La classe d’homlogie correspondante est Poincaré duale du générateur de H,(A,; Z).
Rappelons aussi que I’ensemble des lagrangiens transverses a un lagrangien donné 8
est naturellement un espace affine (sur I’espace vectoriel des formes quadratiques sur «
ol @ est n’importe quel lagrangien transverse 4 3). Il en résulte que le complémentaire
de 'image inverse ¢(3) de t(3) dans A,, est une réunion disjointe d’ouverts contractiles

permutés par [’action du groupe Z engendré par 7', groupe du revétement cyclique
A, — A,
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Au voisinage du point o de t(a), les éléments de A,, correspondent a des formes
quadratiques et les éléments de t(«) aux formes dégénérées. Ainsi {(a) disconnecte
localement A, en (2n + 1) composantes connexes au voisinage de «, suivant la
signature de la forme quadratique associée. L’une de ces composantes est privilégiée;
c’est celle qui correspond aux formes définies positives. Ceci permet 2 Arnold de
définir un indice m(d,ﬁ) € Z pour deux éléments & et 8 tels que (&) = a et
7(f) = 3 soient transverses. Il suffit de joindre & et 3 par un chemin ¢ dans A,,. La
projection ¢ de & dans A, joint «x et 3. On fait suivre ¢ par un petit chemin joignant 3
a un point proche de 3 situé dans la composante privilégiée que nous avons décrite.
L’indice m(d, B) est alors défini comme le nombre d’intersection de ce chemin avec
t(B3). 11 est bien clair que:

m(Té&, B) = m(@, TH) = m(&, ) + 1.

Les composantes de A, — t(e) sont ainsi paramétrées par la valeur de m(&, —).

11 est en fait possible de définir m(&, B) méme si w(&) et 7(F) ne sont pas trans-
verses. Le cobord de m s’identifie alors a Iindice ternaire de Leray-Kashiwara [Le,
L-V] que nous rappelons. Vou aussi {Da].

Si @y, az, a3 sont trois lagrangiens, on considére la forme bilinéaire symétrique
A définie sur (a; + o) N a3 de la fagon suivante: si a et b sont des éléments de
(o) +ap)Naog et si z est un élément de i tel que a —x € y, alors A(a, b) = w(z, b).
L’indice ternaire I(ay, a2, a3) est la signature de A. Le lien entre m et I est donné
par la formule:

I(w(&), 7(3), 7(7)) = m(&, B) + m(B,7) + m(F, &)

voir [L-V, Le, Ar].
Ainsi, nous pouvons définir la fonction de Arnold-Maslov:

Pam:d € Sp2n, R) > m(i(%), %) .
Le 2-cocycle associé cam sur PSp(2n, R) est défini par:
ceam(gr, 92) = Pam(§1§2) — Pam(Gi) — Pam(G2)
= I(x, g1(*), g192(%))

ou g, et g, relevent g; et g». Ce 2-cocycle entier représente bien entendu la classe de
Maslov.

Proposition 1.3. La fonction de Arnold-Maslov est un quasi-morphisme.
Preuve. C’est clair car ’indice I est borné par n. O

Le corollaire suivant résulte de notre principe général. Il répond & une question de
Turaev [Tu].

Corollaire 1.4. Les fonctions de Arnold-Maslov, de Dupont-Guichardet-Wigner et Py
différent d’ une quantité bornée. [l
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C-2 Le nombre de rotation symplectique

Aucune des trois fonctions @y, Ppgw et Pam n’est homogene, c’est-a-dire ne vérifie
&(5*) = kP(§). Nous introduisons donc le quasi-morphisme homogéne correspondant.

Définition 2.1. On appelle nombre de translation symplectique d’un élément § de
Sp(2n, R) le réel défini par:

1
k

On appelle nombre de rotation symplectique d’un élément g de PSp(2n, R) I’élément
o(g) de R/Z ~ S' défini par:

.1 - . ~ .1 -
7(§) = Jim - Pae(@®) = lim + Pam(@") = Jim — Poow(3").

o(g) = T(§)mod Z

ol § est un relevé quelconque de g.

Remarques 2.2. (1) La fonction 7:Sp(2n, R) — R est caractérisée par les propriétés
(1), (2) et (3) de la remarque fondamentale de la partie A.

(2) Deux éléments conjugués ont méme nombre de translation symplectique.

(3) Si g € PSp(2n, R) fixe un lagrangien, alors p(g) = 0. C’est clair si ce lagran-
gien est R™ x {0} et résulte de la remarque 2 sinon.

(4) La connaissance de 7 détermine @4 €t Popm 2 une quantité bornée pres. En
fait

I7(§) — Paer(@)| S+ 1,
|7(§) — Pam(@)| S .

(5) La définition de g montre que si g € PU(n), alors p(g) est le carré du déter-
minant de g si ’on considére S! comme le cercle unité dans C* ou, plus précisément,

1. . .
o fois I’argument de det® g si I’on considere ce cercle comme R/Z.
s

(6) Le revétement universel U(n) de PU(n) [sous-groupe de Sp(2n, R)] peut étre
considéré comme I’ensemble des couples § = (+g,d) ou g € PU(n) et d € R sont
tels que det* g = exp(2ind). Le nombre de translation symplectique d’un élément
§ = (+g, d) est alors évidemment d.

Avant de calculer explicitement le nombre de rotation symplectique, nous allons
rappeler quelques généralités bien classiques concernant la décomposition spectrale
dans Sp(2n, R).

Si A € C est une valeur propre de g € Sp(2n,R), il en est de méme pour
X, A1 X~ Il en résulte que le spectre de g peut étre décomposé en blocs de plusieurs
types: '

(1) des quadruplets {\, A, A", A~} ol1 X n’est ni réel ni de module 1;

(2) des paires {A,A7'} ot X est réel mais pas de module 1;

(3) des paires {\, A} o X est de module 1 mais pas réel;

(4) des singletons {1} ou {—1} qui apparaissent avec une multiplicité paire.

A chacun de ces blocs correspond un sous-espace caractéristique invariant par
g. Ces sous-espaces invariants Vi, ...V} sont évidemment orthogonaux deux & deux
pour la structure symplectique. A conjugaison pres, on est donc ramené au cas ou g
est une matrice par blocs.

D’autre part, la décomposition de Jordan, valide dans Sp(2n, R), exprime g sous
la forme:

g=35"1u
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ou s est semi-simple, u est unipotent (i.e. u — id est nilpotent) et us = su. Bien siir,
u et s laissent stables les sous-espaces caractéristiques Vi, ....V,. La restriction de s
a chaque V; est elle-méme réductible a une somme de sous-espaces invariants (par s
mais pas par u) de dimensions 1, 2 ou 4 suivant le cas.

Plagons-nous maintenant dans le cas ol ¢ est semi-simple. Pour calculer le nom-
bre de rotation symplectique de +g, on va se ramener au cas des blocs grace a la
proposition suivante:

Proposition 2.3. (i) Si deux éléments g, et g, et Sp(2n, R) commutent, deux relevés
quelconques §, et §p de g et g @ Sp(2n, R) commutent aussi.

(i) Si g1 et §» commutent, on a:

7(§1§2) = 7(g1) + 7(32) -
Preuve. La propriété (i) résulte simplement du fait que 7 est un quasi-morphisme. Plus

précisément, soient g; et g, comme dans 1’énoncé et k I’entier tel que le commutateur
[G1, §o] soit égal a T*. On a alors:

~N =N N2k

G, 5 1=T
d’ou:

~N N 2
791, 9’ 1= N"k.
Le membre de gauche de cette derniére égalité est borné quand N tend vers Dinfini
car 7 est un quasi-morphisme. Il en resulte que k¥ = 0, c’est-a-dire que §; et §
commutent.
Pour la propriété (ii), on a:

"Gii) = Jim + B,
@)+ 7(d) = Jim - @) + )
oll @ désigne Pan ou Pye. L 76galité cherchée est encore une conséquence du fait que
@ est un quasi-morphisme. [
Lemme 2.4. Soir i:Sp(2n,R) — Sp(2n + 2p,R) le plongement défini par i(g) =
(g I(()i) Soit Z:’S‘E)(Zn, R) — §f>(2n + 2p, R) le relevé de i. Alors, pour tout g €
Sp2n,R) et G € gvp(Zn, R), on a:
(@) = 7@,
o(m(9)) = o(n(i(g))
oi 7 est la projection de Sp — PSp.
Preuve. La grassmannienne A, se plonge naturellement dans A, de méme que A,
dans A, ,. Ce dernier plongement est compatible avec les applications &Etz A, - R
et (i?;tZ:/TMp —-R O
Remarque 2.5. Le plongement ¢ n’induit pas un plongement de PSp(2n,R) dans

PSp(2n + 2p, R).
Nous étudions maintenant le nombre de rotation symplectique de chaque bloc.

Proposition 2.6. Soit g un élément de Sp(4,R) dont le spectre est du type
A7 X A1} ou A wlest ni réel ni de module 1. Alors p(m(g)) = 0.
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Preuve. L’espace symplectique R* est somme de plans réels invariants par g, notés
E, et E,, tels que le spectre de g|F; est {\, A} et celui de g|E> est {\"1, A1}
Puisque le module de A est différent de 1, les espaces E,| et F, sont nécessairement
lagrangiens. Puisque 7(g) fixe un lagrangien, on a bien p(7(g)) = 0. O

Proposition 2.7. Soit g un élément de Sp(2,R) dont le spectre est du type {\,\"'}
ou X est un réel différent de +1. Alors o(w(g)) = 0.

Preuve. Les droites propres sont des lagrangiens invariants. [

Le cas ol le spectre d’une matrice g de Sp(2, R) est du type {\, A} avec [A| = 1 est
plus intéressant. La matrice g est alors conjuguée dans Sp(2, R) & un unique élément
de U(1) du type:

2€RP~CrpzeC avec p=\oul.

Ceci introduit une asymétrie dans le spectre de g; la valeur propre p est privilégiée
et sera appelée valeur propre positive.
Proposition 2.8. Si le spectre d une matrice g de Sp(2,R) est du type {\, A} avec

1

Al = 1 et Ak £+ 1, alors o(w(g)) est égal a — fois I'argument de la valeur propre
™

positive. U

Preuve. Ceci résulte de la remarque 2.2(5). [0

Plus généralement, si un €élément semi-simple g de Sp(2n, R) a un spectre (mul-
tiple) du type {A, A} avec |A\| = 1 et A 3§ =£1, alors g est conjugué a un élément de
U(n) du type:

(zl,...,zn)»—>()le,...,)\zp,S\sz,...,;\zn).

On dit alors que p des n valeurs propres A et (n — p) des n valeurs propres A sont

positives. Il est clair alors que g(7(g)) est égal a — fois la somme des arguments des
w

valeurs propres positives de g. Pour plus de détails sur cette notion de valeur propre
positive, on peut consulter [Y-S].

Nous étudions maintenant le cas des éléments unipotents de Sp(2n, R), c’est-a-dire
du type Id +V avec N nilpotent.

Proposition 2.9. Le nombre de rotation symplectique d’ un élément unipotent est nul.

Preuve. 1l suffit de montrer qu’un élément 7(g) avec g = Id+N fixe un lagrang-
ien. On montre ce fait par récurrence sur la dimension n. Soit A une droite de
R?" formée de points fixes pour g et A+ son orthogonal symplectique. On a bien
sir A ¢ At et le quotient A+/A est muni d’une structure symplectique naturelle
préservée par 1’action de g sur ce quotient. Si L C A+ /A est un lagrangien invari-
ant donné par I"hypothése de récurrence, L + A est un lagrangien de R>" invariant
parg. O

Théoreme 2.10. Soit g un élément de Sp(2n, R) et Ay, ..., A, ses valeurs propres de

module 1 positives (comptées avec multiplicité). Alors, o(w(g)) est égal a — fois la
7r

somme des arguments des \;.
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Preuve. Tout élément g de Sp(2n, R) s’écrit g = su avec s semi-simple, u unipotent
et su = us. On a alors:

o(m(sw)) = p(n(s)) + p(w(w)) d’apres 2.3
= o(n(3)) d’aprés 2.9.

Le calcul de o(w(s)) a déja été effectué sauf dans le cas du spectre £ 1. Il est immédiat
que si s est semi-simple de spectre contenu dans {—1,+1}, on a p(w(s)) =0. O

Pour pouvoir déterminer le nombre de translation symplectique 7 sur §f)(2n, R),
il suffit de constater que 7 reléve g et d’utiliser la proposition suivante:

Proposition 2.11. Le nombre de translation symplectique T est une fonction continue
sur Sp(2n, R).

Preuve. Soita € A, j € S'\;;)(Zn, R) et k,/ deux entiers. On a:

Im(a, §Fa) + m(G*a, " a) — mla, g* ) Sn+1.

Par conséquent:
[m(a, §* o) — km(a, § a)| < k(n + 1).

Fixons /, divisons par k/ et faisons tendre k vers +oo. On trouve:

I 1
7§~ - m(,§ @) < ”j .

Si G est assez proche de a, on a |m(a, 3)| £ n+ 1. Par conséquent, si §' est assez
proche de §, on a:

Im(a, § o) — ma, §7 )] £ 2(n+ 1),

donc:
3(n+1)
— -

Puisque / est arbitrairement grand, on obtient la continuité de 7. O

IT(§) - 7(@"] <

C-3 La fonction signature de Meyer

Nous avons considéré, au paragraphe B-3, la signature d’un fibré en tores T2 au-
dessus une surface. Nous abordons maintenant le cas général ol la fibre est une varié-
té fermée orientée I’ quelconque de dimension 4k + 2. L’homologie de dimension
moitié H,p o (F;R) est alors munie d’une forme d’intersection qui est une forme
symplectique. Un argument simple de suite spectrale montre que la signature d’un
fibré F au-dessus d’un pantalon P (sphére moins trois disques) ne dépend que de
I’action de la monodromie sur cette homologie de dimension moitié. Précisons ce fait.

Identifions Hoj, (F; R) 4 un espace symplectique standard (R*",w). La donnée
de deux automorphismes symplectiques g; et g, de (R?",w) fait de R*" un module,
noté R2", sur I’anneau Z{m(P)] du groupe fondamental de P.

Le cup-produit

HYP,8P; R™) x H'(P,0P; ®*") — H*(P,0P; R*" @ R*™)
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est une forme alternée. En composant avec la forme (P)-équivariante R?" ®
R?" — R donnée par la structure symplectique, on obtient une forme symétrigue
sur H'(P, dP; 9°™) dont la signature est notée (g;, g2). De méme qu’au paragraphe
B-3, il est clair que:

(1) o est un 2-cocycle borné sur le groupe Sp(2n, R);

{2) Soit p:M — P un fibré F au-dessus du pantalon P. Soient g; et g les
éléments de Sp(2n, R) correspondant a la monodromie sur Ho, (F; R) ~ R des
deux composantes du bord de P. Alors a(g;, ¢2) est la signature de M.

Dans ce cadre généralisé, nous allons calculer . Comme au par. B-3, g(g1,g2) a
aussi interprétation algébrique suivante: soit K C R*® x R?" le noyau de 1’applica-
tion

(z,y) € R x R — (g7 —1d) (@) + (92 — Id) (1)) -
Alors, o(gy, g2) est la signature de la restriction 3 K de la forme bilinéaire:

flzr,y0), (@2, 92)) = w(xr + 31, d —g2) (12)) -

Proposition 3.1. La classe de cohomologie de o est 4 fois celle définie par I extension:
0 — Z —> Sp(2n,R) —> Sp(2n,R) — 1.
Preuve. Soit i:Sp(2n, R) — Sp(2n + 2p, R) le plongement défini par blocs: i(g) =

(‘g I%) La description précédente montre que o(i(g;), 1(g2)) = o(g1, ¢2). Puisque

la classe de o a été identifiée sur Sp(2, R) en B-3, corollaire 3.4, la proposition résulte
du fait que ¢ induit un isomorphisme entre les seconds groupes de cohomologie
boréliennes. [

Définition 3.2. La fonction de Meyer est 1’unique fonction
Prteyer: Sp(2n, R) — R
telle que:
o(g1, ) = dsMeyer(gvlg2) - ¢Meyer(§l) - d’sMeyer(gZ) .
Cette fonction est unique car Sp(2n, R) est parfait. Donc Pyjeyer, cOmme o, est

constante sur les classes de conjugaison de /Svp(Zn, R).
L’intérét du calcul de Pueyer est clair: il permet la détermination de la signature
de n’importe quel fibré de base une surface.

Proposition 3.3. La fonction de Meyer est un quasi-morphisme.
Preuve. |o(g1,92)| Sn. O

Pour comparer @yeyer aux autres quasi-morphismes déja rencontrés, nous allons
encore une fois décomposer les matrices par blocs et évaluer ¢ sur les sous-groupes
monogenes. Rappelons que nous savons a priori que la différence @Pueyer — 87 est
bornée par n. C’est donc cette différence que nous allons préciser.

Pour justifier 1’usage d’une décomposition en blocs, nous ne pouvons plus argu-
menter comme en C-2: nous verrons que Pyeyer n'est plus additif sur les éléments
qui commutent. On a cependant:

Proposition 3.4. Soit i:Sp(%ri, R) x Sp(2n,R) — Sp2n + 2p,R) le @wlongement
par blocsy et 1:Sp(2n, R) x Sp(2p,R) — Sp(2n + 2p, R) le relevé aux revétements
universels. Alors:

¢Meyer(z(gl 3 572)) = queyer(gl) + dsMeyer(g2) .
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Preuve. Ceci résulte de 'unicité de la fonction de Meyer et du fait que
a(i(g1, 92), 191, 95)) = a(g1, g1) + (g2, 95)
comme on le vérifie immédiatement a partir de la définition de ¢. [

Evaluons maintenant o sur le groupe engendré par ’élément g de Sp(2n, R).
Proposition 3.5. La valeur de (g, g*) (k 2 0) est égale a la signature de la forme
bilinéaire symétrique f sur R*™™ définie par:

Fyny) =wllg-g )+ =g +...+@" =g "l w0,m)-

Preuve. Revenant & la définition de o, il s’agit d’abord de considérer le noyau K de
I’application:

(@,9) € R xR = (¢~ ~1d) (@) + (¢* ~ 1) ().
Les couples (z,y) de K vérifient:
(g-Id)(—g 2+ @ " +... +Idy)=0.
Ainsi, le noyau K est aussi paramétré par:
(y,2) € R? x ker(g — Id) — (g + ¢* + ...+ ") (@) + 2, € R x R*™.

Sur ce noyau, nous considérons la forme:

b1, y1), (X2, 42)) = wiz) +yi, Id —gF) (92)) .

En termes du paramétrage de K que nous venons décrire, on voit que ker(g — Id)
est dans le noyau de b. Il reste donc a évaluer la signature de la forme quadratique b
définie sur R*™ par:

byi, y) = w((@d+g + ...+ gF) (yn), Ad —g") (1)) .

En utilisant le fait que g est symplectique, on trouve bien:

by, ) = w((d—g FYAd+... + ¢*) W), »2)
=wlg—g H+...+ @ g W), m. O

Definition 3.6. Un élément g de Sp(2n, R) sera dit:

— hyperbolique si toutes ses valeurs propres sont de modules différents de 1.
Notons que g n’est par nécessairement semi-simple.

— elliptique s’il est semi-simple et si toutes ses valeurs propres sont de module 1,
ou de maniére équivalente, s’il est conjugué a un élément de U(n).

Un élément de Sp(2n, R) sera dit hyperbolique ou elliptique si sa projection dans
Sp(2n, R) est hyperbolique ou elliptique.

Proposition 3.7. Soit § un élément hyperbolique de §1;(2n, R). Alors Pmeyer(§) =
87(9).

Preuve. Si g est hyperbolique dans Sp(2n, R) la matrice (¢ —g~' 4+ ...+ (g% — g~ %)
est inversible. On a de plus une décomposition de R?™ sous la forme E* & E~ ou:

E* = {z € R™,¢"(x) — 0si k — +o0}.

Ces sous-espaces sont €videmment lagrangiens. La forme non dégénérée b de la
proposition 3.5 a donc un sous-espace isotrope de dimension moitié. La signature
o(g, g*) est donc nulle et la proposition résulte de la formule A-7. O
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Le cas elliptique est facile. Rappelons qu’un €lément elliptique est conjugué & un
élément de U(n) et que le revétement universel U(n) de U(n) s’identifie aux couples
g = (g,d) de U(n) x R avec det g = exp(2ind).

Proposition 3.8. Soit § = (g,d) un élément de U(n) et exp(2in6;),... ,exp(2imhy,)
ses valeurs propres, comptées avec multiplicité. On suppose les 8; choisis de telle sorte
que 0y + ...+ 0, = d. Alors:

Duteyerl @) = 4 Y E(6y)

1=1
ou E est la modification de la partie entiére définie en B-1.
Preuve. On diagonalise g et on applique la proposition 3.4 et le théoréme B-3.7. [0

Remarque 3.9. Ce dernier résultat est trés analogue a la formule de Souriau [So],
sous une forme donnée par Lion et Vergne [L-V].

Etudions maintenant le cas unipotent. Nous allons introduire un entier associé a
un élément unipotent. Rappelons qu’un élément unipotent u de Sp(2n, R) s’écrit sous
la forme exp(N) ot N est nilpotent et vérifie:

w(z, Ny) = w(y, Nz).

Définition 3.10. Avec les notation précédentes, la signature de la forme quadratique
w(Nz,x) sur R*™ sera appelée le signe de u et notée sign(u).
Remarquons que:

sign(u®) = sign(u)  si k>0
=0 si k=0
= —sign(u) si k<O.

Remarquons d’autre part que si w = exp N est unipotent, il existe un chemin cano-
nique u; = exptN formé d’unipotents et reliant v a Id. Ainsi I'élément u définit
naturellement un relevé # dans Sp(2n,R). Les éléments ainsi obtenus seront, par
définition, les unipotents de Sp(2n, R).

Soit g un élément de Sp(2n, R) et ¢* -u sa décomposition de Jordan, avec g* semi-
simple et v unipotent. Si § reléve g, nous noterons §** 1’élément tel que § = §*° - «.
Nous dirons que §*° est la partie semi-simple de §.

Proposition 3.11. Soit § € gvp(Zn, R) se projetant sur ['élément unipotent g de
Sp(2n, R). Alors:

PMeyer(§) = 87(§) — sign(g) .
Preuve. 11 s’agit de montrer que:
o(g,g*) = sign(g) pour k2 0.
D’apres la proposition, il faut calculer la signature de
Fany) =wl@-g+...+ " = g w0, m.
Puisque g =exp NV, on a:

g—g ' +. . +g"—gF=200+... + H)NId+P(N))
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ollt P(N) est du type a;N + ...+ a,_ 1 N""!. Considérons la forme quadratique:
Fiy, y2) = w(INAAHP(N )] (y1),42), L €[0,1].

11 est clair que le noyau de f; ne dépend pas de ¢ et coincide avec ker N. La signature
de f; ne dépend donc pas de ¢. En évaluant en ¢t = 0 et £ = 1, on trouve donc que
o(g, g*) coincide avec la signature de f(Ny,,1,), c’est-a-dire avec le signe de g. [

Pour pouvoir compléter notre description de la fonction de Meyer, il faut encore
étudier le cas out un élément g a ses valeurs propres de module 1 mais n’est pas
semi-simple.

Proposition 3.12. Soit § un élément de %(Zn, R) se projetant sur I’ élément g de
Sp(2n, R) avec g — Id inversible. Soit w = exp N un élément unipotent commutant

avec g et i € Sp(2n, R) son relevé unipotent canonique. Alors Pyieyer(§1) = PMeyer(§)-
Preuve. Nous calculons o(g, u). Le noyau de 1’application:
(z,9) € R x R™ (¢ —1d)(2) + (u — 1d) (y) € R*"
$e parametre par:
z=(g" ~1d) ' Ud~w)(y).
Dans ce paramétrage, la forme quadratique a considérer est:
i) = w((ld+(g~" = 1d) ™ 1d —w)] (1), (Id —u) (12)) -

En développant, on trouve:

Fyny) =wlw—u+ (g+1d) (g — 1) w+u" = 21D (1), y2) -

Ecrivons u sous la forme exp N. On obtient:

fi,12) = w(N@2 - 1d +P(N))yi, y2)
ot P(N) est un polynéme du type ayN + ...+ an_[N"7'.
De méme que précédemment, la signature de f est égale a celle de w(Nyy, y2),
c’est-a-dire au signe de uw. On a donc, o(g, u) = o(u, g) = sign(u). En résumé:
éMeyer(gﬂ) = QMeycr(g) + ¢Meycy‘(a) + U(”? g)
= deeyer(ﬁ) — sign(u) + sign(u)
= dsMeyer(g) .
Nous résumons notre discussion sous la forme d’un théoréme.
Théoreme 3.13. Soient § un élément de gp/)(Zn, R) et g sa projection dans Sp(2n, R).
Soit g = gy - g2 - g3 la décomposition telle que g\, g», g3 commutent et:
(1) g est hyperbolique.
(i) g, a un spectre contenu dans le cercle unité mais ne contenant pas 1.
(iii) g3 est unipotent.
Soient Gy, §» et gy des relevés tels que § = g, - §; - §. Alors:
®Meycr(§) = ¢Meyer(§l) + ¢Meyer(§2) + ¢Meyer(gS)
avec:
Pureyer(§1) = 87(g1)  (proposition 3.7)
Preyer(§3) = 87(F3) — sign(gs)  (proposition 3.11)
¢Meyer(g2) = ¢Meycr(gss)
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ou g5’ est la partie semi-simple (elliptique) de §,. Cette valeur de Pmeyer(G5) est donnée
par la formule de Souriau (proposition3.8 et remarque3.9). O

C-4 Une généralisation: le nombre de rotation symplectique fibré

Soit (X,. %, 1) un espace mesuré avec u(X) < oo et f: X — X une bijection

bimesurable préservant p et F: X — %(Zn,R) une application mesurable. On peut
alors considérer la «dynamique croiséen:

(z,0) € X x A, = (f(@), F(x) (o)) € X x A,
dont la k-ieme itérée est:
(@,0) € X x Ay = (F¥@), F(f* ' @) - F(f @) ... F@) ().
On supposera que la fonction
zeX—T1(Fx)eR
est intégrable. (On pourrait aussi utiliser @ap ou Pye a la place de 7.) On pose alors:
(@) = T(F(f*'(@))... F(x)).
Puisque 7 est un quasi-morphisme, il existe une constante C' telle que:
(@) + 7 (fF (@) = C £ T (@) S @) + 7 (fH@) + C .

Il en résulte que 7 est intégrable et que si ’on pose, ¢, = [ 7xdp, on a:
X

tk +t, — C(X) S ters St +t, + C(X).

Définition 4.1 La limite ¢ de la suite — ¢x (qui existe d’aprés I'inégalité précédente)
est le nombre de translation symplectique fibré de (X, f, F).

. 1
Rémarque 4.2. Le théoréme ergodique sous-additif [Os] affirme que T Ti{x) converge
p-presque partout vers une fonction mesurable 7x(z) et que [ 7«dp =t.
X
Nous nous contenterons d’un exemple. Soit B une boule ouverte dans R*" et f
un difféomorphisme symplectique de B a support compact. On prend X = B et la

mesure g est la forme de volume w™. Pour construire F, on utilise la différentielle
de f qui donne une application:

z € B df, € S5p2n,R)

qui est constante égale a 'identité en dehors d’un compact de B et qui se releve donc
de maniére unique en une application continue:

F:z € B F(z) € Sp2n, R)

qui est constante égale a 'identité en dehors d’un compact. Nous avons ainsi le
résultat suivant:

Théoreme 4.3. Soit B une boule ouverte de R*™ et DiffX(B,w) le groupe des C*°-
difféomorphismes symplectiques de B a supports compacts. 1l existe une application:

t:Diff7(B,w) = R
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que nous appellerons exposant de Lyapounov symplectique, telle que:
(1) t est un quasi-morphisme homogeéne mais n’ est pas un morphisme de groupes.
(ii) t est un invariant de conjugaison.

Rémarque 4.4. Cette application figure déja dans [Ru] et on trouve des notions ana-
logues, définies dans des situations plus particulieres, dans [Ek] et [Ta].

Nous avons choisi d’appeler {(f) I’exposant de Lyapounov symplectique car il
est analogue aux exposants de Lyapounov habituels [Os]. La différence est que les
exposants de Lyapounov usuels rendent compte du comportement hyperbolique de la
différentielle des itérés de f alors que I’exposant de Lyapounov symplectique rend
compte du comportement elliptique. Rappelons que le nombre de rotation symplec-
tique ne dépend que de la partie de son spectre située sur le cercle unité.

Preuve. Nous avons déja vu que (i) entraine (ii). Le fait que ¢ soit un quasi-morphisme
résulte de:

) ) —ti(H] £ CuX).
@) ti(fog) = [T(d(f o @)™

B

(3) d(f og) =df og-dg, T est un quasi-morphisme et f, g préservent w".

Il faut maintenant montrer que ¢ n’est pas un morphisme de groupes. Rappelons
que Calabi définit un morphisme:

§:Diff§ o(B,w) — R

ob Diff5(B,w) désigne la composante neutre de DiffeZ(B,w). Cet invariant S
est défini de la fagon suivante [Cal. Si f € Diff& ((B,w), il existe un hamiltonien
H;:B — R a support compact et dépendant du temps ¢ € [0, 1] tel que I’isotopie
hamiltonienne f; correspondante joigne I’identité a f = f;. L’invariant de Calabi est
alors défini par:

1

S(f) = / / Hyw™dt .
0 B

Par ailleurs, Banyaga montre que le noyau de S est un groupe simple [Ban]. Pour
montrer que ¢ n’est pas un morphisme, il suffit donc de s’assurer que ¢ n’est pas nul
sur le noyau de S. Considérons d’abord le cas n = 1. Soit u: Rt — R une fonction
lisse constante au voisinage de O et nulle au voisinage de 'infini. On considére alors

I’hamiltonien
H:(z,y) € R?— u(+/22 + ¢?).
Soit f le temps 1 de I’isotopie hamiltonienne engendrée par H (indépendant du temps
dans ce cas). Il est facile de calculer ¢ et S sur cet exemple. On trouve:
S(f) = /Zm'u(r)dr,

0
00

Hf) = / YO o dr = —u(0).

2mr
0

Ainsi t(f) peut étre non nul alors que S(f) est nul. Le cas n > 1 se traite de maniére
completement analogue. [
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Corollaire 4.5. Le noyau de I’homomorphisme de Calabi
S:Diff§ o(B,w) — R
est un groupe parfait non uniformément parfair.

Preuve. Nous avons déja rappelé que le noyau de S est simple, donc parfait. Ce
noyau ne peut étre uniformément parfait car il existe un quasi-morphisme homogégne
non trivial sur ker §. O

Conclusion

Nous espérons avoir convaincu le lecteur qu’il peut étre utile de considérer la classe de
Maslov comme une classe bornée. Dans [Gh], nous avons montré que la classe d’Euler
bornée pour un groupe d’homéomorphismes directs du cercle rend compte de la
dynamique topologique de ce groupe. Existe-t-il un résultat analogue pour Sp(2n, R)?
En d’autres termes, soit I" un groupe discret et g;, 0; deux représentations de I" dans
Sp(2n, R). On suppose que les cocycles pf o et g5 o définissent la méme classe bornée.
Que peut-on en conclure sur g; et g7

Par ailleurs, ’article [At 1] traite aussi d’invariants sur SL(2, Z) différents de ceux
que nous avons considérés, comme par exemple les fonctions L de Shimizu. Est-il
possible de les faire rentrer naturellement dans notre cadre?
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