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Par Etienne Ghys a Lyon

1. Introduction

L'un des premiers théorémes de rigidité remonte a E. Calabi et E. Vesentini. Un cas
particulier s’énonce de {a maniére suivante [2]. Soit X la boule unité de C"et I" un groupe
discret de biholomorphismes de X opérant sans points fixes et tel que le quotient M = X/I"
soit une variété compacte. Alors, si 2 = 1, la variété complexe M est rigide: toute structure
complexe proche de la structure naturelle est isomorphe a celle-ci. Le cas ot »# = 1 est bien
entendu une exception car les surfaces de Riemann compactes de type hyperbolique (i.e.
revétues par le disque de Poincaré) ont un «espace de modules» non trivial et il est inutile
d’insister ici sur 'intérét de cet espace de Teichmiiller,

Quelques années plus tard, M.S. Raghunathan obtenait un résultat analogue dans un
contexte non kihlérien [35]. Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe sans
facteur localement isomorphe a SL(2,C) (par exemple SL(n, C) pour n23) et I' un
sous-groupe discret co-compact de G. Alors la vatiété complexe M = G/I” est rigide.

Parallélement a ces travaux sur les structures complexes, A. Selberg et A. Weil étu-
di¢rent les déformations des réseaux des groupes de Lie. Rappelons le résultat principal de
A.Weil [41]. Soit G un groupe de Lie semi-simple réel sans facteur compact ou locale-
ment isomorphe @ SL(2, R) et soit I' un sous-groupe discret co-compact de G. Alors le
plongement i de I dans G est rigide dans le sens ot tout morphisme de I' dans G proche de /
(sur une partie génératrice finie de I') est conjugué a /. Ici encore, le cas exceptionnel de
SL(2, R) correspond aux déformations non triviales des groupes fuchsiens co-compacts, i.e.
aux déformations des surfaces de Riemann de type hyperbolique. Ces résultats locaux ont
par la suite ¢t¢ globalisés, en particulier par G.D. Mostow et G. A. Margulis. On pourra
consulter {227 et [33] pour un sutvol de cette théorie.

Dans ce travail, nous €tudions le cas laissé en suspens par M. S. Raghunathan. Soit I
un sous-groupe discret co-compact de SL(2,C) et M = SL(2,C) /I Nous savons d’aprés
Weil-Mostow que le plongement de I” dans G est rigide mais la variété complexe M est-elle
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rigide? Nous montrons qu’il n’en est rien en général et nous décrivons toutes les défor-
mations de M en explicitant son espace de Kuranishi.

Signalons le résultat analogue de I. Nakamura qui détermine Pespace de Kuranishi des
variétés complexes du type G/I" 01 G est un groupe de Lie complexe résoluble de dimension 3
et I est un sous-groupe discret co-compact [32]. Ce dernier cas est cependant plus
élémentaire puisqu’il est possible de donner Ia liste compiéte de tous les sous-groupes I' qui
interviennent,

Outre le fait que les variétés M = SL(2, C)/I" présentent ce phénomeéne de rigidité du
sous-groupe discret el de flexibilité de la structure complexe, il convient de remarquer que ces
espaces homogénes ont un intérét géométrique particulier. Le groupe PSL(2,C) est
isomorphe au groupe des isométries directes de espace hyperbolique réel H? de dimension 3
et agit librement transitivement sur les repéres orthonormés directs de H>. Par conséquent, si
V est une variété hyperbolique compacte de dimension 3, son fibré des repéres orthonormés
directs, de dimension 6, est naturellement identifié & une variété complexe de dimension 3 de
Ia forme M = PSL(2,C)/T. Ainsi I'étude des déformations des variétés complexes M est
intimement liée 4 la géométrie réelle de la variété V. On sait aujourd’hui que les varietés
hyperboliques de dimension 3 sont trés abondantes (voir par exemple [40]) et ceci nous
permetira d’obtenir de nombreux exemples.

Cet article trouve son origine dans [9] lequel I'étude de systémes dynamiques holo-
morphes de type Anosov nous avait conduit & considérer certaines déformations particu-
lieres de SL.(2, €)/ I, non triviales dés que le premier nombre de Betti de I est non nul. Il &tait
dés fors naturel de chercher 4 déterminer complétement I'espace de Kuranishi de ces variétés
complexes.

Aprés Pacceptation de cet article, nous avons appris existence d’un travail récent de
C.S. Rajan [36] qui montre que les variétés qui nous intéressent ici ne sont pas rigides dés
que le premier nombre de Betti de I” est non nul. C'est un cas particulier de nos résultats qui
est d’ailleurs précisément celui que nous avions considéré indépendamment dans [9]. Nous
remercions J. Millson pour nous avoir signalé cette référence.

2. Enoncé des résultats

Nous désignons toujours par I un sous-groupe discret co-compact de SL(2, C) et nous
notons M la variété complexe SL{2,C)/T, de dimension complexe 3. Soit:

u: I - SL(2,C)

un morphisme quelconque. On peut alors définir une action a droite de I' sur SL(2, C) par
biholomorphismes:

x,9eSLR2,C)xI'— uly Hxye SL(2,C).

Si cette action de I est libre et totalement discontinue, nous dirons que u est admissible et
nous noterons M (u, I') espace quotient qui est alors une variété complexe de dimension 3.
Bien sfir, le morphisme trivial est admissible et la variété associée n’est autre que SL(2, C)/ T
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Remarquons que si deux morphismes u, el 1, sont conjugués par un élément de SL(2, ), ils
sont simultanément admissibles ou non admissibles. Remarquons aussi que I est le groupe
fondamental de M et qu’il est donc de type fini. Nous dirons que v est proche du morphisme
trivial si I'image d’une partie génératrice finie fixée est formée de matrices proches de
I'identité. Le lemme suivant sera démontré au paragraphe 3,

Lemme 2.1.  Siw est un morphisme suffisamment proche du morphisme trivial, alors il
est admissible et la variété M(u, I') est compacte et C* difféomorphe a M.

Soit &, = Hom (1, SL(2, C)) I'espace des morphismes de I dans SL(2,C). 1l sagit
d’un ensemble algébrique sur lequel nous reviendrons avec plus de détails plus tard. Le
lemme 2.1 montre qu'il existe une déformations de la structure complexe de M paramétrée
par le germe de 22, au voisinage du morphisme trivial u,.

Nous pouvons maintenant énoncer nos résultats principaux.

Theoréme A, Toute structure complexe sur M, suffisamment proche de la structure
initiale, est bitolomorphiquement équivalente & M (1, I') pour un certain morphisme u proche du
morphisme trivial. Plus précisément, Uespace de Kuranishi de M est le germe de espace R au
voisinage du morphisme trivial,

Le second théoréme affinne que les variétés qui nous intéressent ici ne sont
biholomorphes que dans les cas «évidentsy,

Théoréme B. Soient I et I, deux sous-groupes discrets co-compacts de SL(2,C) et
soient wy: Iy — SL(2,C) et uy: I, » SL(2,C) deux morphismes admissibles. Alors les
variétés complexes M (u,, I) et M{(u,, I,) sont biholomorphes si et seulement si il existe une
conjugaison interne & de SL(2,C) et un morphisme ¢ : Iy — { +1d} tels que T, = (e.0)(I}) et

w () = 1, (£().0(3)) pour tout y de T,.

Ces théorémes n’auraient aucun intérét s’il n’existait pas de morphisme non trivial
proche du morphisme trivial, ¢’est-a-dire si le germe de %, au voisinage de u,, ne contenait
qu’un point! C’est d’ailleurs ce qui se passe si on considére le cas des réseaux de SL (i, C) pour
rn23... . Notonsb,(I') le premier nombre de Betti de I', ¢’est-a-dire le rang de son abélianisé
{modulo torsion). Il se trouve qu'il existe des exemples de variétés hyperboliques réelles de
dimension 3 dont le premier nombre de Betti est un entier arbitraire (voir [25] ou 6.2),
contrairement au cas des réseaux dans les groupes de Lie de rangs supérieurs [23], [34] ... .
Si by(I") >0, il existe des morphismes non triviaux I'— C et on peut donc cons-
truire des morphismes non triviaux I' - PSL(2, C) arbitrairement proches du morphisme
trivial dont I'image est contenue dans un groupe & un paramétre.

Theoréeme C. Si b(I') =0, tour morphisme de I' dans PSL(2,C), proche du
morphisme trivial, est hd-méme trivial.

Si by (I'} = 1, tout morphisme de I' dans PSL (2, T), proche du morphisme trivial, est ¢
image abélienne.

Pour tout entier k 2 2, if existe des exemples de sous-groupes discrets co-compacts I tels
que by (I') = k et pour lesquels il existe des morphismes de I' dans SL(2,C) & images non
abéliennes, arbitrairement proches du morphisme trivial.
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Le paragraphe 3 décrit quelques propriétés générales de la géométrie de SL(2,C)/ T
Les trois paragraphes 4, 5, 6 démonirent successivement les théorémes A, B et C; chacun
d’entre eux peut (presque) &ire fu de maniére indépendante.

3. La géometrie de SL.(2,C)/T

L’algébre de Lie de SL(2, C) sera considérée comme I’algébre des champs de vecteurs
invariants par translations a droite sur S1.(2, C); elle est isomorphe a I'aigébre sl(2, C) des
maftrices de trace nulle. La variété M = SL(2, C)/T est holomorphiquement parallélisable;
son fibré tangent est isomorphe & M xsl(2,C).

Nous conviendrons d’appeler métrique holomorphe sur une variété complexe un champ
holomorphe de formes quadratiques {complexes) dans le fibré tangent.

Lorsqu’une métrique holomorphe est partout non dégénérée, on peut la considérer
comme P'analogue complexe d'une métrique riemannienne, ¢’est-a-dire qu’il est possible de
définir une connexion de Levi-Civita complexe, un tenseur de courbure, des géodésiques etc.
Bien entendu, les géodésiques sont des courbes holomorphes dont le vecteur tangent est
paralléle. Une métrique holomorphe est compléte si ses géodésiques locales se prolon-
gent en des géodésiques globales définies sur C tout entier.

Il est clair qu'une variété complexe ne posséde en général pas de métrigue holo-
morphe non triviale mais, dans le cas qui nous intéresse, toute forme quadratique sursl(2, C)
définit naturellement une métrique holomorphe sur SL(2, C)/T.

Parmi les formes quadratiques sur si(2, C), il convient de privilégier la métrique de
Killing définie par:
K(x,y) = tr(ad(x).ad(y)) = 4tr(xy).
Cette forme est non dégénérée et invariante par la représentation adjointe, c’est-a-dire qu’elle
définit une métrique holomorphe sur SL(2, C) invariante par les translations a droite et a

gauche. Si u est un morphisme admissible, la forme de Killing permet donc de définir une
métrique holomorphe sur M(u, T').

La connexion de Levi-Civita V de cette métrique est calculée dans [28]: si x et y sont
deux €léments de sl(2, C), on a:

i
Vor =5[],

Le tenseur de courbure est donné par:

R(x.p. 20 = | K6 (510,

Si x et y sont orthogonaux et de norme 1 (par rapport a K), on obtient, aprés un calcul
élémentaire:

1
R{x,y,x,y) = — g



Ghys, Déformations 117

Ainsi, 1a courbure sectionnelle de K est constante (égale a — 1/8 mais la valeur précise de cette
constante n'a bien slir pas d’intérét car elle est liée au choix qui a été fait dans la définition de
K). Les variétés complexes M (1, I'Y qui nous intéressent dans cet article sont donc des variétés
possédant une métrique holomorphe & courbure constante.

Réciproquement, toute métrique holomorphe compléte, de courbure constante non
nulie, sur une vari¢ié complexe simplement connexe de dimension 3 est isométrique 4 un
multiple de la métrique de Killing sur SL(2, €). Nous ne démontrerons pas ce fait car il n’est
que la complexification du théoréme analogue qui décrit la métrique de Killing sur SL (2, R)
¢t dont on trouvera la preuve dans [20], [28], [42].

On peut aussi observer que SL(2,C) est la «sphére unité» dans C* d’équation
ad—bc=1 et la métrique de Killing n'est autre que la restriction de la «métrique
holomorphe plate» sur C*.

Voici encore quelques faits concernant cette métrique de Killing qui nous seront utiles
par la suite.

« Les géodésiques de la métrigue de Killing émanant de U'élément neutre 1d soni les
groupes & wi paramétre de SL(2, ©) (voir par exemple [27] pour le cas réel).

« Les isométries de la métrique de Killing de SL(2,C) sont les transfations gauche |

droite suivies éventuellement de Uisométrie grr g™ 1,

Considérons en effet une isométrie de SL(2, €). On peut la composer par une transla-
tion & droite pour qu’elle fixe Id et sa différentielle en ce point est alors une isométrie de
la forme K. Observons que 'image de la représentation adjointe de SL(2,€) est d’indice 2
dans le groupe d’isometries de la forme de Killing. En composant 'isométrie de SL(2,€)
considérée par une conjugaison interne, puis éventuellement par Pisométrie gr>g~', on
peut donc supposer que la différentielle en Id est I'identité. Cette isométrie est alors identité
sur chaque sous-groupe i un paramétre de SL(2, C), c¢’est-a-dire partout.

Il importe de rappeler ici que la dimension 3 est trés particuliére. Pour chaque entier a1, i
existe une vari¢té complexe simplement connexe, munie d’une méirique holomorphe
compléte a courbure constante non nulle. Cette variété est unique 4 isométrie prés et son
groupe d’isométries est isomorphe a O(n + 1, C). Comme il est bien connu, ce groupe est
simple sauf pour # = 3 auquel cas il est focalement isomorphe 4 O (3, C) x O(3, C) ou encore
a SL(2,C)x SL(2,C). Autrement dit, SL(2,C) est la complexification de la sphére de
dimension 3 et les translations gauche/droite correspondent aux parallélismes de Clifford
usuels de cette sphére. Clest cette particularité de la dimension 3 qui nous permet de
construire ces déformations M(uw, I').

Toute variété complexe W de dimension 3 munie d’une métrique holomorphe a
courbure constante non nulle est localement isométrique & SL(2, €) muni d'un multiple de la
métrigue de Killing; on peut donc trouver un atlas de W formé de cartes a valeurs dans
X =SL(2,C) et tel que les changements de cartes soient dans le groupe G des isomé-
tries de X. Nous sommes donc en présence d’une (G, X )-structure, dont la théorie est décrite
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par exemple dans [39] et qui s’applique au cas plus général d’un groupe quelconque G
agissant analyliquement et fidélement sur une variété quelconque X. Dans une telle situ-
ation, il existe une application (dite de développement) D du revétement universel # de W
vers X qui est un diffeomorphisme local et un morphisme (dit d’hofomomie) du groupe
fondamental I de W dans G tel que, pour tout v de I' et tout x de W

D) = HEH.D().

L’application D peut étre composée avec P'action d’un élément de G et 'holonomie
n’est définie qu’a conjugaison pres. Dans le cas particulier ou D est un difiéomorphisme, on
dit que la structure est compléte et on la retrouve en faisant le quotient de X par H(I") qui agit
alors de manicre libre et totalement discontinue. Pour le type de structure qui nous intéresse
ici, la complétude est équivalente a celle de la métrique holomorphe considérée.

Un principe général qui remonte & Ehresmann (voir aussi [41]) et qui est énoncé en
toute généralité dans {39] est le suivant:

Proposition 3.1.  Seit W une variété compacte équipée d'une (G, X)-structure et
Hy o I' — G son holonomie. Si H est un morphisme suffisamment proche de Hy, alors il existe
une structure proche de la structure initiale dont Uholonomie est H. Deux (G, X )-struciures
proches de la structure initiale sont isomorphes par un difféomorphisme proche de Uidentité si et
seulement si leurs holonomies sont conjuguées par un petit élément de G.

Appliquons cette proposition au cas de la métrique de Killing de M = SL(2,C)/ T
Cette variéte est équipée d'une (G, X)-structure o X = SL(2,C)et G = SL(2,C) x SL(2,0)
agit par translations gauche/droite sur X (en fait, il faudrait remplacer G par son quotient
par (4 1Id, +1d) qui agit trivialement). L'holonomie H, de cette structure (compléte) a la
particularité qu'elle n’agit que par translations a droite:

Ho(y) = (Id, 7).

La proposition 3.1 montre donc que les (G, X )-structures proches sont (& isomorphisme
proche de Fidentité prés) en bijection avec les classes de conjugaison de morphismes de I’
dans G = SL(2, C) x SL(2, €), proches de Hy,. Le théoréme de Weil-Mostow montre que fa
seconde composante de H, est rigide. 11 résulte donc de ces considérations générales que si
est un morphisme de I dans SL{2, C) proche du morphisme trivial, il existe une structure
M (1, ), bien définie a isomorphisme pres, dont ’holonomie est donnée par:

H(y) = (u(),7) .

Cette remarque, dans le contexte réel, se trouve dans [8], [10]. Bien entendu, la structure
M (u, I') que nous venons de définir n’est pas a priori compléte. Cependant, nous savons que
M (u, I'} est une varieté complexe munie d’une métrique hotomorphe a courbure constante,

Une métrique riemannienne sur une variété compacte est nécessairement compléte
mais il n’en est pas nécessairement de méme pour une métrique holomorphe. Cette difficulté
est due a la non compacité du groupe orthogonal complexe; elle est analogue au cas des
métriques lorentziennes. Dans cette direction, il faut cependant citer les résuliats de [4],
[18], [24] selon lesquels une métrique lorentzienne a courbure constante sur une variété
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compacle est nécessairement compléte. Nous ignorons si ce résuliat est valable dans le
contexte des métriques holomorphes 4 courbure constante. Le lemme 2.1 peut cependant
&tre considéré comme un résultat local allant dans ce sens; on peut le paraphraser en disant
que /o structure associée au morphisme # suffisamment proche du morphisme trivial est
compléte.

Nous démontrons maintenant le lemme 2.1,

Equipons SL(2, C) d’une métrique riemannienne m invariante a droite quelconque. II
est bien connu que la distance o associée a m vérifie:

AN I S In(l +(|x —1d{]) £ 4d(x,1d)

pour une certaine constante 4 = 1 et pour tout x de SL(2, C). Choisissons d’autre part une
partie génératrice finic de I' el soit | la méirique des mots correspondante sur I'. Puis-
que I est co-compact dans SL(2,C), on a, pour tout y de I

B7Hp) ~ C2d(p 1) s Bl +C

pour certaines constantes B = 1 et € = 0. Soit ¥ un morphisme de I’ dans SL(2, C) tel que
tous les éléments de {a partie génératrice choisie ainsi que leurs inverses ont une image par
1 de norme inférieure & exp(y). Nous allons montrer que si i est assez petit, I'action cor-
respondante de I' sur SL(2, C) est libre et totalement discontinue. Evidemment, pour tout
yde I, ona:

Nu@ < exp(niy).

Soit K un compact de SL(2, C) et considérons ’ensembie des y tels que 'image de K par y
rencontre K. I1 s’agit de montrer que cet ensemble et fini. Ecrivons:

u@)"'xy =y
avec X et y dans K. On a donc:

iyl = Dllu)l

ou D est une constante qui ne dépend que du compact K. En comparant ces inégalités, on
trouve:

A7 G IS In(0+ |y =D =@ + Dexp{ni(y)),
) AT (BTG - C) 2+ Dexp(ni(m)) .

Si y< A™1B7! cette inégalité donne une borne supérieure pour /() (qui dépend de D,
¢’est-a-dire du compact K). Puisqu'il n’existe gu'un nombre fini d’€léments de y tels que /{y)
soit inférieur & une constante donnée, nous avons bien montré que si 4 est assez petit 'action
correspondante de I est totalement discontinue,

Il faut encore montrer que si i est assez petit, ’action de I' n’a pas de point fixe,
c’est-a-dire gqu’il n’existe pas de y non trivial tel que:

u(y) =xyx !
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pour un certain x de SL(2, €). Fixant un domaine fondamentat compact X pour Pactionde I"
sur 8L (2, €) par translations a droite, on peut mettre X sous la forme x,y, avec x, dans K et
7o dans I'. Autrement dit, quitte a conjuguer y on peut toujours se ramener au cas ot X est
dans K. On peut alors choisir » suffisamment petit pour que I'inégalité 1 (pour ce choix
particulier de K} implique que P'entier /(y) est nul, ¢’est-a-dire que y est trivial.

Il reste & vérifier que la variété quotient est C* diffeomorphe a SL(2,C)/T. Soit «, une
courbe paramétrée par ¢ € [0,1] dans I'espace des morphismes de I” vers SL (2, C) qui relie le
morphisme trivial u, et ¥ = u, (rappelons qu’un ensemble algébrique est localement connexe
par arcs différentiables). En utilisant cette famille de morphismes, on construit une action a
droite de I' sur SL{(2,&)x[0,1]. Cette action est libre et totalement discon-
tinue si tous les 1, envoient les générateurs de I (et leurs inverses) sur les matrices de norme
inférieure & exp (i) et si i est suffisamment petit. Le quotient est une variété W munie d’une
submersion sur I'intervalle [0,1] dont la fibre au dessus de 0 est la variété compacte
SL{2,C)/ I Il résulte du theéoréme de Ehresmann sur les submersions que cette derniére est
une fibration localement triviale au voisinage de 0 et que toutes les fibres voisines de celle de 0
sont compactes et difféomorphes. Ceci établit le lemme 2.1.

Bien que cela ne soit pas logiquement nécessaire pour la suite, nous rappelons que
SL(2,C)/I" n’est pas une varieté kihiérienne. Une fagon de s’en convaincre est de cons-
tater qu’il existe des 1-formes invariantes a droite sur SL(2,C) qui ne sont pas fermées, de
sorte que la variété compacte M possede des 1-formes holomorphes non fermées; ceci est
impossible sur une variété kihlérienne. On peut aussi faire appel au résultat de [3] qui
entraine que les sous-groupes discrets co-compacts de SL(2,C) ne sont pas isomorphes au
groupe fondamental d’une variété kiahlérienne. Enfin, on peut observer que la variété M n’est
méme pas symplectique. Toute variété fermée orientable de dimension 3 est parallélis-
able. Par conséquent, si I" est sans torsion, la variété M = SL(2,C)/I est difféomorphe a
V% SU(2) ont Vest le quotient de I'espace hyperbolique H? par I'. Il en résulte que le cube de
toute classe de H2(M;R) est nul et ceci est bien sfir contradictoire avec Pexistence d’une
structure symplectique sur M. Lorsque I” contient des éléments d’ordre fini, on considére un
sous-groupe d’indice fini sans torsion et le méme argument fonctionne dans un revétement
fini.

4. L’espace de Kuranishi de SL(2,C){T

Cohomeologie de SL(2,C)/I. Notre premier but sera de calculer divers groupes de
cohomologie qui nous seront utiles dans la détermination de Pespace de Kuranishi. Soit ¢ le
faisceau des germes de fonctions holomorphes sur M = SL(2,C)/T.

Théoréme 4.1.  Le plongement du faisceau C des fonctions localement constantes dans
O induit un isomorphisme entre H(M;C) et H(M; 0).

Nous commengons par un lemme élémentaire. Notons # Pespace des fonctions
holomorphes globalement définies sur SL (2, C). L’action de I' sur SL(2, C) par translations 4
droite fait de 5 un Mmodule.

Lemme 4.2, HY(M,0) et H'(I'; #') sont canoniquement isomorphes.

Rappelons d’abord le résultat suivant, extrait de [30], pages 22-23,
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Soit Y le quotient d'un espace X par laction d’un groupe I agissant librement et pro-
prement sur X. Soit F un faisceau sur Y et & son image réciproque dans X. On a alors des
morphismes canoniques, pour p 2 0:

HY (L HO (X)) » HY(Y, F)
qui sont des isomorphismes si les groupes de cohomologie HP(X; %) sont nuls pour p>0.
On considere le cas ot X = SL(2,C) et ¥ = M et ou & est le faisceau @.

Remarquons que SL(2, C) est une variéte de Stein puisqu’elle est isomorphe & la variété
algebrique affine d’équationad — be = 1 dans M(2,C) ~ C*. Le théoréme de Cartan montre
donc que H?(SL(2,C); @) = 0 pour p > 0 (voir par exemple [12]).

Le lemme résulte donc du fait que H°(SL(2,C); &) coincide bien siir avec 4,

On remarquera aussi que le groupe H' (M; C) est isomorphe au groupe H ' (I'; ©); c’est
un cas particulier (extrémement élémentaire) du théoréme de de Rham.

Puisque SL(2,C) est une variété de Stein, toute fonction holomorphe sur SL(2,C) se
prolongea M (2,€) ~ C*. L’anneau J# s'identifie donc au quotient de 'annean des fonctions
holomorphes sur €* (de-coordonnées a, b, ¢, d) par Pidéal engendré par le polynéme
ad — be — 1. Remarquons que SL (2, C) opére linéairement sur M (2, C) ~ C* par multiplica-
tion a droite, en préservant bien siir la sous-variété SL(2,C). Pour k = 0, soit i, le
sous-espace de # formé des fonctions holomorphes qui sont la restriction d’un polyndme de
C* de degré inférieur ou égal & k. La suile J# est bien siir croissante, invarian-
te par SL(2,C), et sa réunion est dense dans # pour la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact de SL(2,C). Par le théoréme de réductibilité compléte de H. Weyl, on peut
trouver pour chaque £ = 1 un supplémentaire %, de #; | dans £, invariant par SL{2,C).
On pose % = #;. Ainsi la somme directe des 2, est dense dans

Il n’est probablement pas difficile d’établir que tout élément f de # s’écrit de maniére

unique comme une série convergente Y f, ou f; est dans % mais nous n’utiliserons pas ceci.
kzo
Nous nous contenterons d’observer que SU(2) est la sphére de dimension 3 et I'analyse

harmonique classique des fonctions sur une sphére montre que si f est un élément de 2
il existe une unique suite £, (k = 0) avec f; dans 2 telle que, en restriction 4 SU(2), la fonction

festlasomme ) f;. Lesprojections ainsi obtenues de # sur les espaces %, sont données par
k20
les formules intégrales habituelles; elles sont SU(2)-équivariantes et donc SL.(2, C)-équiva-

riantes (par le «truc de Weyh»).

On observera par ailleurs que les seuls éléments de # invariants par SL(2,C) sont les
fonctions constantes de sorte qu’aucun des espaces 2 avec k = 1 ne contient de vecteur (non
nul) fixe par SL(2,C).

Lemme 4.3.  Pour tout k 21, le premier groupe de cohomologie H(I'; ) est nul.

C’est un cas particulier d’un théoréme de M. S. Raghunathan dont voici I’énoncé [34].
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Soit G un groupe de Lie simple non compact et
0:G - GL(N,R)

une représentation linéaire de G sans vecteur fixe commun (non mul). Soit I' un sous-groupe
discret co-compact de G. Alors le premier groupe de cohomologie H'(I'; RY) du I'module
R¥ défini par o est nul sauf peut-étre si G est localement isomorphe a SO (n, 1) ou SU (n, 1) et si le
plus haut poids de o est un multiple de celui de la représentation canonique de G.

Dans le cas qui nous intéresse, G est PSL(2, C) et il est donc localement isomorphe a
SO(3,1). Si 'on considére une représentation:

0:SL{2,C) - GL(N,0)

comme une représentation réelle a valeurs dans GL{2 N, R), le plus haut poids de celle-ci est
de la forme /{e, + e,) (avec /= 1) ot ¢, et e, désignent la base standard du dual de la
sous-algébre de Cartan standard de la complexification de Palgébre de Lie de SL{2,C) [7].
Quant au plus haut poids de la représentation canonique, il est égal a ¢;. Le lemme résulte
donc du théoréme de M. S. Raghunathan (voir aussi [16]).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 4.1. On remarque
d’abord que &, est isomorphe 4 € et que le plongement de Z dans . scinde d’une maniére
SL(2,0)-équivariante. Il en résulte que I'application:

HYT;C) » HY; )

est injective. Pour la surjectivité, on remarque d’abord que la cohomologie de M a coeffi-
cients dans @ est de dimension Anie. Les cocycles de I' A valeurs dans # sont des mor-
phismes croisés du groupe de type fini I’ dans 57; ils sont donc munis d’une topologie
naturelle. La dimension finie de la cohomologie entraine que si une suite de cocycles
cohomologues tend vers 0, la classe qu’ils représentent est nulle. Considérons donc un
cocycle ¢ quelconque et soit ¢, sa projection sur #,; ¢’est un morphisme croisé a valeurs dans
#, et la suite

tend vers zéro lorsque & tend vers 'infini. D’aprés le lemme 4.3, chacun des ¢; est un cobord si
i 21 et il résulte donc de I'observation précédente que ¢ est cohomologue 4 ¢ qui est un
morphisme croisé & valeurs dans %, c’est-a-dire un morphisme usuel de I’ dans C. Nous
avons bien établi que H ' (I'; ) et H' (I, C) sont canoniquement isomorphes ou, de maniére
équivalente, que H1(M;®) et H'(M,;C) sont canoniquement isomorphes. Ceci établit le
théoréme 4.1.

Corollaire 4.4,  Le plongement du faisceau € des fonctions localement constantes dans ¢
induit un isomorphisme entre H*(M;C) et H*(M, Q).

La variété M est holomorphiquement parallélisable; son fibré tangent est canonique-
ment isomorphe & M X sl(2, C). Le faisceau des germes de 3-formes holomorphes sur M est
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donc isomorphe a @. La dualité de Serre montre alors que /1 (M @) et H*(M; @) sont en
dualité,

Nous avons déji observé que I' opére par isométries sur I'espace hyperbolique 143 de
dimension réelle 3. Si I' est sans torsion, le guotient ¥ est une variété compacte orientable de
dimension 3. Si I' posséde de ¢léments de torsion, le quotient est cependant une variété
homologique rationnelle et les groupes H?(V;C) et H?(I'; C) sont isomorphes (voir par
exemple [13]). D’autre part, M est I’espace total d’un SU (2)-fibré principal au dessus de ¥ de
sorte que HP(V,C) et H?(M;C) sont isomorphes pour p = {,2. La dualité de Poincaré
appliquée a ¥ montre alors que H'(M;C) et H*(M;C) sont en dualité.

L’isomorphisme donné par le théoréme 4.1 entraine donc Iisomorphisme annoncé
entre H*(M;C) et H*(M; ), bien stir induit par inclusion de € dans @.

Convenons de dire qu’un germe de champ de vecteurs sur M est constant s'il est a
coefficients constants par rapport au paraliélisme holomorphe de M.

Coraollaire 4.5, Soit O le faisceau des germes de champs de vecteurs holomorphes sur
M = SL(2,C)/T. Alors le plongement du faisceau des germes de champs constants dans @
induit wn isomorphisme entre H'(M;C)®s1(2,C) et H' (M @).

En effet, le faisceau @ est isomorphe 4 ¢ ® s{2,C).

Détermination de P'espace de Kuranishi. Nous commengons par quelques rappels
généraux concernant I'espace de Kuranishi. On pourra consulter [5] et (6] pour plus
d’informations,

Si M est une variété complexe compacte et S est un espace C-analytique pointé en 5, une
déformation de M paramétrée par (S, s) est un couple (z, ) ol:

+ m est un morphisme lisse et propre d’un espace analytique E a valeurs dans S.
« i ¢st un isomorphisme entre I'image inverse ™' (s) et M.

Le théoréme de Kuranishi garantit I'existence, pour toute variété complexe compacte M,
d'une déformation (my, iy,) paramétrée par un espace analytique Sy, pointé en s,, et possé-
dant la propriété «verselle» suivante {21]:

Pour toute deformation (n, i), paramétrée par (S, s), il existe un voisinage S' de s dans S,
un morphisine C-analytique ¢ de (8', s) dans (Syy, 5yy) ef un isomorphisme @ de 7~ (S") vers
g (f(S) tel que nyo @ = don e f=i 0, |

De plus, toute structure complexe sur M suffisarment proche de la struciure initiale est
isomorphe a l'une des fibres n~ ' (x) avec x voisin de s,,.

Le germe d’espace analytique pointé (Sy,, s,,) est appelé l'espace de Kuranishi de M- son
espace tangent de Zariski en sy, s'identifie naturellement au premier groupe de coho-
mologie H'(M; @) de M a valeurs dans le faisceau @ des germes de champs de vecteurs
holomorphes de M.
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Dans ce paragraphe, nous étudions le cas o M = SL(2,C)/I et nous déterminons
I'espace de Kuranishi correspondant, que nous noterons Jr.

Nous avons décrit explicitement au paragraphe 2 une déformation de A paramétrée
par la variéié algébrique %, pointée au morphisme trivial u,. D’aprés la propriété verselle, a
cetie déformation correspond un germe de morphisme C-analytique:

by~ Ky
qui envoie u, sur le point base de ;.
Le théoréme suivant est une reformulation du théoréme A.
Théoréme 4.6. L'application ¢ est un isomorphisme local au voisinage de u,.
Commengons par établir que lapplication ¢ est injective au voisinage de .

Il est bien connu que espace tangent de Zariski a un espace de représentations tel que
%, en un point u est le groupe de cohomologie /' (I'; sl(2,C)) ou I'on considére sl(2, C)
comme un I-module via la représentation adjointe de w(I") (voir par exemple [11]}. En
particulier, si u est le morphisme trivial i, I'espace tangent de Zariski & 2 en u, est ce
groupe de cohomologie pour la représentation triviale, c’est-a-dire H'(I"; C) ® sl (2, €) ou,
de maniére équivalente, le premier groupe de cohomologie de M a valeurs dans le faisceau
des germes de champs de vecteurs constants,

L’espace tangent de Zariski @ ;- en son point base est isomorphe & H*(M;0). La
différenticlle de ¢ est induite par le plongement du faisceau des germes de champs cons-
tants dans le faisceau & des champs holomorphes. Nous avons vu en 4.5 que ce plonge-
ment induit un isomorphisme en cohomologie et cette differentielle est donc un isomor-
phisme entre les espaces tangents de Zariski. Il en résulte bien que ¢ est localement injec-
tive,

Nous moentrons maintenant que Papplication ¢ est surjective au voisinage de u,.

Nous allons d’abord introduire quelques notations, inspirées de {6]. Nous définissons
un faisceau A de groupes non abéliens sur M. Scit U un ouvert de M. On considére les
biholomorphismes w : W — W' ot Wet W' sont des ouvertsde M x € contenant U x {0} tels
que w est Pidentité sur U x {0} ct préserve chaque fibre Ux{z}. On obtient A(U) en
identifiant deux tels biholomorphismes s'ils coincident au voisinage de U x {0}. Ces A(U)
forment un faisceau de groupes non abéliens (pour la composition). I.’intérét de ce faisceau
tient au fait que:

HY (M, A) s'identifie naturellement a 'ensemble des classes de germes de déformations de
M paramétrées par (C,0) ([6], page 4-10).

Pour k=1, et U ouvert de M, notons A, (U) le sous-groupe de A(U) formé des
éléments tangents 4 I'identité jusqu'a lordre k — 1 le long de U % {0}. On obtient donc une
filtration de A par des sous-faisceaux A,. On note Q, le quotient de A par A, ,; et A, le
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quotient de A, par A,,,. On remarquera que A, est un faisceau de groupes abéliens
naturellement isomorphe a4 @ et qw’on a une suite exacte de faisceaux:

0= Ay = Qpyy > Gy 1
telle que A, , ; est contenu dans le centre de Q, , .

Soit Z un sous-pseudogroupe du pseudogroupe des biholomorphismes locaux de M.
On peut alors définir la notion de déformation dans 2; it s’agit de déterminer les atlas dont
les changements de cartes sont dans 2 Pour formaliser ceci, on introduit un sous-faisceau A &
de /A de la fagon suivante, Un élément w de A(U) est dans A, (U) si la restriction de w a
chaque fibre M x {z} est un élément de 2 (dépendant de z). L’intérét de ce faisceau de
groupes non ab¢liens réside dans le fait que H' (M, A,) s’identifie naturellement a Pensemble
des classes de germes de déformations de M dans 2 paramétrés par (C,0). La preuve est
exactement la méme que lorsque 2 est le pscudogroupe de tous les biholomorphismes
locaux,

Par exemple, on peut considérer le pseudogroupe 29 (resp. 2Y) (resp. 2%) formé des
biholomorphismes locaux de M qui se relévent dans SL (2, C) en une translation & gauche
(resp. a droite) (resp. le composé d’une translation & gauche et a droite). Les déformations de
M dans 2% correspondent bien sfir aux déformations de Ia (SL(2,C)xSL{2,0),
SL(2,C))-structure que nous avons décrite en 3. Nous avons vu en 3.1 que ces déformations
sont paramétrées par le germe de Z, en son point base. Quant aux déformations de M dans
2, elles sont paramétrées par les déformations du plon gement de I" dans SL.(2,C); elles sont
donc triviales d’aprés le théoréme de Weil-Mostow. Enfin, les déformations de M dans #*
sont paramétrées par les déformations du morphisme trivial de I" dans SL (2, C); c’est-a-dire
par le germe de #,..

Pour simplifier les notations, notons A9, A%, A% les faisceaux Aga, Aga, Azpa respec-
tivement. On obtient donc:

H'Y (M, A™) est isomorphe @ H' (M, A%); il s'identific naturelloment & Uensemble des
gernies en O de courbes holomorphes définies sur un voisinage de 0, a valewrs dans Ry et
envoyani 0 sur le morphisme trivial u,.

On voit donc la signification du théoréme A; if s'agit de démontrer que toute défor-
mation de la structure complexe de M peut se réaliser dans le sous-pseudogroupe P9 des
bilolomorphismes locaux qui se relévent en des itransiations a gauche.

On définit de la méme fagon que précédemment la filtration de A2 par les sous-fais-
ceaux Aj ainsi que les quotients Of et A7, On remarquera que A7 est isomorphe au faisceau
des germes de champs de vecteurs gue nous avons appelés constants sur M.

L’espace des sections globales de A est I'espace des germes de courbes holomorphes
dans le groupe des biholomorphismes de M, envoyant 0 sur Pidentité. Cet espace coincide
avec I'espace des germes de courbes holomorphes dans SL.(2, C) envoyant 0 sur identité (en
considérant fes translations a gauche de SL(2,C) sur M). En d’autres termes, le plongement
de AY dans /1 induit une bijection au niveau des sections globales, De méme, on interpréte

9 Journal fir Mathematik, Band 468
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Qf{M) comme un espace de jets d’ordre & et on obtient que le plongement de Of dans 0,
induit une bijection entre les espaces de sections globales.

Nous pouvons maintenant démontrer autre moitié du théoréme 4.6.

On montre d’abord que pour tout 4, le plongement de Qf dans @, induit un isomor-
phisme entre les premiers ensembles de cohomologie. Pour k =1, c’est précisément le
corollaire 4.5. Le passage de k a k + 1 se fait grice au lemme des cing appliqué aux suites
exactes suivantes:

HOQf) —» HY(AL) —» H' QL)) » HY QD ~ H*(Af,y)
i Lz 1i i lis

HO(Q&) - Hl(AkJrl) - Hi(Qk+1) —* HI(Q;.—) - Hz(Ak+1)'

Par hypothése de récurrence i, est un isomorphisme. Nous avons déja vu que les fieches
iy, iy, is sont des isomorphismes. Il en résulte que 75 est un isomorphisme, comme annonce.
On remarquera que nous avons appliqué le lemme des cing dans un contexte ot les suites
exactes mettent en jeu des ensembles pointés de cohomologie. Cependant il faut considerer
H'Y(Q,.,) comme un ensemble sur lequel opére le groupe abélien H' (A4, ;) et le lecteur
adaptera facilement le lemme des cing dans ce cas.

Pour montrer que ¢ est surjective, nous considérons d’abord un germe en 0 d’une
courbe holomorphe / définie sur un voisinage de 0, a valeurs dans 4. et envoyant 0 sur le
point base. Nous allons montrer que / se reléve en une courbe /” dans Z,- telleque / = ¢ o /.
La courbe /7 donne un élément de H'(M,A) dont on peut considérer les projec-
tions successives /, dans H ' (M, 0,). D’aprés ce que nous venons de voir, on peut trouver une
suite d’éléments /] de H'' (M, Qf) qui s’envoient sur /, et qui sont compatibles entre eux dans
le sens o la projection de /., dans H'(M,Qf) est /. Autrement dit, les /; déter-
minent un élément ' de H (M, A7) ou A7 désigne la limite projective des Qf. L'interpré-
tation des éléments de H ' (M, A9) est facile; il s’agit de courbes formelles I dans 2, issues du
point u,. Nous avons donc trouvé une solution formelle 4 notre probléme. L’existence d’une
solution convergente résulte alors directement d’un theoréme général de M. Artin [1]. Ainsi,
nous avons bien montré que tout germe de courbe dans A} se reléve dans #. De maniére
plus générale, en remplagant le germe de C en 0 par un germe d’espace analytique quelconque
(S, 5), on montre de la méme fagon que tout germe de morphisme de (S, s) vers . se releve
dans #,. Ceci établit que ¢ est surjective et termine fa démonstration du théoréme 4.6,
équivalent au théoréme A.

5, Classification des déformations de SL(2,C)/T

Démonstration du théoréme B. Rappelons d’abord que le théoréme de Mostow
aflirme que tout isomorphisme entre deux sous-groupes discrets de PSL(2, C) se prolonge en
un automorphisme continu de PSL(2,C). A conjugaison prés, il n'y a que deux tels
automorphismes:

gr+g ou g.
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Soient [} et I deux sous-groupes discrets co-compacts de SL(2,€) et §: I} — I, un iso-
morphisme. If résulte des rappels précédents qu'il existe un automorphisme continu @ de
SL(2,C) et un morphisme &: I} - {+1d} tels que § = &.6,,.

Soient maintenant u, : I} - SL(2,C) et u,: I, » SL(2,€) deux morphismes admis-
sibles. Si w; = u, 0.9, il est clair que 0: SL(2,C) - SL(2,C) pass¢ au quotient en un
diffeomorphismede M (uy, I) vers M (u,, I;,), holomorphe ou antitholomorphe suivant que 8
est holomorphe ou antiholomorphe,

Le contenu du théoréme B est qu'on obtient ainsi tous les cas ou les variétés du type
M (u, I') sont biholomorphes.

Nous commengons maintenant la preuve du théoréme B et nous choisissons donc deux
sous-groupes discrets co-compacts 7 et I, de SL(2,C) et deux morphismes admis-
sibles v : I} — SL(2,C) et u, : I, — SL(2,C). On suppose qu’il existe un biholomorphisme
Wi Mu,, I) > M{u,,I.). En relevant au revétement universel, on obtient un biholo-
morphisme ¥ de SL(2,C) et un isomorphisme 9 entre I et I} tels que, pour tout y de et
tout x de SL(2,&):

(e 07 x9) = 080N T E)I0).

Nous venons de décrire la structure des isomorphismes 9 entre sous-groupes discrets co-
compacts de SL(2,C) et nous avons vi qu'il leur est associé un isomorphisme 8 de SL{2,€).
Dans le cas qui nous intéresse, puisque ¥ est holomorphe, il préserve I'orientation naturelle
de SL (2, C) de sorte que Pautomorphisme 0 est holomorphe et non pas antiholomorphe, Il
résulte de ces considérations que pour démontrer le théoréme B, quitte 4 composer y avec un
biholomorphisme du type de ceux construits précédemment, on peut se ramener a étudier le
cas on [} = I,(=T') et ou @ est l'identité. En d’autres termes, nous supposons 'existence
d’un biholomorphisme ¥ de SL(2,C) tel que, pour tout y de I' et tout x de SL2,£):

(2) ¥y () = 10,0 HPE)Y,

et nous nous proposons de monirer que ¥ est en fait une translarion & gauche par un certain
élement g de SL(2,C). Ceci montrera que les deux morphismes admissibles iy et u, sont
conjugués par g et ¢tablira ainsi le théoréme B. Remarquons que nous aurons en fait montré
un resultat plus fort puisque nous aurons non seulement décrit les cas ou il existe des biholo-
morphismes entres ces variétés M (i, I') mais nous aurons également décrit explicitement
tous ces biholomorphismes.

Nous allons analyser I'espace # des fonctions holomorphes de SL(2,C) vers
M(2,C) ~ C* Il existe une action linéaire naturelle de SL (2, C) x SL(2, Cyx SL2,C)sur 37,
Paction de I¢lément (g, g,,8;) sur la fonction holomorphe f produit la fonction
holomorphe (g,, g,, g5) «f/ définie par:

(81,85, 83) () =g, f(g7 "xgs)es".

Puisque SL (2, C) est contenu dans M (2, C), Ie biholomorphisme ¥ que nous étudions peut
€tre considéré comme un élément de A et la condition d’équivariance 2 peut se traduire par
le fait que (g, g,,8,) + ¥ = ¥ pour (g,, £,, 2;) dans le sous-groupe [ de
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SL(2,C) x SL(2,€)x SL(2,C)
constitué des éléments de ta forme (u, (), 1, (), y) avec y dans I.
Admeitons un instant les deux lemmes qui suivent:
Lemme 5.1, Si un élément [ de S est fixe par un sous-groupe de
SL{2,C)xSL(2,C)x SL(2,0),
il est aussi fixe par la cloture de Zariski de ce sous-groupe.
Lemme 5.2. Lacléture de Zariski de I contient le sous-groupe {Id} x {Id} x SL(2,C).

1 en résulte que le biholomorphisme ¥ vérifie, pour tout x et g de SL(2,C):

Y(x)="P(xeg)g .

Autrement dit, ¥ commute avec toutes les translations a droite. C'est donc une transla-
tion & gauche, comme annoncé. Il nous suffit donc de démontrer ces deux lemmes.

Pour démontier le fenmme 5.1, nous utilisons une méthode analogue a celle de 4.1, Toute
fonction holomorphe de SL(2,C) < C* vers M(2,C)~C* se prolonge en une fonc-
tion holomorphe définie globalement sur C*. Pour tout entier &, soit J#; le sous-espace de
formé des restrictions a SL (2, ) des fonctions polynomiales de C* vers C*, de degré inférieur
ouégal & k. Les sous-espaces #; forment une famille croissante de sous-espaces de dimension
finie, invariants par action de SL{2,C) % SL(2,C) x SL{2,C). Soit Z, un supplémentaire de
A, _, dans S, invariant par SL(2,C)x SL(2,€) x SL(2,C). En restriction a la sphére
SU(2), tout élément f de # peut alors s'¢erire d’une unique maniére comme une série

convergente ) f, avec f dans % et les projections ainsi obtenues de # sur Z sont
k20
SL(2,C) x SL{2,C) x SL(2,C)-équivariantes. Par conséquent, si un élément fest fixe parun

sous-groupe, chaque £, est également fixe par ce sous-groupe. Le lemme résulte alors de la
description bien connue des représentations linéaires de dimension finie d’un groupe de Lie
semi-simple complex tel que SL(2,C) x SL(2,C) % SL(2,C), qui entraine en particulier que
celles-ci sont algébriques et donc que le groupe d'isotropie d’un vecteur est un sous-groupe
algébrique de SL(2,C) x SL(2,C) X SL(2,C). Ceci établit le lemme 5.1.

Nous démontrons maintenant le lemme 5.2. Soit Z la cldture de Zariski de . L'inter-
section de Z avec {Id} x {Id} x SL(2,C) est un sous-groupe invariant par conjugaison par I’
et done par sa cléture algébrique dans SL(2,C), i.e. par SL(2,C) tout entier (car un sous-
groupe co-compact de SL(2,C) est bien siir dense au sens de Zariski). Par 'absurde, nous
supposons donc que Z rencontre {Id} x {Id} x SL(2,C) trivialement.

La projection de Z < SL(2,C) x SL(2,C) x SL(2,€) sur le troisieme facteur est un
sous-groupe algébrique contenant I'; ¢’est donc SL(2, C) tout entier. Puisque SL.(2,C) est un
groupe de Lie simple, cette surjection scinde, c’est-a-dire qu’il existe un morphisme
algébrique 1 = (t,,7,): SL(2,C) » SL(2,C)x SL(2,C) tel que tous les éléments de la
forme (7, (g), 1,(g), g) avec g dans SL(2,C) sont dans Z. Remarquons qu’un morphisme
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algebrique de SL (2, ©) dans lui-méme est soit trivial, soit une conjugaison interne. On a done
plusieurs cas a étudier:

+ Sit, et 1, sont triviaux, le groupe Z contient {Id} x {Id} x SL(2,C) ce qui contredit le
fait que nous supposons que Z rencontre {Id} x {Id} x SL(2,C) trivialement.

+ Si t; est non trivial et 7, est trivial, le lemme 5.1 montre que, pour tout g et x de
SL(2,T), on a:

Yixg)=1,(g" H¥Px)g.

Ceci signifierait que ¥ conjugue 'action de SL (2, C) sur lui méme par translations a gauche
et 'action de SL (2, C) sur lni méme donnée par g - X = 7, (g~ ') xg. Ceci est impossible car la
premiére action est libre alors que la seconde ne P'est pas.

» Le cas ou 7, esl non trivial et ol 7, est trivial se traite de maniére symétrique au
précédent,

» Dans le cas ot 7, el 1, sont des isomorphismes, nous affirmons que Z est néces-
sairement semi-simple. En effet, Z se projette surjectivement sur chaque facteur ¢t chacune
des trois projections du radical de Z est donc un sous-groupe distingué résotuble de SL(2, C),
donc trivial. On a donc trois sous-cas:

(1) Zest SL(2,C)x SL(2,C) x SL(2,C) tout entier. C’est impossible car nous suppo-
sons que Z rencontre {Id} x {Id} x SL(2,C) trivialement.

(i1} Z est isomorphe 4 SL(2,C) x SL(2, C). Puisque nous supposons que Z rencontre
trivialement {Id} x {Id} x SL(2,C), c’est que la projection de Z sur le produit des deux
premiers facteurs est surjective et donc un isomorphisme. Dans ce cas, il existe un
automorphisme t de SL(2,C) tel que Z est Pensemble des éléments de Ja forme (g, h, 7(g)) ou
Pensemble des éléments de la forme (g, h, t(h)). Cela signific que lorsque I'on a choisi les
morphismes 1, ¢t 7,, on aurait pu faire un autre choix pour lequel 1, ou 1, est trivial. Nous
somines donc ramenés & un cas précédent,

(i) Z estisomorphe a SL(2,) et coincide donc avec I'ensemble des éléments du type
(v1(8), 7, (&), g) avec gdans SL(2,C). En particulier, les éléments de I sont dans ce groupe, et
on a, pour tout y de I':

() =10 et () =10).
A conjugaison prés, on aurait donc u 1 (7) = 7 (et de méme pour i, ). Ceci est impossible car ce
morphisme n’est évidemment pas admissible (I'action correspondante de I' sur SL(2,C)
n’étant pas libre).
Ceci achéve la preuve du lemme 5.2 et donc du théoréme B.
Les tensewrs holomorphes sur M(u, I'). Dans ce paragraphe, nous analysons plus

précisément la structure de ces variétés complexes, en déterminant par exemple les champs de
vecteurs holomorphes.
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Nous fixons un morphisme admissible:
u:I' - SL{2,C).
Si W est une variété holomorphe de dimension » et si:
o:GL(n,C) » GL(d,T)

est une représentation linéaire (d = 1), on peut construire un fibré vectoriel holomorphe £, de
fibré C* au dessus de ¥, associé au fibré tangent 4 W, par la représentation o. Les sections
holomorphes de ce fibré seront appelées les tenseurs holomorphes de type 6. Par exemple, les
champs de vecteurs holomorphes, les formes différentielles holomorphes, ou encore les
métriques holomorphes sont de tels tenseurs, pour un choix convenable de o,

Nous nous proposons ici de déterminer tous les tenseurs holomorphes sur les variétés
complexes M (u, I').

Dans le cas ol W= M (u,I'), le fibré E_ est le quotient de SL(2,C) x CY par P'action de
I' ol Pélément y opére sur Pélément (¢, v) de SL(2,C) x C* par:

x,0) = () xy, 00 Adeu(y™ ") ()
ou:
Ad:SL(2,C) » GL(sI(2,0)) ~ GL(3,C)

désigne la représentation adjointe. Supposons que "on dispose d’un vecteur ¢ de C? fixe par
a < Ad o u(I'); on obtient alors un tenseur holomorphe sur M (i, I"). A priori, ces tenseurs
sont particuliers puisque leurs relevés 4 SL(2,C) sont invamants par les transla-
tions 4 droite, Le théorédme suivant aflirme cependant que tous les tenseurs holomorphes
sont de ce type.

Théoréme 5.3,  Tout tensewr holomorphe sur M (1, I') se releve dans le revétement
universel SL(2,C) en un tenseur invariant a droite par SL(2,C) et a gauche par u(l').

Cela signifie, en particulier, que tout tenseur holomorphe est localement homogéne.
Avant de commencer la preuve de ce théoréme, nous en donnons deux corollaires.

Par exemple, les champs de vecleurs holomorphes sur M (i, I'} correspondent aux
éléements de sl(2, C) fixes par Ad o ('), Puisqu’un tel vecteunr fixe est nécessairement fixe par
la cl6ture de Zariski de Ad o w(I")y dans SL(2,C), on obtient facilement le corollaire suivant,
dans lequel p désigne la projection de SL{2,C) sur PSL(2,C):

Carollaire 5.4, Sipoy(IYn'est pas abélien, ia variété M (u, I') ne posséde aucun champ
de vecteurs holomorphe non nul.

St po u(I") est abélien mais non trivial, lespace des champs de vecteurs holomorphes sur
M (u, I'Y est de dimension 1.
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Si pou(l) est trivial, l'espace des champs de vecteurs holomorphes sur M{u, ') est de
dimension 3,

De mé&me, nous pouvons décrire les métriques holomorphes sur M (i, I'). Nous savons
déja que M (u, I') posséde une métrique de Killing mais, plus généralement, si g estune forme
bilin¢aire symétrique sur sl (2, C) invariante par Ad - u(I'), on peut construire une métrique
holomorphe sur M(u, '), encore notée ¢. Puisqu’une forme sur sl (2,C) invariante par
Ad o u(r') est aussi invariante par sa cldture de Zariski, il nest pas difficile de vérifier le
corollaire suivant;

Corollaire 5.5, Les métriques holomorphes sur M{(u,I") correspondent aux Jormes
guadratiques sur sl(2,C) invarianies par Ad - u(I'):

St p e (') n'est pas abélien, les multiples de la forme de Killing K sont les seules formes
invariantes par Ad - u(I).

Si p o u(') est non trivial mais contenu dans un sous-groupe  un paramétre engeiiré par
(Flexponentielle d') un vecteur non nul v de si(2,C), les formes invariantes par Adou(l)
forment l'espace de dimension 2 constituté des formes du type:

Gup (X, 1) = 0 K(x, )+ BK(x, ) K(p,0} (0eC,feC).

St pou(l) est trivial, toutes les formes bilinéaires symétriques sur sl(2,C) sont
invariantes par Ado (') ... .

La preuve du théoréme 5.3 est trés proche de celle du théoréme B. Nous fixons un type
de tenseur holomorphe sur M (i, I'), c’est-d-dire une représentation

6:GL(3,C) » GL(d,0).

Un tenseur holomorphe de type o sur M (u, I') se reléve dans SL(2,C) en un tenseur holo-
morphe, défini par une application holomorphe ¥ : SL(2,C) — €4 qui vérifie la condition
d’équivariance suivante:

V(@) xy) = oo Adouy ") (¥ (x)

pour tout yde I'.

Nous allons analyser I'espace 2 des fonctions holomorphes de SL(2,C) vers €%, On
dispose d’une représentation linéaire naturelle de SL(2,€) x SL(2,C) par automorphismes
de " Paction de I'élément (g,, g,) du groupe SL(2,C) x SL(2,C) sur 'élément Sde 3 est
la fonction holomorphe (g, g,) « / définie par:

(81, 82) /(X)) =g Ad(gl)(f(gl— Ing)) ‘

La condition d’¢quivariance ci-dessus se traduit par le fait que ¥ est fixe par le sous-groupe I’
de SL(2,€) x SL(2,C) formé des éléments du type (1(y),) avec ye T
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On montre, de fa méme fagon que dans le lemme 5.1, que ¥ est fixe par la cldture de
Zariski de I, Pour démontrer le théoréeme 5.3, il suflit donc de vérifier e lemme suivant,
analogue au lemme 5.2:

Lemme 5.6. La cloture de Zariski de T contient {1d} x SL(2,C).

~ La preuve est bien siir analogue 4 celle de 5.2, mais plus simple. Notons en effet Z cette
cloture de Zariski. La projection de Z sur le second facteur est un sous-groupe algé-
brique de SL(2,C) contenant I'. Par conséquent, Z se projette surjectivement sur le second
facteur.

De méme, Pintersection R de Z avec {Id} x SL(2,C) est triviale ou bien coincide avec
{1d} x SL(2,C). Pour demontrer le lemme, il s’agit donc de montrer que R ne peut €tre trivial,

Dans le cas contraire, la projection de Z sur le premier facteur serait injective et nous
avons vu que la projection de Z sur le second facteur est surjective. 11 en résulterait que I est
le graphe d’un isomorphisme algébrique de SL(2,C).

A conjugaison prés, nous serions donc dans le cas ot le morphisme u est donné par
u(y) = 7. Cest la contradiction cherchée car ce morphisme n’est pas admissible.

Nous avons donc moniré le théoréme 5.3.

Pour terminer ce paragraphe, nous complétons le théoréme B par une description des
applications holomorphes non nécessairement bijectives entre variétés de la forme M (i, I').

Théoréme 5.7. Soient I, et T, deux sous-groupes discrets co-compucts de SL(2,C) er
uy, 4, deux morphismes admissibles de I, et T, respectivement dans SL(2,C). Toute appli-
cation holomorphe surjective de M (uy, ) sur M (u,, 1) est un revétement.

La description que nous avons faite des métriques holomorphes montre que si une telle
métrique est non dégénérée en un point, elle est non dégénérée partout. Soit donc ¢ une
application holomorphe surjective de M (i, I) sur M(u,, ;). L'image réciproque de la
métrique de Killing par ¢ est non dégénérée en tous les points ou la différentielle de ¢ est de
rang 3 et ii existe de tels points car ¢ est surjective. Cette différentielle est donc de rang 3
partout et ¢ est un revétement. Il ne serait pas difficile de décrire ia structure de tous ces
revélements.

Nous n'avons pas essayé d’analyser le cas ol ¢ n’est pas surjective et non constante. II
est facile de vérifier que Pimage d’un tel ¢ est nécessairement un sous-ensemble analytique
totalement isotrope pour la métrique de Killing et il est probable que de tels objets n’existent
pas.... Citons a ce propos article [14] dans lequel il est montré que M = SL(2,C)/I ne
contient aucun sous-ensemble analytique de codimension 1. K. Oceljeklaus nous a par ailleurs
signalé qu’on ignore si M contient des courbes holomorphes autres que les courbes
elliptiques qui proviennent des orbites compactes de P'action a gauche sur M des sous-
groupes de Cartan {conjugués au sous-groupe diagonal et isomorphes a C*} (voir aussi

[15D.
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6. Quelques exemples

Nous regroupons dans ce paragraphe un certain nombre de remarques et d’exemples.

Nous commengons par une observation €lémentaire qui justific le role des variétés
hyperboliques réelles de dimension 3 dans ce contexte. Soit F une variété riemannienne de
dimension 3 et M le fibré de ses repéres orthonormés directs. Comme il est bien connu,
le fibré tangent @ M est canoniquement trivialisé, i.e. décomposé sous la forme

M % (so(3)® R?)
ou so(3) correspond aux vecteurs verticaux et R® aux vecteurs horizontaux [19]. Remar-
quons qu'il existe un isomorphisme naturel 7 entre R® et so(3) qui envoie un vecteur sur
Pendomorphisme antisymétrique qui est le produit vectoriel avec ce vecteur. C'est (& une
constante multiplicative prés) le seul isomorphisme qui conjugue la représentation naturelle

de SO(3) sur R et la représentation adjointe sur so(3).

On obtient alors une structure complexe sur so(3) @ R* par
p ]

V=1, = (1" 1(x).
On obtient ainsi une structure presque-complexe sur M.

Proposition 6.1.  Cette structure presque complexe est intégrable si et seulement si la
variété riemannienne V est a courbure constante —1.

Soit (e, e,, €;) la base canonique de R* et 1, = I(e,); I, = I(e,); I, = I(e,). Notons
que SO(3,R) agit sur M en préservant la structure presque complexe, de sorte qui si cette
dernicre est intégrable, les vecteurs 7,, [,, I; définissent trois champs de vecteurs holo-
morphes sur M. 1l en résulte que les champs de vecteurs

eg=} 1, e=}—-15L, ey=)~1L
sont aussi holomorphes. Les crochets de ces champs sont évidemment donnés par:

lepe]= [, L] (1=1,2,3,7=1,23).
Ainsi, la 2-forme de courbure est celle qui, lorsqu’on Pévalue sur le bivecteur e, A €;, est
I’endomorphisme de R* qui est le produit vectoriel avec —e; A ¢;. La courbure sectionnelle
est facile 4 calculer ([27]):

Rie;, ee5,¢)) = (—(e;n €) A er)-ej = —|le;ngll* = —1.

La courbure sectionnelle est donc — 1. Nous avons déja noté la réciproque, due a la struc-

ture complexe naturelle sur le groupe des isométries directes de Pespace hyperbolique
réel H3,
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On observera que si 'on multiplie 'isomorphisme f par une constante k [a condition
d’intégrabilité devient gue Ja courbure sectionnelle est —k? de sorte que le signe négatif
de {a courbure a un sens intrinséque.

Si V est une variéié fermée orientée de dimension 3, son anneau de cohomologie
rationnelle est complétement décrit par sa forme d’intersection:

HY M, Q)x H'(M,Q)x H'(M,Q) » Q

qui est une forme trilinéaire alternée. D’aprés [38], toute forme trilinéaire alternée ration-
nelle est la forme d’intersection d’une certaine variété fermée. Grice au puissant théoréme
d’hyperbolisation de Thurston ([40]), on peut méme construire des variétés hyperboliques
dont 'anneau de cohomologie est donné:

Lemme 6.2,  Pour toute variété fermée de dimension 3, il existe une variété hyperboli-
que fermée de dimension 3 ayant méme anneau de cohomologie rationnelle.

En effet, d’aprés {31], toute variété de dimension 3 contient un nceud homotope a zéro
dont le complémentaire est hyperboliqgue, c’est-d-dire posséde une métrique hyper-
bolique compléte de volume fini. On peut alors faire une chirurgie de Dehn sur ce nceud et un
théoréme de W.Thurston garantit que toutes les variétés fermées ainsi obtenues sont
hyperboliques, sauf peut-étre un nombre fini [40]. Il est par ailleurs clair que toutes ces
variétés, sauf une, ont le méme anncau de cohomologie rationnelle que la variété initiale.

En particulier, le premier nombre de Betti des groupes I' qui nous intéressent peut
prendre toutes les valeurs.

Nous commengons maintenant la démonstration du théorémme C, relatif a la structure de
la variété algébrique %, des morphismes de I' dans SL(2,C) au voisinage du morphisme
trivial u,.

Le cas o le premier nombre de Betti b, (I') s annule est facile. Nous avons déja signalé
que 'espace tangent de Zariski 4 %, en u, est le groupe de cohomologie H* (I"; s1(2,C)). Par
conséquent si ke premier nombre de Betti de I est nul, le morphisme trivial est un point isolé
de Z (car un ensembie analylique se plonge localement dans son espace tangent de Zariski).

Nous étudions maintenant le second cas du théoréme C.

Théoréme 6.3. Sile premier nombre de Betti b (") est égal a1, alors tout morphisme
u:I'— SL2,C) suffisamment proche du morphisme trivial est a image abélienne.

Soit #, un germe de courbe holomorphe dans 'espace #, des morphismes tel que
i, = id. Nous allons montrer que tous les », sont a images abéliennes et ceci établira le
théoréme.

Soit 4: " —» C un morphisme non trivial, de sorte que tout autre morphisme est un
muitiple de 4.
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Nous allons montrer, par récurrence sur lentier &, qu'il existe des éléments
4y, 4y, ..., a, de s1(2,C) tels que, pour tout y, on ait:

1,(y) = exp(A(yMra, + 12a, + -+ + t*a) + o (1%) .

Pour k =1, écrivons:
1,(7) = exp(1BG) + o(1)) .

Puisque #, est un morphisme, B est un morphisme de I' vers s1(2, C), donc de la forme Aa |
pour un certain @, de sl(2,C). Ceci établit notre assertion quand & = 1, Supposons-la établie
jusque l'entier &k — 1 et écrivons:

w(y) = exp(AWMtay + 2ay + - + 17" _ )+ 124, (p) + o(FF D)
Ecrivons que , est un morphisme et utilisons la formule de Campbell-Hausdorff:
exp(x)exp(y) = exp(x +y +1/2[x, ] + 1/12[[x,p), y] + =) .

En développant, on obtient que A, est un morphisme de I” vers s1(2, C) car tous les crochets
intermédiaires s’annulent. Ainsi, 4, est de la forme A a, pour un certain a, de sl(2, C) et ceci
etablit I'assertion pour tout k.

Hen résulte que si y est dans le premier groupe dérivé de I' (donc dans le noyau de A), la
courbe u,(7) a toutes ses dérivées nulles en 0. On a donc #,(y) = Id pour tout y dans ce premier
groupe dérivé. Ceci signific précisément que w, est 4 image abélienne et établit le théoréme.

Nous construisons maintenant des morphismes @ images non abéliennes, par une
méthode inspirée de [26].

Choisissons une variété hyperbolique réelle compacte ¥ de dimension 3 qui contient au
moins deux surfaces plongées orientables X, X, disjointes et dont les classes d’homologie
sont linéairement indépendantes sur Q). L’existence de telles variétés résulte de 6.2 mais on
peut aussi utiliser une construction arithmétique, décrite dans [25].

Soit M le fibré des repéres de V; ¢’est un espace homogéne de la forme SL(2,C) /T ou I’
¢st un sous-groupe discret co-compact de SL(2, C) qui est le groupe fondamental de M ou de
V.

Soit J le revétement infini cyclique associé & X ¢ Dans ce revétement, la surface 2| se
releve en une collection de surfaces disjointes Z¥ (avec i € Z) de sorte que le générateur t du
groupe du revétement envoie 2 sur 21+, Les lacets tracés sur X, ne rencontrent pas 2 etse
relévent donc en des lacets dans 7 On obuent donc une famille de surfaces 24 dans Vou Pon
convient que X est dans le domaine bordé par Zi et Z1**, On notera que Zi disconnecte V,
contrairement a X5,

Nous allons construire explicitement des morphismes de I dans le groupe B des
matrices triangulaires supérieures de SL(2,C). Le groupe I” est une extension:
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l%ni(ﬁ)ﬂ-FL»Zwl,

ol /; désigne le nombre d’intersection avec 2. Pour chaque entier refatif k, le nombre
d’intersection avec % définit un morphisme:

jk:ﬂl(r)) -3 Z.

Soit 2 un nombre complexe quelconque. On définit un morphisme:

+ o
byivem Py 2 Y expkA)j)eR

k= —w

qui, pour chaque y, est bien slir une somme finie. Soit f un &lément quelcongue de I' tel que
i, (1) = 1. La conjugaison par ! préserve n, (V) et vérifie:

h(tyt ™) =exp ()b, ().

On peut alors définir un morphisme u, de I' vers B de la maniére suivante. Un élément y de I
s’écrit de maniére unique sous la forme v, 7* ol y, est dans n (V) et k = i, (7). On pose alors:

w gy — [ FPUW2EHG) bGoexp (- 11221 () ) |
' 0 exp (—1/2i, (7))

Il n’est pas difficile de s’assurer qu'il s’agit bien d'un morphisme de groupes dont I'image est
non abélienne si £ est non nul puisque I'image est alors Zariski dense dans B. Bien siir, u, est
proche du morphisme trivial si J est proche de 0. Ceci établit donc la derniére partie du
théoréme C.

Les morphismes que nous venons de construire sont particuliers dans le sens ou leur
image est résoluble et n’est pas Zariski dense dans SL(2,€). Voici une méthode de cons-
truction de morphismes dont I'image est Zariski dense. Soit }une variété hyperbolique réelie
fermée de dimension 3 contenant une surface plongée X qui la disconnecte en deux
composantes ¥, et V. Supposons que chaque composante contienne 4 son tour deux sur-
faces plongées disjointes telles que les cing surfaces ainsi considérées soient homologique-
ment indépendantes. L’existence de tels exemples résulte de 6.2 ou de [25]. Le groupe
fondamental I' de F est la somme amalgamée des groupes fondamentaux de chaque
composante, amalgamée sur le groupe fondamental de 2. Par une simple généralisation de la
construction précédente, on construit un morphisme du groupe fondamental de la premiére
composantea valeursdans B, trivial sur les lacets de . De méme, on construit un morphisme
du groupe fondamental de ta seconde composante & valeurs dans le groupe B_ des matrices
triangulaires inféricures, trivial sur le bord X. En amalgamant ces deux morphismes, on
obtient un morphisme non trivial de I' dans SL(2,C) dont I'image est évidemment Zariski
dense.

[1 faut cependant remarquer que les morphismes que nous venons de construire nesont
pas injectifs.

Pour terminer cet article, nous allons montrer que dans certains cas, la variété %,
c’est-a-dire I'espace de Kuranishi de SL(2,C)/ I peut présenter une singularité. Pour cela,
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nous allons expliciter le cdne quadratique tangent a 22,.. Comme il est bien connu, ce cone est
donné par 'annulation de la premiére obstruction ([5]):

HY M, 0)x HY(M,0) - H*(M, )
donnée par le «cup-crochet». Dans le cas qui nous intéresse, nous savons que:
H'(M,0)~H' (M, C)®sl(2,C), H¥M,0)=H*(M,C)®sl(2,0).

Le cup-crochet n'est pas difficile & expliciter. Il s’agit de la forme quadratique sur
HY(M,C)® sl(2,C) & valeurs dans H? (M, C) ® sl (2, C) dont la forme bilinéaire associée
est donnée par:

Ae; ® xy, ¢ ® 33) = (€, U e) ® [xy,x,] .

On remarquera que les tenseurs élémentaires ¢ ® x sont isotropes pour cette forme
quadratique. Le cdne quadratique tangent & 2, ne dépend donc que de la structure de
I'anneau de cohomologie de 7 il est entidrement décrit par une forme trilinéaire alternée sur
un espace vectoriel de dimension b, {I") et cette forme peut étre quelconque. Dés que la forme
quadratique associée est non (riviale, le cone quadratique tangent a A est non trivial,
c’est-a-dire distinct de (M, C) tout entier. Dans ce cas, 2, présente donc une singularité
en son point base.

Si m est le groupe fondamental d’une variété compacte kihlérienne et G un groupe
algébrique défini sur C, la variété des morphismes de 7 dans G a la propriété qu'au voisinage
d’un point quelconque, elle est biholomorphiquement équivalente 4 son cone quadratique
tangent [11]. Dans le cas qui nous intéresse, SL(2,C) /T n’est pas une variété kihlérienne et
M. Kapovich et J. Millson ont effectivement construit récemment des exemples de groupes I
pour lesquels cette propriété n’est pas satisfaite pour 2, ([17).
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