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Soit F un feuilletage de classe ¢’ sur une variété compacte M.
Rappelons qu'une forme différentielle w de classe ¢ sur M est dite
F-basique si, pour tout champ de vecteurs X tangent & F, on a
ixm =0 = ixdm. Ceci revient & dire que la forme w est localement proje-
table dans tout ouvert distingué pour F. Les formes F-basiques forment

un complexe différentiel gradué dont la cohomologie est la "cohomologie

basique de F" que nous noterons Hi(F).

Dans Bﬂ, G.W. Schwarz donne un exemple de feuilletage F sur
une variété compacte tel que H:(F) est de dimension infinie pour
2 & % € codim F. Par la nature méme de sa construction, ce feuilletage
est de classe C mais n'est pas analytiéue réel. Le but de cette courte
note est de donner un exemple extrémement simple du méme phénomé&ne ayant

1'avantage d'étre analytique.

Théonéme.- Pour tout g 3 2, 1l existe un feuilletage F analy-
tique réel de codimension ¢ sur une variété compacte de dimension g+l

% . . . e .
tel que Hb(F) est de dimension infinie non dénombrable pour

2 & % £ codim(F).

Soit ¢ un difféomorphisme d'une variété compacte V. Rappelons
que 1'on construit naturellement un feuilletage F¢ de dimension 1 sur la
variété "suspendue" qﬁ obtenue en identifiant les points (x,t) et
(p(x),t+1) de V xR, Il est clair que la cohomologie basique de F¢ n'est

autre que la cohomologie des formes de V invariantes par ¢.

Comme le fait remarquer G.W. Schwarz, pour démontrer le th&oréme,
il suffit de le démontrer pour ¢ = 2 car on obtient alors des exemples

en toutes codimensions par prodult. Dans l'exemple que nous proposons, V




XT - 2

. Ceta 2 R . .
sera le tore T2 identifié & mz/z et ¢ sera le difféomorphisme analytique

réel défini par :
$p(x,y) = (x,x+y}.

2 . . . me
Nous allons montrer que Hb(F¢) est de dimension infinie non

dénombrable.
Lemmie 1.- Soit ® wune I-forme différentielle de degré | sur Tz,
invariante par ¢. Alors ® est du type :
w = f(x)dx..

En particulier, & est fermée.

Demons thation

iéme . . .
-7 itéré de ¢

Le n s'éerit

$"(x,y) = (x,nx + y).

Si x est rationnel, le point (x,y) est périodique pour ¢ ; 1i.e.

il existe n tel que
n
¢ (x,y) = (x,y).

P n, ¥ ' .
En écrivant (¢ ) w = w  au point (x,y), on obtient que w( ) est une
s

C 2, . . 1 0
forme linéaire sur R invariante par la matrice (n | ) . Clest

done que, si x € §, la forme w(x ) est un multiple de dx. Par consé-
)

quent, o est du type

w = fx,y)dx.
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Puisque ® est ¢-invariante, la fonction f est constante sur les orbites

de ¢ et donec sur leurs adhérences. Si x est irrationnel, 1'adh&rence de
. l

1'orbite de (x,y) est le cercle {x} X S . En d'autres termes, f ne

dépend que de x. B

2 . . .
Lewmme 2.- Les 2~formes de T~ qui sont invariantes par ¢ sont

exactement les formes du type g(x)dx A dy.

Dimonsthation

La forme g(x,y)dx A dy est ¢-invariante si et seulement si g

est constante sur les orbites de ¢ et donc st g ne dépend que de x. W

P e 2 . Cer s
Le théoréme est alors immédiat pulsque Hb(F¢) s'identifie &
1'espace des formes du type g{(x)dx A dy qui est un espace de dimension

infinie non dénombrable.

Remarque |.- Les exemples construits sont en fait transversalement
. . . . ®
affines. Ceci montre que le résultat de ff] suivant lequel Hb(F) est de
dimension finie si F est riemannien ne s'étend pas aux feuilletages trans-

versalement homogénes.

*
Remarque 2.- Dans les exemples de G.W. Schwarz, les groupes Hb(F)

ne sont que de dimension dénombrable.

Remargue 3.- Soit M3 le fibré unitaire tangent du tore plat
szzz. Le flot géodésique de ce tore définit un feuilletage F de dimension I
sur M3 dont on peut montrer que la cohomologie basique est de dimension
infinie. On obtient dont un flot de contact dont la cohomologie basique
est de dimension infinie. La similitude entre ce; exemple et 1'exemple précé-

. . . . . 1
dent est la suivante ; il existe une fibration p ! M3 + 8 telle que -F
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soit tangent aux fibres de p et telle que la restriction de F 3 p_l(x)

est un feuilletage linéaire de T2 4 feuilles denses si x ¢ @ et &

feuilles fermées si x € Q.

o * ‘ 0
Remarque 4.- Dans le cas général Hb(F) est un module sur Hb(F)’
c'est-a-dire sur 1'anneau des fonctions basiques. Dans 1'exemple précédent,
ainsi que dans celui de Schwarz, ce module est de rang l. Nous ne connaissons

pas d'exemple oli ce module n'est pas de type fini.
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