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VARIATIONS AUTOUR DU
THEOREME DE RECURRENCE DE
POINCARE

Etienne Ghys

Introduction

Henri Poincaré est le fondateur de la théorie des
systemes dynamiques'. Confronté & I'impossibili-
té de résoudre explicitement les équations différen-
tielles gouvernant les trajectoires des planetes (des
qu’elles sont en nombre supérieur a trois), il dé-
veloppe un ambitieux programme qui cherche a dé-
crire qualitativement le mouvement des corps célestes.
Dans son fameux mémoire de 1890 “Sur le probleme
des trois corps et les équations de la dynamique”?[8],
il démontre un théoreme extrémement surprenant.
Nous en donnerons un énoncé précis plus loin mais
il est préférable de citer directement l'analyse que
H. Poincaré a faite de ses propres travaux [11] :

“Je n’ai pu résoudre rigoureusement et comple-
tement le probleme de la stabilité du systeme
solaire, en entendant ce mot dans un sens stric-
tement mathématique. L’emploi des invariants
intégraux m’a cependant permis d’atteindre
certains résultats partiels, s’appliquant surtout
au probleme dit restreint ou les deux corps
principaux circulent dans des orbites sans ex-
centricité, pendant que le corps troublé a une
masse négligeable. Dans ce cas, si on laisse
de coté certaines trajectoires exceptionnelles,
dont la réalisation est infiniment peu proba-
ble, on peut démontrer que le systéme re-
passera une infinité de fois aussi prés que
I’on voudra de sa position initiale. C’est
ce que j’ai appelé la stabilité a la Poisson”.

Deux articles de vulgarisation publiés dans Pour la
Science et Science et Vie décrivent ce théoreme par un
exemple ou I'on voit une récurrence assez stupéfiante
[5, 3]. Partant d’une reproduction d’une photographie
de H. Poincaré, on lui applique une certaine transfor-
mation et on itere le procédé. Des la troisieme itéra-
tion, il ne reste plus grand chose du visage du grand
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homme mais, de maniere miraculeuse, apres 241 itéra-
tions, Henri Poincaré est de retour sans qu’il ne lui
manque un seul poil de barbe! Nous avons reproduit
le résultat & la fin de cet article?.

Nous allons essayer d’expliquer ici pourquoi cet exem-
ple, méme s’il est frappant, n’illustre en aucun cas
le théoreme de Poincaré! Ce phénomeéne est en
fait le résultat d’une série de petits “miracles” de
nature arithmétique que nous analyserons. Nous
espérons qu’au passage ceci permettra une meilleure
compréhension du vrai théoréeme de Poincaré et de ses
limitations. En passant, nous rencontrerons quelques
questions ouvertes auxquelles certains lecteurs auront
peut-étre le plaisir de s’attaquer.

Remerciements. Je suis heureux de remercier
Christophe Bavard, Patrick Iglesias, Bruno Sevennec
et ma fille Elise pour leur aide précieuse dans la prépa-
ration de ce texte.

Le théoréme de récurrence de Poincaré

Nous nous contenterons en fait d’un cas tres particu-
lier du théoreme qui suffira a nos besoins.

Soit C' le carré [0,1] x [0,1] (qui sera bient6t ’écran
d’un ordinateur...). En recollant les c¢dtés opposés de
C, on obtient un tore 7. Autrement dit, 7" est obtenu
a partir de C en identifiant pour chaque t de [0, 1],
les points (0,t) et (1,t) ainsi que (¢,0) et (¢,1). On
peut aussi considérer T comme le quotient du plan
R? par le réseau Z? des points entiers, i.e. ot I'on
identifie les points (z,y) et (z/,y’) si leur différence
est a coordonnées entiéres. On fait naturellement de
T un espace métrique en définissant la distance entre
deux points comme le minimum des distances entre
les divers points de R? qui les représentent.

Soit F: R? — R? un homéomorphisme qui respecte
laire, c¢’est-a-dire tel que pour tout domaine Q C R?,
Paire de  est égale a celle de F(2). Si F est un
difféomorphisme, cela revient bien sir a dire que le
déterminant de la matrice Jacobienne de F' est égal a
+1 en chaque point. On suppose de plus que F' passe
au quotient en un homéomorphisme de T'. Autrement
dit, F et son inverse envoient des points de R? qui
different d’un élément du réseau Z?2 sur des points qui
different également d’un élément de ce réseau. On
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obtient ainsi un homéomorphisme f du tore T qui
respecte 'aire dans un sens a peu pres évident.

Si k est un entier positif, nous noterons f* la compo-
sition fo---o f de k fois 'homéomorphisme f. Si a
est un point de T, son orbite par f est la suite (ax)x>0
définie par ar = f¥(a). Etudier la dynamique de f,
c’est décrire le comportement asymptotique de ces or-
bites lorsque le “temps” k tend vers l'infini. On dit
qu’un point a est récurrent si c¢’est un point d’accu-
mulation de son orbite.

THEOREME (H. POINCARE 1890). L’ensemble des
points récurrents d’un homéomorphisme du tore qui
respecte l’aire est dense dans le tore.

DEMONSTRATION. Si n est un entier positif, nous
conviendrons de dire qu'un point a est 1/n-récurrent
s’il existe un entier k strictement positif tel que la
distance (dans T) entre a et f¥(a) est strictement
inférieure & 1/n. L’ensemble des points 1/n-récurrents
est un ouvert R,, de T et 'intersection infinie des R,,
est I’ensemble des points récurrents de f. D’apres
le théoreme de Baire, il suffit donc de montrer que
chaque R,, est un ouvert dense.

L’idée de la preuve est tres simple. Soit €2 une
boule ouverte de T de rayon inférieur a 1/(2n) et
considérons la suite d’ouverts f*(2) avec k > 0. Tous
ont la méme aire et la finitude de 'aire totale de T’
entraine qu’ils ne peuvent étre deux a deux disjoints.
Il existe donc deux entiers k1 et ko avec 0 < k1 < ko
tels que f*1(2) et f*2(£2) ne sont pas disjoints. Si on
pose k = ky—k1, on adonc k > 0 et QN f*(Q) est non
vide. Mais ceci signifie précisément que chacune de ces
boules € contient au moins un point 1/n-récurrent et
donc que R,, est dense dans T

Ceci établit le théoreme. 1
Quelques remarques s’imposent :

e Nous avons utilisé le théoréeme de Baire
postérieur d’'une dizaine d’années a celui de Poin-
caré! Nous suggérons au lecteur de lire les arti-
cles de H. Poincaré pour y déceler I’énoncé origi-
nal du théoreme [8, 10].

e Il serait facile de montrer que l’ensemble des
points qui ne sont pas récurrents est de me-
sure de Lebesgue nulle (voir par exemple [6]).
H. Poincaré n’avait pas a sa disposition la théo-
rie générale de la mesure mais il avait les idées
claires! Il écrit dans [9] :
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“...on peut dire que les [trajectoires non récur-
rentes] sont l'exception et que les [trajectoires
récurrentes| sont la régle au méme titre que les
nombres rationnels sont l'exception et les nom-
bres incommensurables sont la regle. Je démon-
tre en effet que la probabilité pour que les condi-
tions initiales du mouvement soient celles qui cor-
respondent a une solution instable [non récur-
rente], que cette probabilité, dis-je, est nulle. Ce
mot n’a par lui méme aucun sens : j’en donne

dans mon Mémoire une définition précise?.

e Le fait que f soit un homéomorphisme du tore n’a
bien entendu aucune importance. En général, on
dispose d’'un espace X qui peut étre ’espace des
phases d’un systéeme mécanique et d’'un homéo-
morphisme f de X qui envoie chaque position
initiale sur la position une seconde plus tard par
exemple. La mécanique classique nous enseigne
que dans de nombreux cas X est une “variété
symplectique” mais nous n’en retiendrons que le
fait qu’il existe une notion de volume sur X et que
f préserve ce volume (théoréme de Liouville). Le
théoreme de Poincaré se généralise dans ce nou-
veau contexte pour peu que ’hypothese cruciale
(mais assez générale) soit vérifiée : la finitude
du volume total de X. Pour en savoir plus, on
consultera, par exemple, [1].

L’exemple de Pour la Science et Science et
Vie

Soit @ I’application linéaire de R? de matrice :

0 1
(11)

C’est un difféomorphisme qui respecte 'aire puisque
le déterminant de cette matrice est —1. D’autre part,
le fait que les coefficients de ® et de son inverse sont
entiers montre que ® envoie bijectivement le réseau
des points entiers sur lui méme. Ainsi, ® définit par
passage au quotient un difféomorphisme du tore T
qui respecte l'aire, que nous noterons encore ®, sans
grand danger de confusion.

Cet exemple est d’une grande importance dans la
théorie des systémes dynamiques, en dépit de la
grande simplicité de sa définition. Dans un certain
sens, c’est beaucoup plus qu’un exemple.

4 La “précision” dont il s’agit ici est bien sir celle
de H. Poincaré et n’a pas grand chose a voir avec celle
de N. Bourbaki.
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THEOREME (ANOsoOv 1967). Soit U un difféomor-
phisme de T proche de ® (dans la topologie® C1).
Alors, il existe un homéomorphisme h du tore T tel
que :

U=hodoh .

On trouvera une démonstration dans [2].

Cela signifie que les difféomorphismes proches de ®
sont “les mémes” que ® quitte a changer de coor-
données par un homéomorphisme. Si 'on comprend
la structure de ®, on comprend donc du méme coup la
structure d’un ouvert du groupe des difféomorphismes
de T. C’est la fameuse stabilité structurelle qui a
eu tant de développements ces 30 dernieres années.
Le lecteur aura d’ailleurs probablement deviné que le
résultat est bien plus général que ce que nous avons
énoncé ici; en particulier il reste valable si 'on rem-
place ® par une autre matrice 2 x 2, a coefficients
entiers et de déterminant +1, pour peu qu’elle n’ait
pas de valeur propre de module 1.

Appliquons le théoreme de récurrence de Poincaré a
® : presque tous les points de T sont récurrents.
Dans les articles de Pour la Science et Science et
Vie, on considere une reproduction du visage de Poin-
caré dans le carré [0,1] x [0, 1] qui sert de base & la
construction® du tore T, puis on itére cette image par
®. Apres 241 itérations, le miracle se produit : Poin-
caré est de retour ! Etait-ce prévu par le théoréeme de
récurrence 7

Pourquoi I’exemple est-il surprenant ?

C’est bien str la rapidité du retour de H. Poincaré qui
est étonnante. Le théoréme de récurrence ne précise
pas la valeur probable du temps de retour mais un
argument heuristique simple permet de I'estimer. Si
) est un ouvert non vide de 7', nous avons vu que
'argument essentiel de la preuve est que les ®*(Q) ne
peuvent tous étre disjoints. En fait, on ne peut pla-
cer dans T' qu’un nombre inférieur & aire(T)/aire(S2)
d’ouverts disjoints dont laire est égale a aire(f2). On
est donc en droit d’éspérer que le temps de retour
est de lordre de aire(T')/aire(2). C’est en fait un

5 Deux difféomorphismes f; et fo du tore sont C'-
proches s’ils proviennent de deux difféomorphismes F}
et Fy de R? tels que F; — F est petit ainsi que ses
dérivées partielles du premier ordre.

6 Dans I’exemple, I'origine des coordonnées est au
centre de I’écran : le nez de Poincaré est un point fixe.

théoreme, sous une hypothese technique, dite d’ergo-
dicité, qui est satisfaite dans notre cas’.

THEOREME (KAC 1947). Soit f un homéomorphis-
me du tore T préservant laire et ergodique. Soit
Q un ouvert non vide et pour chaque point a de €,
notons u(a) le plus petit entier non nul k tel que f*(a)
appartienne a Q. Alors la valeur moyenne de u sur )
est donnée par :

1 aire(T)
— / / u(a)a= ——— <.
aire(Q) J Jq aire())
Appliquons ce théoreme au visage de H. Poincaré.
Bien str, il a fallu discrétiser I'image et la remplacer
par un nombre fini de points (les pixels) et ce sont
ces points qu’on a itéré. Supposons donc que 'on
remplace le carré par I’ensemble fini & N? éléments
formé des points (i/N,j/N) avec 1 < i < N et
1 < j < N. Chaque pixel correspond en fait a un petit
carré qui recouvre une proportion de 1/N? du grand
carré [0,1] x [0,1]. D’aprés le théoréme précédent,
nous pouvons donc espérer qu'un pixel retournera a
sa place apres un nombre d’itérations de l'ordre de
N2, Si, pour fixer les idées, nous prenons une valeur
de N de 1000, le temps de retour d’un pixel serait
voisin d’un million. Voila qui est singulierement plus
grand que 241!

Ce n’est pas tout! Si chaque pixel revient a peu
pres apres un million d’itérations, les temps de retour
varient probablement d’un pixel a I’autre. Le temps
de retour de l'image complete est donc le P.P.C.M
d’un million d’entiers qui sont tous & peu pres de
I'ordre du million. L’image devrait donc mettre tres,
tres longtemps avant de revenir...

Pour illustrer ce phénomene, nous allons citer quel-
ques résultats combinatoires concernant les permuta-
tions d’un ensemble fini Fy; & M éléments (ol nous
penserons plus tard que M = N?). 1l y a bien sir M!
permutations d’un tel ensemble et il est bien connu
que chaque permutation o est un produit de cycles
disjoints. Si a est un point de Fj;, la période de a sous
I’action de o est la longueur du cycle qui contient a.
La période de o, c’est-a-dire son ordre dans le groupe

7 On dit qu'un homéomorphisme du tore est ergo-
dique si tout ensemble borélien invariant est ou bien
de mesure de Lebesgue nulle ou bien a un complémen-
taire de mesure nulle. Le lecteur courageux pourra
montrer seul que ® est ergodique ainsi que le théoreme
3 (en cas de panne, il pourra consulter [2] et [7]).



symétrique, est le P.P.C.M. des longueurs des cycles
qui la composent. On peut chercher a estimer les
moyennes arithmétiques de ces quantités sur ’ensem-
ble des M! permutations de Ej;. Voici les résultats
que I'on pourra consulter dans [4] (ol on trouvera éga-
lement beaucoup de références et de compléments).

THEOREME. Lorsque M tend vers l'infini :

1. La valeur moyenne de l’ordre d’une permutation

d’un ensemble a M éléments est équivalente a
M(lnM)/Q'

2. La valeur moyenne de la longueur du plus grand
cycle d’une permutation d’un ensemble a M
éléments est équivalente a 0,62432965...M .

Lorsque M est égal a un million, le théoreme
précédent donne une valeur tellement grande pour la
moyenne de I'ordre d’une permutation qu’on perd ’es-
poir de voir revenir H. Poincaré !

Mais il y a pire! Lorsqu’on discrétise un homéomor-
phisme f sur un ensemble fini £y a M éléments, on
obtient une application f,; de Ej; dans lui-méme qui
n’a aucune raison d’étre une bijection. Deux pixels
a et b peuvent étre différents mais avoir des images
par f suffisamment proches pour étre identifiées dans
Ey;. Ainsi, Vordinateur itere en fait une application
non nécessairement bijective d’un ensemble fini dans
lui méme.

Introduisons quelques notions élémentaires relatives
a la structure d’une application f d’un ensemble fini
E dans E. Pour chaque entier positif &, soit E(k)

I'image fk (E). Ceci définit une suite décroissante de
parties de E, donc stationnaire. Notons R l'intersec-
tion des E(k); c’est une partie invariante par f et la
restriction de f & R est une bijection. Nous dirons
que R est la partie récurrente de E. Le complémen-
taire de R dans F est la partie errante. Un point a de
FE est dans la partie récurrente ou errante suivant que
Porbite ?k(a) repasse ou non par le point a. Nous
conviendrons aussi de définir le degré de récurrence
de f comme le rapport entre le cardinal de la partie
récurrente et celui de F.

On trouvera aussi le théoréme suivant dans [4].
THEOREME. Lorsque M tend vers l'infini :

1. La moyenne du degré de récurrence parmi les
MM applications d’un ensemble & M éléments
dans lui méme est équivalente & /7 /2M.
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2. Le nombre moyen de cycles de la restriction a la
partie récurrente est équivalent a In M.

En d’autres termes, une application “aléatoire” d’un
ensemble a un million d’éléments a en moyenne une
partie récurrente contenant a peine plus d’un millier
d’éléments répartis en une dizaine de cycles. La
grande majorité des points ne reviennent jamais a
leur place lorsqu’on itere 'application. Encore une
raison de plus pour ne pas croire au retour du visage
de H. Poincaré...

Pourquoi I’exemple est tres particulier

PREMIER MIRACLE. L’ensemble fini En2 formé des
N2 points (i/N,j/N) avec 1 <i < N et1<j<N
et sur lequel on discrétise est un ensemble invariant
par la transformation ®.

C’est clair car D'application linéaire ® préserve le
réseau Z? ainsi que tous les réseaux %Zz. La discréti-
sation de ® est donc une bijection de Epn2 et nous
avons déja signalé que c’est une propriété tres parti-
culiére.

Si 'on conjugue ® par un homéomorphisme du tore
a peu pres quelconque, le nouvel homéomorphisme
ainsi obtenu ne préserve plus l'ensemble Epn2 et la
discrétisation n’est plus une bijection.

DEUXIEME MIRACLE. La permutation induite par ®
sur ’ensemble En2 n’est pas du tout quelconque et
son ordre est beaucoup plus petit que ’ordre (Ng)lnN
auquel on pourrait s’attendre (@ peu prés 1041 pour
N2 =10°).

Avant de justifier cette assertion, introduisons une
notation. Si A est un anneau commutatif unitaire,
nous noterons GL(2, A) le groupe des matrices 2 x 2
a coefficients dans A et de déterminant inversible. Ce
groupe agit naturellement par applications “linéaires”

sur A x A.

On peut en particulier considérer GL(2,Z) et
GL(2,Z/NZ). La réduction modulo N donne un ho-
momorphisme :
pn : GL(2,Z) — GL(2,Z/NZ).

L’ensemble En2 de discrétisation peut bien str étre
identifié & Z/NZ x Z/NZ et laction de ® sur cet
ensemble est simplement celle de ’élément px (P) sur
Z/NZ x Z/NZ (nous identifions le difféomorphisme
® et la matrice 2 x 2 qui le définit). L’ordre de la

restriction de ® & Epz est donc l'ordre de 1’élément
® dans le groupe fini GL(2,Z/NZ). On obtient donc
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une estimation, grossiere mais efficace, de cet ordre :
il est majoré par le cardinal de ce groupe fini qui est
évidemment inférieur & N*. Nous n’avons toujours
pas compris pourquoi 241 est si petit mais nous avons
maintenant une borne supérieure de I'ordre de 10'2
qui est plus “raisonnable” que 10%!.

TROISIEME MIRACLE. L’ordre des éléments de
GL(2,Z/N7Z) est en fait beaucoup plus petit que la
borne précédente N*.

Pour simplifier, nous travaillerons en fait dans le sous-
groupe SL(2,Z/NZ) des matrices de déterminant 1.
Remarquons que la matrice ® n’est pas dans ce sous-
groupe mais que son carré est bien str de déterminant
1.

THEOREME. L’ordre d’un élément de SL(2,Z/NZ)
est inférieur ou égal a 3N.

La preuve qui suit est peut-étre un peu technique mais
le lecteur effrayé pourra tout simplement l'ignorer
sans que cela ne nuise a la compréhension de la suite.

DEMONSTRATION. Soit A un élément du groupe
SL(2,Z/NZ). Nous allons distinguer plusieurs cas.

Premier cas. Supposons d’abord que N soit un
nombre premier (que nous noterons bien str p). Les
deux valeurs propres de A sont donc ou bien dans
Z/pZ ou dans un corps F,2 qui est une extension
quadratique® de Z/pZ.

p

1. Supposons que A soit diagonalisable sur le corps
fini Z/pZ & p éléments. Puisque les deux valeurs
propres de A sont inverses, 'ordre de I’élément A
dans SL(2,Z/pZ) est alors égal & 1’ordre de I'une
des valeurs propres dans le groupe multiplicatif
des éléments non nuls de Z/pZ. C’est un diviseur
de p — 1 et donc inférieur a 3p.

2. Supposons maintenant que les valeurs propres de
A soient non pas dans Z/pZ mais dans Fj2. Les
deux valeurs propres A\; et Ay de A sont alors
échangées par ’automorphisme de Frobenius :

J)EFP2I—> xperz.

On a donc Ay = A et ,\g”“) = 1, puisque le
déterminant de A est égal a 1. Il en résulte que
Iordre de A est un diviseur de p + 1, donc en
particulier inférieur a 3p.

3. Sila matrice A n’est ni diagonalisable dans Z/pZ,
ni dans F2, c’est que les deux valeurs propres de
A sont égales et valent donc +1.

8 En cas de probleme, voir [12].

e Si la matrice A est unipotente, c’est-a-dire
si ses deux valeurs propres sont égales a 1,
alors elle est conjuguée a une matrice de la

forme :
1 v
0 1

avec v dans Z/pZ. L’ordre d’une telle ma-
trice est évidemment 1 ou p et donc inférieur
a 3p.

e Si les deux valeurs propres de A sont égales
a —1, alors —A est unipotente et 'ordre de
A est donc un diviseur de 2p, donc inférieur
a 3p.

Deuzxieme cas. On suppose maintenant que N est
une puissance p” d’un nombre premier et nous allons
démontrer le théoreme par récurrence sur n. Le cas
n = 1 vient d’étre établi ci-dessus et nous supposons
donc le théoreme démontré jusqu’a n. Par réduction
modulo p”, on a un homomorphisme :
p:SL(2,Z/p" 1 Z) — SL(2,Z/p"Z).

Nous savons, par récurrence, que ’ordre d’un élément
de SL(2,Z/p"Z) est inférieur & 3p™ et il suffit donc
de montrer que l'ordre d’un élément du noyau de p

est 1 ou p. Mais ceci est élémentaire car ce noyau est
constitué de matrices de la forme :

Id+p"B

de sorte que leur puissance p-eme est l'identité dans
SL(2,Z/p"'Z).

Troisiéme cas. 1l reste a montrer que si le théoréeme
est vrai pour les entiers py',...,p" premiers en-
tre eux, alors il est également vrai pour le produit
N = pi*...p/". En considérant les réductions mo-
dulo pi*,...,p;", on définit un homomorphisme de
SL(2,Z/NZ) sur le produit des SL(2,Z/p;"Z) et le
“lemme chinois” garantit qu’il s’agit d’un isomor-
phisme. L’ordre d'un élément de SL(2,Z/NZ) est
donc le P.P.C.M. des ordres des diverses composantes
de son image dans les SL(2,Z/p}"Z). Le deuxiéme
cas nous a en fait montré que 'ordre d’un élément de
SL(2,Z/p"Z) est de 'une des formes suivantes :

1. apP ot v divise p—1let 0 < <m—1,
2. apf ot divise p+1let0<8<n-—1,
3. p? ou B < n,
4. 2p° ou B < n.

Si p est un nombre impair, p + 1 est pair! Si p # 2
cet ordre est donc inférieur ou égal a p™ ou est le



double d’un entier inférieur ou égal a p™. Il en résulte
facilement que si N est impair, c’est-a-dire si les p;
sont tous différents de 2, le P.P.C.M. des divers ordres
modulo les p'* est inférieur ou égal & 2N.

Si N = 27, I'ordre est inférieur ou égal & 3.2" 1, c’est-
a-dire 3N/2.

Dans le cas général, N est le produit d’une puissance
de 2 et d’un nombre impair de sorte que l'ordre
modulo N est majoré par ((3/2) x 2)N = 3N et le
théoreme est démontré. Remarquons que la borne
obtenue est optimale. On peut trouver par exemple
un élément de SL(2,Z/10Z) qui est d’ordre 3 modulo
2 et d’ordre 10 = 2 x 5 modulo 5 et donc d’ordre
30 = 3 x 10 modulo 10. 1

REMARQUE 1. Fixons une matrice A de SL(2,Z) et
un nombre premier p. Il n’est pas difficile de s’as-
surer qu’il existe deux entiers « et 3 tels que, pour
tout n assez grand, Pordre de la projection de A dans
SL(2,Z/p"Z) est exactement ap™ ®. Ainsi, lorsque
n tend vers 'infini, 'ordre de A modulo p™ est com-
parable a p™. Pour la “majorité” des entiers N (non
nécessairement puissances d’un nombre premier), on
peut donc penser que l'ordre de A modulo N a le
méme ordre de grandeur que N. Nous laissons au
lecteur le soin de donner un sens a cette assertion
puis de la démontrer si elle s’avere exacte ! Quoi qu’il
en soit, si N ~ 1000, nous avons maintenant une
borne supérieure de 3000 pour I'ordre d’un élément
de SL(2,Z/NZ) et nous avons vu que dans de nom-
breux cas, cette borne est encore trop grande, de sorte
que notre 241 devient enfin raisonnable !

QUATRIEME MIRACLE [l existe une suite d’entiers
(Pk)k>0, tendant wvers linfini (exponentiellement)
lorsque k tend vers linfini, telle que si on discrétise
l’écran en ¢ X ¢ points, alors le retour de H. Poin-
caré se produit exactement aprés 2k itérations...
Bien str, choisir la discrétisation en fonction du temps
de retour désiré est un peu une tricherie. Mais
ceci montre encore mieux le caractere illusoire de
ces récurrences. La qualité de ces discrétisations est
excellente puisque nous verrons qu’on a, par exemple,
pour un retour apres 106, 238, 240, 242 ou 246
itérations :

¢s3 = 119218851371

$119 = 7405070366464951264563599

$120 = 5358359254990966640871840

¢$121 = 19386725908489881939795601

123 = 50755107359004694554823204.
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On constate en particulier que ces nombres sont bien
supérieurs a la précision des meilleurs écrans d’ordi-
nateurs (qui sont de 'ordre de 1000 x 1000).

Pour justifier ces assertions, on introduit deux suites
de Fibonacci ay, et by définies par :

apg = 0 a; = 1
bp=2 b =1
pour k > 0 et on définit la suite ¢ par :

Ok4+2 = Qk+1 + g
biy2 = bpy1 + by
Por = Aok Pok+1 = bagy1.

Bien str, ¢y tend vers I'infini exponentiellement lors-
que k tend vers l'infini.

THEOREME. La puissance 2k-éme de la matrice ® est
congrue a l'identité modulo ¢y,.

DEMONSTRATION. D’apres le théoreme de Hamilton-
Cayley (pour les matrices 2 x 21), on a :

®? = ¢ 4 1d.

Il en résulte que :

2= ' +1d
Par conséquent, pour tout entier k, on a :

PrH2 — Pt 4 @k

o k+2) — _—(k+D) | Gk,
Pour chaque k, posons :
Ay =®F — (=1)ko7*F By =" + (1) ",
On a donc, pour tout entier % :
Agt2 = Agy1 + Ar Brya = Bry1 + B
D’autre part, on calcule facilement :
Ag=0 A1 =34+
By=2Id B =®-®!=1Id

On obtient donc par récurrence ’expression suivante
pour A et By :
Ap = ap. (P + 071 By, = by, Id.
Finalement :
q)4k —Id = ((ka: o @72](})@2]@
= agp. (B + &1
¢4k+2 —Id = ((1)2k+1 o @72]671)@2]64’1
= bopp 1. BFFL

Nous avons bien montré que ®2* —1Id est divisible par

b 1
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REMARQUE 2. Les puissances impaires de & ne
présentent pas ce phénomene de haute récurrence
que nous avons rencontré pour les puissances paires.
La matrice ®, étant de déterminant —1, renverse
lorientation®. Il est donc nécessaire d’élever ® a
une puissance paire pour obtenir un “retour orienté” !
Plus précisément, si la matrice entiere ®2*+1 est égale
a Id modulo un certain entier [, en comparant les
déterminants, on obtient que [ est égal a £1 ou +2.
C’est pour cette raison que nous pensons que la récur-
rence présentée dans Pour la Science et Science et Vie
ne se produit pas apres 241 itérations et qu’il y a pro-
bablement eu une erreur d’une unité dans le décompte
des itérations (la premiere figure étant l'itération d’or-
dre 0). La récurrence se produit certainement a la
240éme itération !

Il reste a comprendre la valeur 240 méme s’il est main-
tenant clair que cette valeur est nécessairement arti-
ficielle. Une explication possible vient de la constata-
tion suivante. Lorsqu’on décompose les entiers ¢, en
facteurs premiers (griace a Maple), on remarque que
les nombres premiers qui interviennent sont presque
tous extrémement grands, avec I’exception notable de
¢120. En reprenant les quelques exemples choisis plus
haut, on a par exemple :

bs3 =119218851371
H119 =29 x 239 x 10711 x 3571
X 27932732439809
B120=25 x 32 x5 x 7x 11 x 23 x 31
x41 x 61 x 241 x 2161 x 2521 x 20641
B121 =199 x 97420733208491869044199
Brog =22 x 4767481 x 370248451 x 7188487771.

Les constructeurs d’ordinateurs ont naturellement
tendance a choisir les tailles de leurs écrans parmi les
entiers qui sont des produits de petits entiers tels que
2, 3 ou 5 et il semble que ce soit finalement cette pro-
priété de ¢199 qui est a l'origine du retour apres 240
itérations... Ce n’est d’ailleurs pas une surprise. En
effet, le polynéme X 2*—1 est le produit des polynémes
cyclotomiques indexés par les diviseurs de 2k de sorte
que si 2k a beaucoup de diviseurs (comme 120), alors
A%k _1d a également beaucoup de diviseurs.

Terminons ce paragraphe par une remarque. Si ’on
examine avec attention la mauvaise photocopie jointe

9 Sur la photographie initiale, on peut voir 'oreille
gauche du Maitre alors que sur sa transformée par ®,
c’est une oreille droite que ’on distingue, méme si elle
est déformée.

a la fin de cet article, on constate un phénomene
bizarre : apres 48 itérations on voit apparaitre 5
visages de H. Poincaré décalés les uns par rapport aux
autres. Nous laissons au lecteur le plaisir de trouver
I’explication. Nous nous contenterons de remarquer
que :

e 240 =5 x 48.

oy = 46368 = 25 x 32 x 7 x 23 (ainsi 5 divise
(25120 mais pas (l524).

Le discriminant du polynéme X2 — X —1 est 5 de
sorte que la réduction modulo 5 de ® a une valeur
propre double (et 5 est le seul nombre premier
ayant cette propriété).

Une question

L’espace de tous les homéomorphismes du tore qui
respectent 'aire peut étre muni (par exemple) de la
topologie de la convergence uniforme. Nous dirons
qu'une propriété d’'un homéomorphisme est généri-
que si ’ensemble des homéomorphismes qui la satis-
font est un ensemble résiduel au sens de Baire (i.e.
une intersection dénombrable d’ouverts denses). Le
probléme que nous voudrions soumettre au lecteur est
celui de savoir dans quelle mesure un ordinateur est
capable de rendre compte de la dynamique générique
d’un homéomorphisme. Précisons la question.

Si N est un entier positif, on note toujours En2 l'en-
semble des points du tore de coordonnées (i/N,j/N)
avec 1 <i< Netl<j<N. Soit f un homéomor-
phisme du tore qui préserve I'aire. Soit :
fN : Ene — Epne
la discrétisation d’ordre N, c’est-a-dire 1’application
qui envoie un point de F 2 sur le point de En2 le plus
proche de son image par f (génériquement unique).
Soit rn(f) le degré de récurrence de f .

PROBLEME. Est-il possible de décrire le comporte-
ment asymptotique de la suite 7 (f) lorsque N tend
vers l'infini pour un homéomorphisme générique du
tore qui respecte l'aire 7

Bien sir, la discrétisation d’'un homéomorphisme
générique n’est pas une application quelconque d’un
ensemble fini & N2 éléments dans lui méme : la
continuité de f force une “espece de continuité fai-
ble pour f, sur I’ensemble fini En2" Il n’est donc
pas clair que I'estimation du degré de récurrence que
nous avons décrite plus haut, en /m/2/N, soit vala-
ble pour rx(f). Si cette estimation (ou une autre un
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peu moins bonne) était tout de méme valable pour un
homéomorphisme générique, on pourrait se poser des
questions sur l'usage de I'informatique dans la théorie
des systemes dynamiques...

Le mélange

Pour terminer cet article, nous voudrions citer un
résultat qui porte le coup de grace a l’espoir de
déceler une récurrence dans les figures (voir [7] pour
plus d’informations). Alors que presque tous les
points sont récurrents, les figures ont par contre une
tendance a se mélanger :

THEOREME. Soient Q0 et Qo deur ensembles boré-
liens du tore T. Alors l’aire de lintersection ®F(£1)N
Qo tend vers le produit des aires de €y et de Qo lorsque
Uentier k tend vers l'infini.

DEMONSTRATION. Soient u; et ug les fonctions in-
dicatrices de 7 et Qs respectivement. Il s’agit de
montrer que :

lim j([;ul<>f‘k(x,y)lm(x,y)xy

k—+o0 .

:/Lul(x,y)xy/éul(mvy)xy-

A fortiori, il suffit de le démontrer pour tous les
couples u1,us de fonctions de carré intégrable sur 7.
En développant uq et us en séries de Fourier, on se
ramene au cas ou uj et ug sont de la forme :

ui(z,y) = exp 2im(miz + n1y)

uz(x,y) = exp 2im(max + nay)
ou x et y désignent des éléments de R/Z et ou
mi, Mo, N1, Ny sont des entiers.

Lorsque 1’on évalue u; o ® 7%, on trouve :
uy o & F(x,y) = exp 2in(m(k)z + n(k)y)

(i )= ()
n(k) ny )
Si (m1,n1) ou (mg,ng) est égal a (0,0), alors le
produit des intégrales de u; o ®* et de uy est bien

sur constant et la convergence de ce produit n’est pas
trop difficile...

Si (mi,n1) et (ma,nz) sont différents de (0,0),
on vérifie facilement que, pour k assez grand,
(m(k),n(k)) # (mg,n2) de sorte que uy o ®~* et uy
sont orthogonaux pour le produit hermitien de l’es-
pace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur
T et, bien entendu, chacune de ces deux fonctions est
d’intégrale nulle. Ici encore, la convergence est facile...

avec :
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Ceci établit le théoréme. 1

Le théoreme signifie que si l’on itére un petit domaine
Qq par ®, il va “s’éparpiller” dans tout le tore d’une
maniere uniforme : asymptotiquement, la proportion
de ®*(Q;) dans Q5 est la méme que celle de €; dans
T. Tout se brouille et s’estompe...

Avec le temps...
Avec le temps, va, tout s’en va
On oublie le visage et l’on oublie la voix
Le ceeur quand ca bat plus, c’est pas
la peine d’aller
Chercher plus loin, faut laisser faire et c’est
tres bien
Avec le temps...
Avec le temps, va, tout s’en va
L’autre qu’on adorait, qu’on cherchait
sous la pluie
L’autre qu’on devinait au détour d’un regard
Entre les mots, entre les lignes et sous le fard
D’un serment maquillé qui s’en va
faire sa nuit
Avec le temps tout s’évanouit.

LEo FERRE
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