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SINGULARITES DES FLOTS HOLOMORPHES. II
par E. GHYS et J.-C. REBELO

1. INTRODUCTION

Cet article est la suite de [Reb] dans lequel le deuxiéme auteur
démontre, en particulier, qu'un champ de vecteurs holomorphe complet
sur une surface complexe ne peut posséder une singularité isolée dont le
deuxieéme jet est nul. Nous nous proposons ici d’étudier de plus prés les
champs de vecteurs complets qui possedent une singularité isolée dont le
premier jet est nul.

Rappelons que [Reb] introduit la notion de champ de vecteurs holo-
morphe semi-complet qui généralise celle de champ complet et qui a
I’avantage d’étre locale : la restriction d’un champ semi-complet & un ouvert
est un champ semi-complet.

TatorEME A. — Soit X un champ de vecteurs holomorphe semi-
complet défini sur une surface complexe M. Soit p une singularité isolée
de X ot le premier jet de X s’annule. Alors il existe un voisinage U C M
de p dans lequel le champ X est holomorphiquement conjugué & I'un des
champs ci-dessous :

1. f[z%20/0z — y(nz — (n + 1)y)8/0y| ol n est un entier positif ou
nul.

2. flz(z — 2y)0/0z + y(y — 2x)0/0y]
3. flz(z — 3y)8/0z + y(y — 32)0/0y)]
4. flz(2z — 5y)0/0z + y(y — 4x)9/0y]

ou f est une fonction holomorphe définie dans U et non nulle & origine.

Mots clés : Singularités — Flot— Champ de vecteurs.
Classification math. : 34A20.
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En fait, nous obtiendrons un résultat plus précis décrivant les singu-
larités isolées dont le premier jet est nilpotent (voir (3.16)).

En combinant le théoréme A et la classification des surfaces complexes
d’Enriques-Kodaira, nous obtenons le résultat suivant.

TuEOREME B. — Soit X un champ de vecteurs holomorphe sur une
surface complexe compacte M. Si X posséde une singularité isolée ot le
premier jet de X s’annule, alors M est la surface F,, de Hirzebruch, n > 0
(en particulier Fy = CxC). De plus, 4 automorphisme de F}, prés, le champ
X est unique et donné en coordonnées locales autour de la singularité par

£20/0z — y(nz — (n + 1)y)0/0dy.

Les démonstrations des théoremes A, B seront données dans les
paragraphes 2, 3 et 4. Au cours de ces démonstrations nous trouverons
naturellement quelques résultats “secondaires” intéressants. Par exemple,
nous obtiendrons le résultat suivant, valable sans supposer que la singularité
est isolée :

TaeorREME C. — Soit X le germe d’un champ de vecteurs semi-
complet (non identiquement nul) au voisinage d’un point d’une surface
complexe et possédant une singularité (non nécessairement isolée) en ce
point. Soit X* la premiére composante homogéne non nulle (de degré k)
du développement de X en série entiére dans une carte locale au voisinage
du point singulier. Supposons k > 2. Alors, a changement de variables
linéaire prés, X* est de I’'une des formes suivantes :

1. X* = y2f(x,y)0/0z ot a est un entier positif ou nul et f est un
polynéme homogéne de degré inférieur ou égal a 2.

2. X* = z[x8/0z + nyd/dy| avec n entier.
3. X* = 220/8z — y(nx — (n+ 1)y)d/dy ol n est un entier positif ou
nul.

4. X* = ztyI (myd/dx —nxd/Oy) ot m,n sont des entiers strictement
positifs. De plus, ou bien ni — mj = 0 (dans ce cas 'y’ est une intégrale
premiére du champ) ou bien ni — mj = +1.

5. X* = [zy(z — y)]°[z(z — 2y)0/0z + y(y — 22)8/dy] ot a est un
entier positif ou nul.
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6. X* = [zy(z — y)?]%[z(z — 3y)0/0x + y(y — 3%)0/dy] oit a est un
entier positif ou nul.

7. Xk = [zy%(z — y)®]°[z(2z — 5Yy)0/0zx + y(y — 42)8/By] o1 a est un
entier positif ou nul.

Dans une prépublication récente [Ce Sc], D. Cerveau et B. Scardua ont
étudié les flots holomorphes sur C? d’un point de vue global. Nous voulons
les remercier pour nous avoir communiqué une version préliminaire de leur
article, ainsi que pour lintérét apporté a notre travail.

2. LE PREMIER JET D’UN CHAMP SEMI-COMPLET

Nous suivons les notations de [Reb] mais, pour la commodité du
lecteur, nous rappelons d’abord la définition des champs semi-complets.
Soit X un champ de vecteurs holomorphe sur une variété complexe M et
U un ouvert de M. On dit que X est semi-complet dans U s’il définit un
flot semi-global dans U, c’est-a-dire une application holomorphe ® d’un
ouvert {2 de C x U dans U ayant les propriétés suivantes :

. d—dfé(T, z)jr=0 = X () pour tout = de U.

e &(T) + T3, z) = ®(To, ®(T1,z)) dés que chaque membre est défini.

e Soit z un point de U et T; une suite telle que (T3, z) soit dans
et converge vers le bord de Q. Alors, ®(T;, ) quitte tout compact contenu
dans U.

La restriction d’un champ complet & un ouvert est un champ semi-
complet. Chaque feuille réguliere du feuilletage de U défini par le champ
X est munie d’'une forme différentielle holomorphe notée dT', que nous
appelons la forme temps, et qui est définie par dT(X) = 1. Lorsque le
champ X est semi-complet, la forme temps a la propriété suivante. Soit
4 : [0,1] — U un chemin plongé injectivement dans une feuille du feuilletage
défini par X. Alors l'intégrale de dT" sur « est non nulle. C’est ce critere
qui permet de montrer qu’un champ semi-complet dans un ouvert de C?
qui posséde une singularité isolée a l'origine a un second jet non trivial a
Porigine.

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer le théoréme C.
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2.1. Quelques exemples de champs semi-complets.

Nous montrons que les champs définis dans le théoréme C sont semi-
complets dans C2 tout entier.

Commencons par observer que si ’on multiplie un champ complet
(resp. semi-complet) par une intégrale premiere (i.e. une fonction holomor-
phe constante sur les orbites), le champ obtenu est encore complet (resp.
semi-complet).

1. Un champ de vecteurs sur la droite C de la forme f(z)9/0z est
semi-complet si f est un polynéme de degré inférieur ou égal a deux. En
effet, un tel champ se prolonge en un champ holomorphe sur la droite
projective. Il en résulte qu’'un champ de C? de la forme y°f(z,y)0/0x
est semi-complet si a est un entier positif ou nul et f est un polynéme
homogene de degré inférieur ou égal a 2.

2. Le cas du champ z[zd/0x + nyd/dy] est facile. On remarque que
z™y~! est constant sur les orbites. Les équations différentielles sont :

da:_ 2 y
ar ~ ° ar ~ ™

dont la solution est :
z(T) ==z(0)/(1 -Tz(0))  y(T)=y(0)/(1—Tz(0))".

Ces formules explicites définissent un flot semi-global dans C? comme on
s’en convainc aisément.

3. Etudions le cas du champ :
Xn+1,1,—1 = 2°0/0z — y(nx — (n+ 1)y)d/dy.

On vérifie d’abord facilement que la fonction (méromorphe) z"+1y(z—y)~!
est constante sur les orbites de X,,4+1,1,—1. (La notation choisie pour les
champs de vecteurs suggere l'intégrale premiere et nous verrons plus loin
pourquoi z"1y(z — y)~! est la “bonne” fonction qui conduit & un champ
semi-complet). Les courbes intégrales ont donc 1’équation :

y=Ax/(z" + ).
La premiére équation différentielle est encore :

dz 9
ET—SL‘
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dont la solution est :
z(T) = z(0)/(1 — T'z(0)).

Il est inutile d’écrire la seconde équation puisque nous connaissons la
solution :

y(T) = Az(T)/(z(T)™+ +X)

ot A = z(0)"*'y(0)/(z(0) — y(0)). Ces deux formules expriment les
coordonnées z(T') et y(T) en fonction de T et définissent un flot semi-
global.

Remarque 2.1. — Nous allons voir plus loin que ces champs se
globalisent sur des surfaces compactes. Cela confirmera qu’ils sont semi-
complets.

4. Le champ linéaire X, ,, = (mzd/0z — nyd/dy) est complet dans
C2. Si im — jn = 0, alors la fonction z’y’ est une intégrale premiere. Le
champ z*y? (mz8/8z — nyd/dy) est donc lui aussi complet dans C2.

Le cas du champ z'y? X, ,, avec im — nj = %1, est plus délicat, il
suffit cependant d’analyser le cas im — nj = 1 . Nous observons d’abord
que lapplication Ay, 4, : T € C/2mimZ +— (zoeT,yoe "T/™) identifie
C/2nimZ a Porbite, L, de X,, » qui contient le point (zo,yo).

Considérons la restriction z'y?X,, ., |1 du champ z'y/ X, ., & L.
Nous pouvons donc définir sur C/2mimZ le champ image réciproque
A% o (@'Y Xy |1) (PoOur tout zo,yo). I est clair que le champ z*y? X, m,
est semi-complet si et seulement si le champ A% . (' X, m |L) est
semi-complet sur C/2mimZ (pour tout zo,yo). Pour vérifier que c’est
effectivement le cas, nous remarquons que A;o,yo(wiijn,m L ) =
whydemi—ndT/mg /9T = eT/™J /AT (& une constante multiplicative pres).
Comme le champ e7/™8/0T est clairement semi-complet dans C/2mimZ,

il résulte que le champ x'y? X,, ,,,, avec im — nj = 1, est semi-complet.

5-6-7. Nous étudions maintenant le cas plus intéressant des trois
champs :

n
=
=
|

= z(z — 2y)0/9z + y(y — 2)0/ 0y,
X112 = x(z — 3y)9/0z + y(y — 32)0/dy,

X123 = x(2z — 5y)0/0x + y(y — 4x)0/dy.
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Nous commencgons par un lemme de géométrie algébrique élémentaire.
L’énoncé ci-dessous est légerement plus général que ce dont nous avons
besoin dans I'immédiat mais il nous sera utile par la suite.

LeEMME 2.2. — Soit P un polynéme homogéne de Clz, y].

On suppose que la courbe algébrique affine d’équation P(z,y)=1 est
irréductible et de genre 0, i.e. isomorphe & CP(1) moins un ensemble fini
de points. Alors, a changement de variables linéaire prés, P est de la forme
z™y™ avec m,n entiers positifs ou nuls premiers entre eux.

On suppose que la courbe algébrique affine d’équation P(z,y) = 1
est irréductible et de genre 1, i.e. isomorphe 4 un tore complexe moins un
ensemble fini de points. Alors, & changement de variables linéaire prés, P
est de I'une des formes suivantes :

* P(z,y) = zy(z —y)

* P(z,y) = zy(z —y)

o P(z,y) = zy’(z — y)*.

Démonstration. — Ecrivons P comme un produit : P = kb2 | ke
olt les I; sont des formes linéaires indépendantes deux & deux et les k; sont
des entiers strictement positifs. Soit k la somme des k;, c’est-a-dire le degré
de P. Le noyau de chaque I; définit une droite de C?, et donc un point de
CP(1) que nous noterons encore l;. La courbe C d’équation P = 1 est un
revétement de degré k de CP(1) — {l1,...,ls}. Sa caractéristique d’Euler-
Poincaré est donc k(2 — a). Si C est irréductible, les k; sont premiers entre
eux dans leur ensemble. Soit C le complété de C, c’est-a-dire la courbe
obtenue en désingularisant la fermeture de C dans CP(2). Les points &
Pinfini de C correspondent aux points & l'infini des ;. En plagant un tel

point & lorigine d’une carte affine convenable, de coordonnées (u,v), la
courbe a une équation de la forme :

2

uFt = v*Fy(u,v)

ou F; n’est pas nul en (0,0). Par conséquent, le nombre de branches en ce
point & linfini est le plus grand diviseur commun (k; A k). Pour obtenir la
caractéristique d’Euler-Poincaré de la courbe C, il suffit d’ajouter une unité
par branche a l'infini. On trouve donc :

o3

XC) =k(2—a)+ Y (ki AK).

=1
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On a donc :
_ «
k2-0o)+a<x(C) <k@-0a)+> ki=k@B-a).
=1

La courbe C est de genre O si et seulement si x(C) = 2. Cest le cas
exactement lorsque a = 2 et que k; et ky sont premiers entre eux. Dans
cette situation, et dans un systéme de coordonnées convenables, on a
P = z™y™ comme annoncé.

La courbe C est elliptique si et seulement si x(C) = 0. La seule
possibilité est que a = 3 et que (k; A k) = k; pour i = 1,2,3, clest-a-
dire que k; divise k. Ainsi, 'entier k est la somme de trois de ses diviseurs
premiers entre eux dans leur ensemble. Les seules possibilités, & 'ordre
pres, sont :

(kla k27 k3) = (17 1, 1), (1a 172)7 (1’273)

Le lemme est démontré. O

ProrposiTion 2.3. — Les champs de vecteurs
[zy(z — * X110, 2@ —9)*1" X112, (297 (2 - 9)°]" X108
sont semi-complets dans C?.

Démonstration. — Ecrivons I’équation différentielle des courbes de
niveau de la fonction polynomiale P; 11 = zy(z — y). On trouve :

(et (- e

y(y — 2z)dz + z(x — 2y)dy = 0.

Ainsi, Py 1,1 = zy(xz — y) est une intégrale premiére du champ Xy ;1. De
méme, on vérifie que P; 12 = zy(z — y)2 est intégrale premiere de X 12 et
que P23 = zy?(z —y)® est une intégrale premiere de X 1,2,3. Il s’agit donc
de montrer que les champs X7 1,1, X1,1,2, X1,2,3 sont semi-complets dans
C?. Remarquons tout de suite que ces champs ne sont pas complets : leur
restriction & I’axe des = est un multiple du champ non complet 228/0z.

Pour montrer que X 1,1 (par exemple) est semi-complet, nous allons
construire une surface complexe ¥ 1 ; contenant un ouvert isomorphe & C?2
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et un champ de vecteurs complet sur X1 11 dont la restriction a 'ouvert
est conjuguée & X11,1.

Nous savons que la courbe d’équation zy(z —y) = A (avec A # 0) est
isomorphe & un tore auquel on a 6té trois points correspondant aux points
a l'infini z = 0, y = 0 et z = y. Nous affirmons que le champ X; 1,1 (qui est
tangent & cette courbe) se prolonge en un champ holomorphe non singulier
sur ce tore ou, de maniére équivalente, que la forme temps dI" se prolonge
holomorphiquement au tore en une forme non singuliére. Examinons par
exemple le cas du point & l’infini de la droite z = 0. En changeant de
coordonnées projectives par :

z=ufv y=1/v,

il s’agit d’étudier la forme temps au voisinage de u = 0. Or, on a :

dy
aT y(y — 2z).
Donc :
dv
T’ = — 1-2u’

C’est bien une forme non singuliere au voisinage de u = 0. Le cas des
deux autres points & l'infini se traite de la méme maniére. La courbe
P11,1 = 0 est constituée de trois droites et on vérifie aussi que Xy 11
se prolonge holomorphiquement aux trois droites projectives obtenues en
ajoutant aux droites affines leurs points & I'infini. Ainsi, lorsque 1’on rajoute
trois points & 1'une des courbes d’équation zy(z — y) = A, on obtient un
champ holomorphe complet sur une surface de Riemann. En termes vagues,
la surface ¥1,1,1 que nous allons construire s’obtient & partir de C?2 en
ajoutant trois points pour chaque valeur de X de fagon a ajouter les points
qui «manquent aux orbites pour qu’elles soient completes». Puisque toutes
ces courbes ont les mémes points & I'infini, nous allons devoir éclater un
certain nombre de fois pour construire cette surface.

Notons di, d2 et d3 les trois droites projectives de CP(2) d’équations
non homogenes z = 0,y = 0,z = y respectivement. Soit A la droite de
Vinfini de CP(2). Finalement nous désignons par p;, ps et ps les points
d’intersection de di, da et ds avec A.

Chacune des cubiques Cy d’équation non homogeéne zy(z — y) = A
(X # 0) est lisse, passe par les trois points p;, p2 et ps et posséde en ces
points un contact d’ordre trois avec les droites d;. La courbe Cgy est la
réunion des droites d; ; c’est une cubique dégénérée.
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Nous éclatons CP(2) (trois fois) aux points p; (i = 1,2, 3) et appelons
la surface obtenue S!). Nous notons Ei1 le diviseur exceptionnel obtenu
par 1'éclatement de CP(2) en p; et dz(-l) c SO la transformée stricte de
d;. De méme, nous notons Cg\l) la transformée stricte de C,. Soit pgl) le
point d’intersection de dgl) et Ei(l). Les courbes C&l) (A # 0) coupent dgl)
en point pgl) avec contact d’ordre 2. Naturellement les courbes Cg\l) (A#£0)
sont encore de tores. Nous faisons trois nouveaux éclatements de S aux
points pgl) et appelons S la surface qui en résulte. Soit Ei(z) le diviseur
exceptionnel sur le point pz(-l) obtenu par 1’éclatement. Nous choisissons des
notations analogues aux précédentes (quitte & remplacer (1) par (2)). Si

pz(-z) est 'intersection de dgz) avec Efz), nous remarquons que les courbes
2

C§2) coupent d§2) au point p;~’ avec contact d’ordre 1. D’autre part les

courbes C§‘2) (X # 0) sont encore de tores. Finalement nous éclatons $(?
en pgz) (i = 1,2, 3) et utilisons encore des notations analogues. Il se trouve
que les feuilles (distinctes de dga)) du feuilletage résultant sur S©® sont
devenues transverses au diviseur exceptionnel E£3) ajouté. Bien sir, les

courbes Cf\z) (A # 0) sont des tores. Le complémentaire dans S® du
3 3

diviseur exceptionnel total qui est donné par (AU |J EJ(.l)U U E,(f)) est une
j=1 k=1

surface ouverte, X1,1,1. Nous avons construit sur ¥; ;1 un feuilletage qui
posséde un unique point singulier p, trois feuilles (qui correspondent aux
droites d; (¢ = 1,2,3) fixées au début) qui sont des droites complexes, et
dont les autres feuilles sont des tores. La surface ¥, ;,; contient une copie
de C? et le feuilletage induit est celui donné par le champ de vecteurs
holomorphe X3,1,1. D’aprés ce que nous avons vu, ce champ se prolonge
en un champ holomorphe, encore noté Xy 1, sur X 1,1, qui est bien sir
complet : ses orbites non singuliéres sont des tores sauf trois d’entre elles
qui sont des droites projectives complexes. On remarquera que chacune de
ces trois courbes rationnelles est d’auto-intersection —2 puisqu’elles sont
obtenues a partir d’une droite du plan projectif sur laquelle on effectue
trois éclatements.

Ceci achéve la démonstration du fait que X; 1, est semi-complet
dans C2.

Le cas de X112 (resp. X123) est tout & fait analogue. On éclate
les trois points & l'infini un nombre suffisant de fois de fagon a rendre
disjointes les transformées strictes des courbes P; 1 2 = Cst (resp. P; 23).
On construit ainsi une surface complexe X1 1 2 (resp.X1 2 3) munie d'un flot
complet qui induit X; 1,2 (resp. X1,2,3) sur un ouvert isomorphe & C2. O
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Remarque 2.4. — Les surfaces 11,1, Xi,1,2 et X123 contiennent
chacune trois copies de CP(1) dont il est facile de calculer les auto-
intersections. Nous venons de voir que dans le cas de ¥;,, ces trois
diviseurs sont d’auto-intersection —2. Pour ¥ i, les auto-intersections
sont —3, —3 et —1. Enfin, pour ¥;73, on obtient —5, —2 et —1. Par
conséquent, dans les deux derniers cas, on peut imploser 'un de ces
diviseurs et on obtient un champ holomorphe, complet, sur une surface lisse.
Il n’est pas difficile de calculer les expressions des champs ainsi obtenus.
Nous considérons dans ¥;12 (resp. Li123) un systéme de coordonnées
autour du point singulier du champ quadratique tel que : 'axe {z = 0} soit
contenu dans le diviseur d’auto-intersection —3 (resp. —5); 'axe {y = 0}
soit contenu dans le diviseur d’auto-intersection -3 (resp. —2); la droite
{z = y} soit contenue dans le diviseur d’auto-intersection —1 (resp. —1).
Finalement nous implosons ces singularités en implosant la droite {z = y}.
On trouve les champs suivants :

o Yii2 = (2y — 22)0/0x + 2zyd/dy dont une intégrale premiere est
y(y — x2) et les deux séparatrices sont y = 0 et y = 2.

o Yio3 = (3y — 2%)0/0x + 4ayd/dy dont une intégrale premitre est
y(y — 2%)? et les deux séparatrices sont y = 0 et y = 2.

On remarquera que le premier jet de ces deux champs est nilpotent
non trivial.

Nous observons encore que, dans le cas du champ Y7 53, le diviseur
associé & la séparatrice d’équation y = z? est d’auto-intersection —1. I
peut donc étre implosé une nouvelle fois.

Pour rendre les calculs “plus visibles”, nous considérons le change-
ment de coordonnées (z,y) — (x,y+z2). Dans ces nouvelles coordonnées le
champ Y7 2 3 s'écrit (3y + 22%)8/0z — 22y8/dy. De plus le diviseur d’auto-
intersection —1 est donné simplement par y = 0. Maintenant nous im-
plosons cette singularité en implosant la droite y = 0. Aprés une permuta-
tion des axes, on trouve le champ suivant :

21,2’3 = 2y6/8w — 3m28/6y,

dont une intégrale premiere est 3 + y2 et la séparatrice est 22 + y2 = 0.
Encore une fois, on remarquera que le premier jet de ce champ est nilpotent
non trivial.
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2.2. Fermeture de 1’espace des champs semi-complets.

Pour étudier la premiére composante homogene non nulle d’un champ
semi-complet, nous allons montrer que celle-ci est nécessairement un champ
semi-complet dans C? tout entier. Ce fait sera un corollaire de la proposi-
tion suivante.

ProrosiTioN 2.5. — Soit X; une suite de champs de vecteurs holo-
morphes définis dans B(r), la boule de CN de centre en I'origine et de
rayon r > 0. Supposons que chaque X; admette une extension continue a
B(r) (Ia boule fermée de centre en I'origine et de rayon r > 0). Supposons
que X; converge uniformément dans B(r) vers un champ X (qui est donc
holomorphe et défini sur B(r)), et de plus que chaque X; est semi-complet
dans B(r). Alors X est lui aussi semi-complet dans B(r).

Démonstration. — Evidemment nous pouvons supposer r = 1 et,
pour alléger les notations, nous écrivons B = B(1). Pour démontrer
que X est semi-complet dans B nous allons construire une application
® : 2 C Cx B — B (ol est un ensemble ouvert) qui sera le flot semi-
global associé & X. Soit ®; : €; C C x B — B le flot semi-global associé a
X; dans B. Quitte & remplacer ); par sa composante connexe contenant
{0} x B, on peut toujours supposer 2; connexe.

On pose :

o= |mt %] ],

1 i>j
ol Int( (N ;) désigne I'intérieur de () ;. Evidemment Q est ouvert. De

i i2j
plus nous avons ’affirmation ci-dessous :

ArrirmaTION 1. — {0} X B C Q, en particuliér {2 n’est pas vide.

11 suffit de montrer qu’il existe € > 0 et § > 0 tels que si Bs(p) est la
boule de C™ de centre en p et de rayon §, alors pour tout g de Bs(p), tout
T € Cavec | T |< e et tout 1 € N, on a que (7, q) appartient & ;. Ceci
résulte immédiatement de la semi-complétude de X; dans B et du fait que
les normes des X; sont uniformément majorées. o

Quitte & remplacer 2 par sa composante connexe contenant {0} x B,
on peut supposer ) connexe.
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Maintenant nous fixons un j € N et considérons ’ensemble Int( () £;).
L
Pour tout n > j, il est clair que Int( N Qi) est contenu dans €2,,, nou; ;)ou—
.
vons donc considérer la restriction dé <IJ>n aInt( (N ). Nous appelons cette
i2j
restriction <I>£,j ).

Gréce au théoreme de Montel, pour tout j fixé, la suite d’applications
(définie pour n > ) &Y : Int( N ©;) — B, forme une famille normale.

i>j

AFFIRMATION 2. — Pour tout j fixé la suite d’applications <I),(1j) :
Int( () ) — B est en fait convergente.
iz
En effet, comme la suite X; converge vers X, toute limite d’une sous-
suite définit un flot local pour le champ X. Deux limites coincident donc
sur leur domaine de définition. ]

Maintenant nous allons définir application ®. Soit (T, p) un point
appartenant & 2. Il existe donc jo € N* tel que (T,p) appartienne &

Int( () €), en particulier pour tout n > jo nous pouvons considérer le
i2jo

point @, (T, p). Nous posons alors :
(1) ®(T,p) = lim ®,(T,p) pour n > jo.
n—oo

Cette limite existe; c’est une application holomorphe car I’affirmation 2

nous assure que ®,, converge uniformément sur tout compact de Int;( N Qi) .

125
Pour achever la preuve de la proposition, il ne reste qu’a démontrer
Paffirmation ci-dessous.

AFFIRMATION 3. — ® est le flot semi-global associé & X.

Démonstration de I'affirmation. — Soit T; une suite de nombres
complexes telle que : (Ti,p) € Q, (T}, p) converge vers un point (T',p) €
C x B et de plus ®(T;, p) converge vers un point p appartenant 4 B. Nous
voulons démontrer que (7', p) appartient & Q.

Nous choisissons i assez grand pour que pour tout i; > ip on
ait | Ty — T;, |< dist(p,0B)/10Cst (ol Cst est la borne uniforme de
tous les champs de vecteurs dans B(r)). En particulier | T — T, |<
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dist(p, dB)/5C'st. Nous choisissons jg assez grand pour que (7;,,p) appar-
tienne & Int( () ©;). Finalement nous choisissons ko > max{ig, jo} assez
i2jo
grand pour que si ¢ > ko alors | ®;(T;,,p) — Pk, (Tio,p) |< dist(p,0B)/5
(ce qui est possible d’aprés P'affirmation 2). Pour démontrer I'affirmation il
suffit alors de montrer que (T, p) appartient & Int( N Qi) c .
i>ko
Nous affirmons que pour tout i > ko on a : dist(p, ®;,(T;,,p) <

gdist(ﬁ, dB).

En effet, soit @, (Tn,p) ((Tn,p) € Q) une suite qui converge vers p,
alors nous avons :

I(Dn(Tnap)_(bi(’Fioap) | g'Qn(Tn,p)_Qn(no’p) | +|¢n(no,p)_¢)i(Tio’p) |
2dist(p, OB)

< Cst| Tn =Ty |+

< —g-dist(ﬁ, oB).

On en déduit (2.2).
Supposons par I'absurde que (T, p) n’appartienne pas & Int{ N )
1>ko
C Q. Alors il existe i; > ko tel que (T,p) n’appartienne pas a €;,.
Comme ®;, est un flot semi-global, il résulte qu’il existe ¢ € (0,1]
tel que ®;,(T;, + t(T — T3,),p) € OB et pour tout 0 < s < t on a
q)’io(Tio + S(T - Tio)7p) € B.

Cependant, le théoréme des accroissement finis nous assure que :

N d®
| (D’il (Eo-}_t(T_Tio)ap)_q)il (Tiio’p) |< Sgp

e 1
——4 T-T; |< =dist(p, OB).
o7 t| o | 5dlst(p,8 )

Nous avons donc :
diSt(ﬁ,aB) SI Q151(Ti0 +t(T - T!io)ap) - q)‘h(Timp) [ + I Qh(Tioap) -p I
1 3
< gdist(ﬁ, 0B) + gdist(ﬁ, 0B),
ol nous avons utilisé les estimations (2.2) et (2). Il en résulte une contra-
diction qui démontre I’affirmation 3. 0

La démonstration de la proposition 2.5 est terminée. O

COROLLAIRE 2.6. — Soit X un champ de vecteurs holomorphe, non
identiquement nul, défini au voisinage U de l'origine de C™. Soit X Ie
champ de vecteurs homogéne (défini dans C™ tout entier) formé par la
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premiére composante homogéne non nulle du développement de Taylor de
X. Supposons que X soit semi-complet dans U. Alors X* est semi-complet
dans C™.

Démonstration du corollaire. — D’abord nous démontrons que le
champ X* est semi-complet dans toute boule B(r) (0 < 7 < 0o) de centre
en Porigine et de rayon r. Soit alors € > 0 si petit que la boule B(e) de
centre en l'origine et de rayon ¢ soit contenue dans Y. Soit encore ig le plus
petit entier positif tel que r/2% < e. Pour chaque i > 4o, nous définissons
dans B(r) le champ de vecteurs X; par :

; Z1 z
X,-(zl,...,zn) = QZkX (—27,,2—2) .

Nous remarquons que lorsque ¢ converge vers l'infini la suite de

champs de vecteurs X; converge uniformément dans B(r) vers X*.

De plus les champs X; sont semi-complets dans B(r) car ils sont
conjugués par une homothétie a la restriction de X & un ouvert. La
proposition (2.5) s’applique pour démontrer que X* est semi-complet dans
toute boule B(r).

Pour démontrer le corollaire, il faut maintenant montrer que ceci
entraine la semi-complétude sur C™ tout entier. Pour chaque r = 1,2,...,
nous considérons le flot semi-global ®, : Q, C C x B(r) — B(r).
Nous pouvons supposer que chaque €2, est connexe. Alors nous définissons

Pouvert connexe 2 par @ = |J £,. Ensuite nous définissons 'application
r>l

®: Q C C x C? — C? de la maniere suivante : si (T,p) € £, il existe ro
tel que (T,p) € §y,, nous posons alors (T, p) = ®,,(T,p). L’application
® est bien définie puisque si ro et rg sont tels que (T, p) € Qr, N Q. alors
@, (T,p) = ®7‘6 (T, p).

Il est alors facile de vérifier que ® est le flot semi-global associé & X*
dans C™. m]

2.3. La premiére composante homogeéne.

Dans cette section, nous allons décrire tous les champs homogenes
semi-complets. Ceci, combiné au corollaire (2.6), entrainera le théoréme C.
Sauf mention explicite du contraire, toutes les singularités de champs de
vecteurs seront supposées non dicritiques. Autrement dit, nous supposons
qu’apres un éclatement, le feuilletage défini par le champ ne posseéde qu'un
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nombre fini de singularités situées sur le diviseur exceptionnel et que ce
diviseur, privé des points singuliers, est une feuille du feuilletage. Nous
fixons un champ de vecteurs holomorphe non nul X*, homogéne de degré
k et semi-complet dans C2.

Puisque les champs linéaires sont tous complets, nous supposerons
dans toute la suite que le champ X* n’est pas linéaire, c’est-a-dire que
k > 2. Notons F le feuilletage dont les feuilles sont les orbites de X*,
singulier le long des zéros de X*, c’est-a-dire sur la réunion d’un nombre
fini de droites passant par 1’origine. Nous fixons une feuille réguliere L de
F qui n’est pas une droite passant par 'origine.

Comme X* est semi-complet, il définit un flot semi-global ® sur L.
Choisissons un point p de L. Soit 2 C C x C? le domaine de définition
du flot semi-global ®. Alors nous posons Q, = {T' € C; (T,p) € Q}.
En restreignant ® & (1,, nous obtenons une application, notée ®,, définie
par :®,: T €Q, CCr ®(T,p) € L.

LEMME 2.7. — L’application ®, : Q, — L est un revétement de Q,
sur L.

Démonstration. — L’application ®, est évidemment un difféomor-
phisme local. Pour voir que ®, est une application de revétement, il
suffit de voir qu’elle a la propriété de relevement des chemins. Soit alors
¢: [0,1] — L un chemin tel que ¢(0) = p. Nous voulons définir un chemin
¢: [0,1] — Qp qui releve c. On définit ¢(t) € C comme 'intégrale de la
forme temps sur ¢([0,%]) et il reste & vérifier que ¢([0, 1]) est bien contenu
dans Q. Soit ¢y la borne supérieure de ’ensemble des ¢ tels que &(t) est
dans Q. Si ty est différent de 1, la courbe ¢([0, ¢o[) tend vers le bord de Q,
et par définition d’un flot semi-global, ®,(¢(t)) = ¢(t) tend vers le bord de
C2, c’est-a-dire vers I'infini. C’est bien siir une contradiction qui montre
que le chemin c se reléve sur {0, 1] tout entier. O

Le lemme suivant montre que ce revétement est un revétement
galoisien de groupe abélien.

LEMME 2.8. — La feuille L s’identifie au quotient Q,,/T ou I' est un
groupe discret de translations de C préservant .

Démonstration. — Soit I' C C 'ensemble des éléments T de Q,, tels
que @,(T) = p. Il résulte de la définition d’un flot semi-global que I" est un
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sous-groupe additif de C, que les translations par I' préservent (2, et que
®,(T) = ®,(T3) si et seulement si T; — T est dans I'. O

Quitte & multiplier le champ par une constante, I' ne peut étre que
I’un des trois types ci-dessous :

A : T est trivial
B:I'=2miZ
C : T est un réseau.

Nous étudions maintenant la projection radiale de L sur CP(1). Nous
appelons d,...,d; les droites qui sont des séparatrices de F, c’est-a-dire
les droites passant par l’origine et invariantes par X* (en particulier [ > 1)
(certaines d’entre elles peuvent étre contenues dans le lieu singulier de X*).
Soit 7 la projection canonique de C2 — {0} sur CP(1). Nous considérons
les homothéties de rapport A € C* de C? et nous nous intéressons 3 celles
qui fixent la feuille L. Nous désignons simplement par A ’homothétie de
C? définie par (z,y) — (Az, Ay). Nous définissons :

A={reC*; \IL)=L}.

C’est évidemment un sous-groupe de C*.

LEMME 2.9. — La restriction de n) & L est un revétement sur CP(1)
moins les | points dy,...,d;. Le groupe A opére librement et proprement
sur L et le quotient L/A est isomorphe & CP(1) \ {ds,...,di}.

Démonstration. — La premiére assertion est bien connue. D’aprés
’homogénéité du champ X*, si L est une feuille de F et A(L) N L # @,
alors A(L) = L. Par conséquent deux points de L ont la méme projection
par i sur CP(1)\ {d1,...,di} si et seulement si I'un est I'image de I’autre
par un élément de A. Le revétement 7 apparait donc comme un revétement
galoisien de groupe A. ]

A priori, A ne peut étre que 'un des trois types ci-dessous :
1. A n’est pas discret dans C*.
2. A est infini discret et contient des éléments de modules différents de 1.

3. A est un groupe fini.

Notons : ®,(T) = ((T'),y(T)). Nous nous proposons de montrer la
proposition suivante.
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ProprosiTION 2.10. — Le groupe A est fini. L'ouvert €, est le
complémentaire d’un nombre fini d’orbites de points sous ’action de I" par
translations sur C. En choisissant convenablement les coordonnées dans
C2, on peut supposer que :

T
—zET; = (T — 1)™ (ot n est un entier strictement positif) dans le cas A.
__.zgzi = exp(T) ou exp(T) + exp(~T) dans le cas B.

T
————zET; = F(T) ou F est une fonction elliptique de périodes I' dans le cas C.

Démonstration. — Nous remarquons d’abord que €2, C C posséde une
1-forme holomorphe naturelle qui est invariante par translations. Puisque
L est isomorphe & Q,/T', ou I est un groupe de translations, il résulte que
cette 1-forme définit une 1-forme dT sur L qui est bien siir la forme temps.
Si A € A, alors (A\)*dT = A ~*dT (car X* est homogene de degré k).
Autrement dit, A agit en multipliant la forme dT par une constante.

Nous allons étudier les cas A, B, C successivement en considérant
toutes les combinaisons possibles avec les cas 1, 2, 3 qui correspondent aux
différents types possibles pour A.

Cas A : On suppose que I' est trivial (i.e. Q, = L).

Comme A € A agit sur L ~ , en multipliant la forme temps par
A=k Taction de A sur 2, C C est par similitudes.

Cas A.1 : Puisque A est infini, les A\!=* ne peuvent tous étre égaux &
1 et cette action de A n’est donc pas une action par translations. On
déduit que A est un sous-groupe abélien du groupe de similitudes de C non
contenu dans le groupe des translations; il est donc conjugué au groupe
des transformations qui & z € C associent A1 7%z € C. Cette action n’est
pas discréte si A est un sous-groupe non discret de C* : le cas A.1 est donc
impossible.

Cas A.2 : Le quotient de C* par ’action d’un groupe discret d’homothéties
de centre 0 et contenant une contraction est conformément isomorphe & un
tore. Le quotient de 2, par 'action de A est donc conformément isomorphe
a un ouvert d’un tore. Or, ce quotient est isomorphe & la sphére trouée
CP(1)\ {dy,...,di}. Pour montrer que le cas A.2 est lui aussi impossible,
il suffit donc de montrer qu’une sphere trouée n’est pas isomorphe, comme
surface de Riemann, & un ouvert d’un tore. Pour cela, on considére un



1134 E. GHYS, J.-C. REBELO

plongement holomorphe ¢ d’un disque épointé D2\ {0} dans un tore T (i.e
une courbe elliptique). Nous affirmons d’abord que ¢ est homotopiquement
trivial dans 7. Ceci résulte du fait que le module de 'anneau D?\{0} est
infini. Par conséquent, ¢ se releve dans le revétement universel de T', c’est-a-
dire C. Le théoreme d’extension de Riemann montre donc que ¢ se prolonge
holomorphiquement au disque D2. §’il existait un plongement holomorphe
de CP(1)\ {ds,...,d;} dans T, celui-ci se prolongerait donc & CP(1) et,
par simple connexité de CP(1), on obtiendrait une application holomorphe
non constante de CP(1) vers C, ce qui est bien siir impossible.

Cas A.3 : Dans ce cas, A agit sur C comme un groupe fini de rotations de
méme centre qui préservent ’ouvert {2,. Comme 0 est dans €2, et que A agit
librement sur €2, ce centre n’est pas 0 et on peut toujours supposer que
c’est le point 1, quitte a multiplier le champ par une constante. Le quotient
de C\ {1} par un groupe fini de rotations & n éléments est isomorphe & C*
avec la coordonnée (T' — 1)™. Le quotient de 2, par A est donc isomorphe
a un ouvert de C* c’est-a-dire & un ouvert de la spheére de Riemann. Par
ailleurs, nous savons que le revétement 7 réalise un isomorphisme entre
ce quotient et CP(1) \ {d1,...,d;}. Un ouvert de la sphére ne peut étre
conformément équivalent & une spheére privée d’un nombre fini de points
que s'il est le complémentaire d’'un ensemble fini de points. Autrement
dit, 2, est le complémentaire d’'un nombre fini de points de C. D’autre
part, puisque les automorphismes de CP(1) sont projectifs, quitte & choisir
une coordonnée projective convenable sur CP(1), on peut supposer que
n(@,(T)) = (T~ 1™

En résumé, dans le cas A, nous avons bien montré que :

yT) _ o yn
x(T)_(T Hm™.

Maintenant nous passons au deuxieme type possible pour I'.

Cas B : On suppose que I' = 2inZ (i.e. L = Q,/2inZ).

L’action de A sur L donne lieu & une action d’un certain groupe A
sur €,,. Ce groupe A est une extension du groupe des translations 2i7Z par
A et agit sur §, par similitudes pour la méme raison que précédemment.
Ce groupe de similitudes doit normaliser le groupe des translations 2i7Z;
il est donc contenu dans le groupe diédral des transformations du type
T+ £T 4 7 avec 7 € C. Autrement dit, A est un sous-groupe du groupe
diédral du cylindre C/2inZ constitué de transformations T' € C/2inZ —
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+T + 7 € C/2inZ. Puisque A est abélien et agit proprement sur I'ouvert
invariant Q,/2i7Z du cylindre, quatre cas sont possibles :

e ou bien A est le groupe monogene engendré par une translation d’ordre
infini T +— T + 7. Le quotient du cylindre par cette translation est un
tore de sorte que dans ce cas la spheére trouée CP(1) \ {ds,...,d;} est
isomorphe, comme surface de Riemann, & un ouvert d’un tore complexe.
Ceci est impossible;

e ou bien A est le groupe monogéne engendré par une translations d’ordre
fini T — T + 7. Le quotient du cylindre par cette translation est un
autre cylindre C/2imnZ. La sphére trouée CP(1)\{ds, . ..,d;} s’identifie
alors & un ouvert de C/2imnZ par le revétement 7. Cet ouvert est donc
le complémentaire d’une partie finie et, en choisissant une coordonnée
projective convenable dans CP(1), on a :

— = T).
p exp(nT)

On peut bien siir se débarrasser du facteur n en multipliant le temps
par n, ce qui revient & multiplier le champ par une constante ou encore
a le conjuguer par une homothétie convenable;

e ou bien A est trivial. Identifions le cylindre & C* par P’application expo-
nentielle z = exp(T’). La sphere trouée CP(1) \ {d1,...,d;} s’identifie
alors & un ouvert de C* par le revétement (trivial) n. Cet ouvert est donc
le complémentaire d’une partie finie et, en choisissant une coordonnée
projective convenable dans CP(1), on a :

2 = exp(T);
. exp(T);

e ou bien A n’a que deux éléments et agit sur le cylindre par T' — +T
(en choisissant convenablement lorigine de ce cylindre). Identifions
encore le cylindre & C* par Papplication exponentielle z = exp(T).
Le groupe A agit par z — 2ztl. Le quotient de C* \ {#1} par cette
involution s’identifie & C\ {£2} par I’application z — 2+ 2z7!. L'ouvert
L =Q,/T C C/2irZ ~ C* ne contient pas les deux points fixes {£1}
de T'action de A sur C* et on peut donc identifier la sphére trouée
CP(1) \ {d1,...,di} & un ouvert de C\ {%£2}. Ici encore, on peut
conclure que cet ouvert est le complémentaire d’un ensemble fini et qu’en
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choisissant convenablement les coordonnées linéaires dans C2, on a :

i i_é% = exp(T) + exp(-T).

Finalement nous arrivons au cas C.

Cas C : On suppose que I' est un réseau (i.e. L = ,/I" est un ouvert d’un
tore complexe).

L’action de A sur L donne lieu & une action d’un certain groupe A
sur §1,. Ce groupe A est une extension du groupe des translations I' par A
et agit sur {2, par similitudes pour la méme raison que précédemment. Ce
groupe de similitudes est donc contenu dans le groupe des similitudes de C
qui préservent le réseau I'. Autrement dit A agit sur le tore complexe C/T"
par automorphismes, en préservant 'ouvert L = Q,/I". En particulier, A
est fini (et donc cyclique). Si un groupe fini opére sur un tore complexe et si
on Ote les points oul le stabilisateur est non trivial, le quotient par ’action
est une surface de Riemann isomorphe & une surface de Riemann compacte
a laquelle on 6te un ensemble fini. Puisque A agit librement sur L, la sphére
trouée CP(1)\{ds,...,d;} s’identifie & un ouvert d’une surface de Riemann
compacte. Comme précédemment, c’est que L est le complémentaire dans
C/I’ d’un ensemble fini. De plus, en choisissant des coordonnées linéaires
convenables dans C?, on a :

y(T) _
z(T) F(T)

ou F' est une fonction elliptique relative a I'.

Ceci termine la démonstration de la proposition. m]

ProposiTiON 2.11. — La feuille L est contenue dans une courbe
algébrique affine de genre 0 ou 1.

Démonstration. — Nous savons déja que L rencontre toutes les droites
passant par l’origine de C? en un nombre fini de points puisque A est fini.
Ceci n’est cependant pas suffisant pour conclure que L est algébrique. Les
coordonnées z(T"), y(T') sont des fonctions holomorphes définies sur I'ouvert
2, qui est le complémentaire d’un ensemble discret de points; il nous faut
en particulier montrer que ces fonctions ne présentent en ces points que des
poles et pas de singularités essentielles.
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Ces fonctions vérifient les équations différentielles :

& = RE(T), y(T)
9@ ST,y (T
& — S(a(r),u(1)

ou R et S sont des polynémes homogenes de degré k. Plagons-nous d’abord
dans le cas A et utilisons la proposition 2.10. On obtient :

3—; = z*R(1, %) = 2FR(1, (T — 1)).

Il en résulte que z(T)'~* est une fonction polynomiale de T'. Puisque k > 2
et que nous savons que z(T) est une fonction uniforme de T' définie sur le
complémentaire d’une partie finie dans C, c’est que z(T') est en fait 'inverse
d’un polynoéme en T Puisque y(T') = (T — 1)"z(T) les deux fonctions z(T")
et y(T') sont des fonctions rationnelles de T' et L est bien (contenue dans)
une courbe unicursale, i.e. de genre 0.

Nous allons procéder de la méme fagon dans le cas B. Si on considére
le premier sous-cas, on a :

dzx & y

5 17 _) =z )
T =% R ( o z"R(1,exp(T))
de sorte que z17* est une fonction polynomiale de la variable z = exp(T).
Comme précédemment, on conclut que z(T") et y(T') dépendent rationnelle-
ment de 2. Il s’agit encore d’une courbe unicursale.

Dans le deuxiéme sous-cas, on a :

dx k y k

= _ 1.2) = -
7 =2 R( ’m) z"R(1,exp(T) + exp(—T))
de sorte que z'~* est une fonction polynomiale de la variable z = exp(T) +
exp(—T). Comme précédemment, on conclut que z(T) et y(T') dépendent

rationnellement de z. Il s’agit encore d’une courbe unicursale.
Enfin, dans le cas C, on a :
dz k y k
@ 1 _) = z*R(1, F(T
7 =R (1,%) =2*R(L, F(D))
ol F' est une fonction elliptique. Toujours de la méme maniére, on

conclut que z'~* est la primitive d’une fonction elliptique de 7. Nous
savons que z(T') est une fonction holomorphe I'-invariante définie sur le
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complémentaire d’un nombre fini d’orbites de I' mais a priori z(T) pour-
rait présenter des singularités essentielles en ces points. Cependant, le fait
que z'~* soit méromorphe montre qu’il n’en est rien et que z(T") est une
fonction elliptique de la variable T'. Il en est évidemment de méme de y(T).

Nous avons bien démontré que L est une courbe elliptique.

Ceci achéve la preuve de la proposition. |

ProPOSITION 2.12. — A changement de variables linédaire pres,
Péquation des feuilles de F est I'une des suivantes :

a™y™ = Cst (avec m et n entiers positifs ou nuls)
yz~™ = Cst (avec n entier strictement positif)
z"y(z — y)~! = Cst (avec n entier)

zy(z —y) =Cst

zy(z —y)? = Cst

zy?(z — y)® = Cst.

Démonstration. — Nous savons que L est (contenue dans) une courbe
algébrique : soit @ = 0 une équation irréductible de L. Puisque le champ
est homogene, toute courbe homothétique de L doit étre disjointe de L ou
bien coincider avec L. Il est facile de s’assurer que ceci entraine que Q) est de
la forme Qg — Q1 ol Qg et Q1 sont des polyndmes homogeénes. Autrement
dit, I’équation des feuilles de F est de la forme :

ik .. [k« = Cst

ol les /; sont des formes linéaires indépendantes et les k; sont des entiers
relatifs non nuls premiers entre eux dans leur ensemble. Quitte & changer
tous les signes, on peut supposer que la somme § des k; est positive ou
nulle.

Nous allons distinguer deux cas.

Si la courbe L ne contient pas lorigine dans son adhérence, cela
signifie que tous les k; sont strictement positifs. Alors, la proposition résulte
de 2.2 puisque nous avons établi que les courbes L sont unicursales ou
elliptiques.

Le cas plus délicat a étudier est celui ot L contient 'origine dans son
adhérence. Cela signifie que L est une séparatrice sur laquelle le champ est
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non nul (puisque L est une orbite réguliére). Nous avons vu que ceci n’est
possible que si cette séparatrice est lisse et que le champ est nécessairement
d’ordre 2 le long de cette séparatrice. Ainsi, nous savons que k = 2, c’est-
a-dire que le champ étudié est quadratique.

Un champ quadratique laisse invariant au plus trois droites passant
par l'origine (s’il est non dicritique, ce que nous supposons). Par conséquent,
nous savons que l’équation du feuilletage étudié contient au plus trois
facteurs i.e. trois formes linéaires indépendantes (dont les exposants sont
des entiers relatifs).

Cette équation ne peut pas contenir qu’un seul facteur puisque nous
savons qu’au moins deux exposants sont de signes différents.

Si elle contient deux facteurs, elle s’écrit :
(a1 + byy)** (agz + boy) ™2 = Cst

ou ki et ko sont strictement positifs et premiers entre eux. Ces courbes ne
sont lisses & 1'origine que si 'un des deux exposants est égal a 1. Dans une
coordonnée convenable, on trouve donc 1’équation :

yr~ " = Cst

avec n entier strictement positif.

Examinons maintenant le cas de trois facteurs
(a1z + b1y)* (a2 + boy)*2 = Cst(azz + bay)*e

ou les k; sont des entiers strictement positifs. On remarque qu’une droite
générique passant par l'origine coupe cette courbe en n =| k1 + ko — k3 |
points distincts de 1'origine.

Remarquons qu'un champ quadratique semi-complet au voisinage de
0 dans C est conjugué au champ z28/0x et son flot semi-global est celui
d’un groupe & 1 paramétre parabolique dans le groupe projectif de CP(1). 1l
suffit en effet de s’assurer, par exemple par un calcul explicite du flot, que la
forme normale (22 + kz3)3/8x ne peut étre semi-compléte que pour k = 0.
Par conséquent, ’application «temps» que nous avons notée précédemment
®, est injective, c’est-a-dire que nous sommes dans le cas A. Nous avons
vu que dans ce cas, on peut choisir le temps T et les coordonnées dans
C? de sorte que : y(T)/z(T) = (T — 1)* Ecrivons & nouveau I’équation
différentielle :

d$_ 2 Yy 2 n
Z== R(l,;)—x R(1,(T - 1)")
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ol R est un polyndéme de degré inférieur ou égal 4 2. En intégrant, on
trouve que la fonction z(T') est de la forme :

z(T) = 1/((T - Dg((T - 1)™))

ol g est un polynome de degré inférieur ou égal & 2. Nous allons maintenant
chercher dans quels cas une courbe unicursale de la forme :

T (1/((T = Dg((T = 1)™M), (T = )"V /g((T — 1)™))
peut satisfaire une équation & trois facteurs. En substituant, il vient :

(T = D)g((T = 1)) "5 ¥ (aq + by (T = 1)™)* (a2 + b2(T — 1)™)*
(a3 + b3(T — 1)")_k3 = (Clst.

Supposons d’abord k; + k2 > k3. On obtient ’identité polynomiale :

(a1 4+ b1(T — 1)™)* (a2 + bo(T — 1)")*2
= Cst((T = Dg((T = 1)"))"(as + bs(T — ™)™

Puisque les trois facteurs sont indépendants deux & deux, (ag+ bs(T —1)")
ne peut diviser le premier membre que s'il s’agit d’une constante, c’est-a-
dire si bg = 0. Puisque (T — 1) divise le membre de droite, I'un des deux
facteurs (a; + b1 (T — 1)™) ou (ag + be(T — 1)™) est divisible par (T — 1).
On peut toujours supposer que c’est le second, i.e. as = 0. On obtient :

(a1 + by (T = 1)")*(T = )™ = Ost((T - 1)"g((T — 1)")").
En changeant de variables u = (T — 1)™, on obtient :
(a1 + biu)*ru®? = Cst(ug(u)™).

Le polynéme g est de degré au plus 2 et il ne peut clairement pas étre
constant. Les seuls facteurs qui peuvent diviser g sont u et (a1 + byu). A
une constante prés, g ne peut étre que u, (a3 + bju), u2, (a1 + blu)2 ou
u(a1 + byu). La seule solution est g(u) = (a1 + biu), ce qui donne k; =n
et ko = 1 et finalement k3 = 1 car n = k; + k2 — k3. Ainsi, nous sommes
arrivés a I’équation du feuilletage :

(a1 + by)"y = Cst.x.

A changement linéaire de variables prés, on a z™y(z — y)~! = Cst
comme dans I’énoncé de la proposition. Il faut encore étudier le cas ou
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k1 + k2 < k3. En procédant exactement de la méme maniére, on obtient
I’identité polynomiale :

(T = Dg((T = D)™)™a1 + by (T = )™)* (az + ba(T — 1)™)*
° = Cst(a3 + b3(T - 1)n)k3

qui est impossible. Ceci termine la démonstration de la proposition. O

1l résulte de la proposition précédente que le champ X* est de la forme
f.-X ou f est un polynéme homogene et X est I’'un des champs décrits dans
le théoreme :

o X, m=(myd/0x —nzd/By) ol m,n sont des entiers positifs.

o X, _1=20/0x+nyd/dy ol n est un entier positif.

o Xpi11,-1=172%0/0z —y(nx — (n+ 1)y)d/dy ol n est un entier.
o Xi11=2z(zx—2y)0/0z+ y(y — 2x)5/0y.

o Xi1.2=1z(z—3y)d/0z + y(y — 3z)0/0y.

o Xi23 =22z — 5y)0/0x + y(y — 4x)0/0y.

Il reste & déterminer les polyndémes homogenes f tels que f.X soit
semi-complet.

LemME 2.13. — Soit f un polynéme homogeéne. Le champ f.X1 1,
(resp. f.X1,1,2, f-X1,2,3) est semi-complet si et seulement si f est de la

forme [zy(z — y]* (resp. [zy(z — y)’]* [z17(z — v)°]*).

Démonstration. — Soit p un point générique et identifions ’orbite de
p par X = Xj 11 (resp. X1,1,2, X1,2,3) & un tore complexe 7 moins une
partie finie . Dans cette identification, le flot semi-global ® de X agit par
translations de ce tore.

Le flot semi-global ¥ de f.X permet aussi d’identifier ’orbite de ¥
qui passe par p au complémentaire d’une partie finie S’ dans un tore 7".
Puisqu’une orbite de f.X est a priori le complémentaire d’une partie finie
d’une orbite de X, on a un plongement holomorphe de 7'\ &’ dans 7'\ S.
Il en résulte que 7 et 7' sont isomorphes. Puisqu’un tore complexe ne
posseéde qu’un champ de vecteurs holomorphe & multiple constant prés, la
fonction f est constante sur les orbites de X. Il en résulte que f a bien la
forme annoncée. m
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De méme, on a le résultat suivant :

LEMME 2.14. — Soient m et n deux entiers strictement positifs et
premiers entre eux. Soit f un polynéme homogéne non constant. Supposons
que le champ fX, m soit semi-complet. Alors nous avons l'alternative :

(i) f est une intégrale premiére holomorphe de Xy, ,, c’est-a-dire
que f est de la forme [z"y™]°.

(i) f(z,y) = 2y’ et im — jn = +1.

Démonstration. — D’abord nous observons que les orbites (distinctes
des axes) du champ X, ,, sont des cylindres. De plus si L est l'orbite
qui contient le point (z1,¥1) (z1y1 # 0), alors L admet le paramétrage
(injectif) A; : T € C/2mimZ — (x1eT,y,e7"T/™). Nous remarquons
aussi que L est isomorphe & CP(1) moins deux points via ’application
T € C/2nimZ — exp(T/m).

Nous supposons alors que le champ fX,, m, est semi-complet dans C2.
Si p est un point générique, alors ’orbite de p par fX, , s'identifie encore &
CP(1) moins une partie finie (correspondant aux zéros de f). Le flot semi-
global de fX,, , sur CP(1) moins une partie finie, se prolonge évidemment
en un flot global sur CP(1). Il résulte que la restriction de fX, ., & L est
la restriction d’un champ holomorphe globalement défini sur CP(1).

La restriction de fX,, & L s'écrit, dans la coordonnée T €
C/2mimZ sous la forme : f(x;eT,y1e~"T/™)d/0T. Dans la coordonnée
z = exp(T/m) € CP(1), ce champ sécrit : m~ zf(z12™, 222" ")9/0x.
Un tel champ est complet sur CP(1) si et seulement si il est un multi-
ple constant de 8/0z, de 20/8z ou de 220/8z. Ceci n’est possible que si
f(z12™, 227 ™) est constant ou un multiple constant de z*!. Nous écrivons
f = 24 (ciz — diy)* --- (qx — diy)®. Comme m et n sont positifs, on
déduit que k; = ky = -+ = k; = 0, c’est-a-dire que f = z'y’. De plus,
mi —nj =0, —1 ou 1. Le lemme est démontré. O

Lorsque m ou n est nul, le feuilletage F engendré par X, , est non
singulier; il est constitué des droites paralléles & I'un des axes (des = par
exemple). Le lemme suivant régle ce cas.

LEMME 2.15. — Soit f un polynéme homogéne tel que fO/0x soit
semi-complet. Alors, f est le produit d’'un monéme y* et d’un polynéme
du second degré.
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Démonstration. — Ceci résulte de la description des champs polyno-
miaux semi-complets en dimension 1 : nous savons que ce sont précisément
les champs de degré 2. O

LEMME 2.16. — Soit f un polynéme homogéne tel que f.X, _1 soit
semi-complet. Si n > 1, c’est-a-dire si X, _1 n’est pas dicritique, f est
nécessairement une constante ou un multiple constant de z.

Démonstration. — Nous savons que 1’équation d’une orbite de
f.Xn,—1 est y = Az™. L’équation différentielle donne :

dx

Pour qu'’il s’agisse d’'un champ semi-complet, il faut que, pour tout A, le
second membre soit de degré 1 ou 2 en z. Si n > 1, ceci n’est possible que
si f est une constante ou un multiple de z. O

LEMME 2.17. — Soit f un polynéme homogéne tel que f.X,11,1,-1
soit semi-complet. Alors, f est une constante.

Démonstration. — Nous savons que 1’équation d’une orbite de-
F-Xn+1,1,-1 est y = Az/(z™+! + X). L’équation différentielle donne :
dx 2 2 n+1
T = f(@,)a® = 22 f(@, Mo/ @ + W),
Pour qu’il s’agisse d’'un champ semi-complet, il faut que, pour tout A, le
second membre soit d’ordre 2 en z. On vérifie que ceci n’est possible que
si f est une constante. o

Pour compléter la description des champs homogénes semi-complets,
il faut aussi traiter le cas dicritique que nous avons exclu depuis le début
de ce paragraphe. Le seul feuilletage homogéne dicritique est le feuilletage
radial par droites. Un champ homogene dicritique est donc de la forme :

f(z,y)[z8/0x + yd/dy|

oul f est un polynéme homogene. Pour qu’un tel champ soit semi-complet,
il faut et il suffit que la restriction de f & chaque droite soit de degré au
plus 2, autrement dit que f soit de degré au plus 1. A conjugaison pres,
on trouve donc un seul champ homogene (non linéaire) semi-complet et
dicritique & savoir le champ z[zd/0z + y8/dy].
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En résumé, nous avons montré que les seuls champs homogenes semi-
complets sont ceux qui sont décrits dans le théoréeme C. Le théoréme est
ainsi établi puisque nous avons montré dans 2.6 que le premier jet non nul
d’un germe de champ de vecteurs semi-complet est un champ homogene
semi-complet.

3. LES SINGULARITES ISOLEES D’ORDRE 2

Nous nous proposons de démontrer le théoréeme A de 'introduction
qui décrit les champs semi-complets & singularité isolée dont le premier jet
est nul.

Soit X un germe de champ de vecteurs holomorphe semi-complet
possédant & I'origine de C? une singularité isolée dont le premier jet est
nul.

D’aprés [Reb], nous savons que X est d’ordre 2, c’est-a-dire que
la premiere composante homogene non nulle est quadratique. D’apres le
théoreme C, & changement de variables linéaire prés, nous pouvons supposer
que cette premiére composante homogeéne X2 est de 1'une des formes
suivantes : '

a. X? = f(z,y)0/0z ou f est un polynéme homogene de degré égal
a2.
b. X2 = z[2d/0z + nyd/dy| ol n est un entier non nul.

c. X2 =12%29/0z — y(nz — (n+ 1)y)8/dy ol n est un entier positif ou
nul.

d. X2 = z(z — 2y)0/0z + y(y — 2z)0/dy.
e. X2 = z(z — 3y)9/0z + y(y — 3z)9/dy.
f. X2 = 2(2x — 5y)8/0z + y(y — 42)0/0y.

Nous allons montrer que les cas a, b sont impossibles et que dans les
cas c, d, e, f, le champ X est conjugué (comme feuilletage) & X?2.

Avant d’aborder ’étude de chaque cas, nous dégageons un lemme
général trés simple qui nous servira a plusieurs reprises. Rappelons que
dans [Reb], il est établi que toutes les séparatrices de X sont lisses.

LeEMME 3.1. — L’holonomie d’une séparatrice de X est triviale.
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Démonstration. — Nous pouvons supposer que la séparatrice étudiée
est axe des x. D’autre part, comme nous avons rappelé au cours de
la preuve de 2.12 nous pouvons supposer également que le champ X
restreint & cet axe est z20/0z. Soit r > 0 petit et considérons le lacet
v :t € [0,1] — (rexp(2irt),0) contenu dans la séparatrice. Pour | y |
assez petit, ce lacet se releve en un chemin contenu dans une feuille :
vy : t € [0,1] — (rexp(2int), hy(t)). L'intégrale de la forme temps est
nulle sur v car la forme dz/x? est exacte. Supposons que ’holonomie soit
non triviale, c’est-a-dire que <, ne soit pas un lacet pour y # 0 petit.
Alors 'intégrale de la forme temps sur 7, est petite et on peut compléter le
chemin plongé 7, par un petit arc pour construire un autre chemin plongé
sur lequel l'intégrale de la forme temps est nulle. Ceci est en contradiction
avec le fait que X est semi-complet. O

3.1. Les cas «elliptiques».

Nous considérons ici les cas d, e, f, et nous proposons de montrer
que le champ X est conjugué & f.X? pour un certain germe de fonction
holomorphe f (non nul en lorigine). Pour cela, il suffit de montrer que
le feuilletage F engendré par X est conjugué au feuilletage homogéne F2

engendré par X2. Pour fixer les idées, nous considérons d’abord le cas ol
X 2 = X 1,1,1-

Eclatons une fois les champs X et X?2; on obtient des champs (semi-
complets) X et X2 sur un voisinage du diviseur exceptionnel CP(1), nuls
sur ce diviseur. Les feuilletages engendrés se prolongent en des feuilletages
F et F2 sur un voisinage du diviseur exceptionnel CP(1) présentant I'un
et l'autre trois singularités di, ds, ds sur ce diviseur.

Le feuilletage F posséde une singularité d’ordre 1 en chaque d;
(ainsi que le feuilletage F2). Soit @; (resp. @?) la forme différentielle qui
définit le germe de F (resp. F2) en d; (i = 1,2,3). Il se trouve que
les parties linéaires de @; et de ©? en d; coincident et possédent deux
directions propres dont les vecteurs propres associés sont non nuls (et de
rapport positif). En particulier F posséde une séparatrice lisse transverse

au diviseur exceptionnel (cf. [Ma-Mo]).

Au voisinage de chacune des singularités d;, on peut introduire des
coordonnées (u,v) telles que :

e le point singulier d; a pour coordonnées (0,0) et le diviseur exceptionnel
a pour équation v = 0.
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e la séparatrice lisse de F qui est transverse au diviseur exceptionnel a
pour équation u = 0.

Nous remarquons que, dans ces coordonnées et en chaque point d;, les
parties linéaires de &; et @? (coincident et) sont données par v du + 3u dv.

LEMME 3.2. — Le feuilletage F est holomorphiquement conjugué au
feuilletage F? au voisinage de chaque point singulier d;.

Démonstration. — La séparatrice u = 0 correspond & une séparatrice
de F et nous avons vu dans 3.1 que son holonomie est triviale (et donc
linéarisable). Comme le rapport entre les valeurs propres de la forme
vdu + 3udv est positif, on déduit que cette forme est linéarisable (cf. [Ma
Mo] ou [Mat]). Cela démontre le lemme. o

Le groupe fondamental IT de CP(1)\{d1, d2, d3} est engendré par trois
éléments ay, a2, a3 soumis 4 la relation ajyasas = 1 et qui correspondent
a des lacets autour des singularités d, ds, ds.

Comparons les holonomies de la feuille CP(1) \ {d1,d2,ds} pour les
feuilletages F2 et F. Soit G le groupe des germes de difféomorphismes
holomorphes de C au voisinage de 0. L’holonomie de la feuille CP(1) \
{di1,dz,d3} de F est un homomorphisme :

H:II-G.

Puisque le champ X2 est homogene, I’holonomie de F? commute
aux homothéties, c’est-a-dire qu’elle est constituée d’homothéties. Le mor-
phisme correspondant :

H2.I-C*CcG
envoie ay, as, ag sur des racines cubiques de I'unité.

Nous avons vu que I'holonomie de CP(1) \ {d;,d2,ds} le long des
lacets a1, an, a3 est constituée d’éléments d’ordre 3. Autrement dit, H
s’écrit H o o ol o est la projection canonique de II sur le groupe 13,33
dont la présentation est :

3 3 3
(01,00,03 | razas = 1,05 = 1,05 = 1,05 =1)

et H est un homomorphisme de II3 33 dans G.
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Ce groupe II3 3 3 est bien connu. On considére le groupe engendré par
les symétries par rapport aux trois c6tés d’un triangle équilatéral dans le
plan euclidien. Le sous-groupe d’indice deux formé des isométries directes
est isomorphe & IlI333. Il existe donc une injection 7 de II333 dans le
groupe affine complexe formé des applications z — az + b défini par :

7(e1)(2) = jz
T(a2)(z) =j(z—1) +1

T(a)(2) =3j(z — (1+5)/2) + (1 +3)/2

ol j = exp(2im/3). Autrement dit, 7 envoie ay,as, a3 sur des rotations
d’angle 27/3 autour de trois points formant un triangle équilatéral. En
particulier, le groupe II3 3 3 est résoluble.

Les homomorphismes des groupes résolubles dans GG sont bien com-
pris. En particulier, & conjugaison prés, tout homomorphisme H de 333
dans G est de 1'un des types suivants (voir [Lor]) :

e ou bien H est trivial.
e ou bien H a une image finie constituée des rotations d’ordre 3.

e ou bien, H est un “revétement ramifié” de 7. Cela signifie qu’il
existe un entier v > 0 tel que pour o dans II3 33 :

H(a)(2) = m(a)(z7)71"

pour un choix convenable de la racine v-eme. Autrement dit, I’application
z +— 2z~ envoie un voisinage de 0 dans C sur un voisinage de l'infini et
«semi-conjugue» le morphisme H et le morphisme 7.

Apres ces considérations générales sur la structure de II333 et de
ses représentations, nous pouvons montrer le théoreme principal de ce
paragraphe :

THEOREME 3.3. — Le feuilletage F est holomorphiquement conjugué
au feuilletage F2 au voisinage de I'origine dans C2.

Démonstration. — D’abord nous allons voir qu’il suffit de montrer que
I’holonomie de la feuille CP(1)\ {dy, d2,d3} du feuilletage F est conjuguée

4 celle du feuilletage F?, c’est-a-dire & un groupe de rotations d’ordre
3. Supposons donc que ce soit le cas. Quitte a faire un changement de
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coordonnées, nous pouvons supposer que les trois séparatrices de F (i.e. les
séparatrices transverses au diviseur exceptionnel en dj, da et d3) sont des
droites. Nous considérons aussi la fibration n : C? — #~1(0) (~ CP(1))
dont les fibres sont des droites.

Nous fixons un voisinage U de d; et considérons un difféomorphisme
holomorphe h, défini dans U, qui conjugue F |y (la restriction de F &
U) & la restriction de 2 & h(U). Naturellement nous pouvons imposer la
condition supplémentaire que h préserve les fibres de 7. Nous fixons une
section X transverse au diviseur exceptionnel, contenue dans U et dans une
fibre de 7 (et de sorte que p = £ N 7~1(0), alors h(p) = p).

Le difféomorphisme h induit une conjugaison h3; entre les holonomies
(locales autour de d;) de F et F2 définies & I’aide de ¥. En utilisant
la méthode classique de relevement des chemins par rapport & 7, nous
pouvons prolonger h en un difféomorphisme défini au voisinage de toute
partie compacte de CP(1)\{dz, ds} (de plus cette extension préserve encore
7). Finalement, puisque 1’holonomie de F est un groupe de rotations d’ordre
3, il résulte que h}. conjugue aussi les holonomies locales de F et 2 autour
de dy et d3 définies & l’aide de E. Sous ces hypotheses, [Ma Mo] nous assure
que le difféomorphisme h se prolonge aux séparatrices de F transverses au
diviseur exceptionnel. Autrement dit, & se prolonge en un difféomorphisme
défini au voisinage du diviseur exceptionnel.

Remarque. — La preuve classique de [Ma Mo] utilise une fibration
spéciale (qu’ils ont «préparée») alors que nous utilisons la fibration (Hopf)
provenant de I’éclatement de C2. Cependant, dans notre cas, il est évident
qu'on peut les conjuguer en préservant les fibrations puisqu’il y a des
intégrales premieéres locales que 'on peut «linéariser» de fagon fibrée.
Le lecteur peut aussi consulter [Mat] pour voir une démonstration de
Pexistence d’une conjugaison (fibrée) sans utiliser des fibrations spéciales.

Il ne reste donc qu’a montrer que ’holonomie de CP(1) \ {d1, d2,d3}
est un groupe de rotations d’ordre 3. Puisque nous savons que les H(a;) sont
d’ordre trois, il s’agit de montrer que le morphisme H n’est pas conjugué
4 un revétement ramifié de 7. Supposons donc par ’absurde que ce soit le
cas.

Considérons I’action affine de 7(II3 3 3) sur le plan complexe. Il existe
un réseau I dans C (engendré par les racines cubiques de 'unité) tel que
si z est dans I', alors z est un point fixe isolé d’une certaine rotation de
II33,3. On peut préciser ce fait de la fagon suivante. Soit D un (grand)
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disque dans C, et z un point de I situé hors de D. On peut alors trouver
une suite 2, 21, . .., 2; de points qui sont tous situés hors de D et tels que :

® 2y =2zet 2z =2,

e chaque z; (pour i = 1,...,!) est de la forme 7(8;)(z;—1) ol B; est
égal & ay, a9 ou ag,

e le point z est un point fixe isolé de Gy o...0 ;.

D’autre part, pour tout z hors de D, il existe une suite 2; (pour ! > 0)
telle que :

e 2y = z; la suite z; est contenue dans le complémentaire de D et
tend vers Pinfini,

e chaque z; (I > 0) est 'image du précédent par 'un des générateurs
7(a1),7(a2) ou T(as).

Il convient ici de distinguer le groupe de germes H(II) du pseu-
dogroupe local d’holonomie. Soit B une petite boule autour de l'origine
de C dans lequel I’holonomie des trois générateurs a; est définie et dans
laquelle ces holonomies sont «semi-conjuguées» par z~% & laction affine
de II dans le complémentaire d’'un grand disque D de C. L’observation
précédente sur les points fixes isolés permet de conclure qu’il existe des 2
dans B arbitrairement proches de ’origine et qui sont des points fixes isolés
d’un élément du pseudogroupe d’holonomie défini en 2. Notre deuxieéme
observation concernant la suite de points tendant vers ’infini montre que
toutes les orbites du pseudogroupe tendent vers ’origine.

En termes du feuilletage F, nous avons établi que toutes les feuilles
s’accumulent sur le diviseur CP(1)\{d1, d2, ds}. Les points fixes correspon-
dent & des lacets dans les feuilles dont I’holonomie est non triviale. Soit ®
le flot semi-global de X. Un lacet dans une feuille passant par un point p
correspond & un point fixe :

‘i‘(To,P) =D

oit Ty est Vintégrale de la forme temps sur lacet. Si ’holonomie du lacet
est non triviale, la période Ty est non nulle. L’ensemble analytique formé
des points fixes de ®(Ty, —) est une réunion de feuilles et contient p. Nous
avons vu que toutes les feuilles s’accumulent sur le diviseur exceptionnel.
Par conséquent, tous les points voisins de ce diviseur sont fixes. C’est une
contradiction avec le fait que le lacet considéré est d’holonomie non triviale.
Cette contradiction termine la démonstration du théoréme. ]
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Il faut encore décrire les germes f tels que X = f.X; 1 est semi-
complet. On peut en particulier se demander si on peut toujours supposer
que f = 1, a conjugaison preés. Nous allons montrer qu’il n’en est rien.
Nous savons qu’'une orbite générique d’'un champ semi-complet du type
X = f.X1,,1 est un ouvert d’une courbe elliptique et il résulte de notre
discussion que les périodes de la forme temps sur cette orbite engendrent
un réseau I' de C. Dans le cas de X;,;,; toutes ces courbes elliptiques sont
isomorphes entre elles de sorte que les réseaux ne dépendent pas de Porbite,
a similitude pres.

Nous allons décrire une construction qui montre qu’il existe des
champs semi-complets pour lesquels ces réseaux dépendent effectivement
de Porbite et ceci établira que la fonction f ne peut pas en général choisie
constante. Cette construction est inspirée de la description par Kodaira des
fibrations elliptiques [Kod] et elle éclaire la structure des champs que nous
étudions.

Soit D un voisinage de l'origine de C stable par multiplication par
j = exp(2ir/3) et a,b deux fonctions holomorphes sur D telles que
a(0) =1, b(0) = j et b/a ne prend pas de valeurs réelles sur D.

On consideére 'action holomorphe de Z x Z sur C x D définie par :
((m,n),(x,y)) € Z*xZ x Cx D — (z+ma(y) +nb(y),y) € C x D.

Le quotient par cette action est une surface complexe S qui fibre au-dessus
de D et dont les fibres sont des courbes elliptiques. La fibre au-dessus de 0
est le «tore hexagonal» quotient de C par le réseau engendré par 1 et j qui
possede une symétrie d’ordre 3. Sur C x D, on consideére le flot holomorphe
¥ défini pour T € C et (z,y) € S par :

U(T,(z,y)) = (z+Ty,y)

Ce flot passe bien siir au quotient en un flot sur S et nous le notons de
la méme facon. Considérons enfin le difféomorphisme d’ordre 3 de C x D
envoyant (z,y) sur (jz, jy). Il commute évidemment au flot ¥. La condition
pour que ce difféomorphisme passe au quotient sur S est la suivante :

b(y) = ja(5%y)

a(y) + j%a(jy) + ja(5%y) = 0.

Nous supposerons cette condition vérifiée; elle signifie que les termes du
développement en série entiére de a dont le rang est congru a 1 modulo
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3 sont nuls. Le quotient de S par ce difféomorphisme est une surface S
qui possede trois points singuliers qui correspondent aux points fixes du
difféomorphisme et qui est munie d’un flot holomorphe W.

Il est facile de résoudre ces singularités. Au voisinage d’un point
singulier, il s’agit du quotient de C? par (z,y) ~ (jz, jy) et il suffit donc
d’un éclatement par point singulier, introduisant au total trois diviseurs
exceptionnels CP(1). On obtient donc une surface lisse S munie d’un flot
holomorphe ¥ et qui contient quatre droites projectives invariantes par le
flot : les trois diviseurs introduits par éclatement et le quotient du tore
hexagonal y = 0 par le difffomorphisme d’ordre 3. Cette derniere droite
est formée de points fixes du flot et on calcule que son auto-intersection
est égale & -1 (voir [Kod]). On peut donc I'imploser et obtenir finalement
une surface complexe lisse ¥ munie d’un flot holomorphe ®, qui possede un
unique point fixe et trois séparatrices. Les autres orbites sont des courbes
elliptiques dont le module est en général non constant (si b/a n’est pas
constant). En considérant le germe de cette action on obtient donc des
germes de champs semi-complets au voisinage de 1'origine de C2.

Lorsque a et b sont des fonctions constantes, on retrouve le champ
Xi,1,1- En effet, dans ce cas on peut prendre D = C et on peut considérer
I’action suivante de C* sur C x C :

M (z,y) eC*xCxCr (z,Ay) € CxC.
On remarque que cette action normalise ¥. Plus précisément :
(T, (z, My)) = A\¥(AT, (x,y)).

Cette action passe au quotient et définit, apres désingularisation et im-
plosion, une action de C* sur ¥ qui normalise le flot ®. Il est clair que
laction obtenue de C* sur X est conjuguée & l'action standard de C* sur
C? par homothéties de sorte que le fait que ® soit normalisé signifie sim-
plement que le champ de vecteurs correspondant est homogene de degré 2.
Puisque nous avons décrit les champs homogeénes semi-complets au para-
graphe précédent, on voit que le champ obtenu est bien conjugué au champ

X111

Lorsque les fonctions a et b ne sont pas constantes, le champ de
vecteurs obtenu X a le méme jet d’ordre 2 que X ;1 et d’apreés le théoréme
il est conjugué & f.X1 1,1 pour une certaine fonction f. Nous affirmons que
[ ne peut étre choisi constant, c’est-a-dire que les germes de X et X; 11 ne
sont pas conjugués au voisinage de 'origine. Remarquons d’abord qu’une
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orbite de X ou de X7 ;1 rencontre un voisinage de I’origine sur un ouvert
d’une courbe elliptique tel que toute courbe de cette courbe elliptique est
homologue & une courbe de I'ouvert. Si les germes de X et X; ;1 étaient
conjugués, les périodes des formes temps pour X et Xj i1, restreintes
a des voisinages de 1’origine, seraient les mémes sur les orbites associées
par la conjugaison. Il résulterait alors de la remarque précédente que les
périodes des formes temps sur les courbes elliptiques toutes entiéres seraient
les mémes, c’est-a-dire que les courbes elliptiques seraient conformément
équivalentes. Puisque toutes les courbes elliptiques qui apparaissent pour
X sont isomorphes entre elles, on en déduirait la méme propriété pour
X1,1,1 mais nous avons vu que ce n’est pas le cas si a et b ne sont pas
constantes.

Remarque. — 1l n’est probablement pas difficile de montrer que tout
champ semi-complet dont le 2-jet est X; 1,1 est conjugué holomorphique-
ment & un champ construit comme ci-dessus. De méme, il n’est proba-
blement pas difficile de déterminer & quelles conditions (portant sur les
fonctions a et b) les champs obtenus sont conjugués.

Pour terminer ce paragraphe, il faut encore examiner les cas des
champs de vecteurs X ; 2 et X 2 3. Les preuves sont exactement les mémes
que celles que nous venons de donner et il suffit de faire les changements
suivants.

Pour X2, les ordres des holonomies des lacets ai,az,a3 sur le
diviseur exceptionnel sont 2,2 et 4 respectivement. Le groupe II3 33 est
remplacé par le groupe Il 2 4 engendré par les rotations d’ordre 2,2 et 4 et
de centres aux sommets d’un triangle isocele rectangle. La courbe elliptique
correspondante est le quotient de C par les entiers de Gauss, i.e. le réseau
engendré par 1 et ¢ = \/( —1). La multiplication par i sur le quotient est
d’ordre 4, possede un point fixe et deux orbiteg & deux éléments. Au total,
ces trois orbites o I'action de Z/4Z n’est pas libre correspondent aux trois
séparatrices.

Pour X 23, les ordres des holonomies des lacets oy, o9, a3 sur le
diviseur exceptionnel sont 2, 3 et 6 respectivement. Le groupe II3 3 3 est
remplacé par le groupe Il 3¢ engendré par les rotations d’ordre 2,3 et
6 et de centres aux sommets d’'un demi-triangle équilatéral. La courbe
elliptique correspondante est le quotient de C par le réseau engendré par 1
et j = exp(2in/3) (comme pour X7 1,1). La multiplication par (14 7)/2 sur
le quotient est d’ordre 6, posséde un point fixe, une orbite & deux éléments
et une orbite & trois éléments. Au total, ces trois orbites ou l'action de
Z/6Z n’est pas libre correspondent aux trois séparatrices.
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3.2. Le cas «parabolique».

Nous considérons ici le cas ¢ et nous nous proposons de montrer que le
champ X est conjugué & f X2 pour un certain germe de fonction holomorphe
f non nul en Porigine. Autrement dit, nous allons démontrer la

ProposITiON 3.4. — Soit X un germe de champ de vecteurs holo-
morphe et bidimensionnel pour lequel origine est une singularité isolée
d’ordre 2. Soit X? le champ homogéne engendré par la partie quadratique
de X et supposons que X? = 220/0z — y(nx — (n+ 1)y)8/0y, n > 0 (a un
changement de coordonnées linéaires prés). Supposons de plus que le germe
X soit semi-complet. Alors X est holomorphiquement conjugué au champ
fX? ot f est un germe de fonction holomorphe non nul en ’origine.

Nous considérons les champs X et X2 = z20/0z — y(nz — (n +
1)y)8/0y et appelons F et F? les (germes) de feuilletages holomorphes
définis par les orbites de X et de X? respectivement. Le feuilletage F2
posséde exactement trois droites invariantes, & savoir les axes {z = 0} et
{y = 0} et la droite d’équation {z —y = 0}.

Soient F et F? les éclatements de F et de F2. Il se trouve que
ces feuilletages possédent exactement trois singularités sur le diviseur
exceptionnel. Nous désignons ces singularités par d;, dz, d3 et remarquons
qu’elles correspondent aux droites invariantes par F2.

Nous remarquons encore que d; est une singularité d’ordre 1 pour F
(ainsi que pour F2). De plus, si @; (resp. ©2) est la forme différentielle
qui définit le germe de feuilletage F (resp. .7:'2) au voisinage de d;, alors
les parties linéaires de @; et JJ? en d; sont les mémes. Ces parties linéaires
possedent deux directions propres distinctes auxquelles sont associées des
valeurs propres non nulles.

Au voisinage de chacune des singularités d;, on peut introduire des
coordonnées (u,v) telles que :

e le point d; a pour coordonnées (0,0) et le diviseur exceptionnel a
pour équation v = 0.

o la séparatrice lisse de F? en d; transverse au diviseur exceptionnel
a pour équation u = 0.

. ~ ~2 . . s . ~ ~2 .
Soient wWy(in) et Wilin) les parties linéaires de @; et de w; au point d;
~ -~ 2 2 .

(de sorte que @y (jin) = wl(lin))' Dans les coordonnées (u,v) ci-dessus, nous
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avons :
@1ain) = —(n+ Dudv +vdu , Oyiny = udv+vdu,
D30im) = (n + udv + vdu.

LEMME 3.5. — Le feuilletage F est holomorphiquement conjugué au
feuilletage F? au voisinage de chaque point singulier d;.

Démonstration. — En les points singuliers ds et d3 les rapports entre
les valeurs propres des formes & et & sont positifs. En particulier F admet
des séparatrices lisses et transverses au diviseur exceptionnel en dgz et en
ds3. Les holonomies de ces séparatrices sont donc triviales et par conséquent
@1 et @y sont linéarisables (cf. lemme (3.2)).

Le cas plus délicat est celui de @; puisque le rapport entre ses valeurs
propres est un entier négatif.

Considérons d’abord le cas n = 0. Alors @;(jin) = vdu — udv, c’est-a-
dire que @, est dicritique et donc linéarisable.

Supposons maintenant n > 1. Nous rappelons que dans ce cas @
admet la forme normale de Poincaré-Dulac ci-dessous (cf. [Arn]) :

01 = (n+ Du+av"t)dv — vdu
ota=0oua=1.

Cette singularité n’est donc pas a priori linéarisable. Cependant nous
allons voir que I’hypothése que le champ est semi-complet entraine la
linéarisabilité. Supposons donc par ’absurde que a = 1. Nous appelons
File feuilletage défini par @;. Nous allons montrer d’abord que le champ
v[((n + Du + v"*1)8/0u + vd/0v] n’est pas semi-complet.

Nous observons que les feuilles de F; peuvent étre paramétrées par
w(T) = (V3T + up)e™ VT et v(T) = vpeT. Nous considérons, dans une
telle feuille fixée, le chemin c(t) = (u(27it)), v(2mit)) (¢t € [0,1]). I s’agit
évidemment d’un chemin plongé sur cette feuille.

Soit dT la 1-forme temps définie par v[((n+1)u+v"*1)8/0u+vd/dv).
Nous avons donc
dv 9 dv
a7 =V et donc dI' = 7z
Il résulte que l'intégrale de dT le long de c est égale a l'intégrale de
dv/v? le long de t — v(2mit) = e2™*. Comme cette derniére intégrale vaut
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zéro, on déduit que le champ v[((n + 1)u + v™+1)d/0u + vd/Gv] n’est pas
semi-complet.

Soit dT la 1-forme temps définie par X. Nous remarquons que le
champ X, au voisinage de dy, s’écrit f(u, v)[((n+1)u+v"1)8/du+vd/8v],
ou f(u,v) = v.g(u,v) avec g(0,0) # 0. D’aprés la discussion ci-dessus, il
est facile de voir qu’il existe un chemin plongé dans une feuille de F le long
duquel l'intégrale de dT s’annule. On obtient une contradiction qui prouve
que W est linéarisable.

La démonstration du lemme est terminée. O

Démonstration de la proposition 3.4. — Pour démontrer la propo-
sition, il suffit de montrer que les germes de feuilletages F et F2 sont
holomorphiquement conjugués. Pour vérifier cela, nous démontrerons que
leurs éclatements F et F2 sont holomorphiquement conjugués au voisinage
du diviseur exceptionnel 7-1(0).

Nous considérons les feuilletages F et F2. Quitte & faire un change-
ment de coordonnées, nous pouvons supposer que les séparatrices de F
sont des droites. Nous fixons un voisinage U de d; et un difféomorphisme
holomorphe h défini dans U qui conjugue la restriction de FaU a celle
de F2? 3 h(U). Nous pouvons supposer en plus que h préserve la fibration
n: C? = #71(0) (dont les fibres sont des droites).

Comme dans le théoreme 3.3, nous fixons alors une section transver-
sale 2 contenue dans U et dans une fibre de 7. Le difféomorphisme h induit
alors une conjugaison entre les holonomies locales (par rapport aux feuil-
letages F et F2) du diviseur exceptionnel autour de d; (définies 3 I’aide de
).

Maintenant nous prolongeons h par la méthode de relevements de
chemins (par rapport & 1). Nous observons que I'holonomie de la feuille
CP(1) \ {d1,d2,d3} est un groupe cyclique d’ordre n + 1. Parce que le
rapport entre les valeurs propres de &s (resp. W3) en dg (resp. ds) est positif,
on sait d’aprés [MaMo] que h s’étend aux séparatrices de F transverses au
diviseur exceptionnel. Autrement dit, 4 se prolonge en un difféomorphisme
défini au voisinage du diviseur exceptionnel.

La proposition est démontrée. O
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3.3. Les cas non semi-complets.

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que les cas restants, i.e.
a, b, ne sont jamais semi-complets. Nous commencons par le cas a.

Le cas a, i.e. X? = P(z,y)0/0z avec P un polynéme homogene de degré 2.

Notre but sera de démontrer la proposition 3.6, ci-dessous, qui rend
compte du cas a.

ProposriTioN 3.6. — Soit X un germe bi-dimensionnel de champ de
vecteurs holomorphe pour lequel Iorigine est une singularité isolée d’ordre
2. Soit X2 le champ homogéne engendré par la composante de degré 2 du
développement de X en série entiére. Supposons X? = P(z,y)0/0z, avec
P un polynéme homogéne de degré 2, alors X n’est pas semi-complet.

Avant de démontrer cette proposition nous faisons quelques rappels.

Soit F un feuilletage holomorphe ayant une singularité isolée a
l'origine de C? et soit w une 1-forme différentielle holomorphe (3 singularité
isolée) qui définit F. Nous voulons définir la multiplicité de F le long d’une
séparatrice lisse C, qui sera notée multeF. Soit C une telle séparatrice lisse
de F et considérons des coordonnées (z,y) dans lesquelles C coincide avec
laxe {y = 0}. Dans ces coordonnées w s’écrit w = A(z,y) dy — yB(z, y) dz.
Nous posons alors

multeF = ord A(z,0),
ou ord A(z,0) désigne P’ordre en 0 € C de la fonction z — A(z,0). Nous
notons ord g g)F 'ordre du feuilletage F en (0, 0) € C? et remarquons que,
pour toute séparatrice lisse C de F on a multcF > ord(g,g)F-

Supposons de plus que F n’est pas dicritique. Soit F Téclatement de
F et p1,...,ps les singularités de F (toutes contenues dans le diviseur
exceptionnel). Pour tout i € {1,...,s}, la singularité p; posséde une
séparatrice lisse contenue dans 7#71(0). Nous pouvons donc considérer
mult;,—l(o)f"pi, la multiplicité du germe de feuilletage défini par F en p;
le long de cette séparatrice. La formule suivante est bien connue (voir par
exemple [MaMo)) :

(2) Ord(o’o)]:—f' 1= ZmUIti—l(O)]}pi'

=1

Soit k l'ordre de F. Nous pouvons aussi considérer Pordre de F en
p;. La formule (2) affirme en particulier que s'il existe une singularité
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de F ou lordre de F est strictement supérieur a k, alors s = 1 et
ordpl]:' = ord(,0)F +1 = k + 1. Dans ce cas, quitte & faire un changement
de coordonnées, la 1-forme w s’écrit y* dy + w’ o I'ordre de w’ en lorigine
est strictement supérieur & k. En particulier si F admet une séparatrice
lisse C, alors la multiplicité de F le long de C est strictement supérieure a
Pordre de F en l'origine.

D’autre part, considérons une 1-forme différentielle w, holomorphe,
ayant une singularité isolée en 1’origine de C? et dont la partie linéaire en
Porigine s’écrit (& un changement de coordonnées linéaires pres) z dy. Sous
ces hypothéses, nous disons que le germe de feuilletage F défini par w est
un germe de col-nceud. Par abus de langage nous dirons aussi que w est
un germe de col-nceud. Un tel germe de forme différentielle admet la forme
normale :

F([z(1 + MyP) + yR(z,y)] dy — y*+ dx)

(ol f est une fonction holomorphe non nulle & 'origine, A € C, p > 1 est un
entier et 'ordre de R en (0,0) est au moins p + 1), appelée forme normale
de Dulac ([Dull}). En particulier, on voit que le germe de col-nceud possede
une séparatrice lisse, & savoir 'axe {y = 0}, appelée la variété forte du
col-nceud. Par ailleurs, un col-nceud peut aussi avoir une autre séparatrice
lisse transverse a la variété forte. Lorsque cette séparatrice existe, elle est
appelée variété faible du col-nceud (plus loin on donnera plus de détails sur
cette variété faible).

La preuve de la proposition 3.6 repose sur l'utilisation de quatre
lemmes.

LeEMME 3.7. — Soit X un germe de champ de vecteurs bi-dimensionnel
et holomorphe. Supposons que le germe de feuilletage F défini par X est
un germe de col-nceud. De plus, supposons que X n’est pas a singularité
isolée et que le lieu singulier de X est contenu dans la variété forte de F.
Alors X n’est pas semi-complet au voisinage de l'origine de C2.

LEMME 3.8. — Supposons que X soit un champ de vecteurs holo-
morphe non nul défini et semi-complet au voisinage de origine de C?2.
Supposons de plus que X s’écrive sous la forme X = fX'° oi

1. DPorigine de C? est une singularité isolée de X'*°! et la partie linéaire
de X'*°' 3 Porigine posséde deux valeurs propres non nulles.
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2. [ est une fonction holomorphe définie au voisinage de (0,0) € C? et
s’annulant sur une séparatrice lisse de X'*°! (il existe toujours une telle
séparatrice).

Alors X posséde deux séparatrices lisses et transverses en (0,0) € C2.

LemME 3.9. — Soit X un champ de vecteurs holomorphe (non iden-
tiquement nul) défini et semi-complet au voisinage de l'origine de C?2.
Soit F le feuilletage (& singularité isolée) associé & X et w la 1-forme
différentielle (a singularité isolée) qui définit F. Supposons que F posséde
une séparatrice lisse C telle que multeF = 2 et que X s’annule identique-
ment sur C. Supposons en plus que la partie linéaire de w en I’origine
est nilpotente non nulle. Alors F posséde au moins deux séparatrices dis-
tinctes.

LeMME 3.10. — Soit X un champ de vecteurs holomorphe (non
identiquement nul) défini et semi-complet au voisinage de I'origine de C?2.
Soit F le feuilletage (& singularité isolée) associé & X et soit F I'éclatement
de F. Nous supposons que

1. F est d’ordre 2 et posséde une séparatrice lisse C sur laquelle le champ
X est identiquement nul. De plus multe F = 2.

2. Le lieu singulier de X est contenu dans la réunion des séparatrices de
F.

3. F ne posséde que des singularités dont la partie linéaire est non nulle.

Alors F posséde au moins deux séparatrices distinctes.

Nous donnons la preuve de la proposition 3.6 avant de démontrer ces
quatre lemmes.

Démonstration de la proposition 3.6. — Soit X un germe de
champ comme dans ’énoncé de la proposition en question et soit X2 =
P(z,y)0/0x sa partie quadratique. Soit F le germe de feuilletage défini
par X et supposons par ’absurde que X soit semi-complet au voisinage de
(0,0) € C2.

Nous avons déja établi que toutes les séparatrices de F sont lisses en
Porigine. Soit C une séparatrice de F et ve un vecteur non nul tangent &
C en l'origine. Le vecteur vc est invariant par la partie quadratique de X,
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i.e. P(z,y)8/0z, de sorte que ou e est parallele & I’axe des abscisses ou
P(z,y) s’annule sur la droite définie par ve. Dans la deuxiéme possibilité,
le champ unidimensionnel induit par X sur C posséde une singularité isolée
d’ordre au moins 3; il n’est donc pas semi-complet. On déduit que toutes les
séparatrices de J sont tangentes a I’axe des abscisses et que P ne s’annule
pas identiquement sur cet axe.

Soit F l’éclatement de F. Alors F possede ou bien 3 ou bien 2
singularités sur #71(0). Le premier cas se produit lorsque {P = 0} contient
deux droites et le second cas lorsque {P = 0} n’en contient qu’une.

Considérons d’abord le cas «générique», ot F posséde 3 singularités
sur 771(0), notées p;, p2 et p3. Parmi ces singularités, il en existe deux,
disons ps et ps, telles que le germe de Fen p2 (resp. p3) est un germe de
col-nceud dont la variété forte est contenue dans #71(0). Il résulte que le
germe de X en py (resp ps) n’est pas semi-complet (cf. lemme 3.7). Cette
contradiction montre la proposition dans le cas «générique».

Supposons maintenant que F ne posséde que deux singularités, notées
p1 et pa, sur #71(0). L’une de ces singularités, disons p;, est telle que le
germe de feuilletage F en p; posséde deux valeurs propres non nulles. Pour
démontrer la proposition il suffit de démontrer ’affirmation ci-dessous :

AFFIRMATION. — La singularité ps admet au moins deux séparatrices
distinctes.

En effet, dans ce cas, au moins 1'une d’entre elles n’est pas contenue
dans le diviseur exceptionnel. La projection par 7 de cette séparatrice de F
en po est une séparatrice de F qui n’est pas tangente a 1’axe des abscisses.
Comme nous avons vu, cela entraine une contradiction avec ’hypothese
que X est semi-complet et acheve la démonstration de la proposition.

Démonstration de Paffirmation. — Puisque mult;,—l(o)]:'p2 = 2, il
résulte que p; ne peut étre que de 'un des trois types suivants :

1. un germe de col-nceud dont la variété faible est contenue dans
=1
772(0);

2. une singularité de F d’ordre 2;

3. une singularité dont la partie linéaire est nilpotente non nulle.

Cas 1 : Dans le cas 1), la variété forte du col-nceud est transverse a 7~1(0)
et laffirmation en résulte.
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Cas 2 : Supposons alors que lordre de F en p2 est 2. Pour résoudre ce
cas nous allons utiliser une suite d’éclatements & partir de ps. Comme
P’éclatement d’une singularité semi-compléte ne peut donner origine qu’a
d’autres singularités semi-completes, dans toute la suite, nous supposerons
donc que les singularités sont semi-completes. De plus nous pouvons
supposer aussi que toutes les singularités qui vont apparaitre ne sont pas
dicritiques, puisque, autrement, la projection de ses (diverses) séparatrices
donnerait la séparatrice cherchée de pa.

Eclatons donc F en p2 et désignons par F@ Je feuilletage qui en
résulte. Nous désignons aussi par #(2) I’application d’éclatement qui en-
voie ) sur F et nous désignons par #®~1(py) le diviseur ajouté. Nous
considérons les singularités, notées p;”/,..., p§2) ol s = 2,3 (puisque
mult,-r_1(0).7-"p2 = 2 le cas s = 1 est exclu, voir formule (2) et les com-

mentaires qui la suivent) de 7 sur #(®~1(p,).

Supposons d’abord que F@ ne posséde aucune singularité d’ordre 2
sur #(?~1(p,). Dans ce cas, toutes les singularités de F? sur #(?~1(py)
sont d’ordre 1 et 'affirmation découle du lemme 3.10.

Supposons donc que F( posséde une singularité, disons pgz), d’ordre

2 sur #(?~1(p,). Nous observons que p§2) posséde donc multiplicité 1 sur

ﬁ(z)_l(pz) et il en résulte que p§2> posséde une séparatrice transverse
a #@~1(py). En effet, ceci découle du lemme 3.8 si les deux valeurs
propres de F® en p§2) sont non nulles. D’autre part, si pgz) est un col-
nceud avec la variété forte contenue dans 7#(2)~1(p;) et sans variété faible,
alors, puisque le champ de vecteurs correspondant ne s’annule que sur le
diviseur exceptionnel (total), le lemme 3.7 donnerait une contradiction avec
I’hypothese de semi-complétude. On déduit que p§2) admet une séparatrice
transverse a 7#(?~1(p,).

D’apres ’observation ci-dessus, 'affirmation est réduite & vérifier que
F @) possede en péz) une séparatrice non contenue dans 7#(2)~1(p,).

Pour vérifier cela nous allons procéder par récurrence. Nous éclatons
F@ en pgz) et appelons F(3) le feuilletage obtenu. De plus, nous appelons
#® Dapplication d’éclatement qui envoie F' ®) sur F@ et désignons par
#3-1(p{?) le diviseur ajouté. Finalement, soient p> s’ = 2,3 (lecas s’ = 1
est exclu puisque mult;,@)_l(pz)]:';?) = 2, voir toujours la formule (2)) les

singularités de £® sur #®-1(p{?). Si F®) ne possede sur #31(p{?)
aucune singularité d’ordre 2, alors ’affirmation découle du lemme 3.10.

D’autre part, si F®3) posséde en p§3) une singularité d’ordre 2, alors
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les raisonnements analogues & ceux ci-dessus réduisent D’affirmation &

démontrer que FO posséde une séparatrice en p§3) qui n’est pas contenue

dans #(3)-1 (pg2)). Dans ce cas nous pouvons éclater F®) en pf) et continuer
le procédé de récurrence. Le théoréme de Seidenberg (cf. [Sei]) nous assure
qu’aprés un nombre fini d’applications de ce procédé, on obtiendra un
feuilletage qui ne posséde aucune singularité d’ordre 2. La démonstration

de l'affirmation dans le cas 2 découlera alors du lemme 3.10.

Cas 3 : Ce cas découle immédiatement du lemme 3.9.
Cela termine la démonstration de ’affirmation. O
La démonstration de la proposition 3.6 est achevée. m)

Nous donnons maintenant les démonstrations des lemmes qui ont été
utilisés.

Soit F un feuilletage holomorphe défini au voisinage de ’origine de
C? et soit w une 1-forme différentielle (& singularité isolée) qui définit F.
Supposons que F définit un germe de col-nceud, et supposons w sous la
forme normale de Dulac. Alors le germe de forme w admet encore une
forme normale formelle donnée par

wpr = folo(1+ MyP) dy — Pt da].

Cela veut dire qu'’il existe un difféomorphisme formel ¢ (i.e. ¢ est donné par
une série formelle centrée en l'origine dont la partie linéaire est inversible)
qui satisfait (formellement) ¢*w = wp, . De plus le difféomorphisme formel
¢ s'écrit ¢(z,y) = (¢(,y),y)-

La série formelle qui définit le difféomorphisme ¢ n’est pas conver-
gente en général. Cependant elle est sommable dans des secteurs d’angle
plus petit que 27 /p et de rayon suffisamment petit. Nous considérons un
secteur angulaire ouvert V' C C de sommet en 0 € C et d’angle §. Nous
appelons 'intersection de ce secteur avec la boule de centre en 0 € C et
de rayon r un secteur angulaire d’angle 6 et de rayon r. Nous rappelons le
théoréme suivant (cf. [HKM]) :

THEOREME 3.1 (Hukuara, Kimura, Matuda). — Soit B, la boule de
centre en 0 € C et de rayon r et soit V un secteur angulaire d’angle
strictement inférieur & 27/p et de rayon r. Si r est choisi assez petit
(Pangle de V étant fixé), il existe une application holomorphe (bornée)
v : Ux(V\{0}) = Cx (V\{0}), (ou U est un voisinage de 0 € C) telle
que :
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(i) (,bv(il',y) = (<pv(x,y),y),
(il) ppw Awpr =0,

(ili) oy est asymptote & ¢ en (0,0) € C2. C’est-a-dire que, étant
donné un secteur (de rayon plus petit que r) fermé W C V et une boule

B C By, pour chaque i € N il existe une constante Csty; 5, > 0 telle que

| (pV(xay) - QD'L((L',y) Ig CStW’B,i | (xay) |1:+1)

ot p; est le i—jet de ¢ en (0,0) € C2.

Démonstration du lemme 3.7. — D’apres le théoréme de la forme nor-
male de Dulac et ’hypotheése sur le lieu singulier de X, quitte a faire un
changement de coordonnées, nous pouvons écrire le champ X sous la forme

X = fy™ |z(1 + MP) + yR(z,v)) 5 +yPH! 2] avecm > 1

or oy
et £(0,0) # 0.

Soit w = (z(1+ A\yP) + yR(z,y)) dy — yP+! dz, la 1-forme différentielle
qui définit le germe de feuilletage F. Nous savons qu’il existe un difféomor-
phisme formel ¢(z,y) = (p(z,y),y) tel que wp s A ¢*w = 0. Nous fixons
un £ > 0 trés petit (en particulier tel que ¢ < 2r/(p + 1)2) et appelons
Ve le secteur angulaire de sommet en 0 € C, d’angle (2 — ¢)/p et de
rayon r assez petit. Choisissons aussi W C V. un secteur fermé de rayon
plus petit que r (et d’angle légérement plus petit que (2m — €)/p). Soit
de : U x (V:\{0}) = Cx (V. \{0}) (o U est un voisinage de 0 € C)
I’application donnée par le théoréme 3.11. L’ensemble {(0,y);y € V.} est
contenu dans une feuille de ¢}F.

AFFIRMATION. — Le champ ¢%X(0,y) satisfait
| 92X (0,y) — cst.y™ |< Cst | y o+

pour certaine cst # 0 et jo > p+2 et tout y € W.

Démonstration de Iaffirmation. — Il existe cst; # 0, Cst; tels que
| #(0,y) — cst1y |< Csty | y |2. 1l en découle qu'il existe des constantes
csty et Csty telles que | X(4:(0,y)) — cstay™ P! |< Csty | y [™FPH2,

Par ailleurs d¢€'¢15(0 0= (dée(0,y))~1. On déduit que |dq56_¢15(0 y)CSt3 |
<Cst3 | y |, pour certaines constantes cstz et C'sts. Finalement il résulte
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que
| 62X (y) — esty™ P < Cst | y P42,
pour certaines constantes cst # 0 et Cst.

Comme m est strictement positif, on a que m +p+1 > p + 2. Ceci
démontre 'affirmation. |

La démonstration du lemme 3.7 se termine en utilisant le lemme
suivant, analogue au lemme fondamental utilisé dans [Reb] pour montrer
qu’un champ unidimensionnel d’ordre p+ 2 n’est pas semi-complet dans un
secteur d’ouverture supérieure & 27/(p + 1).

LeMME 3.12. — Soit p un entier et soit V un secteur angulaire ouvert
contenu dans C de sommet en 0 € C et dont angle est supérieur &
2n/(p+1). Supposons que f soit une fonction holomorphe définie sur V et
qu’il existe une constante C'st satisfaisant

| f(@) =2’ |< Ost |2 |+,

avec j = p+ 2 et pour tout x € V de norme assez petite. Alors, pour tout
r > 0, il existe un chemin c plongé dans l'intersection de V avec la boule de
centre en 0 € C et de rayon r, sur lequel 'intégrale de la 1-forme dx/ f(x)
est nulle.

Nous passons & la démonstration du lemme 3.8.

Démonstration du lemme 3.8. — Soit X* le champ homogeéne en-
gendré par la premiére composante homogeéne non nulle du développement
de X en série entiére centré en l'origine. Comme k£ > 2, X k est semi-
complet dans C? (corollaire 2.6) et appartient donc 2 la liste du théoréme C.
On déduit que la partie linéaire de X™°! notée Xliisé’l, s’écrit Xliisl‘fl =
mx8/0z + nyd/dy avec m et n entiers non nuls. Si m/n < 0, alors X=°!
possede deux séparatrices lisses et transverses (ceci est toujours valable

méme sans ’hypothése de semi-complétude).

Dans le cas ou m/n > 0, on déduit du théoréme C que, quitte &
faire un changement de coordonnées, X* = y(nzd/0z + yd/dy), avec
n € N*. En particulier le lieu singulier de f est une courbe lisse et
donc coincide avec une séparatrice lisse de X*°! qui peut étre supposée
l'axe y = 0 (en particulier on peut supposer f(z,y) = yg(z,y) ou
9(0,0) # 0). Nous affirmons que le champ X! est linéarisable (et donc
possede deux séparatrices lisses et transverses). En effet, supposons par
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’absurde que cela est faux. Alors X*°! admet la forme normale de Poincaré-
Dulac X*°! = (nz + y™)8/0z + yd/8y. 1l résulte que le champ X s’écrit
X = yg(z,y).[(nz + y™)0/0x + yd/dy|. Dans le lemme 3.5, nous avons vu
que ce champ X n’est pas semi-complet. Cette contradiction montre que
Xisol et linéarisable.

La démonstration du lemme 3.8 est terminée. D

Avant de commencer la démonstration du lemme 3.9, nous rappelons
une formule trés simple qui nous sera utile. Soit comme toujours F un
feuilletage holomorphe (& singularité isolée) défini au voisinage de l'origine
de C? et soit F D’éclatement de F. Supposons que F possede une séparatrice
lisse C et désignons par C la transformée stricte de C. Il existe donc une
singularité p de Fsur 7! (0) pour laquelle C est une séparatrice lisse. Nous
avons alors la formule

(3) multé]:',; = mult¢F — ord( g,y F + 1,

ol ordg,gyF désigne l'ordre de F en l'origine.

Démonstration du lemme 3.9. — Nous considérons 1’éclatement F de
F. Parce que l'origine est une singularité nilpotente non triviale de F, il
résulte que F posséde une unique singularité, notée p, sur #~1(0). De plus,
puisque F posséde une séparatrice lisse C, l’ordre de F en § est précisément
2. Dans la suite de la démonstration nous ne ferons pas de distinction entre
une courbe et sa transformée stricte.

Nous considérons le feuilletage F au voisinage de p. Ce feuilletage
possede deux séparatrices distinctes en p, données par 7~1(0) et par C (i.e.
par la transformée stricte de C), il nous suffit donc de montrer I’existence
d’une troisiéme séparatrice.

Nous savons que mult,—,-l(o)f'ﬁ = 2 (cf. formule (2)) et que multeF; =
multeF = 2 (cf. formule (3)). Finalement nous observons que le champ X
(I'éclatement de X) est identiquement nul sur C U #~1(0).

Nous effectuons un éclatement en $. Soient F? le feuilletage obtenu
et #(2~1(p) le diviseur ajouté (nous ne faisons toujours pas de distinction
entre une courbe et sa transformée stricte). Le feuilletage F@ posséde des
singularités pi2 € #@-1(5) N 7#1(0) et p{? € *@~1(5) N C. Llexistence
de la troisitme séparatrice de F en p est donc réduite 3 Paffirmation ci-
dessous :
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AFFIRMATION. — Le feuilletage F(2) posséde encore une troisiéme sin-
gularité, pi¥ € #®~1(p) qui admet une séparatrice transverse a #~1(p).

Démonstration de affirmation. — Il suffit de montrer que
rnult;,(z)-l(ﬁ)j'(?z)) = mult;r(2)—1(5).7~:((22)) =1.
pl p2

En effet, nous observons que, grace a la formule (2), on en déduit I’existence

d’une troisiéme singularité p§2) e #@-1(5) de F@. En plus, on a que

mult,-r(z)_l(ﬁ).’f ((22)) =1 et ceci entraine P’existence d’une séparatrice de F
P3

en pg ) non contenue dans #2=1(p).

Considérons donc des coordonnées locales (z,t) autour de p( ) telles
que {z = 0} est contenu dans 7r(2) 1(;o) et {t = 0} est contenu dans 7~1(0).
Nous observons que mult; _1(p).7-' @ = = 1 (cf. formule (3)). Supposons par

I'absurde que mult,—,(z)_l(ﬁ)]—' (2) > 2. Alors si X@ est le champ de vecteurs

correspondant, X® s'écrit au voisinage de p{® sous la forme F(z, t) X%=!
ott X! egt un champ & singularité isolée dont la partie linaire est
(x + cst.t)@/0z (& une constante multiplicative preés). Le premier jet non
nul de X en p§2) s'écrit (z + cst.t)f(z,t)0/0x ou f est un polynome
homogene. Cependant, puisque X est identiquement nul sur 7~ loyuc
(i.e. sur deux courbes lisses transverses), on déduit que F' et donc f est
divisible par 2. Il résulte alors du théoréme C que le premier jet non nul
de X® en p§2) n’est pas semi-complet. Cette contradiction montre que
mult,;u)_l(z;)]:';?) =1.

D’autre part, multcf-';?z)) =1 (cf. formule (3)), donc un raisonnement
analogue s’applique et on dz,duit que mult,-,m_l(z;)f':)zz)) = 1. L’affirmation
est démontrée. o

La démonstration du lemme 3.9 est terminée. o

Finalement il ne reste qu’a montrer le lemme 3.10.

Démonstration du lemme 3.10. — Supposons par 1’absurde que F ne
posséde qu’une séparatrice sur laquelle X est identiquement nul. Soient
X Déclatement de X et py,..., p; (7 = 2,3 puisque multcF = 2) les
singularités de F sur #~1(0). Au voisinage de p; (i € {1,...,5}) le lieu
singulier de X est contenu dans les séparatrices de F en §;. Grace aux
lemmes 3.8 et 3.7, on déduit que si au moins 'une des valeurs propres de
F en p; est non nulle, alors F admet en P; une séparatrice transverse a
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#71(0). Comm j = 2 ou 3, s'il n’y a pas des singularités de F dont la
partie linéaire est nilpotente (non nulle), cela entraine le lemme.

Supposons donc qu’il existe une singularité, disons p;, dont la partie
lindaire est nilpotente. Alors, puisque mulE,-,_l(o)f-",;l > 2, on déduit que
J = 2 (cf. formule (2)) et que multz-1()F5, = 1 (ol p2 désigne 'autre
singularité de F sur 7#71(0)). Il résulte des lemmes 3.8 et 3.9 que f,
admet une séparatrice transverse a 7#~!(0). Par ailleurs, on sait d’aprés
le lemme 3.9 que p; admet elle-aussi une séparatrice non contenue dans

7#71(0). Cela achéve la démonstration du lemme 3.10. i

Le cas b se divise naturellement en deux sous-cas & savoir celui ou
n =1 et celui ol n # 1. Si n = 1 alors nous sommes dans le cas dicritique
qui nous oblige & utiliser une technique adéquate.

Le cas b dicritique i.e. X? = z(z8/8z + y8/0dy).

Notre but est de démontrer la :

ProposiTioN 3.13. — Soit X un germe de champ de vecteurs holomor-
phe bi-dimensionnel pour lequel Porigine est une singularité isolée d’ordre
2. Supposons de plus que X est dicritique. Alors X n’est pas semi-complet.

Démonstration. — Supposons par ’absurde que X est semi-complet
au voisinage de Porigine. Soit F le feuilletage défini par les orbites locales
de X et soit F léclatement de F. Comme la partie quadratique de X
est y(xd/0z + yd/dy), il résulte que F possede au plus une singularité,
notée p, sur le diviseur exceptionnel, donnée dans les coordonnées locales
par z = t = 0. Nous pouvons donc considérer une séparatrice C de cette
singularité (si jamais il ne s’agit pas de point singulier, nous considérons
simplement la feuille reguliére qui contient ce point). Alors 7(C) est une
séparatrice de F qui est tangente & Paxe {y = 0}. Parce que la partie
quadratique de X, y(zd/0zx + yd/8y), s’annule sur l'axe {y = 0}, le
champ unidimensionnel induit par X sur ﬁ(é) posséde une singularité
isolée d’ordre au moins 3. Ce champ n’est donc pas semi-complet. Cette
contradiction prouve la proposition. m)

Le cas b générique i.e. X? = z(x0/0z + nyd/dy) avec n # 1.

Nous finissons cette section en démontrant la :

ProposiTION 3.15. — Supposons que X est un germe bi-dimensionnel
de champ de vecteurs holomorphe, pour lequel origine est une singularité
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isolée d’ordre 2. Soit X? le champ homogéne engendré par la composante
quadratique du développement de X en série entiére. Supposons que
X? = z(x8/8x + nyd/dy) avec n # 1, alors X n’est pas semi-complet.

Démonstration. — Supposons par ’absurde que X est semi-complet.
Gréce & [Reb], nous savons que toutes les séparatrices de X sont lisses.
Alors, a chaque séparatrice C de X correspond un vecteur tangent non nul
en lorigine qui est invariant par X2 = z(28/0z + nyd/dy), c’est-a-dire
que ce vecteur est tangent ou bien & {y = 0} ou bien & {z = 0}. Or, si X
possede une séparatrice C dont le vecteur tangent en l’origine est parallele
a {z = 0}, alors X induit sur cette séparatrice un champ unidimensionnel
d’ordre au moins 3 de sorte que X n’est pas semi-complet.

Pour démontrer la proposition il suffit alors de démontrer que X
admet une séparatrice tangente & {x = 0}. D’apres la discussion ci-dessus,
cela revient & montrer que X admet deux séparatrices transverses (puisque
cela oblige I'une d’entre elles & étre tangente & {z = 0}).

Soit alors F le germe de feuilletage associé & X et F son éclatement.
1l est clair que F posséde exactement deux singularités le long de 771(0).
L’une d’entre elles est linéaire au sens que sa partie linéaire possede deux
valeurs propres non nulles (et de rapport positif). En particulier cette
singularité posséde une séparatrice transverse au diviseur exceptionnel qui
se projette par 7 sur une séparatrice de X tangente & {y = 0}.

Il suffit alors de montrer que I’autre singularité de F, notée P2, possede
une séparatrice C' non contenue dans le diviseur exceptionnel. En effet,
la projection de C’' par 7 est une séparatrice lisse de X tangente & I’axe
{z =0}.

Nous considérons la nature de la singularité ps. Il n’y a que trois
possibilités : ou bien c’est un col-nceud avec la variété faible contenue dans
le diviseur exceptionnel ou bien c’est une singularité d’ordre 2 ou bien
une singularité dont la partie linéaire est nilpotente non triviale. Dans le
premier cas la projection par 7 de la variété forte du col-nceud nous donne
la séparatrice tangente & 'axe {x = 0} et achéve la démonstration de la
proposition.

Sous ’hypothése que p2 est une singularité d’ordre 2 ou nilpotente
non triviale, il ne reste qu’a montrer qu’elle admet une séparatrice non
contenue dans 7#~!(0). Nous remarquons que mult;r—l(o)f',,2 = 2, on est
donc dans la méme situation de I’affirmation contenue dans la preuve de la
proposition 3.6. On déduit que le procédé de «suite d’éclatements» utilisé
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dans la démonstration de cette affirmation s’applique et assure I’existence
de la séparatrice cherchée.

La proposition est démontrée. O

Démonstration du théoréme A. — Soit X un germe de champ
de vecteurs comme dans 1’énoncé de notre théoréme. Soit X? sa partie
quadratique. D’apreés le théoreme C X? admet I'une des formes normales
a, b, c, d, e, f de notre liste. Si X? est de la forme a ou b, la combinaisons
des propositions 3.6, 3.13 et 3.14 montre que le champ X n’est pas semi-
complet. Il résulte que X? admet 'une des formes c, d, e, f et dans ce
cas la combinaison du théoréme 3.3 avec la proposition 3.4 entraine notre
théoreme. w

3.4. Application aux surfaces compactes.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme B de
I’introduction. Nous rappelons au lecteur que tout champ de vecteurs holo-
morphe globalement défini sur une surface complexe compacte est com-
plet. On peut penser que la classification de ces champs est un probléme
«raisonnable» et beaucoup de résultats partiels sont déja connus. Notre
théoréme B apparait donc comme une contribution qui sera peut étre utile
pour la solution de ce probleme.

Nous commengons par quelques préliminaires sur les surfaces de
Hirzebruch.

Soit n un entier positif ou nul. Rappelons que la surface de Hirzebruch
F,, peut étre obtenue en considérant deux copies de C x (C U {o0}) et en
identifiant (pour z # 0) le point (z,y) de la premiére copie avec le point
(1/z,xz~™y) de la seconde copie (en particulier F; = CP(1) x CP(1)).
On note U; et U, les ouverts de F,, correspondant & ces deux copies de
C x (CU{oc}). On remarque que la projection sur la premiére coordonnée
réalise F,, comme un fibré holomorphe en droites au-dessus de CP(1). Le
groupe d’automorphismes de F;, est décrit en particulier dans [Akh]; il est
de dimension n + 5 (dés que n > 1). Notre but immédiat est de décrire
explicitement un flot holomorphe ®7 sur F, qui posséde un unique point
fixe et dont le premier jet en ce point est trivial.

Remarquons d’abord que si 4 est un polynéme en une variable de
degré d < n, la bijection

(z,y) €U1 — (z,y+u(z)) € U
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se prolonge holomorphiquement en un bi-holomorphisme A, de F,,. Sur Us
la transformation A, s’écrit

(Z,7) € Ug — (Z,7 + T"u(1/T)) € Us.

Considérons maintenant un polynéme v de degré inférieur ou égal
a n + 1. On vérifie facilement que la formule ci-dessous définit un flot
holomorphe sur U; qui se prolonge en un flot holomorphe sur F,, :

o7 (z,y) = (¢ + T,y +v(z + T) — v(2)).

On remarque que, pour T fixé, v(z + T) — v(z) est un polyndme de
degré au plus n. La fonction y — v(z) est constante sur les orbites du flot.

Avant de décrire ce flot plus précisément, nous remarquons que si
on conjugue ®I par A,, on trouve le flot 7, correspondant au polynéme
v'(z) = v(z) + u(z). Ainsi, & automorphisme (holomorphe) de F;, prés, on
peut toujours supposer que v(z) = kz™*! pour une certaine constante k.

Dans U, le flot ®I n’a pas de points fixes. Cependant, le flot &7,
dans les coordonnées (Z,7y) de U, s’écrit :

(@) = |1 @+ 19 (74 E@ T2y 1))

z

1+Tz
On voit donc que pour k # 0, le seul point fixe de ®I est le point de

U, de coordonnées (0, 00). Nous pouvons supposer k = 1. En introduisant

les coordonnées (x = T et y = 1/7), de sorte que le point fixe ait les
coordonnées (0, 0), on trouve ’expression du flot :

ol (x,y) = ,(1+ Tx)"xy(x +y[(1+ Tx)"tt - 1]))7'|.

b'e
1+Tx
Le champ de vecteurs correspondant est (au signe pres) :

x?9/0x — y(nx — (n +1)y)d/dy.

On reconnait alors le champ que nous avons noté X, 11,—1-

ProposiTioN 3.15. — Soit F,, la n—iéme surface de Hirzebruch.
A automorphisme (holomorphe) de F, prés, il existe un seul champ de
vecteurs (holomorphe) sur F,, ayant une singularité isolée d’ordre 2.
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Démonstration. — Soit X un champ de vecteurs sur F,, ayant une sin-
gularité isolée d’ordre 2. Nous considérons la projection m; : F,, — CP(1)
qui réalise F,, comme un fibré au-dessus de CP(1). D’aprés un lemme de
Blanchard (voir par exemple [Akh, page. 44]), tout flot holomorphe préserve
la fibration de sorte que X induit un champ X¢cp(1) sur la base CP(1).
Comme X possede une singularité isolée, le champ Xcp(1) n’est pas iden-
tiquement nul. De plus comme X posséde une singularité d’ordre 2, le
champ Xcp(1) posséde lui aussi une singularité d’ordre 2. Il résulte que
Xcp(1) est conjugué au champ «parabolique» 8/0z sur CP(1).

Soit @ le flot engendré par X. D’aprés ce que nous venons de voir,
o7 g'écrit :

&7 (z,y) = (z + T,ar(z)y + br(z)).

La condition que ®7 se prolonge holomorphiquement en un flot sur
U, (i.e. dans les coordonnées (Z,7)) entraine a = C'st. De plus, si a # 1,
le point fixe de ®7 serait hyperbolique. On déduit que a = 1. Pour chaque
T fixé, br(z) est un polyndome en z de degré au plus n. Par ailleurs, la
condition que ®7 est un flot impose que bz, 11, (z) = br, (z) + br, (z + T1),
donc br(z) = u(z+T) — u(z) ou u est un polynéme de degré au plus n+ 1.
11 s’agit donc (& automorphisme de F,, prés) du flot décrit ci-dessus. La
proposition est démontrée. m]

Nous passons a la démonstration du théoreme B.

Démonstration. — Soit M une surface complexe compacte munie d’un
champ de vecteurs holomorphe X ayant une singularité isolée d’ordre 2. Le
résultat principal de [CHK] nous assure que nous avons l'alternative :

1. est une surface rationnelle.
2. est une surface de type VII.

Nous divisons notre argument en deux cas :

Cas 1 : M est une surface rationnelle.

Supposons d’abord que M est minimale (i.e. sans courbes d’auto-
intersection —1). La surface M est donc soit CP(2), soit CP(1)x CP(1) soit
F, (n > 2). Sur CP(2) tous les champs de vecteurs sont projectifs et il n’y
a donc pas de champs & singularités isolées d’ordre 2. Sur CP(1) x CP(1)
(= Fo) et F, (n > 2), nous avons déja décrit explicitement tous ces champs,
qui correspondent & ceux de ’énoncé du théoréme.
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Supposons maintenant que M nest pas minimale (i.e. M admet des
courbes d’auto-intersection —1). Soit X un champ de vecteurs sur M ayant
une singularité, notée p, isolée et d’ordre 2. Soit M le modele minimal de M
(i.e. la surface obtenue en implosant toutes les courbes d’auto-intersection
—1 de M). La surface M est donc soit CP(2), soit CP(1) x CP(1) soit F,
(n > 2). De plus M est munie d’un champ de vecteurs X induit par X.
La singularité p de X induit une singularité ¢ de X dont la partie linéaire
est non nulle (puisque p est une singularité isolée). Par ailleurs, comme p
est une singularité d’ordre 2, les deux valeurs propres de X en g doivent
étre nulles (en particulier p est obtenue & partir de ¢ par exactement un
éclatement).

Il ne reste qu’a chercher les champs de vecteurs sur les modeéles
minimaux qui possedent une singularité isolée dont la partie linéaire est
(non triviale et) nilpotente (i.e. les valeurs propres sont nulles). Il existe un
tel champ dans CP(2). L’éclatement de ce champ nous donne alors le flot
a singularité isolée quadratique de Fj (que nous avons déja décrit).

Finalement nous allons voir qu’il n’existe pas de champs de vecteurs a
singularités isolées ou la partie linéaire est (non nulle et) nilpotente sur F,
(n # 1 et Fy = CP(1) x CP(1)). Pour vérifier cela nous allons décrire (&
automorphismes prés) tous les champs de vecteurs & singularités isolées sur
F,, (y compris n = 1 méme si cela n’est pas nécessaire). Nous remarquons
qu'un tel champ induit un champ non identiquement nul sur CP(1). Or,
nous n’avons que deux champs sur CP(1) : le champ «hyperbolique» et le
champ «parabolique». On déduit que tous les flots sur F;, sont de 'une des
deux formes :

(i) @?(:1:, y) = (.’E +T,ay + (.’E + T)n+1 - $n+1)'
(i) ®I(z,y) = (eTx,ay + u(eTx) — u(x)).

De plus dans le cas (ii), le polynoéme u est de degré au plus n, donc,
a automorphismes pres, nous pouvons le considérer identiquement nul.
Maintenant il est facile de voir que les éclatements (en leurs points fixes)
des flots ® et ®I ne donnent pas de flots associés & des champs avec
singularités isolées d’ordre 2.

Cela acheve la discussion du cas 1.

Cas 2 : M est une surface du type VII.

Supposons donc que M est du type VII et soit X un champ de
vecteurs holomorphe sur M ayant une singularité isolée p d’ordre 2.
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Supposons d’abord que la dimension algébrique de M soit non nulle.
Alors M est une surface de Hopf (voir par exemple [BPV]) c’est-a~dire que
son revétement universel est C2—{(0,0)}. Le champ X relevé au revétement
universel est un champ complet qui posséde une singularité isolée d’ordre 2.
Il résulte du théoreme A que ce champ induit sur sa séparatrice un champ
(unidimensionnel) dont le germe en l'origine est £28/0z. Parce que la seule
surface de Riemann sur laquelle ce germe se globalise en un champ complet
est la sphére de Riemann, on déduit que le champ posséde des séparatrices
qui sont des courbes compactes. Ceci est bien siir impossible dans C?2.

La dimension algébrique de M est donc nulle. D’aprés le théoreme A,
nous savons que X admet, au voisinage de p, I’'une des 4 formes normales
décrites dans ce théoreme. Nous avons déja vu que les séparatrices donnent
lieu & des sphéres de Riemann plongées dans M. Les orbites des points
proches du point singulier sont telles que la forme temps a deux périodes
linéairement indépendantes; ce sont donc nécessairement des tores. Ainsi,
M posséde une infinité de courbes compactes (des courbes elliptiques ou des
CP(1)). Cependant, puisque la dimension algébrique de M est zéro, M ne
posséde qu’'un nombre fini de courbes [BPV]. Cela donne une contradiction
qui démontre le théoréme. m]

Nous terminons ce paragraphe par une proposition qui décrit les
singularités isolées dont le premier jet est nilpotent, complétant ainsi le
théoréme A.

Rappelons que nous avons introduit trois champs complets Y7 ; 2,
Y1,2,3 et Z1,2,3 en (2.4) dont les parties linéaires sont nilpotentes. Nous
venons de constater qu’il en existe un quatriéme exemple & singularité
isolée : un flot holomorphe sur CP(2) engendré par un groupe & un
paramétre unipotent de transformations projectives (4 automorphisme
prés, il n’existe qu'un seul de ces groupes unipotents dont les points fixes
sont isolés). Lorsqu’on éclate ce champ, on retrouve le champ X5 ; _; sur
la surface de Hirzebruch F;. Notons P ce champ. Dans un systéme de
coordonnées convenables, ce champ s’écrit :

P = (y — 22%)8/0z — 2z2y0/dy.

ProrosiTioN 3.16. — Soit Y un germe semi-complet de champ de
vecteurs défini au voisinage de 'origine de C? et possédant une singularité
isolée a Porigine. On suppose que le premier jet de X est nilpotent non
trivial. Alors, X est conjugué & f.Y; 12 ou f.Y123 ou f.Z1 23 ou f.P ou f
ne s’annule pas a l'origine.
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Démonstration. — Eclatons Y. On obtient un champ X défini au
voisinage du diviseur exceptionnel, semi-complet dans ce voisinage et
présentant une unique singularité. Cette singularité est ou bien de partie
linéaire nilpotente non triviale ou bien une singularité d’ordre 2 (en
particulier on vérifie facilement que si la singularité nilpotente originale
admet une séparatrice lisse, alors elle donne lieu par éclatement & une
singularité d’ordre 2). Supposons d’abord que la singularité obtenue par
éclatement soit d’ordre 2. Alors il résulte du théoréeme A que X est
conjugué, au voisinage de cette singularité, & 'un de nos modeles. Il s’agit
maintenant de montrer que seuls les cas X 1,2 ou X; 2.3 ou X, ; 1 peuvent
se présenter. Pour cela, on constate que I'indice de X sur la séparatrice
constituée par le diviseur exceptionnel est égal & —1 (voir [CaSa]). Les
indices des modeles sur leurs séparatrices sont :

e —2,—-2,—-2 pour X1,
e —3,-3,—1 pour X;1,2,
e —5,—2,—1 pour X, 23,
e 0,—n pour Xpi1,1,—1.

Ceci montre que X au voisinage de son point singulier, est conjugué
& f.X112 ou f.X123 ou f.X91,_1. Cette conjugaison s’étend & tout un
voisinage du diviseur exceptionnel. Par implosion, on obtient la proposition
dans ce premier cas.

Considérons maintenant le cas ou cette singularité est encore & partie
linéaire nilpotente non triviale. Nous éclatons une fois en plus le champ
dans cette singularité. On obtient finalement un champ avec une singularité,
disons p, isolée d’ordre 2. Au voisinage de p le champ est donc conjugué a
I'un de nos modeles. On constate cependant que ce champ posséde un
diviseur d’auto-intersection —2 et un autre d’auto-intersection —1. On
déduit que le modele en question ne peut étre que X;93. Par double
implosion on obtient la proposition. O

Nous obtenons aussi le théoréeme suivant :

TuEoREME 3.17. — Soit X un champ de vecteurs holomorphe défini et
semi-complet au voisinage de I'origine de C2. Supposons que 'origine soit
une singularité isolée de X et que X admette une séparatrice singuliére.
Supposons de plus que X n’admette qu’un nombre fini de séparatrices.
Alors X est conjugué au champ f.(2y0/0z — 3z%0/0y).
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Démonstration. — La combinaison du théoréme principal de [Reb] et
du théoreme A nous assure que la partie linéaire de X & ’origine est non
nulle. Cependant un champ dont la partie linéaire est non nulle et ayant
un nombre fini de séparatrices ne peut admettre une séparatrice singuliére
que si ses deux valeurs propres sont nulles. Le théoréme résulte alors de la

proposition 3.16. O
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