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INTRODUCTION 
UNE CLASSE remarquable de feuilletages est celle obtenue a I’aide d’actions localement 
libres de groupes de Lie. Les actions des groupes abeliens et, B un degre moindre, 
celles des groupes nilpotents, sont bien connuks. 11 est done interessant 

. d’etudier les cas du premier exemple de group resoluble non nilpotent, a savoir le 
groupe affine de la droite reelle. Si l’on cherche a construire des examples de telles 
actions, on est amen6 tout naturellement 21 considerer les fib& en tores sur le cercle. 
Un feuilletage defini par une action de groupe ne, contenant pas de cycles Cvanouis- 
sants, nous avons CtC amen& a Ctudier les feuilletages sans composantes de Reeb sur 
ces fibres. 

Les thtoremes de conjugaison entre feuilletages sont habituellement topologiques. 
En utilisant les resultats de Herman sur les diffeomorphismes du cercle, nous avons 
pu mettre en evidence un phenomene plus fort. Sur les fib& dits hyperboliques (cf. 
partie I.A), nous construisons deux feuilletages modtles que l’on pourrait qualifier de 
“lintaires”, et tout feuilletage de classe C” sans feuilles compactes est alors C” 
conjugue a l’un des modeles (cf. partie 1.B). 

Ce resultat peut s’enoncer en termes de stabilitt. La definition habituelle d’un 
feuilletage stable 9 est la suivante: tout feuillegage de classe C” qui est C” proche de 
9 est Co conjugue a 9. Nous avons ici la propritte Cvidemment plus fine: (partie 1.C): 
tout feuilletage de classe C” qui est C’ proche de 9 est C” conjugue a 9. Une telle 
stabilite forte a deja Ctt remarquee par Rosenberg et Langevin pour certaines 
fibrations a fibres compactes. A la difference de ces fibrations, les feuihetages dont il 
s’agit ici sont sans feuilles compactes. 

Apres avoir Ctabli ces resultats dans la premiere partie de ce travail, nous en 
donnons quelques applications dans la seconde. La premiere de ces applications 
(partie 1I.A) est une classification des feuilletages transversalement orientables sans 
composantes de Reeb sur les 3-varietes fermees a groupe fondamental resoluble. La 
seconde (partie 1I.B) repond en partie a notre probleme initial puiqu’elle classifie les 
actions localement libres du groupe afIine sur ces mCmes varietes. Enfin, le para- 
graphe 1I.C donne un certain nombre de propriMs des feuilletages analytiques, 
toujours sur ces memes varietes. Par ailleurs, nous avons donne en appendice 
quelques proprietes techniques des fibrts en tares sur le cercle qui nous sont utiles 
dans les parties precedentes ainsi que le calcul de la croissance du groupe fondamen- 
tal du recollement de deux composantes cylindriques. 

Pendant le temps oh nous redigions une premiere version de ce travail, Plante a 
present6 une classification topologique des feuilletages sans composantes de Reeb sur 
les 3-varietts fermees a groupe fondamental resoluble. Dans cette direction son etude 
va plus loin que la nbtre et en particulier, elle ne contient pas d’hypothbses d’orien- 
tabilitt et parfois les hypotheses de difftrentiabilite sont plus faibles. Nous avons cru 
bon de donner ici nos demonstrations car elles nous etaient souvent necessaires pour 
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la suite de nos applications. En outre, elles illustrent nos mkthodes, comme c’est le 
cas de la Proposition II.A.2. demontrke indkpendamment mais toutefois apres Plante. 

D. Sullivan nous a indiquk que le thkortme de stabilitk 1.C est une consiquence du 
thkortme de conjugaison I.B. Nous I’en remercions, ainsi que H. Rosenberg et L. Conlon 
pour les remarques qu’ils ont bien voulu nous faire. 

Ce travail s’est fait g&e 9 l’ambiance stimulante de I’&quipe de feuilletages de 
Lille. Nous remercions tout particuli&ement G. Hector pour la faGon dont il nous a 
guides et pour ses nombreaux conseils et encouragements qui nous ont permis de mener 

$ bien ce travail. 

QLF'EUILLETAGES SANS FEUILLES COMPACTES SUR LES FIBRES HYPERBOLIQUEs 

Pour tout A E GL#), on dksigne par TA3 le fibrC en tores sur le cercle obtenu en 
quotientant TZ x R par la relation d’i3quivalence identifiant (m, t) B (Am, t + 1). On 
peut encore dire que TA3 est obtenu en identifiant TZ x (0) et T2 x (1) dans T2 x [0, I] ?I 
I’aide de A. Un tel fibrk est dit hyperbolique si A est hyperbolique, c’est-&dire si 
ItrA(>2. Nous noterons PA la fibration de T A3 sur le cercle induite par l’application 
(m,t) E T’xR+t E R. 

(A) Etude des modkies 
L’automorphisme A &ant hyperboiique, il a deux directions propres rkelles 

distinctes, de pentes irrationnelles. Le feuilletage du plan par droites paralkles g I’une 
des directions propres passe au quotient sur le tore en un feuilletage lintaire par 
droites. Le feuilletage produit sur T2 x R est Cvidemment invariant par l’application 
(m, t)+(Am, t + 1) et dCfinit done un feuilletage du fib& TA3. Sur chaque fib& 
hyperbolique, nous obtenons ainsi deux feuilletages (un pour chaque direction pro- 
pre). Nous dirons que ces feuilletages sont ‘Yes feuilletages modbles sur TA3” (ou plus 
brikvement “les modkles”). 

Les feuilles des modtles sont des cylindres et des plans si la valeur propre 
correspondante est positive; des cylindres, des plans et des bandes de MGbius si cette 
valeur propre est nCgative. Ces feuilles sont bien stir toutes denses. Nous nous 
limiterons aux variCtCs orientables et aux feuilletages transversalement orientables, 
c’est-k-dire que nous imposerons les conditions: det A_= 1 et trA > 2. Les feuilletages 
par plans ainsi que ceux par cylindres sont entbrement classifiks (cf. [l, 91). Les 
feuilletages modtles donnent une premibre famille de feuilletages par cylindres et 
plans (melange effectif); il est done intkressant de les etudier de plus p&s. 

PROPOSITION 1. Les feuilletages modLIes posskdent une it&it& dknombrable de 

cyfindres. 

Dhonstration. Introduisons tout d’abord la notion d’ordre d’un cyiindre. Soit n 
un entier naturel; on dira qu’un cylindre est d’ordre n si sa trace sur une fibre de PA 
est constituCe de n droites. Rkiproquement, soit A une droite de la trace d’un modkle 
sur une fibre TZ de pA. 

La feuille du modlle contenant A est un cyfindre d’ordre n si et seulement si n est le 
plus petit entier tel que A” preserve A. D’autre part, on voit facilement que si A” 
preserve A, alors A” posskde un unique point fixe sur A. On en dCduit qu’il existe sur 
une fibre T2 exactement n points pkriodiques d’ordre n de A par cylindre d’ordre n. 
Or, I’ensemble des points pkriodiques d’un difftomorphisme IinCaire hyperbolique du 
tore est exactement I’ensemble des points ti coordonnkes rationnelles (cf. [ 11). 11 exiSte 
done bien une infinite dknombrable de cylindres. n 



STABlLlTEETCONJUGAISONDlFFERENTlABLEPOURCERTAlNSFEUlLLETAGES 181 

Remarquons, d’autre part, que l’on peut demontrer (par des calculs assez rebar- 
batifs) que, pour tout n, il existe au moins un cylindre d’ordre n. 

PROPOSITION 2. Tous les cylindres des modeles ont de l’holonomie et toutes les 

feuilles sont a croissance exponentielle. 

Demonstration. Si un des cylindres Ctait sans holonomie, on pourrait utiliser les 
mtmes arguments que dans la classification des feuilletages par cylindres (cf. lemme 
fondamental de [9]), ce qui montrerait que toutes les feuilles seraient des cylindres 
sans holonomie. Or, on sait que les modtles contiennent des plans; ce qui montre que 
tous les cylindres ont de l’holonomie. La conclusion relative a la croissance des 
feuilles est alors une consequence immediate du corollaire 6.4 de [17]. n 

Remarquons que cette demonstration est valable pour tout feuilletage par cylin- 
dres et plans et c’est pourquoi nous l’avons preferee a un argument direct. 

Dans l’etude des feuilletages par plans ou de ceux par cylindres, la clef de la 
demonstration reside dans le fait qu’ils sont sans holonomie. Pour les feuilletages 
modbles, le point fondamental est qu’ils sont transversalement afines. Rappelons 
qu’un feuilletage est dit transversalement affine si l’on peut choisir un atlas de cartes 
distinguees tel que les changements de cartes soient affines dans la direction transverse. 
Ces feuilletages peuvent etre definis de man&e Cquivalente par un couple de formes 
(w, w,) verifiant: 

(1) dw = w A wI. 
(2) dw, = 0. 
(3) Le feuilletage a pour equation 0 = 0 (cf. [2]). 

PROPOSITION 3. Tout feuilletage modele (M, 9) est transversalement afine. 

Demonstration. Soit A la valeur propre correspondant a 9 et y la seconde 
coordonnte propre. La forme w = A’ dy sur T2 x Ip passe au quotient sur le fibrt Ta3 et 
definit le feuilletage modele. D’autre part, la forme o1 = -log A dt passe aussi au 
quotient sur T,’ et on a do = w A wl et dwl = 0. Ce qui montre que les modeles sont 
transversalement affines. w 

On sait deja que l’holonomie de tout cylindre est non triviale. En fait, grace a la 
structure transversalement affine, on a ici un resultat plus p&is (voir aussi[2]). 

I PROPOSITION 4. Soit C un cylindre et o Ic la restriction de w1 a C. Le groupe 
d’holonomie de C est un groupe d’homotheties, chacune d’entre elles ayant pour pente 
l’exponentielle d’une periode de olc. 

Demonstration. Soit m un point periodique d’ordre k de A. L’image dans TA3 du 
chemin m x [O, k] de T’ x R est un generateur y du groupe fondamental d’un cylindre 
d’ordre k et tout cylindre possede un generateur de ce type. Pour calculer l’holonomie 
de ce cylindre, utilisons y comme generateur du.groupe fondamental du cylindre et, 
comme sous-variete transverse, prenons une sous-variete se relevant dans T2 x R dans 
la seconde direction propre de A. L’holonomie ainsi obtenue est le germe de 
I’application x -(llh)kx. (Remarquons que l/A est la seconde valeur propre.) Cette 
holonomie est done bien lineaire, le logarithme de sa pente est: -k log A = J’? ol. Ce . 

qui demontre la proposition et montre que tous les cylindres ont de l’holonomie. n 
Pour la suite, il nous sera utile de considerer le nombre de rotation d’un feuilletage 

de T2 comme un element de la droite projective des directions de H,(T’; R). Soit alors 
9 un feuilletage de T2 = R2/Z2 et .$ son releve dans R2 et soit (x,) une suite de points 
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de R* dans une mCme feuille de 4 tendant vers I’infini. La droite passant par I’origine 
et par x. tend vers une certaine droite independante du choix de la suite x,. Cette 
droite limite definit un Clement de la droite projective rtelle P,(R) que now represen- 
terons par un couple ((Y, p) defini a une constante multiplicative pres. Si a est non nul 

nous l’identifierons au reel /3/a qui n’est rien d’autre que le nombre de rotation 
classique. Nous utiliserons les proprietes suivantes de ce nombre (cf. [24] Chap. 
111-4): 

(1) Le feuilletage 9 n’a pas de feuilles compactes si et seulement si /3/a est 
irrationnel. 

(2) Soit f un homeomorphisme du tore et f* I’automorphisme de H,(T*; R) induit. 
Si le nombre de rotation de 9 est (LY, /3), alors le nombre de rotation de I’image 
cf-r)*(Y) de 9 par f est f*((~, p). On a identifie ici R* a H,(T*; R) en choisissant 
comme base canonique de H,(T*; R) les classes d’homologie des lacets images des 
chemins t *(t, 0) et t + (0, t). 

(3) Si I’on munit I’espace des feuilletages de Ia topologie C’ (c’est-a-dire la 
topologie Co sur I’espace des champs de droites), alors le nombre de rotation depend 
de facon continue du feuilletage. 

(4) Si 9 est un feuilletage de T2 x R transverse aux fibres T* x {t}, le nombre de 
rotation de la trace de 9 sur T* x {t} est independant de t. Ce nombre sera appelle 
nombre de rotation du feuilletage 9. 

PROPOSITION 5. Les deux feuilletages mod2les de TA3 sont topologiquement con- 
jug&s si et seulement si il existe une matrice B E Gfz(Z) telle que ABA = B (c’est-h- 
dire que A et A-’ sont conjugut?es duns G12(Z)). Duns ce cas les deux mod&/es sont 
analytiquement conjuguts. 

LXmonstration. Soit f une conjugaison entre les deux modeles. L’homeomor- 
phisme f se releve dans TZ x R en F (cf. Appendice 1, Prop. 1). Soit 

B = F,: 7r,(T*xR)+~,(T*xR) 

I’homomorphisme induit. D’apres I’Appendice 1 (Prop. 2), deux cas sont possibles a 
priori: 

(1) BA = AB. Dans ce cas, B et A ont mCmes directions propres. Or, f envoyant 
le premier modtle sur le second, B doit envoyer le nombre de rotation du premier sur 
celui du second. Ces nombres etant donnes par les directions propres de A, la matrice I 

B doit permuter les directions propres de A, ce qui est impossible si A et B 
commutent. 

(2) ABA = B, ce qui est precisement la conclusion de la proposition. 
Reciproquement, si ABA = B, on verifie facilement que I’application affine (m, t) + 

(Bm, - t) de T* x R dans T* x R passe au quotient sur le fib& Ta3 et envoie I’un des 
modeles sur I’autre (car B permute les directions propres de A). n 

Remarque. On peut se demander quels sont les fib& TA3 pour lesquels les deux 
modiles sont conjugubs, c’est-a-dire quelles sont les matrices A E SL2(Z) qui sont 
conjugutes a ieur inverse dans GL2(Z). La reponse est la suivante: ce sont les 

matrices A qui sont conjuguees a une matrice 
( > 8: 

telle que a = d ou b = c ou 

b = - c ou a + b = d ou d + c = a. 11 existe effectivement des fib& pour lesquels les 
deux modtles ne sont pas conjugues. 
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Pour demontrer ces assertions, on Ccrit que A et A-’ sont conjuguees en utilisant 

la structure de produit libre Z/22 *Z/32 de R%(Z). 

Remarquons que la matrice A = souvent utilisee dans la litterature (exemple 

de Smale) verifie deux des conditions don&es plus haut. Dans l’exemple de Smale, les 
deux modeles sont done conjugues. 

(B) Classification des feuilletages sans feuilles compactes 
On se propose de demontrer que tout feuilletage transversalement orientable, de 

classe C’ (r 2 2), sans feuilles compactes, sur un fibre hyperbolique orientable est C’-* 

conjugue a l’un des feuilletages modeles. 
Ceci est notre resultat essentiel. 11 donne un exemple de classification de feuil- 

letages a conjugaison differentiable pres ce qui est bien sQr assez surprenant. Le 
theoreme de stabilite de la partie (C) sera une consequence assez rapide de ce 
thtorbme. 

La methode employee va consister A faire la construction prectdente “5 l’envers”. 
Pour cela, il va falloir couper le fib+ TA3 le long d’un tore T2 transverse au 
feuilletage; modifier par isotopie le feuilletage obtenu sur To* X I de facon a obtenir un 
feuilletage produit; conjuguer le feuilletage induit sur To2 X (0) ii un feuilletage lineaire 
de To2 et enfin modifier par isotopie l’automorphisme de recollement pour que celui-ci 
devienne lineaire tout en preservant le resultat des ttapes anttrieures. 

Dans la suite, on utilisera souvent la notion classique de composante de Reeb et 
son analogue deux dimensionnel, la composante de Reeb plane. Rappelons qu’un 
theoreme fondamental de Novikov affirme l’existe d’une telle composante en 
dimension trois si le groupe fondamental d’une feuille ne s’injecte pas dans le groupe 
fondamental de la variCtC (cf. [15]). 

Etant donne une transversale fermee a un feuilletage, il est toujours possible de 
modifier celui-ci en introduisant une composante de Reeb dont l’ame est la trans- 
versale donnte. C’est le tourbillonnement de Reeb (cf. [8]). Lorsque la transversale 
est sit&e dans le bord d’une variete, on appelle demi-tourbillonnement la modification 
analogue. 

Si l’holonomie du bord d’une composante de Reeb est cyclique et sans points fixes 
on peut effacer la composante par un detourbillonnement (cf. [14]) pour le cas 
analytique oh ceci est toujours possible). 

On dira qu’un feuilletage 4 de T* x I transverse au bord, sans composantes de 
Reeb, contient une demi-composante de Reeb si le feuilletage double 2$ sur T3 = 
2(T* X I) contient une composante de Reeb. Nous utiliserons la theoreme de Moussu 
et Roussarie (cf. Thtoreme III-3 de 1141) suivant lequel un feuilletage de T* x I, de 
classe C’ (r 3 2), sans demi-composantes de Reeb et sans feuilles compactes inter- 
ieures est C’ isotope (modulo T* x (0)) a un feuilletage produit f0 x I oh f0 est le 
feuilletage induit sur T* x (0). 

Soit (i&f9 9) un feuilletage de classe C’ (2 s r < o) transversalement orientable, 
sans feuilles compactes, sur un fibre hyperbolique orientable. L,e theoreme de 
Novikov permet d’affirmer que le groupe fondamental de toute feuille est resoluble; 
en outre, toutes les feuilles sont orientables et non-compactes, ce sont done des 
cylindres ou des plans. 

D’autre part, puisqu’il n’existe pas de feuilles compactes toute fibre de la fibration 
est C’-isotope a un tore To2 transverse au feuilletage 9 (cf. Theo&me I-l de [23]). En 
coupant le long de ce tore on obtient un feuilletage $ de To2 x I, transverse au bord, 
sans feuilles compactes interieures. Inversement, le feuilletage initial 9 s’obtient en 
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recollant les deux bords de To2 x Z a I’aide d’un diffeomorphisme I,$ de classe C’, 
preservant les feuilletages induits. 

LEMME 1. Le feuilletage .@ de T? x Z est isotope modulo T$ x (0) ci un feuilletage 
produit fo X Z, mod@ par un nombre fini de demi-tourbillonnements autour de trans- 
versales fermkes sit&es duns le bord de To* x I. 

Dkmonstrution. Soit C(.@ l’ensemble des feuilles de 5% qui sont homeomorphes a 
S’ x Z et dont les deux composantes du bord sont simultanement dans To2 x (0) ou 
dans To2 x (1). Chaque F de C(9) separe To2 x Z en deux composantes connexes dont 
une seule a un bord connexe. Notons c(F) cette composante. On introduit sur C(g) une 
relation d’ordre par F d F’ is et seulement si c(F) C c(F’). L’ensemble C<2$) devient 
ainsi un ensemble ordonne inductif car la reunion des feuilles fermees de 4 est un fermt 
(cf. [20]). 

Montrons, tout d’abord, que C($> ne possede qu’un nombre fini d’elements 
maximaux. Pour cela, considerons le feuilletage double 29 sur T3 = 2(T0* x I). 
Chaque feuille F de C(.& definit par passage au double une feuille torique 2F telle 
que le groupe fondamental de 2F ne s’injecte pas dans celui de 2c(F). (Le double de 
c(F) est un tore plein.) Le thtoreme de Novikov permet alors d’affirmer que pour 
toute feuille F de C(g), le double de c(F) contient une composante de Reeb. Cette 
composante de Reeb n’est pas contenue dans c(F) car le feuilletage 5% ne contient pas 
de composantes de Reeb, elle coupe done le tore To2x (0) sur une composante de 
Reeb plane. Un feuilletage du tore ne contient qu’un nombre fini de composantes de 
Reeb planes. D’autre part, si F et F’ sont des feuilles de C(&, deux cas sont 
possibles; soit F et F’ sont ordonnees; soit c(F) et c(F’) sont disjoints. 11 est alors 
clair que C(9) ne possbde qu’un nombre fini d’elements maximaux. Notons 

F,,..., F, ces elements. 
Dans le double 2&, les feuilles toriques 2Fi ont une holonomie cyclique car ce sont 

des doubles. De plus, cette holonomie est sans points fixes sur la face exterieure a 
2c(Z3) car les Fi sont maximaux. On peut done effectuer un nombre fini de dbtour- 
billonnements de Reeb sur le feuilletage 2& de facon a supprimer les feuilles 2Z5 et 
done toutes les feuilles 2F oti F est un Clement de C(g). 

La trace de ces detourbillonnements sur To2 x (0) (ou sur To* x {I}) est un “detour- 
billonnement de dimension deux” du feuilletage induit par 4 sur To2 x (0) (ou sur 
To2 x (1)). Remarquons que si un detourbillonnement ‘sur le tore fait apparaitre une 
nouvelle feuille compacte, alors le nouveau feuilletage du tore est une suspension 
c’est-a-dire qu’il ne contient pas de composantes de Reeb plane. 11 s’ensuit qu’apres 
les detourbillonnements sur 2(T0* x I), deux cas sont possibles; soit aucune nouvelle 
feuille compacte n’apparait; soit la trace du nouveau feuilletage sur ToZ x (0) (ou 
To2 x (1)) est sans composantes de Reeb planes. Dans les deux cas, le nouveau 
feuilletage sur 2(T0* x I) est sans composantes de Reeb, et il est le double d’un 
feuilletage de To2 x Z sans demi-composantes de Reeb. D’apres le resultat de Moussu 
et Roussarie deja cite, ce feuilletage de To2 x Z est C’ isotope a un feuilletage produit 

fo x Z. n 

LEMME 2. Le feuilletage $ est en fait C’ isotope (mod ToZ x (0)) ci un feuilletage 
produit f. x Z, oii f. est le feuilletage induit sur T,’ x (0). Le feuilletage fo est un 
feuilletage par droites. 

Dkmonstrution. Choisissons un tore T,* transverse a $ dans le domaine 00 les 
tourbillonnements n’ont pas affecte le produit f. x I. Montrons que si l’on coupe le 
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fibre le long de T,*, le feuilletage J@ obtenu sur T12 x Z ne contient pas de demi- 
composantes de Reeb. Pour cela, distinguons deux cas. Si f,, ne contient pas de 
composantes de Reeb planes, il est clair que 5% ne contient pas de demi-composantes 
de Reeb. Si f0 contient une composante de Reeb plane, toutes les transversales 
fermees a f0 ont m&me classe d’homotopie; notons[y] cette classe. Apres tourbillon- 
nements sur le tore, toutes les feuilles compactes obtenues sur le tore auront toujours 
[-y] comme classe d’homotopie. Un diffeomorphisme de recollement 4’ doit envoyer 
$,r,zX(0) sur .@~T,?X(l). L’homomorphisme $$ induit sur le groupe fondamental doit done 
envoyer [y] sur -+ [y]. Or ceci est impossible car $& &ant hyperbolique, il n’a pas la valeur 
propre 2 1. Le feuilletage $I ne contient done pas de demi-composantes de Reeb, et il est 
done C’ isotope a un produit. I1 est alors clair qu’il en est de m&me pour le feuilletage 4 
c’est-a-dire que: 

(M, 9) Zfll x Z/(x, 0) - W(x), 1) 

00 W est un C’ diffeomorphisme p&servant fO. 
Supposons que f,, possede une feuille compacte. Le diffeomorphisme V preservant 

fO, la classe d’homotopie de cette feuille compacte est un point fixe de qIr,. Ceci est 
impossible car 9* est hyperbolique. Le feuilletage f0 est done par droites; ce qui 
termine la demonstration du Lemme 2. n 

LEMME 3. Zl existe un feuilletage ho lintaire par droites du tore T2 et un P2 
diff6omorphisme x du tore prkervant ho tels que le feuilletage (M, 9) soit Cre2 

conjuguk ci ho x Z/(x, 0) - (x(x), 1). 

Dkmonstration. Soit f0 le feuilletage de T2 introduit dans le lemme precedent. On 
montre d’abord que son nombre de rotation ((u, p) est telque P/o est quadratique sur 
Q. Ceci nous permettra d’utiliser le resultat fondamental d’Herman sur les diffeomor- 
phismes du cercle et de conclure. 

Si ? est le diffeomorphisme du Lemme 2,9, preserve I’tlCment (a, ~3) de la droite 
projective. On a done: 

**(a, PI = A(% P). 

Le vecteur (a, p) est done vecteur propre de 9*‘,. 
Un calcul simple montre alors que les pentes des directions propres d’un automor- 

phisme lineaire hyperbolique de Glz (Z) sont quadratiques sur 0. (11 suffit de calculer 
explicitement ces directions). On en dtduit que /~/cv est quadratique sur 0. 

Aussi P/a admet un dtveloppemement en fraction continue qui est periodique est ses 
coefficients sont born&. 

On peut alors appliquer le principal resultat d’Herman sur les diffeomorphismes du 
cercle (cf. [ 111): le feuilletage f0 est Crm2 conjugue a un feuilletage lineaire du tore, ce 
qui demontre le lemme. n 

11 s’agit maintenant de modifier le diffeomorphisme x par isotopie pour obtenir un 
diffeomorphisme lintaire, de facon Q retrouver les modeles. Cette isotopie doit cepen- 
dant preserver le resultat du lemme precedent, c’est-a-dire qu’a chaque ttape, elle doit 
preserver le feuilletage ho. 

Pour cela, soit F un releve dans R2 du diffeomorphisme x. Ecrivons F sous la 
forme: 

k Y)-+(f(X, Y).f’(xv Y)). 
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Soit S = (P/a) la pente du feuilletage ho. Le diffeomorphisme ,IJ preservant ho, la 
quantitt f’(x, y) - Sf(x, y) ne depend que de y - Sx. On dira que x est transversale- 
ment affine si f’(x, y) - Sf(x, y) est une fonction affine de y - 6x. 

LEMME 4. Soit x un difleomorphisme du tore, de classe C’ (r 3 0). Si x preserve le 
feuilletage ho lineaire par droites de pente irrationnelle S, alors x est transversalement 
afine. 

IXmonstration. Soit Q, la fonction telle que: 

f’(x, Y) - Sf (x, Y) = WY - 6x1. 

Les fonctions f et f’ s’ecrivent de facon unique comme somme dune fonction 
lineaire et d’une fonction periodique, soit: 

f=l+p et f,=l’+p’. 

On en dtduit: 

(1’ - 61)(x, 8x) + (p’ - 6p)(x, Sx) = Q(O). 

La fonction (p’ - Sp) est periodique, done bornee. La fonction associant (l’- 
81)(x, 6x) B x est done lindaire bornee, elle est done nulle. Par suite, la fonction 
(p’- Sp) est constante sur une droite de pente irrationnelle, elle est done constante. 
On a alors: 

~(Y)=f’(O,Y)-~f(O,Y)=(l’-~l)(O,Y)+(P’-P)(O,Y) 

=ay+b. 

C’est-a-dire que: 

f’(x, Y) - Sf (x, Y) = a(y - 6x) + 6. 

Le diffeomorphisme x est done bien transversalement affine. n 

LEMME 5. Soit x un C’ diffeomorphisme du tore (r > 0) p&servant le feuilletage ho 

lineaire par droites de pente irrationnelle 6. Alors x est C-isotope a un diffomor- 
phisme lineaire par une isotopie ,y, telle que, pour tout t, le diffeomorphisme ,yI preserve 

le feuilletage ho. 

Bmonstration. D’apres le lemme precedent, x est de la forme: 

(x, Y)-+ (F(x, y). dy - 8x)+ b + Sf (x, Y)). 

Posons: 

f, = t1+ (1 - t)f 

et 

xt(x. Y) = (f,(x, Y). a(y - 8x)+ Cl- t)b + Sf,(x, ~1). 
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Montrons que x, est l’isotopie cherchee. 
(1) On a bien x0 = x; de plus, xl est lineaire et x, preserve le feuilletage 
(2) L’application x, passe au quotient sur le tore. En effet: 

ho. 

f,(X+n,y+p)=tl(x+n,Y+p)+(l-t)f(x+n,y+P) 

=f,(x,y)+kp) et Ihp) E Z. 

a(y+p-S(x+n))+(1-t)b+6f,(x+n,y+p)=[a(y-Sx)+(1-t)b+f,(~,y)] 

+ [up - a&l + 6f(n, p)] 

et la quantite up - uSn + Sl(n, p) est entiere car on sait que l’application: 

(x,Y)+u(Y-Sx)+W(x,y)-b 

passe au quotient de tore dans le 
(3) L’application x, est un C’ 

il faut montrer que: 

cercle. 
diffeomorphisme. Pour montrer que x, est injective, 

implique que: 

h, yd Z (x2, ~2) et ~1 - ~2 = 6(x1 -x2) 

(1 -t)(f(x,,Y,)-f(X2,Y2))+tl(XI-X2, YI-Y?)#O. 

Pour t = 0, l’expression f(xl, yi) -f(x2, y2) est non nulle car x est bijectif. Pour 
t = 1, l’expression I(x, -x2, y, - y2) est non nulle car S est irrationnel et 1 est a 
coefficients entiers. Si l’on montre que ces deux quantites sont de mCme signe, on aura 
montre que x, est injectif. Pour cela, il suffit de montrer que les deux fonctions: 

et 

t -2 f(x + t, y + ts) 

t-&x + t, y + ?6).= 1(x, y) + fl( 1,s) 

ont meme sens de variation. La fonction q est injective, done monotone. Supposons 
la, par exemple, croissante, et montrons que 1(1,6) est strictement positif. 

Soit (m, n) deux entiers tels que m/n soit proche de S (on choisit n positif). Alors 

n/( 1, S) = I(n, n6) est proche de I(n, m) 
I(n, m) = f(x + n, y + m) - f(x, y) est proche de 

f(x + n, y + n8) - f(x, Y) = 4(n) - 4(O) ’ 0. 

Ce qui montre que I( 1,s) est strictement positif. L’injectivite de x, est done Ctablie 
La surjectivitt de x, decoule du fait que x, est injectif et que l’homomorphisme 

(x,)* = x* induit sur le groupe fondamental est bijectif. 
11 reste a voir que x, est un diffeomorphisme local. Son Jacobien est: 

-j++s-$_u=r f cx+G$ +(l- f)l(l, 6). 
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On’sait que ((#/&)+6(8flay)) est non nul, de mCme que /(I, 8) et ces deux 
nombres sont de m&me signe car ce sont les derivees des fonctions considerees 
precedemment. Le Jacobien de xt est done non nul; ce qui termine la demonstration 
du lemme. n 

Nous sommes maintenant en mesure de demontrer le theoreme. 

THJ?O&ME 1. Soit 9 un feuilletage transversalement orientable, de classe C’ (2 c 
r d o), suns feuilles compactes, sur un fibre hyperbolique orientable. Alors 9 est C’-* 
conjugut d l’un des feuilletages modeles. 

Demonstration. Soit xl l’isotopie du lemme precedent et 

X:T*xI+T*xI 

(m, t)-+ Ccx0-‘(mh t) 

Le diffeomorphisme X preserve le feuilletage ho x I et envoie le point (m, 0) sur 
lui-meme et le point (x(m), 1) sur le point (x,(m), 1). Le feuilletage (M, 9) est done 
C’-* conjugut a: 

ho x I/h 0) - (xl(m), 1) 

ou ho est un feuilletage lineaire par droites de T* et xl un diffeomorphisme lineaire, ce 
qui est precisement l’un des feuilletages modeles. n 

Donnons tout de suite un corollaire immediat du theorbme: 

COROLLAIRE 1. Tout feuilletage transversalement orientable, sur un fib& hyper- 
bolique orientable, suns feuilles compactes, de classe C4 est transversalement afine. 

n 

(C) Propriitb de stabilith 
Nous dirons que deux feuilletages de dimension deux sont C’ proches s’ils sont Co 

proches au sens de la topologie des champs de plans. 
Comme Sullivan nous l’a fait remarquer, le lemme suivant est un corollaire 

immkdiat du ThCoreme II.17 de I251 suivant lequel la croissance exponentielle est 
une propriete C’ stable. Nous en donnerons cependant une demonstration Clemen- 
taire. 

LEMME 1. Un feuilletage sufisamment C’ proche d’un modele n’a pas de feuilles 
compactes. 

IMmonstration. Les modtles Ctant transverses a la fibration, les feuilletages C’ 
proches des modtles le sont aussi. Considerons alors le releve 4 dans T* x W d’un 
feuilletage 9 suffisamment C’ proche d’un modele. Ce feuilletage @ est evidemment 
invariant par l’application (m, t)+(Am, t + 1); le nombre de rotation (cy, p) de 4 est 
done vecteur propre de A et B/a est done irrationnel. 11 s’ensuit que la trace de 9 sur 
toute fibre de Ta3 est sans feuilles compactes; ce qui acheve la demonstration. n 

LEMME 2. Soit TA3 un fibre hyperbolique sur lequel les deux modt?les 9, et Y2 ne 
sont pas conjugub. Alors, il existe un voisinage de chacun des modtles (duns la 
topologie C’) ne contenant aucun feuilfetage de classe C’ qui soit topologiquement 
conjugue’ ci l’autre modkle. 
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Dkmonstrution. Supposons le contraire, c’est-a-dire qu’il existe une suite 

d’hombomorphismes g, de TA3 tels que gZ9, soit de classe C’ et tende vers le 
modele &. Les homeomorphismes g. se reltvent dans T* x R en G.. Soit: 

B, = (Gn)*: ~,(T2xR)-+~,(T2+R) 

l’homomorphisme induit. D’apris l’appendice, deux cas sont possibles: Soit AB, = 
B,A, soit AB,A = B.. Comme les modtles ne sont pas conjugues, B. commute avec A 
d’apres (I.A.-Prop. 5). Alors A et B. ont memes directions propres et le nombre de 
rotation du releve de g:9, dans T* x R est done le m&me que celui du relevt de 9,. 
Or, ceci est impossible car gZ.9, tend vers s2 alors que 9, et s2 ont des nombres de 
rotation differents. n 

THBORBME 1. Soit 9 un feuilletage transoersalement orientable de classe C’ (3 G 
r<-w ), sans feuilles compactes, sur un jibrk hyperbolique orientable. Alors, tout 
feuilletage de classe C’, sufisamment C’ proche de 9 est C’-* conjugut ci 9. 

Demonstration. D’apres la partie B, le feuilletage 9 est C’ conjugue a un modele. 
Comme la C’ conjugaison est continue dans la C’ topologie, on peut supposer que 9 
est un modele. Le feuilletage 5 &ant transversalement orientable, tout feuilletage 59 
suffisamment C’ proche Vest aussi. D’apres le Lemme 1, le feuilletage % ne posside 
pas de feuilles compactes et 94 est done C’-* conjugue a l’un des modeles. Si les deux 
modbles sont conjugues, le thtoreme est demontre car alors 94 et 9 sont C’-* 
conjugues. Si les deux modbles ne sont pas conjugues, le Lemme 2 montre que 9 
n’est pas conjugue au modele different de 9 et done que 9 et ‘9 sont C’-* conjugues. 

Remarque. On ne peut pas remplacer la relation de conjugaison par celle d’isoto- 
pie dans le Theortme 1. En effet, soit U, une suite de vecteurs de R* a coordonnees 
entieres, et soit fn la suite de diffeomorphismes de T* x I dtfinie par: 

fn (m, t) = (m + tL.4, t). 

On vtrifie facilement que f. passe au quotient dans TA3 et que si l’on choisit pour 
U, une suite de vecteurs dont les pentes tendent vers la pente de la direction propre 
utilisee pour construire le modble 9, alors fXS tend vers 9 bien que f ZS et 9 ne 
soient pas isotopes. 

Remarquons, d’autre part, que si l’on choisit pour U, une suite dont la seconde 
coordonnee propre tend vers l’infini, cette meme suite de diffeomorphismes fn envoie 
le feuilletage modele considtrt sur un feuilletage qui tend vers la fibration, ce qui 
montre que la fibration n’est pas stable. Ceci pouvait etre prevu a l’aide du theorbme 
de Rosenberg et Langevin affirmant qu’une fibration est stable si et seulement si 
l’homologie de la fibre est triviale (cf. [13,21]). 

III. QUELQUES APPLICATIONS 

(A) Feuilletages sans composantes dt Reeb SW les 3-vari&is fermkes P groupe fondamental 

rholuble 
Dans cette partie, on se propose de montrer comment le Theoreme 1 permet de 

terminer la classification des feuilletages de classe C*, transversalement orientables, 
sans composantes de Reeb, sur les 3-varietes fermtes a groupe fondamental resoluble, 
commencee par Goodman [7]. 
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Soit (M, 9) un tel feuilletage. Si 9 possede une’ feuille spherique A4 est 
homeomorphe a S’ X 9 et le feuilletage est conjugue au feuilletage produit (cf. [20]). 
S’il n’y a pas de feuilles spheriques, deux cas sont a distinguer: 

ler cas: 11 existe une feuille compacte qui est un tore puisque son groupe 
fondamental est resoluble. 

Si ce tore ne &pare pas A4, en coupant le long du tore, on obtient une variett M, a 
bord incompressible non connexe. La variCtC it4r est alors T2 x I (cf. Theoreme 4-2 de 
[S]). Les feuilletages de T* X I tangents au bord, sans composantes de Reeb sont 
classifies dans [ 141. 

Si ce tore &pare A.!, les deux composantes M’ et M” sont des fib& non triviaux 
en intervalles sur une bouteille de Keein. Goodman a montre que tout feuilletage sur M’ et 
M” s’obtient en recollant une composante cylindrique avec un feuilletage quelconque 
de TZ X I tangent au bord (cf. Lemme 2-3 de [7]). Remarquons que les varietes 
obtenues ainsi ont un premier nombre de Betti Cgal a 0 ou 1. 

2eme cas: 11 n’existe pas de feuille compacte. D’aprts un theortme de Goodman, 
(Theoreme 3.2 de [7]) deux cas sont possibles: soit M est un fibre en tores sur le 
cercle, soit M est Q sphere d’homologie et admet alors un revetement fini qui est un 
fibre en tores sur le cercle. Nous Ctudierons successivement ces deux cas. 

Soit done (TA3, 9) un feuilletage transversalement orientable sans feuilles com- 
pactes sur un fib& orientable. 

PROPOSITION 1. On a trA 3 2. De plus (i) si trA > 2, 9 est conjugut! ci un modtle 
(ii) si trA = 2, 9 est un feuilletage par plans ou par cylindres sans holonomie. 

Ces derniers sont classifies dans [9,21]. 

IXmonstrution. Si trA < - 2, 9 Ctant conjugue a un modtle qui dans ce cas n’est 
pas transversalement orientable, on aboutit a une contradiction. 

Si Itr A/ s 2, le groupe fondamental de A4 est a croissance polynomiale. Par 
I’argument habitue1 toutes les feuilles de 9 sont a croissance polynomiale. D’apres un 
theoreme bien connu, 9 est sans holonomie et toutes les feuilles sont simul- 
tanement difftomorphes a des plans oh des cylindres. 

Or, seul T3 est feuilletable par plans (cf. [21]) et les varietes feuilletables par 

cylindres sont les fib& definis par les matrices 

D’aprts l’appendice 1 la trace Ctant la meme pour les matrices dtfinissant des fib& 
homeomorphes, on en deduit que si ltr Al s 2 et tr A f 2 alors il existe une feuille 
compacte. Ceci demontre la proposition. n 

Remarquons que l’hypothese d’orientation transverse est importante dans la pro- 
position, car les modeles sur les fib& de trace inferieure a - 2 sont sans feuilles 
compactes mais ces feuilletages ne sont pas transversalement orientables. 

Pour terminer la classification, il reste a examiner le cas des spheres d’homologie 
rationnelles a groupe fondamental resoluble. 

PROPOSITION 2. Tout feuilletage transversalement orientable d’une Q-sphere 
d’homologie rkoluble orientable poss&de une feuille compocte. 

Demonstration. On considere un revetement galoisien fini qui est un fibre en tores 
sur le cercle, soit TA3 avec A E SLQ). Soit 9 le releve de feuilletage dans TA3. On 
montre que 9 possede feuille compacte. 

Supposons le contraire et remarquons qu’un feuilletage transversalement orient- 
able sans feuilles compactes sur une sphere d’homologie resoluble orientable est un 
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feuilletage par cylindres et plans et son groupe fondametal est a croissance exponen- 
tielle (cf. [9,21]). La mCme chose est alors vraie pour ( TA3, m, c’est-a-dire que A 
est hyperbolique, de trace strictement superieure a 2, et 9 est Cre2 conjugue a l’un 
des modeles. 

On peut done supposer que le groupe P des automorphismes du revetement est un 

groupe de Cre2 diffeomorphismes qui preservent le modele. Pour la suite de la 
demonstration on considere que r > 3. Dans le cas oh r = 2, la proposition peut Ctre 

demontree par une methode similaire en faisant apparattre un cycle dans l’homologie 
singulibre de TA3 dual a la forme utilisee plus bas et invariant par l’action de P. 

Soit w = A’ dy et W, = -log A dt les formes qui definissent la structure affine du 

modble. Montrons que la classe de cohomologie de wI (qui est non nulle) est 
invariante par P. Ce sera la contradiction cherchee car la classe de ol definira un 
Clement non nul dans la cohomologie du quotient Ta3/I’. 

Soit I/I un Clement de I’; JI preserve 9, done, il existe une fonction 9 partout non 
nulle telle que: 

$*w = Fw 

Done: $*(dw) = d(Fw) 

Or dw = wllw, et dw, = 0, done 

JI*wA~/J*w, = F do + dFAo 

FoA@=w, = FwAw, + dFAw 

wA(JI*o, - d(log IFI) - 0,) = 0. 

La forme w Ctant non singulitre, il existe une fonction 

4*or = or- d(log IFI) + Gw. 

Montrons que G = 0. Pour ceci, Ccrivons 

Go = H(x, y, t) dy. 

Or Gw est fermee, done en fait, 

Go = H(y) dy. 

G telle que 

La fonction H &ant constante pour y constant, H est constant sur les feuilles du 
modele, or ces feuilles sont denses. La fonction H est done con&ante. Ceci entraine 
que H est nul car la forme dy de T2 x R ne passe pas au quotient sur TA3. D’oti 
finalement [+*w,] = [w,]. n 

Remarques. (1) Soit M = X ‘;’ X le recollement de deux composantes cylin- 

driques le long de leur bord qui est un tore. La varitte obtenue a un premier nombre 
de Betti Cgal a 0 ou 1. Pour un choix convenable de f, son groupe fondamental est a 
croissance exponentielle (cf. Appendice 2). La proposition precedente montre que tout 
feuilletage transversalement orientable sur M possede une feuille compacte. Lorsque 
la croissance est polynomiale, ceci est prouve dans[17]. Remarquons aussi que toute 
O-sphere d’homologie resoluble suffisamment grande est de ce type. 
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(2) Soit M3 une Q-sphere d’homologie resoluble non suffisamment grande. Si Ie 
groupe fondamental de M3 est a croissance non exponentielle, il existe toujours une 
composante de Reeb[7]. C’est le cas de certains fib&s de Seifert. La proposition 
precedente entraine la mtme chose si le groupe fondamental de M est a croissance 
exponentielle. Toutefois, on ne sait pas si cette situation existe effectivement. 

(b) Actions localement libres du groupe affine 
Les actions du groupe R” sont bien connues (cf. [21]) celles des groupes nilpotents 

ont Cte Ctudiees dans [4, IO]. L’etape suivante consiste a etudier les actions de 
groupes resolubles dont le prototype est le groupe affine & de la droite reele. Nous 
donnons, ci-dessous, une classification des actions localement libres de d sur les 
3-varietes a groupe fondamental resoluble. 

PROPOSITION 1. Les feuilletages modkies orientables peuvent &re ddjinis par une 
action localement libre de &. I1 en est done de m6me de tout feuilletage transversale- 
ment orientable sur les jibrt% hyperboliques orientables. 

Bmonstration. Nous presentons cette action de deux man&es differentes. Pour 
la premiere, il suffit de construire deux champs de vecteurs X et Y, lineairement 
independants en tout point, tangents aux feuilles du modele, et 
de commutation [X, Y] = -X des generateurs canoniques de 
Posons: 

qui verifient la relation 
l’algtbre de Lie de d. 

X(x, Y, t) = (A’, 0, 0) 

et 

Ces deux champs de vecteurs de R3 ou les deux premieres coordonnees sont 
relatives a la base propre et ou A est la valeur propre consideree, passent au quotient 
sur le fib&. On peut voir sans peine que X et Y verifient la relation de commutation 

- souhaitee. 
Une autre faGon de presenter cette action est la suivante. Considerons le groupe de 

Lie resoluble G dont les elements sont les triplets (t, x, y) et ou la loi de groupe est: 

(6 x, Y)(t’x’, Y’) = (t + t’, A’@‘, Y’) + (x, Y)). 

Soit Gz le sous-groupe de G constitue des elements dont les trois coordonnees 
sont entieres. L’appendice montre que le fibre en tores TA3 est diffeomorphe Q l’espace 
homogene G/G,. Remarquons alors que le groupe affine d se plonge dans G de la 
faGon suivante. Soit U le vecteur propre de A correspondant a la valeur propre A. A 
I’application affine 

x+ax+b, 

associons I’element ((log a/log A), bU) de G. On verifie facilement que ceci definit un 
morphisme injectif de d dans G. Le groupe d opbre sur G par translation a gauche, 
done il opere sur G/G,. I1 est facile de voir que cette action est localement libre et 
definit le feuilletage modele. 
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PROPOSITION 2. Soit M3 une 3-variette compacte a groupe fondamental resoluble 
admettant une action localement libre, de classe CIA (r 3 2), de cr. Alors MS est un fibre 
hyperbolique et le feuilletage obtenu 9 est C’-’ conjugue a un feuilletage modele. 

Demonstration. On sait que les seuls sous-groupes discrets de Sp sont cycliques. 
Ainsi, les feuilles de 9 sont des cylindres ou des plans. En particulier, la variete M3 
doit itre sans bord. D’autre part, on vtrifie[3] que la croissance de ces feuilles est 

exponentielle. Ainsi, il y a toujours melange [9, 211 de cylindres et de plans. La 
proposition est alors une consequence de la classification des feuilletages sans feuilles 
compactes donnee (Theortme l.A. 1). 

Remarque. Le thtoreme de stabilite montre le caractere tres different des actions 
du groupe affine par rapport a celles de R2 qui ne sont jamais stables. 

(c) Feuilletages anaiytiques 
Le premier resultat remarquable sur les feuilletages analytiques est dQ a 

Haefliger[8] qui a montre qu’il n’existe pas de tels feuilletages sur une variete a 
groupe fondamental fini. Plus recemment, Plante, Thurston et Goodman ([7,19]) ont 
montre qu’il en est de meme si la croissance du groupe fondamental est non 
exponentielle et le premier groupe d’homologie reelle est nul. Dans le m@me ordre 
d’idees, on etablit ici le resultat suivant: 

PROPOSITION 1. Soit qC un feuilletage transversalement analytique, transversalement 
orientable, d’une 3-van’&! fermee Ma groupe fondamental resoluble. Alors m fibre sur 
le cercle. 

Demonstration. On montre tout d’abord qu’il existe sur M un feuilletage trans- 
versalement analytique sans composantes de Reeb. Puisque 9 est transversalement 
analytique, il en est de meme de l’holonomie. Supposons que 9 possede une 
composante de Reeb. On peut alors modifier le feuilletage par un detourbillonnement 
qui fait disparaitre le bord de la composante de Reeb. Deux cas peuvent se presenter; 
soit on a une infinite de feuilles compactes, auquel ces toutes les feuilles sont 
compactes et le feuilletage est une fibration; soit le nombre fini de feuilles (compactes) 
qui ne rencontrent pas de transversales fermtes diminue strictement (Remarquons 
que les nouvelles feuilles compactes introduites tventuellement ne possedent pas 
cette dernike propriete). On continue le processus tant qu’il reste des composantes de 
Reeb et que le nombre de feuilles compactes reste fini. Done, aprts un nombre fini 
d’etapes, Cgal au plus au nombre de feuilles compactes ne rencontrant pas de 
transversales fermtes, il n’y a plus de composantes de Reeb. 

On peut alors appliquer le Theo&me 3.2 de [7], suivant lequel une varittt 
admettant un tel feuilletage est soit un fibre en tores sur le cercle, soit une Q-sphere 
d’homologie resoluble. En fait, Goodman exige aussi dans les hypotheses l’absence de 
composantes cylindriques, mais une legire modification de la demonstration permet 
d’eviter cette hypothtse. 

11 reste a eliminer le cas d’une sphere d’homologie. On a vu (Proposition 2 partie 1I.A) 
qu’il existe alors une feuille compacte. Cette feuille est alors un tore qui &pare la 
variete. La variett M s’obtient en recollant deux composantes cylindriques sur les 
deux bords d’un produit T2 x I (voir 1I.A). L’holonomie du bord de chaque com- 
posante cylindrique MI et M2 est cyclique; et le diffeomorphisme de recollement 
identifie un lacet yI supportant de l’holonomie de M, a un lacet yz supportant de 
l’holonomie de Mz. Puisque ces lacets representant des elements non-nuls dans 
l’homologie rationnelle de MI et de Mz, il s’ensuit que M n’est pas une Qs sphere 
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d’homologie. Les 0 spheres d’homologie resolubles ne sont done pas feuilletable de 
man&e transversalement analytique. a 

PROPOSITION 2. Soit 8 un feuilletage analytique SW TA3, suns composante de Reeb, 

avec ltrA/ f 2. Si 9 a une feuille compacte toutes les feuilles sont compactes et le 

feuilletage est une jibration. 

IXmonstration. Si 9 a une feuille compacte, cette feuille est un tore incom- 
pressible done elle ne disconnecte pas. Coupant le long de ce tore, on obtient un 
feuilletage analytique de T2 x I. Le fib& s’obtient en recollant T2 x 0 et T2 x 1 a l’aide 
de A’ (oil A’ est conjuguee a A ou A-‘). Le condition de recollement d’holonomie va 
nous montrer que cette holonomie est triviale si A “tord” trop le tore T2. 

Soit c& l’ensemble des couples de germes de diffeomorphismes analytiques de R en 
0 qui apparaissent comme generateurs de l’holonomie d’un certain feuilletage analy- 
tique de T2 x I pour le feuille T’xO. Le ‘couple (fl, f2) E % determine le voisinage 
feuillete de T2 x 0 done tout le feuilletage de T2 X I car le feuilletage est analytique. 
Au couple (f,, f2) E %, faisons correspondre l’holonomie de la feuille T2 x 1 ainsi 
determinCe. On obtient ainsi une application 

Nous utiliserons deux proprietes de 4p. Tout d’abord, @ est involutive, i.e. Q2 = id. 
D’autre part, il est clair que le groupe S&(Z) opbre sur % par: 

( > b” ii (fl,f2) = cf1°f2=fl”f2”). 

Nous noterons cette operation par A(f,, f2). On a alors: A@(fl, f2) = @(A(f,, f2)). 
En effet, soit 9 un feuilletage analytique de T2 x I ayant cf,, f2) et @(F,, F2) comme 
holonomie en T2 x 0 et T2 x 1. Le diffeomorphisme analytique de T2 x I qui envoie 
(m, t) sur (Am, t) envoie 9 sur un feuilletage de T2 x I ayant comme holonomie 

A(f,, f2) et AW.f,, f2) en T2 x 0 et T2 x 1. Done @(Acf,, f2)) = A@(f,, f2). 
Nous pouvons alors demontrer la proposition. Puisque le feuilletage obtenu aprts 

avoir coupe le long d’une feuille compacte doit se recoiler analytiquement a l’aide de 
A, on doit avoir: 

d’oh 

(fl,fi) = AWf,,f2) 

(fl, f2) = AWWfl, f2)) 

= A2a2(f 1, f2) 

= A2(f 1, f2). 

Dow, si A2 n’a pas la valeur propre 1 (ce qui est equivalent a (trA/ # 2), alors 
(f,. f2> = (id, id); ce qui montre que le feuilletage 9 de T2 x I est un produit. Toutes 
les feuilles de 9 sont done compactes. H 

Combinant cette proposition avec la proposition 1 de la partie II.A, on obtient le 

THBORJ~ME 1. Soit TA3 un fib& en tares sur le cercle. Si (tr Al < 2, le seul feuilletage 
analytique de TA3 suns composante de Reeb est la fibration. Si (trA/ > 2, les seuls 
feuilletages analytiques de TA3 suns composantes de Reeb sont la fibration et les 
modiles (h conjugaison C” prks). 
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Remarques. (1) Nous ne savons pas s’il existe des feuilletages analytiques de TA3 
avec des composantes de Reeb. (2) Le thtorime prCcCdent ne rkgle pas le cas oti 
(trA( = 2. 
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APPENDICE 1 

Quelques remarques sur les fibres en tot-es sur le cercle 
On considire les fib& TA3 definis comme quotient de T’ X R par la relation d’tquivalence identifiant 

0. y, t) 5 (A(x, y), t + 1) 00 A E GLl(Z). Le groupe fondamental de T,’ est le groupe des transformations 
de R3 engendre par: 

(x, Y. t)-(x + 1, y. 1) 

kY,t)-(x,Y+!,t) 

k Y, t)-(4~. Y). t + 1). 

Ce groupe peut @tre defini comme I’ensemble des triplets (m, n, p) E Z’ avec la loi: 

Cm, n, p)(m’, n’, p’) = (m + m’, A”(n’, p’) + (n, p)). 

La suite exacte 

est ici 

TOP Vol. 19. No. 24 

0-~,(T2)-n,(T~3)- r,(s’)-0 

(n,p)-(O,n,p) 

(m, n,p)- m. 
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On notera H I’image de a,(T*) darts n,(T,‘). 

PROPOS~T~ON 1. 
(1) dim &,(TA3,0) = 3 Ta3 = T3 (i.e. si A = id) 

=2eAconjug&i(A ?)oui(-A ;) 
= 1 dans les autres cas. 

(2) Si HI(TA’, 0) est de dimension 1, tout automorphisme de v,(T,~) preserve le sous-groupe H image de 
a,(T*). Ceci implique que tout homeomorphisme de TA3 se releve dans T’ x R. 

B%nonstration: En etudiant le groupe derive de a,( TA3), on trouve que: 
(1) Si A n’a pas la valeur propre 1, I)rr, est d’indice fini dans H. Le groupe ~,/Drr, est alors une 

extension de Z par un groupe fini. 

(2) Si A a la valeur propre 1, A s’ecrit k 4 
( > 

dans une certaine base. Si a est non nul DT, est de rang 

1, et si a est nul, Drr, est de rang 0. Ceci donne la premiere partie de la proposition. 
Pour la seconde partie, considerons un automorphisme de nI(TA3) avec A hyperbolique. Cet automor- 

phisme doit preserver le premier groupe derive. Or, ce groupe derive est d’indice fini dans H. On voit alors 
facilement que I’automorphisme doit preserver H. 

PROP~S~ON 2. Les seuls automorphismes de I~,(T*‘) (auec (tr A( > 2) sent /es suivants: 

(m, n, p) -(m, (I + A + . . + A”-‘)(b) + B(n, p)) pour ms0 
(m, (I + A-’ + . . + A-“+‘)(b) + B(n, p) pour m<O 

00 b E Z et B E C&(Z) est tel que AB = BA. 

(m,n,p)-(-m,(Z+A-‘+...+A-“+‘)(b)+B(n,p) pour mz0 
(-m, (I + A + . . + A”-‘)(b) + B(n, p)) pour mS0 

00 b E Z’ et B E GL*(Z) est tel que ABA = B. 

A+monstration. On sait que I’automorphisme preserve I’image de nl(T*). II existe done B E GL*(Z) 
telle que (0, n, p) s’envoie sur (0, B(n, p)). Notons (a, b) I’image de (1.0.0) (on a a E Z et b E Z*). L’image 
de (m, n, p) est alors: 

(ma, (I + A” + . . . A'"-')")(b) + B(n, p)). 

Puisque I’on s’interesse aux automorphismes, on a a = 2 1. En Ccrivant que I’application ainsi d&rite doit 
6tre un morphisme de groupe, on obtient que si a = 1, les matrices A et B commutent, et que si a = - 1, les 
matrices A et B verifient ABA = B. Ce qui dtmontre la proposition. 

Remarque. On peut verifier que tous ces automorphismes proviennent d’un diffeomorphisme de T,‘. En 
appliquant un resultat de Kupka et Que[l2], affirmant que deux diffeormorphismes de Ta3 induisant le 
mime automorphisme au niveau du groupe fondamental sont isotopes, on en deduit une description 
explicite du groupe des diffeomorphismes de TA3 g isotopie prts. 

En cherchant par la meme methode les isomorphismes entre wI(TAJ) et al(TA.‘), on obtiendrait la:. 

PROPOWION 3. LAS fib& T,’ et TA.I (auec (trA( > 2 et Itr A’1 > 2) sont hombmorphes si et deulement si: 
(1) soil A et A’ sont conjuguk dans CL,(Z); (2) soit A-’ et A’ sont conjuguis dans GL2(Z). 

APPENDICE 2 

La croissaoce du groupe fondamental d’un recollement de composantes cylindrfques 
Soit Xl et Su, deux exemplaires de la composante cylindrique, a, b (respectivement x, y) des generateurs 

canoniques de n,(X,) (respectivement n,(SE,)) veritiant bab-’ = a-’ et yxy-’ = .I-‘. 

Soit f: J9fr-r JXz un diffeomorphisme lineaire et 

bases {a, b*} et {x, y*}. 
On a une suite exacte provenant du revetement des orientations de la bouteille de Klein: 

l+Z@Z+ 7r,(sYi)+Z2+1 i= 1.2 

oh les generateurs canoniques de Z $ Z s’identifient a {a, 6*} pour i = 1 et {x, y’} pour i = 2. 
On en dtduit une suite exacte 

l+Z@Z+ff,(X, $Jx*)+z**z*+1 

oti r1(9YI UX,) est engendrk par a. b, .I, y et les relations bab-’ = a-‘, yxy-’ =x-l, a = xpy*q, b’ = sryzr, [es 

gtntratears’canoniques de Z $Z s’identitiant g a et b*. 
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Si on regarde le sous-groupe infini cyclique distingue d’indice 2 de Zr*Zz engendre par I’image de 

I’blement by l x,(X, U X2) on obtient la suite exacte 
I 

ou G est un sous-groupe d’indice 2 de wr(9Yr U X2,) done ayant la mtme croissance que lui. 
I 

Un calcul direct montre que I’action de Z sur Z @ Z est don&e par la matrice 2 
( 

ps +qr 2rs 

2P9 > ps+qr . 
Considtrons G comme le groupe fondamental d’un fibrt en tores sur S’ dont le difftomorphisme 

caracttristique est donne par la matrice cidessus. La proposition suivante est alors une constquence d’un 
rtsultat de [ 161: 

PROPOSITION 1. La croissance de rr,(X, y9yz) est polynomiale si lps + qrl< 1 et exponentielle si 

Ips + 94 > 1. 
(Remarquons que la condition lps + 9r( C 1 est Cquivalente a pqrs CO). 


