N° d'Ordre 775

UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE |
THESE

présentée &
L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE |
pour abtenir
LE GRADE DE DOCTEUR DE 3éme CYCLE

EN MATHEMATIQUES PURES

[rar

Etienne GHYS

SUR LES ACTIONS LOCALEMENT LIBRES
DU GROUPE AFFINE

Membres du Jury : D.LEHMARNN, Président
G. HECTOR, Rapporteur
A. VERJOVSKY
U. HIRSCH

Examinateurs

Soutenue le 21 Septembre 1979




Je suis hewreux de remerclen Gilbert Heetor qui m'a
accuedllll au sedin de son Equipe. Son enseignement et sa didpo-
nAbLLLEE m'ont perumis de m'indtien @ La théonie des fewille-
tages. J'al appréedd L'inténdt qu'il a ponté a £’élaboration
de ce thavail ; ses consells et ses remarques m'ont 248 thés
utifes.

Albento Vernjfosvshy m'a falt partager sa grande
connaissance des sysiémes dynamiques au courd de thés nom-
breuses discussions., C'est grdce a son enthousdiasme et sa
sympathie que {'al pu mener & bien ce travail., OQu'il en soit
Led thés sincirement rhemercie.,

Je nemencie 2galement Dandel Lehmann ef Ulnich Hinsch
d'avoin accept? de participer d ce fury.

Madame. Bérat a dactyloghraphi? ce travail avec
soin et napidite. Je £'en remencie, ainsi que Les services
de £'{mprimenie de L'U.E.R. de Mathématiques de Liffe T.




INTRODUCTION

Les actions localement libres de groupes de Lie sur les variétés
constituent une généralisation naturelle des systémes dynamiques, Si 1l'on
suppose que 1'action est de codimension 1, on dispose de toute la théorie

qualitative des feuilletages de codimension ! pour en aborder 1'étude,

Dans ce travail, nous nous intéressons aux actions localement
libres du groupe affine sur les variétés compactes de dimension trois.
Ce groupe est le groupe de Lie de dimension deux des transformations

affines de la droite réelle préservant l'orientation.

Plusieurs raisons motivent ce travail, La premidre est le lien
étroit entre ces actions et les flots d'Anosov ; les feuilletages stabhles
des flots d'Anosov de codimension | peuvent &tre considérés comme des
feuilletages obtenus 3 1'aide d'actions localement libres du groupe

affine,

Par ailleurs, les actions localement libres de groupes abéliens
ainsi que celles de groupes nilpotents sont bien connues (Cf. [?03, Rou,
We{], [Cha], [ﬁec-{]). Le groupe affine apparait comme le premier exemple
de groupe de Lie résoluble mais non nilpotent. On peut donc considérer
cette &tude comme un moddle d'étude d'actions localement libres de groupes

résolubles plus généraux.

Enfin, dans un travail précédent, en collaboration avec
V. Sergiescu, (Cf. [@hy—Seé}), nous avions mis en évidence un phénoméne

de stabilité trés forte pour les actions localement libres du groupe
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affine sur les 3-variétés fermBes A groupe fondamental résoluble, Il
s'agissait de savoir si cette rigidité &tait due & la varidté ambiante
ou au groupe affine., Nous n'avons répondu que partiellement 3 cette

derniére question.

. . , : +1
Soit ¢ un groupe de Lie de dimension n et " un

groupe de Lie de dimension (n+!) contenant un sous—groupe isomorphe

\ n n+1 . .

d& G ., Supposons que G contienne un sous-groupe discret [ tel
n+1 . n - +1]

que G /T soit compact. Le groupe G opére sur Gt par trans-

n+t/

lation & gauche, il opére donc sur G ' Les actions localement

libres obtenues de cette fagon peuvent &tre appelées "actions homogénes

de ¢ ",

Le groupe affine &tant résoluble, il est moyennable. Nous en
déduisons l'existence d'une mesure de Borel sur la varidté ambiante
invariante par 1'action et dont le support est la variété toute entiére,
Notre travail consiste essentiellement 3 démontrer le résultat suivant
(théoréme "principal" 5.C.4.). Si la mesure invariante est compatible
avec la structure différentiable, alors, 1faction localement libre
considérée du groupe affine est différentiablement conjugude, avec para-
métres, & une action homogéne. Dans ce cas, nous pouvons faive une

description explicite de ces actions.

Notre démarche est la suivante. Le chapitre I résume quelques
propriétés générales des actions localement libres de groupes de Lie
qui sont appliquées dans le chapitre IT au cas du groupe affine. Dans
le chapitre III, nous décrivons les exemples d'actions homogénes du
groupe affine, ce qui permet de ramener notre probléme & celui de

1'existence d'un champ de vecteurs vérifiant certaines propriétés,




Le chapitre IV discute de 1l'existence d'une forme volume invariante.
Ceci permet de réduire le probléme & une &quation fonctionnelle que
nous résolvons dans le chapitre V en utilisant des techniques de 1la
théorie des représentations des groupes de Lie dans les espaces de
Hilbert. Nous obtenons finalement le théoréme principal 3 la fin du
chapitre V. Enfin, le chapitre VI compléte un peu le théordme et
donne deux propositions laissant espérer que la conditjon imposée

sur la mesure invariante est inutile.
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CHAPITRE 1

ACTIONS LOCALEMENT LIBRES DE GROUPES DE LIE.

Soit G un groupe de Lie de dimension n et M une varidté
de dimension p. Une action & gauche de classe Cr (2 <r €w) de G
sur M est dite localement libre si le stabilisateur de tout polint de
M est un sous-groupe discret de G. Toute action localement libre
d'un groupe de Lie conduit naturellement 3 une action localement libre

de son revétement universel. Sans perdre de généralité, nous supposerons

donc par la suite que G est simplement connexe.

Si 1'action du groupe G sur la variété M est localement
libre, les orbites des points de M sous l'action de G dé&finissent
un feuilletage de M de classe ¢ et de codimension p-n, La feuille
de ce feuilletage passant par un point m de M est homéomorphe au

quotient de G par le stabilisateur de m.

A - Les champs de vecteuns fondamentaux.

Considérons une action localement libre de ¢ sur M :

s Gx M » M,

Pour simplifier, nous noterons g.m le point &(g,m).

Soit Xl""’xn une base de 1'algébre de Lie de G considérée

comme 1'algébre des champs de vecteurs sur G invariants & droite.




. k . o N
Soient C,. les constantes de structure assocides i cette base,

1]

c'est-d-dire :

- - . k -
[X,.x.] = | Cis X

J k

Il o~373

A 1'aide des champs Xi’ nous pouvons construire de maniére
-1 P
naturelle des champs de vecteurs Xi sur M, de classe C s définis

par :

X; (m) = do(-,m) (X, (e))

ot e désigne 1'élément neutre du groupe G et &(-,m) 1'application
partielle de G dans M. Les champs de vecteurs ainsi construits

vérifient de maniére immédiate la relation de commutation :

[xi,xj] =

D'autre part, 1'action étant supposée localement libre, les
champs Xi sont linéairement indépendants en chaque peoint. (On pourrait,
d'ailleurs, définir les actions localement libres par cette propriété).
I1 est clair que ces champs X, sont complets, c¢'est-i-dire que chaque

Xi est associé 3 un flot global de M,

La proposition suivante montre que, réciproquement, on peut
reconstruire 1'action du groupe G a l'aide des champs complets X,

que 1l'on appelera "champs de vecteurs fondamentaux" associés 3 1'action.




Proposition 1.A.1.- Soit M une variété de dimension p.
Supposons qu'il existe, sur M, n champs de vecteurs complets

(Xi)i_1 n linéairement indépendants en chaque point et tels que
Ay

Alors il existe une unique action localement libre du groupe
de Lie simplement connexe G dont les champs de vecteurs fondamentaux

sont les champs (xi)i=1,n'

Démonstration (Cf. [Die], chapitre XIX-3, ex-1).

Nous ne donnerons que le schéma de la démonstration.

Considérons, dans G X M, le champ de n-plans engendré par
les n-champs de vecteurs (X.(g),X.(m)) de T (G x M). Les condi-
i i (g,m)
tions de crochet montrent que ce champ de n-plans est intégrable. Puisque
les champs X.1 sont complets, les feuilles du feuilletage ainsi défini
se projettent biunivoquement sur G. On peut alors définir une action

de G sur M de la fagon suivante :

(g,g.m) est 1'unique point de G X M appartenant & la méme

feuille que (e,m).

On vérifie aisément qu'il s'agit bien d'une action localement

libre ayant les Xi comme champs de vecteurs fondamentaux. M

Puisque nous disposons de n champs de vecteurs Xi sur la
variété M ainsi que d'une action de G sur M, il peut Etre utile

de décrire la fagon dont G opére sur ces champs.




Considérons la représentation adjointe de G dans son alpébre

de Lie & :
e

ad : G — Aut(Ge).

Cette représentation s'écrit de la fagon suivante :

| s ]

ad(g)(X,) =

a..(g)X, .
J 1J(g) ;

i

Les champs de vecteurs fondamentaux sur M se transforment alors
par l'action de G comme 1a représentation adjointe. Plus précisément,

on 4a
)11
By (X.) = 'X aij(g)xj .

(Comme nous le ferons souvent par la suite, nous avons identifié ici

1'élément g du groupe G et le difféomorphisme correspondant de M),

I1 suffit, en effet, de voir comment les champs de vecteurs in-
variants & droite ii de G se transforment par 1'action & gauche.

Or, ceci est précisément une définition de 1a représentation adjointe.

B - La codimension un.

Nous ne nous int&resserons désormais qu'aux actions localement
libres de codimension un, c'est~a-dire que nous supposerons que n = p-|,
On peut alors faire quelques remarques d'ordre qualitatif sur le feuille-

tage de codimension un engendré par 1'action.

Rappelons qu'un lacet Yy d'une feuille d'un feuilletage est

appelé cycle évanouissant s'il existe une homotopie libre (Yt)OQtél




telle que :

v, =Y
ii) Yte [O,E], Y, est un lacet d'une feuille,

iii) Y, n'est pas homotope d zéro dans sa feuille.

iv) \/t:e:](),ﬂ s Yt est homotope & zéro dans sa feuille,

Si un feuilletage ne posséde pas de cycle @vanouissant, le

groupe fondamental de chaque feuille s'injecte dans celui de la variété.

Proposition 1.B.1,~ Un feuilletage induit par une action loca-

lement libre de groupe de Lie est sans cycle évanouilssant.

Démomstration (cf. [Pla-2], [Buil).

Supposons qu'il existe un cycle &vanouissant Yo Solent m,
le point Yt(O) et Ft la feuille passant par wm, . On peut alors

construire une famille continue de revétements.,

P ¢ G > Ft

g > fb(g,mt)-

Puisque, pour t strictement positif, le lacet Y, de F
est homotope & zéro, il ge reléve dans G en un lacet, Par continuité
de la famille de revétements Pps le lacet Y, se reléve dans G en

un lacet, ce qui contredit le fait que Y, n'est pas homotope i zéro

dans F . H
o




Conollaine 1.8.2.~ Soit G un groupe de Lie homéomorphe & R,

S$'i1 existe une action localement libre de G sur une variétéd M de

%
dimension n+l, alors le revétement universel M de M est homéomorphe

5 +1
a R,
Démonstration : Soient F le feuilletage induit par L'action
" "\ ]
et F son relevé dans M, Puisque F est sans cycle évanouissant,

",
. . N . |
toutes les feuilles de F sont homéomorphes & € c'est-i~dire 4 R'.

",
D'aprés un théoréme de Palmeira (Cf. [Pai]), la variété M est homéo-

+
morphe & R" }‘ [ ]

Rappelons rapidement gquelques notions relatives i la croissance
(ct, [HeC*QJ, [Pla—i]). Soient £, et f2 deux fonctions croissantes

+ + . R
de R dans R (oude N > N). On dit que f] et f2 ont méme type
de croissance s'il existe des constantes o >0, B >0, y et o' >0,

B' >0, ¥y' telles que :

Y x, £,00) € o £,(Bx + )

fz(x) < af f](B'x +y'y.

On appelle type de croissance d'une fonction croissante f,

sa classe d'équivalence relativement 3 cette relation d'équivalence,

Soit maintenant (M,F) un feuilletage d'une variété compacte,
Munissons M d'une métrique riemannienne et soit m un point de M.
Considérons alors la fonction croissante associant au réel positif x
le volume de la boule de centre m et de rayon x dans la feuille
passant par m. Le type de croissance obtenu s'appelle type de crois-

sance de la feuille F passant par m. (On vérifie qu'il ne dépend




ni du point m de F, ni de la métrique choisie).

Soit G/H un espace homogéne de groupes de Lie muni d'une
métrique invariante d droite. La fonction associant au réel positif
x le volume de la boule de centre eH et de rayon x est croissante.
Son type de croissance est appelé@ type de croissance de 1'espace homo-

géne G/H.

Dans le cas d'un feuilletage défini par une action localement

libre de groupe de Lie, ces deux notions sont relides par la :

Proposition 1.B.3.- Soit ® une action localement libre de
classe ¢F (r > 2) sur une variété compacte M. Alors, le type de
croissance de la feuille Fm passant par un point m est le méme que
celui de 1'espace homogéne G/Gm oli G désigne le stabilisateur

de m,

Démonsthation : Munissons M d'une métrique riemannienne de

telle sorte que les champs de vecteurs fondamentaux soient orthogonaux
deux @ deux et soient de norme un. Dans ce cas, il est clair que la
boule de centre m et de rayon R dans Fm est isométrique i la
boule de centre eGm et de rayon R dans G/Gm pour une métrique

invariante 3 droite, B

Soient T un groupe de type fini et I wun systéme fini de
générateurs. Associons i l'entier positif n 1le nombre d'éléments de
I' s'écrivant comme produit de moins de n é&léments de Z. Le type
de croissance de cette fonction est appelé type de croissance de T,

il est indépendant de I.




Théoneme 1.B.4.- Soit G un groupe de Lie dont tous les espaces
homogénes G/I' avec T discret, ont une croissance exponentielle (i.e
ont méme type de croissance que la fonction exponentielle)., $'il existe
une action localement libre de codimension un de G sur une varidcé
compacte M, alors le groupe fondamental de M a une croissance expo-

nentielle,

Démonstration : 11 s'agit d'une application directe du théoréme

de J. Plante (Cf. [?la—{]) suivant lequel la croissance des feuilles
d'un feuilletage est dominée par celle du groupe fondamental de la
variété ambiante lorsque le feuilletage considéré est sans cycle éva-

nouissant., B




CHAPITRE 11

REMARQUES GENERALES SUR LES ACTIONS LOCALEMENT LIBRES DU GROUPE AFFINE.

Nous noterons GA le groupe affine de la droite réelle,

c'est-d~dire le groupe des transformations
X +— ax + b {a >0

Ce sont les actions localement libres de GA que nous allons
&tudier. Nous représenterons un &lément g de GA par un couple ({a,b),
et lorsque cela sera nécessaire, nous noterons a(g) et b(g) les

deux composantes de g,

A - Propridtés alglbriques et qéométrniques de GA.

La loi de composition dans GA est

(a,b)(a',b") = (aa',ab' + b).

L'inverse de (a,b) est (i-, - EJ. Commengons par décrire

a a
quelques propridtés de CA.

Proposition 2.A.1.- Le groupe affine est résoluble.

Démonstration : Il est clair que le commutateur de deux appli-

cations affines est une translation. Le premier groupe dérivé de GA est

donc abélien. B




_]0...

Proposition 2.A.2.- Les deux champs de vecteurs de GA :

- 3 3
X A
{a,b) 9a 3b
- 3
Y =4 ——
(a,b) 3%

sont invariants i droite. Ils forment une base de 1'algdbre de Lie de GA.

La relation de commutation est

%3] = ¥ ®

La vérification de cette proposition est immédiate. En calculant

comment ces champs se transforment par translation 3 gauche, on obtient la :

Proposition 2.A.3.~ La représentation adjointe est donnde par

X - b(g)¥ .

ad(g) (X)

ad(g) (Y) = a(g)Y . &

Proposition 2.A.4.- La mesure de Haar invariante 3 droite sur

GA est la mesure :

_ da A db

-

a

Une métrique invariante i droite sur CA est la métrique

2
d52=b;' da® - 2 ga ab + av?, g

a a




11 s'agit encore d'une vérification immédiate. Cette proposition
montre que, géométriquement, le groupe affine s'identifie au demi-plan de
Poincaré. {(Les formules ne sont pas les formules habituelles car nous

avons pris la métrique invariante & droite).

Il va nous falloir &tudier les feuilles d'un feuilletage induit
par une action localement libre de CA. DPour cela, &tudions les sous-—

groupes discrets de GA et la croissance des espaces homogénes correspondants,

Proposition 2,A.5.- Tout sous-groupe discret de GA est soit

trivial, soit infini cyclique.

Démonstration : Soit T un sous-groupe discret non trivial de

GA, 8i T est abélien, deux cas sont possibles :

i) I' est uniquement constitué de translations. Etant discret,

' doit &tre infinicyclique,

ii) tous les &léments de [I' fixent un point commun de R
(par 1'action canonique de T sur R). Dans ce cas, on peut (quitte
a effectuer une conjugaison intérieure) supposer que ' est inclus dans
le groupe des homothéties de centre 0. Ieci encore, [ &tant discret,

il doit &tre infini cyclique.

Si T n'est pas ab&lien, il contient au moins une translation

(1,b) et une homothétie (a,b'). Alors I contient :

vy T P b
(@007 @b = (1, D — 5= (1,0

Le sous-groupe I n'est donc pas discret. B
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Proposition 2.A.6.- Les espaces homogénes GA/I avec

sont homéomorphes 3 :

- un plan si I est trivial,

- un cylindre dans le cas contraire,

Ils sont tous & croissance exponentielle.

I' discret

Démopsination : Ces calculs de croissance ont 8té effectués par

J.P. Boulenguez. Pour la simplicité des calculs, nous utiliserons les deux

modéles de la géométrie hyperbolique : le demi-plan et le disque.

La premi&re partie de la proposition est claire. Dessinons un

domaine fondamental de GA/T lorsque T est cyclique.

ler cas : I est engendré par la translation (l,bo)
a
i by -
b

(Les deux points marqués d'une croix doivent étre identifiés).

2éme cas ! [ est engendré par 1l'homothétie (a,0)

/ ///////// Y

(Ici encore, on identifie les points marqués d'une croix).
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Dans la géométrie hyperbolique, le disque de centre (1,0) et de
rayon hyperbolique R est le disque euclidien orthogonal 3 1'axe des "a"
et passant par les points (eR,O) et (eHR,O). Plagons-nous dans le

28me cas. Pour calculer le volume de la boule de rayon R dans 1'espace

homogéne GA/T, il faut calculer le volume du domaine hachurd suivant :

L

1y

i
¥
§
i
|
;
§
|
)
I
i

~Xp Xg = 2a chR-—(az+!)

Ce volume est supérieur i !

Y - 2x Log a = 2 Log a(2a ch R - (a2+l)).

~X SXEK v

agyga

Ceci donne bien une croissance exponentielle,

En ce qui concerne le ler cas, on procéde de maniére analogue,
ce qui donne encore une croissance exponentielle. (On verra d'ailleurs
que les espaces homogénes du premier type ne sont jamais orbites d'une

action).




I1 reste 4 calculer la croissance du groupe affine par lui-méme,

Pour cela, utilisons le moddle du disque de Poincaré oit la métrique est

et le volume :

d52 . r2 d82 + dr2
(1- r2)2
Vo= I dé dr
(1-r%)?

La boule de centre O et de rayon hyperbolique R est la

boule euclidienne de centre O et de rayon th R. Le volume de 1la

boule de centre

o |

et de rayon R est donc :

¢ d th R
T L N L R
{1-t7) 1 - t%10

Ici encore, la croissance est exponentielle., B

B - Conséquence pourn Les actions du _groupe affine.

L'étude précédente du groupe affine, ainsi que les remarques
p g p q q

du chapitre | relatives aux actions en général, ménent aux conclusions

suivantes

Proposition 2.B.1.- Soit ¢ une action localement libre du

groupe affine sur une variété compacte M de dimension trois, de classe

¢’ (r 3 2).

Sy . r
1) il existe deux champs de vecteurs de classe C X et Y

sur M, linairement indépendants en chaque point,tels que [?,ij = -Y,




Ces champs se transforment sous 1l'action du groupe par les formules

suivantes

1

Y ¢ € ca, g, (X) = X = b(g)Y

It

ti) les feuilles du feuilletage induit sont des cylindres ou
des plans. Toutes sont A croissance exponentielle. Par conséquent,
la variété M est sans bord, son groupe fondamental est 3 croissance

. - . R - 3
exponentielle et le revetement universel de M est difféomorphe 2 R™.E
Précisons ces résultats.
Proposition 2.B.2,- 11 existe effectivement des cylindres,

il existe effectivement des plans. Tous les cylindres ont une holonomie

non triviale,

Démonstration : Si le feuilletage défini par 1'action avait

toutes ses feuilles homéomorphes 3 des plans, la variété M serait
homéomorphe au tore T3 (Cf. ERO{], [Bui]). Le groupe fondamental de

M ne serait pas 3 croissance exponentielle, d'ol une contradiction.

De méme, si le feuilletage ne contenait que des cylindres,
le groupe fondamental de la variété serait i croissance polynomiale

(ct. [ﬁec—é}), ce qui donne encore une contradiction.

De plus, si 1'un des cylindres avait une holonomie triviale,
1"argument utilisé dans le lemme fondamental de [ﬁec—i} pourrait
s'appliquer et montrerait que toutes les feuilles sont des cylindres,

Tous les cylindres ont donc une holonomie non triviale. @




Proposition 2.B.3.- Toutes les feuilles d'un feuilletage obtenu
- , , . 2
4 1'aide d'une action localement libre de classe €~ de GA sur une

variété compacte de dimension trois, sont partout denses.

Démonsthation : Les feuilles du feuilletage induit &tant des

plans ou des cylindres, elles ont un ou deux bouts (Cf Bﬁnﬂ). On
utilise alors le résultat de G. Duminy (Cf. Dmxﬂ) affirmant que si un
feuilletage de codimension un et de classe 02 d'une variété compacte
posséde un minimal exceptionnel, il possé&de au moins une feuille ayant
une infinité de bouts. Comme le feuilletage considéré est sans feuilles

compactes, toutes les feuilles sont partout denses.l

Remarquons que cet argument reste valable pour une action de
groupe résoluble, car les espaces homogénes de groupes de Lie résolubles

ont un nombre fini de bouts. (Cf. EAué}).

Nous utiliserons la notion de groupe moyennable (Cf. [?ré]).
Soit G un groupe de Lie. Considérons 1'espace CZ(G) des fonctions
continues bornées définies sur G et 3 valeur dans {R. On dit que G

est moyennable s'il existe une fonctionnelle :
o
M C (6 » R

telle que i) f 20 implique m(f) 30
ii) MAE + ug) = A(£) + un(e)
iii) m(]) = |

iv) m est invariant par translation & gauche.
Rappelons quelques résultats :

i) tout groupe de Lie ré&soluble est moyennable, par exemple

le groupe affine,




ii) Soit G un groupe moyennable et K un convexe compact
d'un espace vectoriel topologique. 8i G opére sur K de maniére

affine, alors il existe un point de K fixe par 1'action de G.

Nous en venons a4 une proposition qui sera tré&s importante

pour la suite,

Proposition 2.B.4.- Toute action localement libre de GA sur
une trois variété compacte M préserve une mesure de Borel finie sur
’ . ' - 2 "
les compacts. Si 1'action est de classe €, cette mesure est strictement

positive sur les ouverts,

Démonstration : Considérons une action localement libre du

groupe affine sur M. Le groupe GCA opére sur 1'espace des mesures
bornées sur M de maniére affine. D'autre part, il est clair que cette
action préserve le convexe compact (pour la topologie faible) formé
des mesures positives et de masse totale un. Le thdoréme de point fixe

cité précédemment donne le résultat,

On peut d'ailleurs "expliciter" cette mesure. Soit m wun
point de M. Une mesure invariante | sur M sera donnée par sa

valeur sur une fonction continue ) définie sur M :

I ) du = m(g — P(g.m)).
M

Le support de cette mesure est un fermé& invariant par 1'action.
. . 2 .
81 1'action est de classe C°, toutes les feuilles sont partout denses,
le support de la mesure est donc M tout entier. Les ouverts de M ont

donc une mesure strictement positive. B




Désormais, nous supposerons que 1'action localement libre étudiée

est de classe Cz.

Conollaine 2,.8.5.- L'ensemble des points non errants du flot
associé &8 X (ou &8 Y) est la variété M toute entidre. Le flot associé

4 X est transitif.

Démonsitnation + Il s'agit du thBoréme du retour de Poincaré. B

Proposition 2.B.6.- Soit € un cylindre. Alors, il existe
sur € une orbite périodique du champ X et une seule, Le champ Y

ne posséde pas d'orbite périodique.

Démonstnation : On sait déjd que le stabilisateur d'un point

est un groupe cyclique engendré solt par une tanslation (1,b) soit par
une homothétie (a,b) (avec a > 1), Montrons que le premier cas ne

peut pas se produire,.

Supposons qu'un point m soit fixe par la translation (1,b).

C'est-d-dire :
(1,b).m = m,

Dans ce cas, le cylindre passant par m contient une orbite

périodique de Y de période b. Soit a > !, on a alors

(2,00 (1,0 (&, 0)(a,0)m = (a,0)m
a

soit (l,ab)[(a,o).ﬁa = (a,0)m.

Ceci montre que le cylindre passant par m contient aussiune




orbite périodique de Y de période ab. En choisissant a assez petit,
cette orbite fermde serahomotope 3 zéro, contredisant le fait que le

-

groupe fondamental de chaque feuille s'injecte dans celui de la variété.

Soit alors m un point d'un cylindre,stable par le sous-groupe
P M P

- N > ] .
engendré par (ao,bo) {avec a )]
Soit m' un autre point du méme cylindre. Ce point s'écrit
m' = (a,b).m.

Le stabilisateur du point m' est le groupe engendré par le

conjugué de (ao’bo) par (a,b) c'est-d-dire par :

(ao,b(i"ao) + a bo).

Le point m' appartient A une orbite périodique de X si

et seulement si son stabilisateur est constitué d'homothéties, c'est-d-dire

si 3
b(l-ao) + a bo = 0,

. . b . .
Cette &quation donne au rapport — une unique valeur, ce qui
a
montre qu'il existe sur le cylindre une unique orbite périodique de X. B

A 1'aide de cette proposition et de la mesure invariante, nous

allons pouvoir préciser la nature de l'holonomie des cylindres,

Proposition 2.B.7.- Soient C un cylindre et T(t) un arc
transverse au feuilletage paramétré par t e']~e,+e[' tel que T(0)
soit un point m de l'unique orbite périodique de X tracée sur C,

L'holonomie de € <calculde le long de cette orbite périodique orientée
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positivement est une contraction au sens large, c'est-i-dire que si l'on
désigne par H le germe d'holonomie considéré, on a :

Ve fo [H(e)| < [el,

Démonstration : Soit U un voisinage de 1'élément neutre dans

8i l'on choisit U et T assez petits, l'application :

# v x ]-e,4e[ — M

g,t —— g, T(t)

est un difféomorphisme sur son image WU X:]~€,+€[) = V quli est un
voisinage de m dans M. Soit ﬁt 1'application partielle de U

dans M,

Notons U une mesure invariante sur M., D'aprés [?og],
il existe une unique mesure My sur ‘]—€,+EE telle que pour tout

Borélien B inclus dans V, on ait :

u(s) = J MU, (B))dm, ()

- ,+€

ol A désigne la mesure de Haar invariante & droite sur GA. FEtudions
l'holonomie & 1'aide de la carte 1, Puisque 3 est un difféomorphisme,

il existe un réel positif n et deux fonctions :

G: J-n, sn[ — caA

B Jon, o[ - w
telles que

(A4,0).T(t) = G(£).T(H(t)) , G(0) = e

GA.
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oii 1'élément (A,0) est le générateur du stabilisateur de m (avec
A> 1) et H est l'holonomie du cylindre &tudié. On doit choisir
n  éventuellement plus petit que € de fagon 3 ce que H soit dé&fini

sur l'intervalle ]wn,+n[.

On peut alors trouver un voisinage ouvert ' de e dans GA,

inclus dans U tel que :

Yegeu, Veeln,

(A,0).8.T(t) = (A,0)g(4,0)" (A,0)T(t)

~- |
[(4,0)8(4,0)" ] .c(t)T(H(L)).
C'est-d-dire que dans la carte ﬂlU'X]"n,+n[? 1'application
xeM +-> (A0D).xe M
s'8crit en coordonnées locales

(5,8) —— [(A,00g(4,00 a(t),m(t)].

Ecrivons que la mesure | est invariante par l'action en uti-

lisant la mesure | sur J-e,+e[.

On obtient, en prenant pour B 1'image par du produit
P p P P

d'une boule de GA de centre e par l'intervalle [Q,i] :

t H{t)
(1 J du, = { A a(G(t))duI
0 0

En effet, la mesure de Haar invariante & droite A se transforme

de la facon suivante par l'action # gauche
G p g

A(gE) = a(g)A(E) pour tout borélien E de GA.
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(c'est~a-dire que la fonction modulaire du groupe affine est

AG(g) = a(g)).

Supposons alors que 1'holonomie H ne soit pas contractante,

c'est-d~dire qu'il existe une suite de réels e, tels que :

t 0

n

[H(tn)l > ltnf

On aurait alors :

wfo,e Iy >4 [ing ageen] . (fo,e 1),

te|o,t
n
Or, ceci est impossible car

lim G(t) = G(0) = e = (1,0).
t+0

Alors que l'inégalité précédent donne ;

inf alG(e)) s+ <1 .
Oététn A

Ceci termine la démonstration de la proposition. B

Nous allons préciser la proposition 2.B.3. relative 3 la

densité des orbites par la :

Proposition 2.B.8.- Soit ¢ wune action localement libre de GA
sur une variété compacte de dimension trois., Si @ est de classe ¢,

deux cas sont possibles et s'excluent mutuellement.
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i) soit les orbites du champ Y sont denses dans M.
i1) soit M est un fibré en tores sur le cercle et les orbites
. . . r
de Y sont tangents aux fibres d'ume fibration de classe C . Le flot

associ€ & X est alors une suspension d'un difféomorphisme du tore,

Démonstration : 11 s'agit d'adapter une proposition analogue
g P prop

due & J, Plante (Cf. [}la—i]) pour le cas des flots d'Anosov,

Supposons que le champ Y ait une orbite non dense.

Soit M wun minimal du champ Y. On a
n( M.
I1 est clair que, pour toute homothé&tie (a,0), on a
(a,O)n‘f\?n =B ou (a,O)W = "b
L'ensemble des réels a tels que
(a,O)n( =n

” * * .
est un sous-groupe fermé de R+. Ce sous=-groupe n'est pas R+ car, sinon
M serait toute la vari&té M. Il n'est pas non plus trivial car tous
les points de M sont non errants pour le flot associé au champ X. 1I1

est donc infini ecyclique. Soit vy un générateur de ce groupe, L'ensemble

\u)¥ (a,O)q = (a,O)ﬂ

aeR ae[l;ﬂ

est alors un fermé invariant par l'action de GA, c'est-a-dire qu'il est
égal & la variété M toute entidre. Il s'ensuit que H est une sous-—

variété de classe C° de M., En effet, soient (Wt) le flot associé
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4 X et S un petit disque transverse & X et ne recontrant pas MW.

Pour chaque x de 8, il existe un unique réel t(x) de JO,Y{: tel que ;

l1’{_‘()()(}0 € .

Le minimal m dtant compact la fonction t est continue,

ce gqul montre que q est défini localement par la carte :

XES

Wt(x)(x) € ﬁt

. . . 0
Le minimal q est donc bien une sous-variété de classe C,

qui est homéomorphe 3 un tore car elle supporte un flot sans singularité.

Ceci montre que M est un fibré (de classe c®) en tores
sur le cercle. Dans [bhy—Seﬁ], nous avons classifi&, a4 conjugaison
différentiable prés, les feuilletages sans feuilles compactes sur ces
fibrés en tores sur le cercle. Cette classification montre que le flot
(Wt) est strictement contractant sur une transversale au feuilletage,
Autrement dit, le flot (Wt) est un flot d'Anosov. On peut alors appli-
quer le théoréme de [?1a—é} qui montre que la fibration de fibre N
et de base Si que nous venons d'exhiber est différentiable et que le

flot ‘i‘t est une suspension. @
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CHAPITRE 111

LES EXEMPLES D'ACTIONS LOCALEMENT LIBRES DU GROUPE AFFINE.

A - Comstruction d'actions "homogénes".

Soient G un groupe de Lie de dimension n et G' un groupe
de Lie de dimension p contenant un sous-groupe isomorphe a2 G. Supposons
que G' contienne un sous—-groupe discret I tel que G'/T  soit compact.
Le groupe G opdre sur G' par translations & gauche, 11 opére donc

sur 1'espace homogéne G'/T.

G x ¢'/IT —— ¢'/I

(gsh‘r) > gh.F.

Le stabilisateur du point hl' est :

Ce groupe est discret dans G. Par conséquent, l'action que
nous venons de décrire de € sur G'/lI' est localement libre. Les actions

de ce type seront appelées "actions homogénes" de G,
p PP 24

Essayons d'appliquer cette méthode au groupe affine.

Proposition 3.A.1.- 11 existe deux groupes de Lie G' et deux

seulement tels que !

i) G' est simplement connexe et de dimension trois.
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ii) G' contient un sous-groupe isomorphe & GA.
iii) G' contient un sous-groupe discret I tel que G'/T

est compact,
Ces deux groupes de Lie sont les suivants

. ~ . ot -
1)} le revétement universel SLZ(R) de SL20R), dont 1'algébre

de Lie est engendrée par X, Y, Z, avec les relations

(X,¥] = ¥
x,Z] = Z
[¥,72] = 2% .

ii) un groupe de Lie résoluble de dimension trois que nous

noterons G3 dont 1'algébre de Lie est engendrée par X, Y, Z avec

les relations :

[X,9] = -7
(%,7) = 7
[%,7] = o.

Démonsthation : 11 suffit d'examiner, dans la liste des algébres

de Lie de dimension trois (Cf. par exemple [Kir]) celles qui contiennent
deux éléments X et Y tels que [X,YJ = ~-Y. On trouve finalement que
les seuls groupes de Lie simplement connexes de dimension trois contenant

le groupe affine sont
L N
i) SLZ(R)
1i) G3

ii1) GA X R.
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Le troisiéme cas est & éliminer car ©GA X R ne contient aucun

sous~groupe discret tel que le quotient soit compact (ceci est &lémentaire).

Le fait que SLZ(R) contienne des sous-groupes uniformes discrets
(i.e & quotients compacts) est bien connu. Nous &étudierons le cas de G3
dans le paragraphe suivant, et en particulier, nous verrons qu'il existe

effectivement des sous-groupes uniformes discrets de G3. |

Nous voyons donc apparaitre deux familles d'actions localement
libres du groupe affine ; celles sur les espaces GB/F’ et celles sur
™~ . . .
SLZ(R)/T. Les deux paragraphes suivants sont consacrés d la description

géométrique de ces actions,

Remarque 1.- Les "actions homogénes' sont évidemment Etransver-
salement homogénes, c'est-a-dire que la structure transverse du feuilloetage

associé 4 l'action est modelée sur 1'espace homogéne G'/G.

Remarque Z.- Dans le cas d'une action de groupe de Lie nilpotent
G, on sait que la variété ambiante est un espace homogéne G'/T ol o'
est un sur-groupe de G (Cf.[ﬂec—l]). Cependant, l'action localement
libre peut &tre totalement différente d'une action "homogdne". En ce qui
concerne le groupe affine, nous allons montrer que si la mesure invariante
est suffisamment r&guli&re (Cf. Chapitre IV), 1'action est conjuguée a une

action "homogéne'',

B - Les actions "nésolubles”,

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux actions homogénes

du type :
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GA % GB/I‘ —  G,/T,

Commengons par préciser la nature de G3 et de ses sous-groupes

uniformes discrets. Soit A une matrice de SLz(Z) de trace strictement
supérieure 3 deux, La condition relative & la trace signifie que A
posséde deux valeurs propres strictement positives. Ceci nermet de dé-

finir A" pour tout réel t. Consid@rons, dans l'ensemble des triplets

(t,x,y) de R3, la loi de composition suivante

(t:x:Y) (t'sx'ay') = (t+tl,At(x"yl) + (XsY))-

On vérifie facilement que ceci définit une structure de groupe

et que le groupe obtenu est isomorphe & G, (et ceci guelle que soit

la matrice A de SLZ(Z) telle que tr A > 2).

Indiquons comment le groupe affine se plonge dans G Soit

30
U un vecteur propre de A, associé 3 la valeur propre positive A.

A 1'élément (a,b) de GA, associons 1'@lément

(ﬂ__a , bu)
Log A

de € On obtient ainsi deux plongements de GA dans G, (un pour

3° 3

chaque direction propre de A).

Soit FA le gsous-groupe de G3 formé des triplets entiers

(t,x,y) de 23. Il est facile de constater que FA est un sous-groupe

uniforme discret de G

3
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Proposition 3.B.1.- L'espace homogéne G3/T'A est difféomorphe
d un fibré en tores sur le cercle Ti dont la monodromie est donnde par A,

Plus précisément :

3 _ .2 B
a5 T R e o By, ee)

o A désigne 1'automorphisme du tore déduit de A,

Démonsthation : Le groupe FA est engendré par :

(1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1).

L'espace homogéne G3/FA est donc 1'espace R3 oli 1'on identifie

les points

(t,x,y) avee (t+1,A(x,y))
(t,x+1,y)

(t,x,y+1) .
. ‘e N 3
I1 est alors clair que G3/1"A est difféomorphe a Ty ]

La proposition suivante montre que les espaces homogénes décrits

précédemment sont les seuls # considérer :

Proposition 3.B.2.~ Soit T un sous—groupe uniforme discret
de G3. Alors, il existe une matrice A de SLZ(Z), de trace strictement

sup@rieure 4 deux telle que T soit conjugé & FA dans G3.

Démonsthation : Le groupe G, s'@crit comme une extension

o — Rz — G3 we—r R — 0,

Soit Yy wun élément de T gqui n'est pas dans Rz. Le sous-

. 2 2 . . .
groupe discret ' NTR™ de R” est un sous-groupe discret invariant
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Ce sous—groupe n'est pas trivial

2

par la conjugaison int@rieure par Y.

car, le commutateur de deux &léments de I appartient & R”, et 7T
n'est pas abélien. Ce sous-groupe n'est pas non plus de rang | car

. 2 . . N .
t'action de ¥ sur R® aurait une valeur propre égale 3 + 1, Ceci

. . . ‘ 2
montre que T N Rz est isomorphe & 22 et que }l'action de Yy sur R

préserve ce treillis : Il est alors facile de compléter la démonstration. B

I1 nous reste 3 décrire géomé@triquement les actions obtenues

sur ces fibrés Ti

Le feuilletage de Rz par droites paralléles 3 1'une des

directions propres de A définit un feuilletage par droites du tore

T2 = Rz/zz. Le feuilletage produit sur T2 ¥ R est évidemment inva-

riant par 1'application :

(m,t) € T2 X R — (K(m),t+]) € T2 xR,

On obtient ainsi deux feuilletages (un pour chaque choix d'une

direction propre) sur le fibré en tores Tz. Ces feuilletages sont
i PR : < 3
évidemment ceux définis par les actions homogénes de GA sur TA'
Précisons les champs de vecteurs fondamentaux associés i
. . Py 2 . .
l'action. Soit {(u,v) des coordonnées propres de MR™ relatives 3 la
matrice A et A la valeur propre correspondant & la direction propre
choisie, Les deux champs de vecteurs de R3
N ! 3
X(u,v,t) = -
Log A ot
Y t 9
Y(u,v,t) = A~ —
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. 3 ,
passent au quotient sur T, en deux champs de vecteurs X et Y qui

sont bien siir les champs de vecteurs fondamentaux associés & 1'action,

En plus de ces deux champs, on dispose d'un troisiéme champ

Z correspondant au troisiéme générateur de 1l'algébre de Lie de Gy

Ce champ est défini par :

It se transforme sous 1'action de GA par la formule

YV g e ca, B2 = Ly

a(g)

C - Les actions "semi-simples”,

Le groupe affine se plonge dans SLz(R) de deux fagons

"naturelles"

GA —— SLZGR)

/A b
(asb) b /5
0 1
va
L 0

(a,b) +H—— va
L

Va

A ces plongements correspondent des actions homogénes que

nous allons décrire.
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Soit Mz le demi-plan de Poincaré. Le groupe PSLZ(R) opére

. o 2 . . e S
par isométrie sur M, il opére donc sur le fibré unitaire Langent

2 N 2 r s . . A
TE(M Y 4 M., On vérifie facilement que cette action est transitive

~

et libre, ce qui permet d'identifier PSLz(R) a Tl(mz). Considérons
alors les relations d'équivalence suivantes dans T]GHZ). Deux points
(Xi’vi) et (xz,Vz) de TI(MZ) sont équivalents si et seulement si

les géodésiques partant de x, et x, dans les directions v, et 2

1 2 1

{resp. dans les directions opposées & v, et v ont mémes points i

] 2)
1'infini. Les classes d'équivalence dans T!(Mz) munissent T](Hz)

d'un feuilletage (trivial) invariant par 1'action de PSLZ(R). Une

feuille de ce feuilletage peut étre représentée de la fagon suivante !

8i T est un sous—groupe discret de SLz(R) tel que le
quotient SLZ(R)/F gsoit compact, on peut considérer la variété My
quotient de Tl(mz) par 1'action de I’ munie du feuilletage quotient,
Les feuilletages ainsi obtenus sont les "feuilletages horocycliques"

sur M Suivant la relation d'@quivalence choisie dans T}(&z),

e
les feuilletages obtenus sont ceux correspondants aux actions homogénes

de GA sur SLZ(R)/F déduites de 1'un ou de 1'autre des plongements

naturels de GA dans SLZ(R).
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Les variétés MF ont beaucoup &té &tudides ; par exemple, les

fibrés unitaires tangents aux surfaces de genre supérieur 3 deux, ainsi

que les variété&s de Brieskorn V
Psds¥

{avec i-+ 1'+ i—< 1)

P g r

sont de

type. Toutes ces variétés sont des fibrés de Seifert.

Ici encore, il existe sur M , outre les champs X et Y

définissant 1'action, un troisiéme champ de vecteur Z correspondant

au troisiéme générateur de 1'algébre de Lie de SLZ(R). Ce champ Z

se transforme sous l'action sous l'action de GA par la formule :

2
g*2=-——1——~z+ z?_(ﬁlx..hm.ﬁ_.&l v
a(g) a(g) a(g)

I1 suffit pour cela d'expliciter la représentation adjointe

ad : SLZ(R) —_ Aut(SEz(m))

et de prendre sa restriction au sous=groupe GA de fagon 3 obtenir

1'action de GA sur le champ Z.

D - Proprietés commumnes aux deux famifles d'exemples.

Dans les deux familles décrites précédemment, on a la caracté~

ristique commune suivante. En plus des champs X et Y, 1il existe

un troisidme champ Z vérifiant les propriétés suivantes :

iy X, Y, Z sont lin€airement indépendants en chaque point ;
it) [%,¥) =-v 3 X7 =2 ; [¥,2 = kx ;

! b(g) b2 (g)

i) g (2) = ——2Z + 2 kX - kY,

a(g) a(g) a(g)
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Si le réel k est nul, on retrouve la famille '"résoluble", si
k est non nul, on retrouve la famille semi-simple. Il est clair que si,
dans le cas général, on arrive & construire un troisiéme champ de vec-
teurs 7 vérifiant les trois propriétés précédentes, il sera facile de
montrer que l'action considérée est conjugue, avec paramétres, d 1'une
des actions que nous venons de décrire, En particulier, la variété
ambiante sera soit un fibré en tores sur le cercle, soit un fibré de

Seifert.

C'est ce champ de vecteurs que nous allons désormais essayer
de construire. Nous n'y parviendrons qu'en imposant & la mesure inva-

riante trouvée dans le chapitre précédent d'étre suffisamment "bonne".

Pour cela, nous commencerons par montrer que, sous les hypo-
théses faites quant 4 la mesure, 1'action &tudiée préserve une forme
volume de classe Cr. C'est en effet le cas dans les exemples décrits,
car, aussi bien SLZ(R) que G3 sont unimodulaires, 1la mesure de Haar,

invariante & gauche et i droite définit donc une forme volume inva-

riante sur SLZ(R)/F ou G3/F.

E - Refation avec Les 4Lots d'Anosov.

Rappelons qu'un flot ft sur une variété compacte M est
dit "flot d'Anosov' (CF. [Ano]) s'il existe une décomposition du fibré
tangent 4 M en une somme de trois socus~fibrés continus :

i

T M =8 "@E° 6 F
® X X X

telle que : 1) Ei est le fibré tangent aux orbites de ft'

(Ei est de dimension un).
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ii) EY et E® sont invariants par dft.
iii) dft contracte exponentiellement les vecteurs tangents a
E® guand t tend vers + |
iv) df_t contracte exponentiellement les vecteurs tangents

a g quand t tend vers + @ |

On peut dire que la donnée d'une action localement libre de GA
donne lieu # un "demi-flot d'Anosov". En effet, la condition de crochet
[X,Y] = ~-Y montre que le flot associé & X dilate exponentiellement les
vecteurs proportionnels & Y. Cependant, on ne dispose pas a priori du
sous—espace stable ES. Par contre, le champ instable EY, qui est iei ¥
est supposé différentiable, ce qui n'est pas le cas pour un flot d'Anosov

quelconque.

Inversement, d'aprés un th@oréme de Marcus, (Cf. Dmnﬂ), pour
tout flot d'Anosov de codimension un (i.e tel que la dimension de g"

. . . ] . o
soit un), il existe une action localement libre de GA, de classe C

telle que :

YV x e M, le flot t — (et,O).x est le flot donné,
Y xe M, la courbe b —*> (!,b).x est une courbe tangente

en tout point & E".

En conséquence, les problémes de classificiation des flots

d'Anosov et des actions du groupe affine s'avérent trés voisins.
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CHAPITRE TV

LA FORME VOLUME INVARTIANTE,

Commengons par indiquer la restriction que nous imposerons &

la mesure invariante.

Définition 4.1.- Soit U une mesure de Borel sur une variété
compacte M munie d'une forme volume . Nous dirons que | est
compatible avec la structure diffé@rentiable s'il existe deux constantes

strictement positives ¢, et ¢, telles que !

c.w & Qg £ e, .

] 2

Nous nous proposons dans ce chapitre de démontrer le résultat

suivant :

Proposilion 4.2.~ Soit ¢ une action localement libre du

» L4 el * r
groupe affine sur une 3-variété compacte orientable M, de classe C
(2 <rg€w. S & préserve une mesure borélienne compatible avec la

e . . r
structure différentiable alors ¢ préserve une forme volume de classe C

Remarque. : Nous pourrions améliorer le résultat en supposant
seulement que la mesure U est absclument continue par rapport & une

mesure de Lebesgue.
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Cependant, nous ne le ferons pas car cela nous obligerait &
développer un certain nombre de lemmes 'techniques' alors que le résultat

ne serait pas beaucoup plus fort que celui que nous donnons.

Plagons-nous dans les hypothéses de la proposition et choisis-
sons une forme volume arbitraire w sur M. Nous pouvons alors construire

les "jacobiens" Jg définis de la fagon suivante :

¥
Y g e ca, oM — Ry

Lemme 4.3, - Si 1 est compatible avec la structure différen-~

tiable, alors, il existe un réel £ strictement positif tel que :

£J g £,

A4 A L
g e G 7 e

Démonstration : Supposons qu'il existe une suite g, dans GA

et X dans M telle que :

J {(x) 3 n.
gn n

Soit Bn une boule de centre X suffisamment petite pour que

Inf J (x) 3 & .
xEBn gn 2

On a alors :
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Gtilisons alors le fait gque u est invariante et que

c,0 £ U &£ ¢

oo
1

2

On obtient

[ U 2z CE f w 2 Cl L J w oz Cl o J— J U
8,(B) 8. (By) 278 2 ¢, ’'B

clest-3-dire

s

]

D'oli une contradiction,

On montre exactement de la méme fagon que les jacobiens Jg

sont uniformément bornés inférieurement par un nombre strictement positif, B

Cornollaine 4.4.- 81 11 est compatible avec la structure diffé-

. . . o
rentiable, 1'action & préserve une forme volume de classe C .

Démonstration : 11 s'agit d'une conséquence d'un théordme de

W.H. Gottschalk et G,A, Hedlund [Cothed] que nous allons expliciter.

Soit & 1'application suivante :

v
®: GAXY (MXR) — MXR

(g,myt) F—— (&(g,m),t + Log J?(m)).

’ ’ * r\J .
On vérifie facilement que ¢ est une action de GA sur M % R,

Cette action est &videmment localement libre car ¢ 1'est. Puisque les
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Jg sont bornés, toute feuille de 1'action % est‘ relativement compacte,
Par cons@quent, il existe un minimal compact i dans M X R pour 1'action
E;. Les orbites de @ &tant denses, ce minimal M se projette surjecti-
vement sur M. Par ailleurs, le minimal m  coupe chaque fibre {%} xR
en un point unique, car si n] contient {(¥,u)} et {(¥,utv), 11 contient

(#,u+nv) pour tout entier n, ce qui contredit la compacité de 1.1‘. Le

minimal est donc donné par une équation @
t = ¥(m)
oi F est une fonction continue de M dans R,
L'application F vérifie évidemment :

Vg € GA, Vmen, F(g.m) - F(m) = Log Jg(m).

-

. e o . .
Considérons alors la forme volume § de classe C définie
par

2 = exp(-F).uw,

On a :

#
g 9 =exp(-Foglguw
= exp(-F o g).J .
g
= exp(-F)w

.

Nous avons donc bien trouvé une forme volume invariante de

classe C°. |
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Proposition 4.5.- La forme volume € trouvée précédemment est

. r
en fait de classe C .

Démonstration : Soit m un point périodique du champ X, 1i.e :

Ja>1, (A,0) .m = m.
Considérons la matrice jacobienne de 1'application :

vyveM r———m— (A, 0}).y € M

au point m, vrelativement i une base X, Y, Z ol Z est un champ de

vecteur quelconque transverse au feuilletage. Cette matrice s'@crit :

A ¢ ¥
0 1 #*
0] 0 A

. . . o
Puisque 1'action préserve une forme volume de classe €, le

déterminant de cette matrice doit €tre &gal i un. Par suite :

Il s'ensuit que 1'on peut construire une variété stable T
transverse au feuilletage (Cf. [Hir, Pug, Shd]). I1 s'agit d'un arc
de classe C' immergé dans M, passant par m, et invariant par
(A,0). Comme au paragraphe 2.B.7., nous pouvons construire sur T,
4 1'aide de R, une forme volume QE de classe C°. Comme au

paragraphe 2.B.7., notons H le germe d'holonomie associé a 1'orbite

considérée et mesurée sur T, L'équation (1) de 2.B.7 s'écrit ieci :




est un difféomorphisme local de classe C] conjugant 1'holonomie H

4 1'homothétie :

B |-

Utilisons alors le ré&sultat suivant de [Ste—]]. Soit H
un germe de diff@omorphisme de classe ¢’ de R en 0 (w=zr22)y ;
si la dérivée de H & l'origine est différente de 1, alors H est
¢ conjugué & une homothétie. De plus, la conjugaison est unique
& une homothétie prés, En particulier, toutes les conjugaisons de

] r—1
classe C sont de classe C .

En appliquant ce résultat au cas que nous considérons, on

obtient que 1'application :

est de classe Cr_! et donc que la forme £ est de classe ¢’ au
voisinage du point m., Or, l'ensemble des points ofi la forme est de
classe C' est invariant par 1'action. L'action de GCGA ayant ses
orbites denses, la forme @ est de classe Cr sur la variété M

toute entiére,
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CHAPITRE V

LE TROISIEME CHAMP DE VECTEURS,

bDans ce chapitre, nous considérons une action localement libre
de GA, de classe ct (2 € r € w) sur une 3-variété compacte M,
Nous supposerons qu'une mesure invariante par 1'action est compatible
avec la structure différentiable. Nous nous proposons de construire un

champ de vecteurs Z de classe Cr“i tel que 1l'on ait les égalités

i
™

[x.2]
[v,2]

2kX

It

pour une certaine constante réelle k,

Pour cela, nous allons d'abord construire un champ 2 de classe

(8] A
C se transformant sous l1'action de GA selon la formule

2
! Z + 2k blg) X-k b (g) Y,

a(g) a(g) a(g)

(1 gl =

. = r-1
Nous montrerons ensuite que le champ trouvé est de classe C

et qu'il vérifie les relations de crochet écrites plus haut.

Nous utiliserons de fagon importante la classification des
représentations unitaires irréductibles du groupe affine. Commencons par

faire quelques rappels concernant ces représentations.
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A - Représentations unitaires {widductibles du groupe agfine.

Une référence générale est [Rir].

Definitions.- Une représentation unitaire d'un groupe de Lie G

dans un espace de Hilbert H est un morphisme continu de groupes
R: G —— Aut(H)

tel que pour tout &lément g de G, 1'automorphisme R{g)} est unitaire,

Deux représentations R, et R, d'un groupe G dans les

! 2
espaces de Hilbert H] et H2 sont équivalentes, s'il existe un isomor-
phisme @ de H] sur H2 tel que :
~1
Vegeo R,(g) = § R ()0 .

La représentation R est dite irréductible, si les seuls
sous-espaces fermés de H invariants par tous les R{g) sont {0}

et H,

Le théoréme suivant montre que 1'étude des représentations
unitaires se réduit en grande partie 3 celle des représentations unitaires

irréductibles.

Theoneme 5.A.1. (Cf. [Kir] page 144).- Toute représentation
unitaire R de G dans un espace de Hilbert séparable H peut etre

décomposée en une somme continue de représentations irréductibles.

Explicitons un peu ce théordme. Il existe un ensemble mesuré

(X,v) tel que l'espace H est une somme continue d'espaces de Hilbert H
X
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B = J HX dv
X

Et la représentation R se décompose en
R = J RX dv
X

ol R est une représentation unitaire irréductible de G dans H

I1 s'avére que les représentations unitaires irréductibles du

groupe affine sont entiZrement connues 3 &quivalence pr&s. Donnons en

la liste (Cf. [Nai, Ge]]) :

I1 s'agit d'une famille & un param@tre. Soit o un réel et

considérons 1'espace de Hilbert Ha = € et la représentation R, définie

par :

GA x H e} H
O 43

(a,b),z elu Log a.z )

I1 y a deux telles repr@sentations. Soit H, (resp. H_)1l'espace

. * ¢ 1 - .
de Hilbert Lz(m+, ﬂi) et considérons les représentations R+ et R

X

suivantes !

R, ¢+ GA x H+ e H

+ +

R+[(a,b),ﬁ](x) = eibxf(ax)
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R_:GAXH — H

R_[(a,b),f](x) = euibxf(ax).

Les représentations Rd’ R, et R_ é&puisent la liste des repré-

sentations unitaires irréductibles de GA,

Indiquons maintenant comment nous pouvons associer une repré-
sentation unitaire de GA & une action localement libre de GA sur une
variété compacte M. Soit U une mesure invariante par 1'action. Puisque
GA opére sur M, il opére sur 1'espace de Hilbert LZ(M,U) de la fagon

suivante

cA x 12, —— LA,

~1
(g,F) +——— Fog .

. . 2 ..
Cette représentation de GA dans L (M,u) est unitaire car

la mesure | est invariante :
-1,2 2
[ |Fog™ ' |“ du = f [F|© ap.
M M

C'est cette représentation que nous allons utiliser, Remarquons

que celle~ci n'est pas irréductible. Par exemple, dans le cas des actions
N 3 2,.3 . .

homogeénes sur TA, le sous-espace de L (TA’U) formé des fonctions cons-
tantes sur les fibres est un sous-espace fermé non trivial et invariant
par la représentation. Ce sous-espace s'identifie & 1'espace des fonctions
définies sur la base de la fibration, c'est-d-dire & 1'espace des fonctions
périodiques de R dans €. La décomposition de la représentation res-

treinte 4 ce sous-espace est exactement la décomposition des fonctions
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périodiques en séries de Fourier,

B - Lle champ z de classe c°.

Supposons la variété M

{2 une forme volume invariante par 1'action de

Soit alors Z'

R(X,Y,2") = 1,
GA

Appliquons un élément g de

g OX,Y,2") = X,Y,2")
Q(g¥X,g¥Y,g¥Z') =
Q(X-b(g)Y,a(g)Y,g¥Z') =

Ceci montre que gel' s'éerit sous

!
g*Z' LS

Z' ¢ p'X + V'Y
a(g) &

oti ¢é et ?é sont, pour chaque g de GA,

compacte orientable et notons toujours

GA.

un champ de vecteurs tel que

a cette égalité

la forme

des fonctions réelles

définies sur M. Commengons par expliciter les relations fonctionnelles
liant les fonctions ¢' et V',
g g
Si g et h sont deux &léments de GA, on a
]
(gh) 2' = Z' ' X+ Y'Y
* h h
a(gh) § &
= g,(h2)
— 1 t f
= g¥( '+ ¢h X+ Wh Y)

a(h)
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! ! t 1 1 -1 _ X I -1
7Z' o+ ¢g X + Wg Y| + b 08 [# b(g)?} + ¥ og .alg)Y .

a(h) ia(p)

1}

Ceci méne aux égalités.

] = 1 ' 1 -1
(2) Peh P ¢g * bpos .

1 ' - i =1
i ¥' - b(g) rbhog ! + a(g)‘r';iog .
a(hy &

I

(3 Wéh

Notre probléme est de trouver un champ Z se transformant

par GA comme dans la formule (1). Nous chercherons 7 sous la forme :

Z=2'"+F.X4+0G.Y

oi F et ( sont des fonctions numériques définies sur M.

Exprimons les conditions imposées 4 F et G. On a d'une part

8,2 = 8,2 + Fog (X - b(g)Y) + Gog 'alg)¥

Z' + 9'X + W'Y + Fog (X - b(g)Y) + Cog '.alg).y
a(g) & B

il

[Z - FX - GY] + ¢'X + ¥'y + Fog_](x - b(g)Y) + Gog_l.a(g)Y.
a(g) g g

D'autre part, la condition imposée & 2 est :
P P

2
SRR 1¢:9 ST L €

g .l =
¥ a(g) a(g) a(g)

En comparant ces deux formules, on obtient les conditions

cherchées
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(4) - F + {i)t + Fog.—! = 2k P_(.g_)_
a(g) & a(g)
] -1 -1 b2( )
(5) - G+ ¥' - b(g)Fog + a(g)Gog ~ = -~ &k ALYV
a(g) & a(g)

Finalement, le probléme est le suivant : Résoudre les

équations fonctionnelles (4) et (5) sachant que ¢é et .

satisfont (2) et (3).

Remargue : Tous ces calculs pourraient se formaliser de la
facon suivante. Soit X 1'algébre de Lie des champs de vecteurs tangents
aux feuilles. Le groupe GA opére évidemment sur X. Les fonctions

¢é et Wé permettent de définir une application :

c ! GA — X

g — a(g)(¢éX + WéY)-

Les conditions (2) et (3) signifient simplement que cette une
cochafne de GA 3 valeur dans X est un cocycle. De méme les fonctions
F et G définissent un O-cocycle o de GA i valeur dans X, en

1'occurence le champ FX + GY. Notons o le l-cocycle suivant :

€ GA — X

g~ k(2b(g)X - b>(g)Y).

Résoudre les équations fonctionnelles {4) et (5) revient i

résoudre 1'équation en o :
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Autement dit nous sommes précisément en train d'étudier une
. 1 . : .
classe de cohomologie de HC(GA,X), cohomologie continue de GA &

valeur dans X, Nous n'utiliserons pas cependant ce formalisme car

nous aurons besoin par la suite de formules explicites.

Nous allons résoudre (4) et (5) dans le cas particulier ol g
est une homothétie {(a,0). Nous verrons ensuite que si les &quations (4)
et (5) sont vérifiées pour les homothéties, alors elles le sont pour
tous les &léments de GA. Ceci est dans 1'esprit d'un lemme di &

Mautner que nous citerons ici bien que nous ne 1'utilisions pas.

Lemme.- Soit R une représentation de GA dans un
espace de Hilbert H. Soit V un &l&ment de H invariant par les

homeothéties, 1i.e
Yas>o R(a,0) (V) = V.,
Alors, V est invariant par tout le groupe
Vgeoa R(g)(V) = v, B

Commengons donc par étudier le cas des homothéties,

Si g = (a,0), les équations (4) et (5) s'écrivent
-1}
_ 1
F=a ¢(a,0) +aFo (a ,0)

- oa a2 6o (a !0

(a,0) ¥

[op]
[
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Considérons, dans 1'espace de Banach Co(M) des fonctions
continues sur M, les fonctionnelles Ua et Va suivantes,

Fe CO(M) —_— Ua(F) = a ¢Ea’0) + a.F o (a_!,o)

Ge () ——s  V_(6) +a%Go (at,0),

I
ay
(a,0)
Il est clair que, si a est strictement inférieur d 1,
ces fonctiomnelles sont des contractions, Il s'ensuit que, pour chaque
a strictement inférieur & 1, il existe un unique couple de fonctions

(Fa,Ga) tels que :

rri
[

u, (F)

|}
fl

Va(G).

Montrons, maintenant, que les solutions trouvées (Fa,Ga) ne
dépendent pas de a et que cette solution commune est encore solution
pour a supérieur & 1. Il suffit pour cela, de remarquer que si a

et a' sont deux réels strictement positifs :

Les op8rateurs Ua et Ua' (resp. Va et Va,) commutant,
et ayant chacun un unique point fixe, ces points fixes sont en fait

tous les mémes, c'est-d~dire que

Seit F (resp. G) cette solution commune et soit a > 1.

On a alors




Donc F = Ua(F)

et de méme G Va(G).

En conclusion, nous avons trouvé deux fonctions F et (
vérifiant (4) et (5) dans le cas particulier oii g est une homothétie.
Il va falloir montrer maintenant que si les &quations (4) et (5) sont
vérifiées lorsque g est une homothétie, elles le sont aussi pour les

autres 2léments de GA.

Considérons le champ Z défini par :
Z=2"+TFX + GY

of F et G sont les fonctions trouvées précédemment. Introduisons les

fonctions ¢g et Wg telles que :

8yl = Z+ ¢gx + WgY .

a(g)

Ces fonctions peuvent, bien siir, s'exprimer en termes de ¢é

et W',

= g,2' + ¥og (X - b(g)Y) + Cog™.a(g)Y

g
*
™~
I

Z' + ¢'X + V'Y + Fog (X - b(g)Y) + Gog l.a(p)Y.
a(g) 24 B

Ceci donne :




a(g)

]

& a(g)

Les fonctions

et (3). Par définition de

Nous aurons don

proposition suivante

Proposition 5.B

continues sur M, index8d
vérifiant
D ¢, = —
Y
2) ¥ =
Bh o (hy
3) w(a,O) = 0
4) ¢(a,0) = 0,

Alors, il exist

Vxe
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1

F + Fog~
-1 -1

G - b(g)Fog + a(g)Gog
¢g et Wg vérifient elles aussi les relations (2)

Z, ona:

*(a,0) 7 ©

¥ =0 .

(a,0)

¢ résolu notre probléme si nous montrons la

.F.- Soient ¢g et Wg deux familles de fonctions

es par les &léments g du groupe affine et

-1
5 + ¢h o g

¥, - b)Yy o g +ale)¥ og

e une constante réelle k telle que :

M, ¢ (x) = k. 22(8)
& a(g)
b2( )
Wg(x) = - g 2182 .

a(g)
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La suite de ce paragraphe est consacrée i la démonstration de
la proposition, Nous allons utiliser ici les résultats de la partie A
concernant les représentations. L'espace de Hilbert LZ(M,u) se dé&com-
pose en une somme continue d'espaces de Hilbert, chacun d'entre eux

étant isomorphe i H&’ H ou H_. Sur chacun de ces espaces, la repré-

sentation est Ra’ R+ ou R_. Les fonctions ¢g et Wg, en tant

qu'éléments de LZ(M,u) vont se décomposer sur les différents espaces

H, H et H_. Nous allons montrer que les composantes de ¢g et Y

a’ T+ g

R, et H_ sont toutes nulles, 3 1'exception des composantes

sur Ha, "

2
sur Ho qui sont respectivement égales & 2k b(g) et -k b (g)
a(g) a(g)

La représentation RO correspondant aux fonctions invariantes par GA

et les fonctions ¢ et Wg étant continues, la proposition sera
démontrée. En définitive, la proposition se scinde en trois lemmes
correspondants aux trois types de représentations : R, R, (avec o # 0)

et R+.

Lewmme 5.B.7. (Cas de RO).- Soient zg et wg deux familles

de complexes, indexées par GA telles que :

Dz - e R
2) gy a(;) v = bz + alg)w,
3 a0 T 03
B Ve, gy = 0

Alors, il existe une constante k telle que
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Vgeos, =z =o2c2(8
& a(g)
2
Wy = -k b (g)
a(g)

Lemme 5.B.3. {Cas de Ra’ avec o # 0).- Si zg et wg

. elulmg a(g).z

1) =z =

gh " B h o’
Dy - a(ah) u - by el®Lo8 ale)
3 20, 0y = 03
8) Wea 0y = O

h + a(g) e

Alors, pour tout g de GA, on a !

Lemme 5.B.4. {Cas de R, et R_).- Soient F; et G;

g

et telles que !

X

Fi(a(g).x) + a{g)e

+ ] R tib(g) .x _*
) F . (x) = F(x) + e F (a(g)x) ;
gh a(h) h
+ 1 s tib(g)x
2) G, (x) = G (x) - b(gle
gh a(h) 8
3) FEa,O) =0 3
i —
8 Gy =0

ks
Alors, ¥V g € CA, P =€, = 0.

i o Log a(g) v

h o’

{resp

*ib(g)x

vérifient

.

¥oet G;) deux familles de fonctions de L2(Rf, éﬁ) indexées par GA

+
G, (a(g).x)
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Démonstration des Lemmes 5.B.2., 3., 4. -

Lemme 5.B.72.- On a :
= = ! 2 t z = 1 z
“(a,) T F(1,0)(a,0) T CC1,b) T %(a,00 T (1,b)

D'autre part

2er,p+b') T (L) Y E(1,pY) "

11 existe donc une constante k telle que

z(l,b) = 2k.b .
Par suite :
b
2 = 2k — .
(asb) a

Etudions maintenant wg.

Yea,b) T Y(LBY (8,00 C L V(1,0 T P 2,00 t Y(a,0)

W .
(1,b)
D'autre part :

YaLpee'y T YL, TP AaLphy T YL

e — 1
= w(l,b) + w(l,b') 2kbb’ .

Ceci montre qu'il existe A tel que :
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w(i,b) = ~kb” + Ab
C'est-3-dire que :
2
i b b
W = —y = -~k — + A =,
(a,b) a (1,b) a a

Montrons que cette valeur de Wg ne peut satisfaire 1'&quation

fonctionnelle que si A est nul.

2 \ ) ,
Yia,b)(a',b") A N Ry V. MM WL
s a’, a’ a a al N a'
W = - k (b+ab')2 + ab'+b
(aa',ab'+b) o o .
On doit donc avoir 1l'identité :
2 1 2 ,2 2 ] 2 ‘
— k( +2bb ata b ) + A m = =k (b+ab ) + ;\ ab +b
aa’ aa' aa' aa'

Ce qui donne immédiatement A = O et donc finalement :

2
V’g € GA, w = -k E_iﬁl . H
8 a(g)

Lesame 5.B.5.~ On procéde de fagon analogue :

= -] ioLog |1
#Ca,b) T *(1,b)(a,0) ~ T %(1,b) toe z(a,0)

)
~ z
L 2(1,b)

20,46 T Z(1,p) T %(1,N)




Ceci montre que zg doit s'Bcrire sous la forme

| b

Z = -z = 2k —
(a,) ~ 7 “(1,1) .

Montrons que ceci ne peut convenir que si k est nul,

1 + elCiLOg a

Za,b)(a',b") N Za,b) z(a',b")

{ab'+b) _2kb ' ei(iLog 4 o EL

T t al

2k
aa a

w

ceci n'est possible que si k est nul, c'est-d-dire que :
V’g € GA, z = 0,

Etudions vy de la méme fagon.

- -1
“(a,b) T Y(1,b)(a,0) T (1,b)

Y1, T YO, T e

On doit donc avoir @

w(]’b) = Ab

donc w(a,b) = — X.b .

Or, on vérifie, de méme que dans le lemme 5.B.2. que cette

valeur ne peut convenir que si A est nul, c'est-d-dire !

i
<

Y g € GA, W, |
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Lemme 5.B.4,- On procéde d'une fagon similaire. (Nous traitons

seulement le cas de R+, 1'autre cas &tant identique).

]
F(a,b)(x) = F(l,b)(a,O)(x) = ;~F(]’b)(x) car F(a,O) est nul.

On obtient alors :

) ibx 1,
D Flapyar,pn @ = 77 CFp @)+ e Ty ()
- F (%)
L , .
ag' (1,ab'+b)
Cette &galité donne pour a = 1.

ibx
Fa,p &0t e iy gy 00 = Fiy gy (0

et par symétrie :

ib'x

F(],b,)(x) + e F(I,b)(x) = F(i,b'+b)(x)'

Ceci montre que :

Flum @ P ®

1bx ib'x
1-e l-e

Par conséquent, F(] b) s'écrit sous la forme :
3

F(ypy @ = (2% 1)) .

L'égalité (1) donne alors :

_lT (eibx—i)ﬂ(x) N eibx —L—(eiab’x—l)ﬂ(ax) _ _i__(ei(ab'+b)x_])ﬂ(x).
aa a' aa’
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Remplagons ab' par b', on obtient :
" . . t . t
P + a PR Fonyf(ax) = CRLR LIPS

La quantité a ¥(ax) est donc indépendante de a, c'est-a-dire

que U s'écrit sous la forme :

| >

P(x) = .

»

. Vet .
Finalement, F(a,b) s écrit :

. 1o ibx_ b dbx (A
F(a,b)(X) = ; F(l,b)(X) = . (e DP(x) = . (e 1 - .

Enfin, ceci entraine que A est nul car la fonction F(a b)
-

dx

o 2, % ,
est un élément de L (R+, —), alors que la fonction

n'est pas dans Lz(mf, QE)' Done Fg =0,
X

Etudions maintenant, de la méme facon, la fonction Gg'

- -1
G(a,b) = G(l,b)(a,O) = ] G(I,b)(x) car Fg et G(a,O) sont nuls,
L'équation fonctionnelle s'@crit alors :
1
®a,b) (2,p1) = 7 C(paptan)
1 ibx 1
G(I,b)(x) +ae ' G(]’b,)(ax).

a' a a
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Pour a = |, on obtient :

ibx

(X) + e G(]’bl)(x)'

G(1,b+b7) X = Gy p)

C'est-d-dire, que, ici encore, G(1 b) s'écrit sous la forme
]
ibx
G x) = (e -Enp(x).
(1) (9 = MCx)

L'équation fonctionnelle s'écrit alors @

R (ei(ab'+b)x - D) = e (eibx - DG + ji.eibx(eib'x = ydax) .
aa' aa' a'

Ici encore, en remplagant ab' par b', on obtient que

s'écrit sous la forme

Jeo =25
X

C'est-d-dire que € ¥} =
que Grg,p) (*)

a a
) A-(ell:s}r:__’)
5 .
a x
Cette fonction n'est dans LZGR:, g35) gue si A est nul, ce
X

qui montre que Gg = 0 et termine la démonstration des trois lemmes. B

Nous avons donc en définitive trouv& un champ de vecteurs 72

de classe ¢° tel que

2
a) g2=——z+2 028 y_ b2y,
a(g) a(g) a(g)

b) Q(X,Y,2) = 1.

Le but du paragraphe suivant est de montrer que ce champ est

différentiable,
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C - Dif4erentiabilité du champ Z.

Pour montrer que le champ Z est différentiable, il suffit de
montrer qu'il l1'est sur un ouvert, car 1'ensemble des points oli il est
différentiable est clairement invariant par 1'action du groupe et les

orbites de cette action sont denses.

Considérons un point m de M stable par 1'homothétie (A,0).

Puisque 1'on a

(A,0) 2 =—17
¥mo o, m
(A,O)*Xm =X
et (A,O)¥Ym =AYm,

les valeurs propres de

(4,0), ¢ T () —> T (M)

sont A, 1 et — .

Nous pouvons donc construire une variété stable T du point
fixe m (Cf. Eﬁr - Pug - Shu]). I1 s'agit d'une courbe différentiable,

de classe Cr, immergée dans M, invariante par (A,0) et telle que :

. . n
y € T implique (A,0) y —— m,
nro
Construisons, comme nous 1'avons fait au paragraphe 2.B.7., une
carte de M au voisinage du point m, en choisissant un arc T' wvoisi-
nage de m dans T et un voisinage U de 1'@lément neutre dans GA de

telle sorte que
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uxt' — M

soit un difféomorphisme sur son image,

Comme au paragraphe 2,B.7., la forme £ donne une 1-forme

~

e . T . .
différentielle sur T' de classe € . Paramétrons T' 3& 1'aide de cette

forme, soit T(t) ce paramétrage, On obtient alors une carte de classe

=]

C au voisinage de m
U x ]we, +E[ > M
(0‘48) ’ t - (&,B).T(t)
telle que
1) dans cette carte, la forme invariante s'écrit
dt A do A~ dR '
o
2) dans la carte, 1'application
y € M — (A,O) Y € M
[ . ¢A t
s'éerit (0,B8,t) ——— (a, AR, =) .

A

3) pour les valeurs de g = (a,b) proches de 1'identité,
1'application

yeM — gyeM

s'écrit dans la carte :

0
(a,B,t) ._..m_g_._,. (a&[,BB'l'b,t).
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Proposifion 5.C.1.~ Soit k un rdel quelconque. Alors, il

. . o . .
existe un unique germe de champ de vecteur Z de classe C  au voisinage

de (1,0,0) dans GA X R tel que :

et Y sont les champs

et
L
a3
~
|
o~
o]
=1
|

canonigques sur GA)

i

2 (9,2

2
—~L—-Z + 2k hﬁgl § - k-2~£5l ¥ pour les valeurs

a(g) a(g) a(g)

ORNCRNZ

de g proches de 1'identit8.

Cet unique germe posséde un représentant global analytique.

Vémonstrhation : Cherchons la restriction de Z a {e}l x R.

+ v(t) ?l (e K

7 = u(t)X
) ]’ ’O, at

1,0,t o,t

La condition 1) relative & la forme volume donne w(t) = 1.

La condition 3) permet de calculer Z en un point quelconque

. [ - B - g% -
amtioe T T T g K Yo
= ¥ e d
" %%,y Mg, T YO 0,0 x Mo g,e * Pla,yx a8,

c'est-A-dire

U(t)()_( - B?) + V(t).(}t? + i = l

7 sk Bx o Bg, 2
ot o o o

a,B,t

Finalement :

Z P (audt) - ZkB)Xa

a,B, B,e " (o” v(t) - afu(t) + k82)§Ot v 2

3
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1! reste 3 vérifier la condition 2.

— E —
(0 ),.(Z2) =~ 2
AT¥ A
(au(t) - 2kBYX + A(a2v(t) - aBu(t) + Koy + L 2
A ot
=Ll - 288)x + (@B - opaut) + kalzdyy + 2.
A A A A ot

Ce qui donne, réductions faites

u(e) =+ ud
A A

2
AoZv(t) = Aagult) = % v(&) - pguch)
A A A

La premiére de ces &quations donne :

La seconde devient donc :

v(t) = = v
A A

A 1 t
De méme v(t} = —— v{——) —— 0 .
A2n A2n e

Par conséquent v(t) = 0, C'est-d-dire que le seul germe de

champ 7 vérifiant 1), 2) et 3) est

7 = -2k B X+ k Bz Y o+ ji—.

at
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I1 est analytique, ce qui démontre la proposition. B

Corollaine 5.C.2,- Le champ Z, construit dans la partie

- r-1
précédente est de classe ( .

Démonsiration : En effet, si 1'on considére le champ Z dans

les coordonnées locales U X_]—€,+E[; on obtient un champ 7 vérifiant
les hypothéses de la proposition. Dans U X ]~£,+€[? le champ Z est
analytique. La carte &tant de classe Cr_}, le champ Z est de classe

C au voisinage de m, donc partout.

Conollaine 5.C.3.- Le champ Z vérifie :

I
[a

[x,2]
[¥,2]

2k 2,

]

Demonsthation : 11 suffit de considérer le crochet de deux

champs de vecteurs comme 1'opposé de la dérivée du second dans la direction du

flot associé au premier. Si 1'on prend le flot associé & X, i.e :
t
(t)m) —* (E 30) - »

on a !

(et,O) 7 = e“t YA
*

donc, [X,Z] = Z
Si on prend le flot associé & Y, 1i.e
(t:m) (E,t) Lm »

on obtient
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(l,t)*Z=Z+2ktK—kt2Y ;

donc [Y,Z] =-2k X. B

S8i k est nul, on obtient donc une action localement libre de

G3 sur M prolongeant celle de GA.

Si k est non nul, on obtient une action localement libre de
N
SL,(R) sur M prolongeant celle de GA.

2

Nous avons donc démontré le

Théonéme principal 5.C.4,.- Soit o : GA XM - M. une action

localement libre du groupe affine, de classe C© (2 € r € w) sur une

variété compacte orientable de dimension trois.

Supposons que 1'action préserve une mesure de Borel compatible

avec la structure différentiable.

Alors, il existe un C' difféomorphisme 1) de M sur un
™
espace homogéne G3/T (ou SLZ(R)/F) oi [' est discret, conjugant
o
l'action & 3 1'action homogéne de GA sur G3/T (ou SLZGR)/F),

i.e tel que le diagramme suivant commute :
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CA ¥ M _——i‘)————» M (ou GA X M i

idxf lnﬂ Jidx!ﬂ Y

~_
GAx(;3 —— c3/1‘ GAXSLz(tR)/T' —— gL\Z’E!R)/F) B




- 68 -

CHAPITRE V1

QUELQUES COMPLEMENTS,

A - Ondlentablfité et conslquences du théoneme 5.C.4.

Considérons une action localement libre de GA sur M , de

Y , .
classe C (2 € r £ w). Supposons que 1'action préserve une mesure
compatible avec la structure différentiable., Commencons par nous débarasser

de 1'hypothése d'orientabilité.

Proposifion 6.A.1.- Si le champ Y est minimal, alors M est

orientable,

Démonstnation : Supposons M non orientable et soit M le

rev@tement & deux feuillets correspondant, Soit f 1'involution définis-
sant le revétement, On peut munir M d'un métrique d telle que f

-~

soit une isométrie, D'aprés le théoréme, l'action relevée sur M est
N/

conjuguée & l'action canonique sur SLzﬂR)/F. Cette action commute

évidemment avec f. Dans ce cas, on sait que le flot Y est topologi~

gquement mixing (Cf. [@aﬁ]) c'est-&~dire que, pour tout couple d'ouverts

(U,V) de M, il existe b0 tel que :

Vbsb b, U NV # 8

0O

Prenons pour V une boule de rayon £ et pour U un ouvert

tel que

d(u,£(U)) > 0.




- 60 -
I1 existe bo tel que :

Vbabo b. UNV #¢@

b.£(U) NV # .

11 s'en suit que
d(U,f(U)) € diam(V) = 2&.

D'ol une contradiction. B

Proposition 6.A.2.~ Si le champ Y n'est pas minimal, alors M
est un fibré hyperbolique Ti orientable ou non défini par une matrice

A de GLQ(Z) de trace strictement sup@rieure & deux et 1'action est

conjuguée & l'action canonique.

Démonstrhation : Si M est orientable, il s'agit du théoréme.

Si M n'est pas orientable, le revitement i deux feuillets M correspon-
dant est un fibré orientable Tg avec B E SLZ(Z) et tr B> 2 et

1'action relevée sur T; est 1'action homogéne.

3

I1 est alors facile de voir que les seules involutions de Ta

commutant avec l'action et renversant l'orientation sont les applications

quotient de :

(m,£) € T2 XR +—> {(Am,t) € T2 X R

oii det A= -1 et A" = B.
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I1 est alors clair que M est difféomorphe i Ti et que 1'action

sur M est l'action canonique. B

Proposition 6.A.3.- Si ¥ est minimal, il est mixing et unique-

ment ergodique, Le flot X est ergodique (pour la mesure invariante uy.

Démonstration : 11 s'agit de propriétés bien connues des actions

canoniques. (Cf, {And], [ﬂaﬁ], etc...)., Remarquons que nous pouvons démon-
trer ces mémes propriétés sans 1'hypothése de compatibilité de la mesure

invariante avec la structure différentiable.

B - Remarques concernant fa compatibilité de La meswre avee La structure

difqerentiable,

Pour terminer, nous donnerons deux propositions laissant penser
qu'il est possible que la condition forte imposée sur la mesure invariante
ne soit pas n@cessaire pour démontrer le théordme. Dans cette partie, nous
abandonnons donc 1'hypothése de compatibilité de la mesure invariante avec

la structure différentiable.

Proposition 6.B.1.~ Soit & : GA X M > M une action localement
libre de GA, de classe CF (2 € r €w), $i le flot associda 3 Y n'est
pas minimal, 1'action est C" conjuguée 3 une action canonique sur un

fibré hyperbolique T3 C'est-d-dire que dans ce cas, 1'hypothése du

A

théoréme relative 3 la mesure est inutile.

Démonstration : On sait dans ce cas, que M est un Fibré en tores

T3 et que le champ Y est tangent aux fibres de T3 Construisons alors

A A’

le champ relevé Y dans T2 X IR et considérons 1'application envoyant

. . . . - 2
le réel t sur le nombre de rotation de la restriction de Y a 7T° x {t},
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Cette application continue doit &tre constante car sinon, elle prendrait
des valeurs rationnelles et Y aurait des orbites périodiques. D'autre

part, le champ Y est invariant par

(,t) € T2 x R ——— (Am,t+1) € T2 x R,

Ce nombre de rotation, considéré comme une demi-droite de R
(Cf. [ghy, Sei]) doit donc €tre un vecteur propre de A, sa pente
est donc un nombre quadratique sur . On peut donc appliquer le
principal résultat de [heﬁ], et le champ Y est donc différentiablement
conjugué & un champ linéaire. Il est alors facile de conclure., (En fait,
d'aprés [ﬁeﬁ], on peut conjuguer le feuilletage induit par Y 3 un
feuilletage linéaire. On peut alors conjuguer le champ Y & un champ

linéaire en utilisant par exemple [SteHQJ). B

Proposition 6.B.2.- Soit & une action localement libre de GA
sur MB, de classe € (2 € r £ w). Supposons qu'il existe un homéo-
morphisme ¥ d'un espace homogéne SLZ(R)/F sur M3 tel que le dia-

gramme suivant commute

N ™~
GA X SLQUR)/F e} SLzﬂR)/P

idxi) U

GA x M3 * M

- \ . ¥
Alors, 1'hom@omorphisme Y est en fait de classe C'.

Cette proposition montre le caractére profondement rigide des
actions localement libres de GA, La proposition équivalente concernant

. n P
les actions de R serait évidemment fausse,
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Pour démontrer ce résultat, nous démontrerons d'abord deux pro-
positions ayant leur intérét en soi.

Proposition 6.B.3.- L'ensemble des points périodiques du flot

U 3
associe 4 X est dense dans M.

Démonstration : Nous avons déja vu que 1'ensemble des points

non ervants de X est la varidcé M3 toute entiére, On utilise alors
1'argument de M. Hirsch (CF. [Fré}) montrant que, pour un flot d'Anosov,
les orbites périodiques sont denses dans 1'ensemble des points non errants,
Cet argument peut &8tre utilisé dans notre cas, car il existe li-presque

partout une variété stable (Cf. [Rue]). B

Proposition 6.B.4.~ 11 existe sur M3 un unique feuilletage
de dimension deux, de classe C], transverse au feuilletage défini
par 1'action de GA et invariant par le flot associé i X. Toutes les

feuilles de ce feuilletage sont de classe Cr.

Démonstration : Nous ne donnerons qu'une idée de la démonstration,

Soit ¥ le flot associé & X, Le difféomorphisme ¥ induit un automor-

t 1?

phisme (W;)* de 1'espace de Banach des champs de vecteurs continus sur M.
8i toutes les orbites périodiques &taient hyperboliques, nous pourrions
appliquer [ﬁir—Pugmshé],théoréme 2-5, remarque 2 (page 13). La densité

des orbites périodiques donnerait que (‘}’])%K est hyperbolique. Dans notre
tas, nous savons seulement que le spectre de 1'opérateur (Wl)* restreint
d@ une orbite périodique est séparé par un cercle de rayon p (avec
I'<p<e) d'aprés 2.B.7. En adaptant la démonstration du théorsme déja
cité de [hirmPug—Sh@], on obtient qu'il en est de méme pour le spectre

de (WI)*. I1 s'en suit qu'il existe une variété centrale. On vérifie que,

dans ce cas, la variété centrale est unique, On obtient done un champ de
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plans intégrable vérifiant les conditions de la proposition. @

Démonstration de La proposition 6.8.2. :

Notons toujours X et Y les champs fondamentaux associés 2
¢ et soient X', Y¥' et Z' les champs canoniques sur SLZ(R)/?. Soit
F le feuilletage de M3 trouvé dans la proposition précédente, Il est

-] AN

clair que 1'image de F par o est le feuilletage de SLZOR)/F en-
gendré par X' et Z'. Notons F' ce feuilletage. Soit b un réel
non nul et considérons le feuilletage de SLZ(R)/F de dimension un
dont les feuilles sont les intersections de celles de F' et de celles

) . N
de (l,b)¥F'. Un calcul simple montre ¢ie ce feuilletage de SLZ(R)/F
est engendré par le champ Z' + bX', Une orbite de Z' + bX' &tant
1'intersection d'une feuille de F' et d'une feuille de (]’b)mF” son
image par l est une courbe de classe C° situde 3 la fois dans une
feuille de F et dans une feuille de (]’b)xF' Ces feuilles &tant de
classe Cr, on en déduit que, pour tout b non nul, | envoie toute

orbite de Z' + bX' sur une courbe de classe CF.

Etudions alors ¥ au voisinage d'un point m de SLZGR)/F.
Soit T' wun arc d'orbite de Z' + X' passant par m et paramétré
par :]—E',+€'[, Comme nous 1'avons déji fait, nous obtenons ainsi

une carte au voisinage de m

N
U x ]“E',+€'E ———— SLZ(&)/F
ot U est un voisinage de e dans GA.

Soit T 1'image de T' par Y. Nous venons de montrer que T
est un are de classe C° de M3. Paramétrons T différentiablement

par un réel de ]—€,+€[. Nous obtenons aussi une carte autour de I(m)
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3
U x J-e,+ve[ — 7,
C'est dans ces cartes que nous allons &tudier J. Définissons
h comme Etant 1'unique application continue de :]—E',+€'[ dans ]~€,+€[

telle que

PLCcr,0y,6)] = [(1,0),h(e)].

Ceci définit entiérement } car ¥ communte aux actions

P,y , 6] = [(x,y),h(e)] (x,y) € UC GA.

Considéroms un arc d'orbite de 2' + 2X' passant par m.
Cet arc peut &étre défini dans la carte U X:]~€,+€'[ par une équation

du type
t —— [(y(e), 2 (e)),t] e U x T'

- . T ~
ot A et Yy sont deux fonctions de classe C° et oi y'(0) est non

nul car les champs X' + Z' et X' + 22' sont lindairement indépendants,

L'image de cet arc par | est donnéde par !
t —— [(v(0),Ae)),h(e)] € U x J-g,+e[ |

Or, nous avons vu que cette image est une courbe de classe .
La fonction Yy é&tant localement inversible au voisinage de 0O, on en
déduit que h(t) dépend différentiablement de y(t). La fonction v
étant de classe Cr, il en est de méme pour h et donc pour § au
voisinage de m. Le point m &tant arbitraire, la proposition est

démontrée, B
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Remarque : Les arguments utilisés dans cette démonstration ne

PR N Lo N . .
sont pas spécifiques & GA ni & SL20R). Cette proposition pourrait
se généraliser A certaines actions localement libres de groupes de Lie

suffisamment "hyperboliques" dans un sens a préciser.
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CONCLUSTON

Ce travail suscite deux problémes. Le premier est de savoir si
la mesure invariante par 1'action du groupe affine est toujours compatible
avec la structure différentiable. Nous espérons pouvoir y répondre dans

un proche avenir...

Le second est une généralisation : A quels groupes de Lie ce
genre de technique peut-il s'appliquer ? Les principales propriétés
du groupe affine que nous avons utlisées dans ce travail sont en fait

les suivantes :

i) GA est résoluble, ce qui nous a permis de trouver une

mesure invariante.

ii) GA n'a pas d'espaces homogénes compacts, ce qui nous a
permis de montrer (en utilisant 13 aussi la résolubilitd de GA) que

. , 2
les orbites d'une action de classe €° sont partout denses,

iii) Le groupe affine n'est pas unimodulaire, ce qui donne le

fait que ses actions sont transversalement contractantes.,

On peut donc envisager une &tude globale des actions localement

libres de groupes de Lie vérifiant ce genre de propriétés..,,
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