Sur 'uniformisation des laminations paraboliques

par Etienne GHYS

1 Introduction

Dans cet article, nous nous proposons de discuter de la possibilité éventuelle de
généraliser les théoremes fondamentaux d’uniformisation des surfaces de Riemann
aux feuilletages et laminations. Nous commencgons par rappeler quelques énoncés
extrémement classiques.

Soit g une métrique riemannienne sur une surface orientée connexe S. Au voisi-
nage de chaque point p de S, on peut introduire un systeme de coordonnées isother-
mes, c’est-a-dire un difféomorphisme conforme ¢ d’un voisinage de p sur un ou-
vert du plan euclidien. Bien entendu, deux tels difféomorphismes ¢ different par
un difféomorphisme conforme d’un ouvert du plan euclidien, c’est-a-dire par un
difffomorphisme holomorphe d’'un ouvert de C (si I'on impose a ¢ de respecter
l'orientation). Autrement dit, toute métrique riemannienne sur une surface orientée
détermine naturellement une structure de surface de Riemann.

On sait par ailleurs que toute surface de Riemann simplement connexe est iso-
morphe a la sphere de Riemann @, au plan complexe C ou au disque unité ouvert
D dans C. Ces trois surfaces de Riemann sont naturellement munies de métriques
riemanniennes completes a courbure constante +1, 0 et —1 respectivement.

L’association de ces deux résultats montre que la métrique g relevée de g au
revétement universel S de S est globalement conforme a une métrique complete a
courbure +1,0 ou —1. Le groupe fondamental I' de S opere donc conformément
sur é, C ou D. Les trois cas, qualifiés respectivement de elliptique, parabolique et
hyperbolique, se traitent alors séparément :

Toute bijection holomorphe de C possede un point fixe de sorte que ce cas ne se
présente que lorsque S est simplement connexe.

Les bijections holomorphes de C sont affines mais seules les translations operent
sans point fixe. Par conséquent, dans ce cas, I' doit opérer par translations et, en
particulier, par isométries de la métrique euclidienne qui définit donc sur S une
métrique plate complete et conforme a g.



Toute bijection holomorphe de D est une isométrie de la métrique de Poincaré
par le lemme de Schwarz. Par conséquent, I' agit par isométries de la métrique de
Poincaré et celle-ci descend donc sur S en une métrique complete conforme a g.

Nous avons donc 1’énoncé suivant :

Théoréme 1.1 (Gauss-Riemann-Koebe-Poincaré) Considérons une métrique
riemannienne g (de classe C*) sur une surface orientée connexe S. Il existe une
fonction u : S — R (de classe C*) telle que la métrique g = exp(u)g soit compléte
a courbure +1, 0 ou —1. Cette fonction u est unique sauf dans le cas parabolique ot
elle n’est unique qu’a une constante additive pres.

Dans cet article, nous considérons une lamination F dont les feuilles sont de
dimension 2 sur un espace compact M. Rappelons que ces laminations généralisent
les feuilletages dans le sens ot I'on n’impose aucune structure de variété sur l'espace
ambiant. Par définition, M est recouvert par des ouverts U; (que nous appellerons
les ouverts distingués) et on dispose d’homéomorphismes h; de U; sur D x T; ou D
est un disque dans R? et T; un certain espace topologique. On suppose aussi que
les changements de cartes h;; = h; o h; ! sur leur domaine de définition, sont de la
forme :

hij(a,t) = (fij (2, 1), 7i5(1)).
On appelle plague un ensemble de la forme h;*(D x {t}). Les feuilles de F sont

les plus petits ensembles connexes tels que si une plaque les rencontre, elle y est
entierement contenue.

Nous supposerons toujours que la lamination est lisse, ¢’est-a-dire que les f;;(z,t)
sont de classe C'™ en la variable x et que toutes ses dérivées partielles sont continues
en t. On suppose aussi que la lamination est orientée, c’est-a-dire que, a t fixé,
’homéomorphisme f;;(x,t) préserve 'orientation.

On dira qu'une fonction u : M — R est lisse si elle est continue, si les u o by
sont de classe C* en la variable x et si ses dérivées partielles sont continues en t.

Il y a de nombreux exemples de laminations. Outre les feuilletages des variétés
compactes, on peut considérer la restriction d’un feuilletage a un ensemble compact
invariant mais il existe des exemples importants qui ne sont pas plongés naturelle-
ment dans une variété (voir par exemple [14]).

Soit g une métrique riemannienne lisse définie le long des feuilles de F. Cela
signifie qu'on se donne dans chaque h;(U;) une famille de métriques riemanniennes
de classe C* sur les plaques D x {t} dépendant continiiment du parametre ¢, dans
la topologie C'*°. On demande bien sir que ces métriques sont compatibles avec les
changements de cartes h;;.

Chaque feuille L de F est donc munie d’une métrique riemannienne (compléte)
et on peut donc lui appliquer le théoreme 1.1. Nous nous proposons d’étudier le
comportement global des diverses fonctions w ainsi définies sur les feuilles.



Remarquons que si g; et go sont deux métriques sur M, alors la compacité de
M montre que les deux métriques induites sur chaque feuille sont dans un rapport
borné, i.e. sont Lipschitz équivalentes et, en particulier, sont quasiconformément
équivalentes (voir par exemple [2]). Il en résulte qu’elles ont le méme type conforme.
Ainsi, le caractére elliptique, parabolique ou hyperbolique d’une feuille ne dépend pas
d’un choix de métrique sur M.

Pour fixer les idées, il est peut-étre utile de donner quelques exemples.

D’apres le théoreme de stabilité de Reeb (légerement généralisé au cas des la-
minations), la réunion des feuilles difféomorphes & la sphere S? est un ouvert. Un
voisinage d'une feuille sphérique est homéomorphe & un produit S? x T par un
homéomorphisme envoyant les feuilles sur les spheres S? x {t}. Une métrique g
sur la lamination donne alors lieu & une famille continue g, de métriques sur S>
paramétrée par 1. Dans ce cas, on a pour chaque ¢ une fonction u; bien définie telle
que exp(uy)g soit a courbure +1. Il se trouve que la fonction u; dépend contintiment
de t, comme il résulte par exemple de [2]. Autrement dit, les feuilles elliptiques ne
posent aucun probleme. En otant les feuilles elliptiques a une lamination, on obtient
un nouveau compact muni d’une lamination induite. Nous supposerons donc par la
suite qu’aucune des feuilles de F n’est sphérique.

Les feuilles d'un feuilletage défini par une action localement libre de R? sont bien
str équipées d’une métrique plate qui dépend contintiment du point. On obtient
ainsi beaucoup d’exemples de feuilletages paraboliques. On peut aussi vérifier que
le feuilletage de Reeb sur la sphere S® a toutes ses feuilles paraboliques.

Soit S une surface compacte orientée munie d’une métrique riemannienne a cour-
bure —1 et considérons un homomorphisme de son groupe fondamental dans le groupe
des homéomorphismes d'un espace compact 1T'. Par suspension, on construit une
lamination £ sur un fibré de fibre 7" au dessus de S. Chaque feuille est un revétement
de S et on peut donc équiper cette lamination d’une métrique a courbure —1. On
obtient ainsi des laminations a feuilles hyperboliques.

Les exemples précédents sont particuliers dans le sens ou toutes les feuilles sont
du méme type. On peut bien sir obtenir des exemples mixtes en considérant une
réunion disjointe mais on peut obtenir des exemples moins triviaux de la maniere
suivante. Partant d’un feuilletage sont toutes les feuilles sont hyperboliques sur
une variété compacte de dimension 3, on introduit une composante de Reeb par
le procédé de tourbillonnement bien connu. Les feuilles de la composante de Reeb
sont alors paraboliques alors que les feuilles extérieures a cette composante restent
hyperboliques, comme on s’en convainc facilement. On peut aussi “faire spiraler” un
feuilletage de codimension 1 sur des ensembles plus compliqués mais nous ne con-
naissons pas d’exemple ou le mélange hyperbolique/parabolique soit véritablement
plus complexe ; la réunion des feuilles paraboliques est toujours un Gy au sens de
Baire (voir [8]) mais nous ignorons si elle peut ne pas étre fermée.

Pour contourner cette difficulté, nous supposerons en fait que toutes les feuilles
sont de méme type. Le cas hyperbolique a été résolu par A. Candel dans [5].



Théoréme 1.2 (A. Candel) Soit (M,F) une lamination compacte dont toutes les
feuilles sont hyperboliques et soit g une métrique lisse de long des feuilles. Alors, il
existe une fonction lisse u : M — R telle que exp(u)g soit a courbure —1.

Dans cet article, nous abordons I’étude du cas parabolique. Notre premier résultat
garantit 'existence d’une solution approchée.

Théoréme 1.3 Soit (M,F) une lamination compacte dont toutes les feuilles sont
paraboliques et g une métrique lisse le long des feuilles. Alors, il existe une suite
de fonctions lisses u, : M — R telle que la forme de courbure de exp(u,)g tende
uniformément vers 0 quand n tend vers l'infini.

Insistons sur le fait qu’il n’y aurait aucun intérét a faire tendre la fonction cour-
bure vers 0. En multipliant une métrique g par une constante tendant vers l'infini,
la courbure tend évidemment vers 0... Cependant, I’élément d’aire est multiplié par
le carré de cette constante de sorte que la forme de courbure est préservée ! C’est
pour cette raison que le théoreme 1.3 considere la forme de courbure.

I1 est facile de construire des laminations dont toutes les feuilles sont paraboliques
et pour lesquelles il n’existe pas de métrique riemannienne lisse qui soit plate dans
les feuilles. L’exemple le plus simple est le feuilletage de Reeb habituel sur la sphere
S3. S'il existait une métrique sur la sphere telle que toutes les feuilles sont plates,
les feuilles non compactes seraient isométriques a un plan euclidien. La croissance
des aires des boules dans les feuilles non compactes serait donc quadratique ce qui
contredit le fait que cette croissance est évidemment linéaire. Cet exemple n’est
cependant pas satisfaisant pour deux raisons. La premiere est que les feuilles ne
sont pas denses et il est plus raisonnable de s’intéresser aux laminations minimales,
1.e. dont toutes les feuilles sont denses. D’autre part, on remarque dans I’exemple
du feuilletage de Reeb qu’il existe une métrique riemannienne mesurable, lisse dans
les feuilles et plate. Cette métrique est en fait continue dans le complémentaire de
la feuille compacte et tend vers l'infini lorsqu’on tend vers cette feuille compacte.
Nous nous limiterons par la suite aux laminations minimales et nous chercherons
des métriques mesurables.

Notre second théoreme est un renforcement d’un résultat que nous avions obtenu

dans [9].

Théoreme 1.4 [l existe un feuilletage analytique réel F, de dimension 2, sur une
variété riemannienne analytique réelle compacte (M, g), tel que :

o toutes les feuilles de F sont denses, a croissance polynomiale,
o toutes les feuilles de F sont paraboliques,

e il n'existe aucune fonction u : M — R qui soit mesurable et différentiable
dans les feuilles et telle que exp(u)g soit compléte et plate dans les feuilles.



Dans [9], nous n’avions obtenu que l'inexistence de fonction continue u telle que
exp(u)g soit plate.

Notre troisieme résultat est positif. Soit (5, g) une surface parabolique. L’applica-
tion conforme p entre le revétement universel de S et C est unique a application affine
pres de sorte que S est naturellement munie d’une structure affine complexe. Par
exemple, si x,y, z sont trois points distincts proches de S, on peut choisir trois relevés

proches Z, g, Z dans le revétement universel et le rapport (p(Z)—p(9))/(p(Z)—p(2)) €
C est indépendant du choix des relevés et du choix de p ; nous noterons ce rapport

(z —y)/(x = 2).

Théoréme 1.5 Soit (M,F) une lamination compacte de dimension 2 dont toutes
les feuilles sont paraboliques. Alors, la structure affine des feuilles est continue dans
le sens suivant. Soit (x;,v;, z;) (i > 0) une suite de triplets de points distincts con-
tenus dans un méme ouvert distingué et telle que, pour chaque i, les points x;,y;, z;
sont dans la méme plaque. On suppose que x;,y;, z; convergent respectivement vers
des points distincts (Too, Yoo, 200) de ce méme ouvert distingué. Alors (x;—vy;)/(xi—z;)
converge vers (Too — Yoo)/ (Too — 2Zoo) lorsque i tend vers linfini.

L’exemple le plus simple de feuilletage parabolique est bien str un feuilletage
F linéaire de codimension 1 sur le tore T? = R3/Z3 de dimension 3. Soit g une
métrique lisse le long des feuilles de F. Nowus ignorons s’il est toujours possible de
trouver une fonction continue (ou méme mesurable) u : T3> — R telle que exp(u)g
soit compléte et plate le long des feuilles. Le seul résultat que nous ayons dans cette
direction est le suivant qui utilise une condition diophantienne que nous décrirons
précisément dans le paragraphe 5 :

Théoréme 1.6 Soit F le feuilletage linéaire de R3/Z? d’équation dz = aydr +
andy et g une métrique de classe C*. Si le sous-groupe de R engendré par oy et
g contient un nombre rationnel non nul ou un nombre satisfaisant une condition
diophantienne, alors il existe une fonction u : R3/Z? — R de classe C™ telle que
exp(u)g soit plate dans les feuilles.

Enfin, pour terminer cette introduction, signalons un probleme qui mériterait
probablement une étude détaillée. Soit (M, F) une lamination compacte dont toutes
les feuilles sont denses et paraboliques (nous avons vu que ceci ne dépend pas du
choix d’une métrique). Existe-t-il une métrique lisse (ou méme mesurable) qui est
plate dans les feuilles 7 Cette question est différente de celle étudiée dans cet article
car nous n’imposons pas a priori la structure conforme sur les feuilles.

Les quatre paragraphes qui suivent démontrent successivement les théoremes 1.3,
1.4, 1.5, et 1.6. Ils peuvent étre lus de maniere indépendante.



2 Uniformisation approchée

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoreme 1.3. Nous fixons donc une lamina-
tion compacte (M, F) dont toutes les feuilles sont paraboliques ainsi qu'une métrique
lisse g. Rappelons d’abord la définition des mesures harmoniques, introduite par
L. Garnett dans [7]. On note A” le Laplacien feuilleté, c’est-a-dire 'opérateur qui
agit sur 'espace des fonctions lisses u : M — R par :

A7 (u)(z) = Ar, (up,) (@)

ou L, est la feuilles qui passe par x et Ay est le Laplacien de la surface L, équipée
de la métrique induite par g. On dit qu'une mesure de probabilité u sur M est une
mesure harmonique si, pour toute fonction lisse u, on a :

/ udp = 0.
M

Il existe toujours de telles mesures et leur caractérisation locale est la suivante. Soit
4 une mesure a priori quelconque sur M. Considérons un ouvert distingué U; et
la mesure u; sur D x T; (image directe de la restriction a U; de p par la carte
hi : Ui — D x T;). Alors on peut désintégrer p; c’est-a-dire qu’on peut trouver une
mesure v; sur T; et pour v; presque tout point ¢ de T; une mesure & de telle sorte
que, pour tout borélien B contenu dans D x T}, on ait :

wi(B) = [ [ EBODx{)dnlr)

Il se trouve qu'une mesure de probabilité y est harmonique si et seulement si pour
tout 4, et pour v; presque tout ¢ de Tj, les mesures &! sont absolument continues par
rapport a I’élément d’aire de la plaque correspondante et possedent des densités qui
sont des fonctions harmoniques sur ces plaques [7]. Les fonctions harmoniques ainsi
obtenues sur les plaques ne sont pas nécessairement compatibles sur les intersections
des ouverts distingués. Cependant, il est facile de vérifier que sur 'intersection de
deux plaques, elles different d’une constante multiplicative. Cela signifie que si p est
une mesure harmonique, on peut construire pour p presque tout point x de M une
fonction harmonique positive sur le revétement universel de la feuille L,. Puisque
nous supposons que toutes les feuilles sont paraboliques, ces revétements universels
sont conformément équivalents a C et ces fonctions harmoniques sont donc des
constantes. Autrement dit, quitte a multiplier chaque mesure v; par une constante,
les mesures p; s’obtiennent en intégrant 1’élément d’aire des plaques contre une
mesure transverse ;. Il est clair que les mesures v; définissent ainsi une mesure
transverse invariante, dans le sens de [12]. Résumons notre discussion sous la forme
d’un lemme que nous avions déja remarqué dans [8] :

Lemme 2.1 Si toutes les feuilles d’une lamination compacte (M, F) sont paraboli-
ques, alors toute mesure harmonique est obtenue en intégrant localement 1’élément
d’aire contre une mesure transverse invariante. O



Un théoreme de 'indice feuilleté de A. Connes permet de calculer I'intégrale de
la courbure d'un feuilletage de dimension 2 par rapport a une mesure transverse
invariante. Dans le cas qui nous intéresse, puisqu’il n’y a pas de forme harmonique
de carré intégrable non triviale sur les feuilles, on obtient :

Théoréme 2.2 (A. Connes [6]) Soit g une métrique lisse sur une lamination
compacte (M, F) de dimension 2 dont toutes les feuilles sont paraboliques. Soit
k la courbure des feuilles. Alors, l'intégrale de k par rapport a une mesure obtenue
en combinant 'aire des feuilles et une mesure transverse invariante quelconque est
nulle.

Rappelons une formule classique indiquant la maniere dont se transforme la cour-
bure en dimension 2 par transformation conforme. Soit g une métrique riemannienne
sur une surface, da son élément d’aire et k sa courbure. Si u est une fonction lisse,
on considere la métrique ¢’ = exp(u)g, dont 1’élément d’aire est da’ = exp(u) da. La
courbure k' est donnée par :

K da' = (k — A(u)) da,
ou, bien sur, A désigne le Laplacien de g.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 1.3. Nous fixons donc une
lamination compacte (M, F) dont toutes les feuilles sont paraboliques ainsi qu'une
métrique lisse g. Soit £k : M — R la fonction courbure. La formule précédente
montre que, pour établir le théoreme, il s’agit de trouver une suite de fonctions
lisses u,, telle que A7 (u,) tende uniformément vers k.

Soit € l'espace de Banach des fonctions continues sur M et H le sous-espace
des fonctions qui sont de la forme A’ (u) avec u lisse. Par définition les mesures
harmoniques sont les éléments du dual topologique de £ qui s’annulent sur H.
Le théoreme de Hahn-Banach permet donc de conclure qu’'un élément est dans
I’adhérence de H si et seulement si il s’annule sur toutes les mesures harmoniques.
Ainsi, pour démontrer le théoreme, il suffit de montrer que [kdp est nul pour
toute mesure harmonique. D’apres le lemme 2.1, toutes les mesures harmoniques
proviennent d’une mesure transverse invariante et le théoreme 2.2 permet donc de
conclure.

3 Un feuilletage parabolique non uniformisable

Comme indiqué dans l'introduction, I'exemple que nous allons décrire est le méme
que celui donné dans [9] mais nous allons établir ici un résultat de non-uniformisation
bien plus fort.

On considere tout d’abord les trois sous-groupes a 1 parametre complexe de
SL(2, C) définis de la maniere suivante :

" ex(t) 0 s 1 s s 1 0
d:< I()) exp(—t)) h+:<0 1) h_:<s 1)’

7



Ces groupes a 1-parametre vérifient :
- +2
dt hfk d t_ hexp( t)s.

Soit F le feuilletage de SL(2, C) dont les feuilles sont les classes & gauche de {h}.
Ses feuilles donc paramétrées par C et sont donc équipées d’une métrique plate
naturelle. La relation ci-dessus montre que la translation a gauche par d' préserve
globalement les feuilles de F et opére comme une similitude.

Soit I" un sous-groupe discret de SL(2,C) tel que le quotient M = SL(2,C)/I"
soit compact. Il existe bien sir de nombreux exemples de tels groupes, associés
aux variétés hyperboliques réelles de dimension 3. Puisque les translations a droite
commutent avec les translations & gauche, le feuilletage F passe au quotient en
un feuilletage F sur M. Les feuilles de F sont les orbites de I'action naturelle
holomorphe d’un groupe a 1 parametre complexe que nous notons encore h3 de
sorte que toutes les feuilles sont équipées d’une métrique plate. Le feuilletage F
n’est donc pas le contre-exemple cherché !

Nous modifions cet exemple de la maniére suivante. On sait qu’il existe des
variétés hyperboliques réelles de dimension 3 dont le premier nombre de Betti est
non nul. Il existe donc des exemples de groupes I' possédant un homomorphisme
non trivial ¢ : I' — Z. Soit € un réel positif. On considere I'action a droite de I' sur
SL(2, C) définie par :

(z,7) € SL(2,C) x T+ d““) .~ € SL(2, C).

Il se trouve que si € est assez petit, cette action est libre, propre et co-compacte (voir
9, 10]). On note M, la variété compacte quotient. On remarque que cette nouvelle
action préserve encore globalement le feuilletage F et définit donc un feuilletage
holomorphe F, . sur la variété M, .. Cependant la métrique plate des feuilles de F
n’est plus préservée et les feuilles de F, . ne sont pas a priori munies d'une métrique
plate. Par contre, Paction est conforme dans les feuilles de F de sorte que les feuilles
de F. . sont naturellement munies d’une structure conforme, qui dépend analytique-
ment du point dans M, .. En d’autres termes, il existe une métrique riemannienne
analytique réelle g définie le fibré tangent aux feuilles sur M, . qui, lorsqu’on la releve
a SL(2,C), et qu’on la restreint a une feuille de F, est conforme & la métrique plate
naturelle de cette feuille. Nous allons montrer que c’est effectivement un feuilletage
non uniformisable dans le sens ou il n’existe aucune fonction mesurable u: M — R,
différentiable le long des feuilles, telle que la métrique g’ = exp(u)g soit compléte et
plate dans les feuilles. Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve de cette
assertion. Supposons donc par I'absurde qu’il existe une telle fonction w.

Soit ¢’ le relevé de ¢’ a SL(2, C). Sur chaque feuille de F nous disposons de deux
métriques completes plates dans la méme classe conforme : la métrique naturelle
donnée par le parametre s du groupe A5 d’une part, et la métrique induite par
g, d’autre part. Le rapport de ces deux métriques est donc une constante sur
chaque feuille de F. Ce rapport permet de définir une fonction mesurable ¢ sur
I'espace des feuilles de F. Evidemment, cet espace des feuilles est I’espace homogene



{Rs }\SL(2, C) qui s’identifie & C* — {(0,0)} muni de P’action linéaire de SL(2, C).

Nous disposons donc d’une fonction mesurable :
9:C?—{(0,0)} — R

Exprimons maintenant la condition d’équivariance de ¢ sous l'action de I'. Par
hypothese, la métrique ¢’ est invariante sous l'action de I' alors que la métrique
naturelle provenant du parametre s est multipliée par le facteur exp(2e.c(v)). En

tenant compte de la maniere dont I' agit sur I'espace des feuilles de F, on obtient
la condition cherchée. Pour tout v de T et tout x de C* — {(0,0)}, on a :

¢exp(e.c(v)) . 7(x)) = exp(2e.¢(7)) - ¢(x).

Nous allons montrer qu’une telle relation est impossible. Nous utiliserons deux faits.

Proposition 3.1 Soit T’y C T le noyau du morphisme c. Le groupe a 1 paramétre d*
opérant a gauche sur SL(2,C) /T’y agit de maniére ergodique par rapport a la mesure
de Haar (de masse totale infinie). Autrement dit, toute fonction mesurable sur le
quotient SL(2,C) /Ty constante sur les orbites de d est constante presque partout.

Démonstration Ce n’est qu'une reformulation d'un résultat de Y. Guivarc’h [11].
Rappelons que le flot géodésique d'une variété compacte a courbure négative cons-
tante est ergodique par rapport a la mesure de Liouville. Le résultat en ques-
tion est que le flot géodésique d'un revétement cyclique (i.e. de groupe de Ga-
lois Z) d’une variété compacte a courbure —1 est encore ergodique. Interprétons
PSL(2,C) comme le groupe des isométries directes de 1'espace hyperbolique réel
H? de dimension 3. Le groupe T', s’il est supposé par exemple sans torsion (mais
ceci importe peu), est donc (& indice 2 pres) le groupe fondamental d'une variété
compacte de dimension 3 a courbure —1. De méme, I'; est le groupe fondamen-
tal d’un revétement cyclique de cette variété compacte. On remarque par ailleurs
que PSL(2, C) opere librement sur les reperes orthonormés directs de H? de sorte
que lespace homogene PSL(2,C)/T'; est le fibré des reperes orthonormés de ce
revétement cyclique. Quant a l'espace homogene U(2)\SL(2, C)/I';, c’est le fibré
unitaire tangent de ce revétement cyclique dont le flot géodésique n’est autre que le
flot induit par I'action de d' (on remarquera que cette action ne dépend que de la
partie rélle de ¢ car d' est dans U(2) pour ¢ imaginaire pur). Ainsi, le résultat de
Guivarc’h donne immédiatement la proposition. O

Proposition 3.2 Toute fonction mesurable sur M, . constante sur les feuilles de
Fec est constante presque partout (par rapport a la mesure de Lebesgue).

Démonstration C’est un résultat connu de la théorie ergodique du flot horo-
cyclique selon lequel le feuilletage horocyclique d’un flot d’Anosov qui préserve le
volume est ergodique par rapport a ce volume, si ce n’est pas une suspension. C’est
le théoreme 13 de [3]. O



Nous terminons la démonstration du théoreme 1.4. Soit w un nombre complexe
non nul. Posons :

F,:2€C?>—{(0,0)} — ¢(w.z)/d(z) € RY.

D’apres la propriété d’équivariance de ¢, on obtient que, pour tout v de I' et tout =
de C% — {(0,0)} :
F(exp(e.c(v)) . v(x)) = Fo(x).

Cela signifie que la fonction sur SL(2,C) obtenue en composant la projection de
SL(2,C) sur C?—{(0,0)} et la fonction F, est invariante par 'action de I' et définit
donc une fonction mesurable sur M, . constante sur les feuilles de F,. .. D’apres le
lemme 3.2, c’est une constante K, presque partout. Evidemment, on a pour wi, ws
dans C* :

Ko =K, Ko,

et il existe donc un réel « tel que, pour tout w, on ait :

K, = |w|*.

La fonction sur SL(2,C) obtenue en composant la projection de SL(2,C) sur
C?—{(0,0)} et la fonction ¢, est invariante par 'action du sous-groupe I'y et définit
donc une fonction ® sur SL(2,C)/T"; constante sur les orbites des translations a
gauche par h% et qui vérifie pour tout ¢ de C et x de SL(2,C)/T'; :

O(d'z) = [t|*®(z).

Nous distinguons deux cas.

Supposons d’abord que o soit nul. Alors ® est invariante par le groupe a 1
parametre d'. Le lemme 3.1 permet donc de déduire que la fonction ® est cons-
tante presque partout. Ceci est bien sur en contradiction avec la formule décrivant
le comportement de ¢ sous 'action de I' (si € est non nul).

Supposons maintenant que « soit non nul. Puisque ¢ est nul sur I'y, il est clair
que ® passe au quotient en une fonction encore notée ® définie sur le quotient
M’ de SL(2,C)/I'; par l'action a gauche des d', avec ¢ imaginaire pur (c’est-a-dire
de SU(2) C SL(2,C)). Sur ce quotient, on dispose d'un flot induit h* ol ¢ est
maintenant un nombre réel. Il résulte de 3.1 que ce nouveau flot est ergodique.
Puisque « est non nul, la fonction ® est strictement monotone sur toute orbite de
h?®. Plus précisément, si A < B sont deux réels, I’ensemble des points ou ® prend des
valeurs comprises entre A et B est un ensemble mesurable errant pour le flot, c’est-
a-dire que toute orbite le traverse pendant un intervalle compact de temps. Ceci
est évidemment impossible pour un flot ergodique (si la mesure invariante n’est
pas concentrée sur une orbite). Cette contradiction termine la démonstration du
théoreme 1.4.
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4 Continuité de la structure affine

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoreme 1.5 selon lequel la structure
affine des feuilles d'une lamination parabolique est continue. Nous fixons donc une
lamination (M, F) dont toutes les feuilles sont paraboliques, munie d’une métrique
lisse g.

Soit * un point base dans M. Nous notons L, la feuille qui passe par *. Puisque
le revétement universel de L, est conformément équivalent a la droite complexe,
on dispose d’un revétement conforme ¢ : C — L, tel que ¥(0) = %. Soit D, le
disque de centre 0 dans C et de rayon n (entier positif). Puisque D,, est simplement
connexe, le disque immergé (D,,) peut se relever dans les feuilles voisines. Cela
signifie qu’il existe des homéomorphismes locaux :

v,:D,xT, — M
ol les T}, forment une famille décroissante de voisinages ouverts d'un point base

dans un espace T, telles que :

e la restriction de ¥,, a D,, x {t-} coincide avec la restriction de ¢ a D,,.
e |'image de ¥,, est un voisinage ouvert de .

e U, immerge chaque D,, x {t} dans une feuille de F.

Soit €, une suite de réels positifs tendant vers 0 en décroissant. Quitte a restrein-
dre T},, on peut toujours supposer que :

e la restriction de ¥,, a chaque D,, x {t} est une immersion (1+¢,)-quasiconforme
dans une feuille de F (voir [2]).

Nous choisirons cette suite ¢, plus loin.

Pour démontrer le théoreme, nous commencerons par montrer qu’une application
presque conforme du disque est presque affine :

Lemme 4.1 Soient D*, D D¢ trois (petits) disques fermés disjoints, contenus dans
un disque fermé D C C de centre (. Pour tout réel n strictement positif, il exis-
te € strictement positif tel que si f : D — D est un homéomorphisme (1 + €)-
quasiconforme qui fize l'origine, et si a,b, c sont des points de D* D, D¢ respective-
ment, alors :

a—b  fla)— f(b)
a—c  fla)= fle)

<.

Démonstration Dans le cas contraire, on pourrait trouver une suite f;(j > 0)
d’homéomorphismes (1 + 1/j)-quasiconformes du disque, fixant 'origine, et des
points a;, b;, ¢; dans D, D°, D°, tels que :

a; —b;  fila;) — fi(b))
a; —c;  filag) = file))

> 7).
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L’espace des homéomorphismes K-quasiconformes d’un disque qui fixent 1’origine est
compact [2]. Par conséquent, on peut trouver une sous-suite de fj qui converge vers
un homéomorphisme f., qui est nécessairement 1-quasiconforme (i.e holomorphe)
et donc une rotation puisque l'origine est fixe. On choisit la sous-suite telle que
(aj,b;,c;) convergent vers des points (oo, boo, Coo). On a donc :

Ao — Coo B foo(aoo) - foo(coo)'

Cette contradiction termine la démonstration du lemme. O

Nous nous plagons maintenant dans les hypotheses du théoreme 1.5 c’est-a-dire
que nous considérons trois suites de points x;, y;, z; (pour i > 0) dans M telles que :

e tous ces points sont situés dans le méme ouvert distingué,
e pour chaque 7, les points x;, y;, 2; sont dans une méme plaque,

e les trois suites x;, y;, 2; convergent vers trois points distincts oo, Yoo, 200 Situés
dans le méme ouvert distingué.

Pour chaque i (fini ou 00), soit p; : f/xi — C un difféomorphisme conforme entre
le revétement universel de la feuille L,, passant par z; et C. Puisque les trois points
T, Vi, z; sont dans une méme plaque, un choix d’'un relevé de x; dans Em détermine
un relevé des points y;, z;. Nous notons (Z;, Ui, ;) trois relevés obtenus ainsi dans
I}m Notre probleme est de montrer que la suite :

Pz(fz) - Pz@z)
pi(Ti) — pi(Z)
tend vers :
Pw(fw) - pw(é/vOO)
p00<f00) - pOO(gooy

Construisons une suite d’applications ¥,, : D,, x T,, — M comme précédemment
en partant du point base x = x,, et pour un certain choix de la suite ¢,. On peut
toujours supposer, sans restreindre la généralité, que les points Too, Yoo, 2o SONt
suffisamment proches pour étre dans (D) (rappelons que D = D; est le disque
unité). On peut aussi supposer que ¥,,, restreint & D x T,,, est un homéomorphisme
sur son image. Alors, pour tout n, il existe i(n) tel que pour i > i(n), il existe trois
points x7',y!',z! de D C D, et t dans T, tels que :

U, (x ) = x; U, (yith) =y U, (2!, ) = 2.

179 7 177

Les suites x', y7', z' convergent respectivement vers trois points X, Yoo, Zoo tels que :

\Ijn(xooytoo> = To an(Yoo; too) = Yo \Ijn(zomtoo) = Zc0-

On remarquera que X, Yoo, Zoo Ne dépendent pas de n car ce sont les points de
D C C qui se projettent par 1) sur s, Yoo, 200 (€n fait, avec nos conventions, X, = 0
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mais cela importe peu). On remarquera aussi que puisque 1 0 py, @ L, — L, est le
revetement universel de L, :

pw(%m) - Poo@oo) ~ Xoo " Yo

Par ailleurs, t., est le point base de T.

Lemme 4.2 Si on choisit la suite €, assez petite alors, pour n assez grand, on a,
pour i assez grand :

x; —yi  pil@) — pi(Y)
xp—z  pi(@) — pi(Z)

<1/n.

Démonstration Considérons le disque D,, x {t!'} (pour i > i(n)). Il s'immerge par
U,, de maniere (1 + ¢,)-quasiconforme dans la feuille L,,. Cette immersion se releve
en un plongement (1+ ¢, )-quasiconforme dans Ez qui est conformément équivalent,
via p;, & C. On obtient ainsi un plongement 7" de D,, dans C qui envoie évidemment
Xty zl sur pi(Z;), pi(Yi), pi(Zi) respectivement.

Soit A un biholomorphisme entre D,, et 77(D,,) et f* = (h?)~! o 7/ de sorte que
fI est un homéomorphisme (1 + €,)-quasiconforme de D,, et que 7/* = h' o fI'. On
choisit h]' pour que f/* fixe l'origine.

Puisque les points x7', y7', z] sont dans des disques disjoints centrés sur X, Yoo, Zoo
pour ¢ assez grand, on peut appliquer le lemme 4.1 a f* pour conclure que, si I'on
choisit €, assez petit et n assez grand, on a pour ¢ assez grand :

n n n n n n
x; —y; ) = )

iz fi(x) - fi(z)

<1/2n. (1)

On applique alors le théoreme de distorsion de Koebe aux applications holomor-
phes univalentes Al définies sur le disque D,, (voir [13]). Rappelons que ce théoreme
entraine en particulier que si h est une fonction holomorphe univalente D — C et
si (1, (o, (3 sont trois points de D de modules plus petits que r < 1, alors :

‘h(Q) - h(CQ) . Ql - €2
h(Gi) —h(G) G —G

ot A(r) est une fonction universelle qui tend vers 0 lorsque r tend vers 0.

< A(r) (2)

Appliquons cette inégalité aux trois points f"(x}), f7'(y?), fI'(z!) du disque D,
et aux applications holomorphes univalentes A} définies sur D,,.

Estimons les modules de f/*(x}), f(y!), fI'(z!"). Rappelons que le théoreme de
Mori montre que si f est un homéomorphisme K-quasiconforme de D qui fixe 0, on a
|£(O)] < 16|¢|YE (voir [2]). Comme les points X7, y?, z? sont dans le cercle unité, il
en résulte immédiatement que les modules de f7(x?), f7(y?), fI'(z!') sont inférieurs
ou égaux a 16n (L)) Les modules des points ZA?(x!), Lh?(y!), LA (2]) du

disque unité D = %Dn tendent donc vers 0 si n tend vers l'infini.
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Normalisons le domaine de définition de A} par une homothétie de rapport n pour
se ramener au cas des fonctions univalentes sur le disque unité. Puisque nous avons
vu que 77(xP) = h? o f(xI) = pi(T;), les inégalités de Koebe (2) montrent donc
que si n est assez grand, on a pour i assez grand :

[ = fi(z)  pi(@) — pi(Z)

Les formules (1) et (3) terminent la démonstration du lemme. O

La démonstration du théoreme est maintenant évidente : il suffit de faire tendre
¢ vers l'infini puis n vers 'infini dans pour obtenir que :

lim Pz(fz) - pz(@l) _ Xoo ~ Yoo _ pm(foo) - poo@oo)

i—00 pz(l’z) - pz(Zz) Xoo T Zoo pw(fOO) - pm<200).

5 Le cas des feuilletages linéaires des tores

Nous démontrons ici le théoreme 1.6. Soit F le feuilletage linéaire du tore T3 =
R3/Z? d’équation dz = ay dx + ag dy (ol (z,y, 2) désignent les coordonnées de R?)
et soit g une métrique de classe C*° sur T?. On peut envisager F comme le quotient
de R? x R/Z, feuilleté par plans R? x {x}, par le groupe engendré par les deux
difféomorphismes commutant :

Tl : ('rawa) ER2 XR/Z'—> <$+17?J?Z+061) €R2 XR/27

Ty : (z,y,2) € R> X R/Z +— (z,y + 1,2 + au) € R* x R/Z.

Pour chaque z € R/Z, le plan R? x {2} est muni de la métrique g. obtenue par
relevement de g. Il existe un unique difféomorphisme conforme 1, de (R? x {z}, g.)
sur le plan complexe C qui envoie les points (0,0, z) et (0,1, z) sur 0 et 1 respective-
ment. Puisque nous supposons que la métrique g est de classe C'*°, la métrique g,
dépend de z de maniere C'*°. La version a parametres du théoreme d’uniformisation
donnée dans [1, 2] montre que la bijection :

F:(z,y,2) € R* x R/Z — (Y.(1,y),2) € Cx R/Z

est un difféomorphisme de classe C'*

Puisque T} et T5 operent par isométries de g, leurs conjugués par F' doivent opérer
conformément sur les C x {x}. Autrement dit, T] = F o Ty o F~! §’écrit :

Ti(¢ 2) = (a3 (2)¢ + by (2), 2 + aa).

ou les fonctions af, b| : R/Z — C* sont de classe C™.

Etudions d’abord le cas ot oy est nul.
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Alors, puisque T} opere librement sur C x R/Z, on constate que a/(z) doit étre
identiquement égal a 1 de sorte que 77 opere sur chaque C x {z} comme une trans-
lation non triviale d’amplitude ¥/ (z). Conjuguons 77 par :

G:((,2) €CxR/Z+— (b7 (2)¢,2) € Cx R/Z.
On obtient :
T =GoT oG :(¢,2) eCxR/Z+— ((+1,2) € CxR/Z.
Cherchons maintenant Ty = (G o F)oTyo (G o F)~! sous la forme :
T5(C, 2) = (a5(2)¢ + b5(2), 2 + aa).
La condition de commutation entre 77 et T3 s’écrit :
ay(z) =1

c’est-a-dire que T3 opere aussi par translations. Cela signifie que la métrique obtenue
en transportant la métrique euclidienne de C x {x} par (G o F))~! est invariante par
T, et T, simultanément et passe donc au quotient sur le tore T3. La métrique ainsi
obtenue sur T? est lisse, plate dans les feuilles, et conforme & g. Le théoréme 1.6
est donc établi dans le cas particulier ou a; = 0.

Plus généralement, supposons que le sous-groupe de R engendré par ay, as et 1
soit de rang inférieur ou égal a 2. Alors les feuilles du feuilletage F sont toutes des
cylindres ou toutes des tores. En transformant le feuilletage par un difféomorphisme
linéaire de T? convenable, on se rameéne au cas que nous venons d’étudier ot oy = 0
et le théoreme 1.6 est donc aussi établi dans ce cas.

Nous abordons maintenant le cas plus intéressant ot «y satisfait une condition
diophantienne du type suivant ; on suppose qu’il existe des constantes C' > 0 et
e > 0 telles que, pour tous les entiers (p, q) avec ¢ > 0, on ait :

a1 — — Z .
q q2+e

pi C

Le proposition suivante est bien connue ; elle est le résultat le plus élémentaire
de la théorie des petits dénominateurs (voir par exemple [4]). Elle se démontre
simplement en évaluant les coefficients de Fourier et en majorant grace a I’estimation
diophantienne.

Proposition 5.1 Si «ay satisfait une condition diophantienne du type précédent,
pour toute fonction v : R/Z — R de classe C* il existe une constante U et une
fonction w : R/Z — R de classe C™ telle que :

v(z) = w(z + a) —w(z) + 7,
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Reprenons ’étude de :
T1(C, 2) = (ay(2)¢ + by (2), 2 + an).

Appliquons la proposition 5.1 a la fonction v(z) = In|ai(z)|. Il existe donc une
fonction w : R/Z — R de classe C™ et une constante k > 0 satisfaisant I’équation
homologique :

| exp(w(z + ar) exp(=2)| = kla(2)].

Alors, on peut considérer le difféomorphisme :
G:(¢,2) e CxR/Z+— (exp(—v(2))(,2) e CxR/Z
En posant alors 7] = (G o F)o Ty o (G o F)™!, on obtient :
T :(¢,2) e Cx R/Z — (a{(2)¢ + b](2),2z+ 1) € C x R/Z

avec

a7 (2)| = k.

Nous affirmons que k = 1. Ceci pourrait se déduire du théoreme 1.3 mais c’est
élémentaire dans ce cas. En effet, notons b] une borne supérieure du module de
b/(z). Alors, on vérifie par récurrence que la n-eme puissance de T} vérifie pour
n>0:

/m
T7"(0,0) = (Cn, 2 + nav)

avec .
Gl SOV (L + K4 -+ k")

Supposons que k < 1 par exemple. Alors la formule précédente montre que les
points 77"(0,0) restent dans un compact de C x R/Z. Ceci est impossible car le
groupe abélien engendré par T} et T, agit proprement sur C x R/Z. On montre de
méme que k ne peut pas non plus étre strictement supérieur a 1 en considérant les
itérés négatifs de 77'. Nous avons donc bien montré que k = 1.

Autrement dit 77 opere par isométries dans les C x {*}. Posons alors T} =
(GoF)oTyo(GoF)™'. Nous affirmons que Ty opere nécessairement lui aussi par
isométries. En effet, écrivons T3 sous la forme :

Ty : ((,2) € Cx R/Z — (ay(2)¢ +V5(2), 2 + az) € C x R/Z.
Ecrivons la relation de commutation entre T} et 7. On obtient :
ay(z)ay(z + a1) = ay(2)al(z + az)

al(z + an)by(2) + b (2 + an) = al(z + a0 () + b5 (z + ).

L’irrationalité de «; et le fait que le module de af(z) soit égal a 1 montrent donc
que aj(z) est de module constant. Exactement comme nous avons montré plus haut
que k = 1, on montre ici que le module de a}(z) est en fait 1.
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En résumé, nous avons montré que si 'on conjugue simultanément 7} et T, par
GoF, on obtient des difféomorphismes qui opérent isométriquement dans les Cx {x}.
Autrement dit, la métrique euclidienne des droites complexes C x {*} est invariante
par 17" et Ty . Cette métrique euclidienne, transportée par G o F', passe donc au
quotient dans le tore T3. Nous avons bien obtenu une métrique lisse, plate dans les
feuilles et conforme a g, comme affirmé.

Lorsque le groupe engendré par oy, as et 1 contient un nombre satisfaisant une
condition diophantienne, on se rameéne par changement de base dans le réseau Z3
au cas ou « satisfait une condition diophantienne. Puisque nous venons d’étudier
ce cas, ceci termine la preuve du théoreme 1.6.
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