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Avant-propos

Le cours porte sur deux parties distinctes. La premiére concerne 1’étude de la conver-
gence en loi de variables aléatoires a valeurs dans des espaces topologiques plus
généraux que R ou R¥, ce qui nécessite de placer une topologie idoine sur I’ensemble des
mesures de probabilités sur ’espace considéré.

La recherche de généralité dans le cadre de la convergence en loi n’est pas gratuite. Par
exemple, au lieu de considérer la convergence (en loi) d’une variable aléatoire réelle, on
peut naturellement considérer la convergence de fonctions aléatoires, également appelées
processus. Nous donnons un tel exemple ci-dessous.

Soit &1, &, ... une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement
distribuées, définies sur un espace de probabilités (€2, F,P). Nous supposerons de plus
que

E[&]=0, e E[&))]=1.

On s’intéresse au comportement de la marche aléatoire (S,,n > 0) associée définie par
S() =0et

Par exemple, le théoreme de la limite centrale montre que pour tout a < b, on a

S be—12/2
Pla< —=<b d
() = [ T

Sn i

\/ﬁ n—00
ot N est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite (on notera A (m,o?) la loi
gaussienne de moyenne m et de variance o). Ceci détermine la position asymptotique
de S, lorsque n — oo : on interpréte le résultat précédent en disant que la loi de S;, est

proche de celle de \/nN.

ou, de facon équivalente



Si 'on veut une information plus précise sur la trajectoire de (S,,n > 0), on peut
s’intéresser a la position de la marche & des instants nq,ns,...,n; rangés par ordre
croissant. Par convention on notera aussi ng = 0. Les accroissements

S”i_S”i—l:gni—1+1+"'+£ni? 1<i<k
sont alors indépendants, et ont méme loi, respectivement, que Sy,_,, ,. Supposons que
ni,...,n; sont des suites (indexées disons par n) et qu'il existe to =0 <t} < ... <
tels que
ti= lim 2, 1<i<k,
n—oo N

Alors, une nouvelle utilisation du théoréme de la limite centrale (multidimensionnel)
montre que

Sn, — Sn. i
<Z”,1§i§k> ol (VY. N,

\/ﬁ n—00
ou les variables aléatoires N1, ..., N sont indépendantes, gaussiennes, de variances res-
pectives t1,to — t1,...,tr — tp_1. De facon équivalente, on a que
S 1 << k) 2 (N Nyt Nay o Nyt N (1)
\/ﬁ? — — n—00 9 ) 9 ?

ce qu'on peut interpréter comme la détermination des positions asymptotiques de la
marche aléatoire considérée en un nombre fini d’instants nq, ..., ng.

Peut-on aller plus loin et déterminer le comportement asymptotique de la marche
aléatoire dans son intégralité? Au vu des résultats précédents, il est naturel de considérer
une fonction aléatoire d’un parametre réel positif ¢, correspondant a la marche aléatoire
dont le temps est renormalisé par n, et 'espace par v/n. Notons donc

S
t \/ﬁ ’ Z Yy
et effectuons une simulation de cette fonction. Par exemple si P(§; = 1) = P(§; = —1) =

1/2, avec n de plus en plus grand (ici, successivement 10, 100, 10000), nous obtenons les
images suivantes (les sauts de S sont eux aussi matérialisés par des traits verticaux).
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On s’apercoit que, lorsque n augmente, la fonction S ] semble prendre la forme d’une
fonction, de nature aléatoire. Cette fonction est appelée mouvement brownien et est un
des objets les plus fondamentaux en probabilités. Précisément, un mouvement brownien
standard de dimension 1 est une collection (B, t > 0) de variables aléatoires indexées
par R4, vérifiant les trois propriétés suivantes

- Bo =0 p-s.,

— la fonction t — By est p.s. continue de R, dans R,

— pour tout 0 = tg < t; < ... < g, les variables aléatoires (B, — B

sont indépendantes, respectivement de loi N'(0,¢; — t;—1).
Il n’est pas évident a priori qu’une telle famille de variables aléatoires puisse étre définie
sur un certain espace de probabilités, mais c’est bien le cas — nous en verrons une preuve
plus tard.

1<i<k)

i—17

Avec cette définition, il est clair que la loi de (By,, By,, ..., By, ) est la méme que celle
de (N1, N1+ Na, ..., Ni+...+ Np) avec les mémes notations que ci-dessus. On reformule
donc (1) en écrivant que pour tout choix de réels positifs ¢; <t9 < ... <, on a

(@ﬂlgigk)ii(3w1gigk% 2)
o n—o00

Si P'on prend des instants ¢; de plus en plus nombreux et resserrés, cette convergence
semble bien expliquer que S approche la trajectoire du mouvement brownien B lorsque
n — 0o, comme nous 'avons vu sur des simulations. Pourtant, les convergences (2) ne
sont pas entierement satisfaisantes de ce point de vue. Par exemple, il est naturel de
conjecturer que 'on a

n] loi
sup SfU — sup B,
0<t<1 n—00 0<¢<1



mais cette convergence n’est pas une conséquence des convergences en loi (2). Disons que,
méme si I'on choisit des instants ¢; tres resserrés, la convergence (2) n’exclut pas a priori
que le processus S puisse prendre des valeurs anormalement élevées entre deux de ces
instants. C’est le méme genre de probleme qui advient lorsqu’on a convergence ponctuelle
d’une suite de fonctions, et non convergence uniforme. Il nous faut donc développer un
concept de convergence en loi pour des variables aléatoires qui sont des fonctions, munies
de la topologie uniforme, et c’est I'objet de la premiere partie du cours.

Une seconde partie du cours sera dédiée a ’étude des mesures de Poisson. Dans la
description précédente, on peut voir que le mouvement brownien est en quelque sorte
le résultat d’une accumulation d’événements contraires extrémement fréquents : les va-
et-vient d’une marche aléatoire. Par contraste, les mesures de Poisson s’intéressent a la
notion d’événements rares. Pour fixer les idées, reprenons une marche aléatoire S, = &+
...+, mais cette fois-ci, supposons que P({1 = 1) = 1—-P(£1 = 0) = p. On s’intéresse a
nouveau au comportement de la marche aléatoire (S, n > 0). Plus exactement, donnons-
nous des entiers positifs 0 = ng < ny < ... < ng. Le nombre sauts de (S,) qui adviennent
dans les intervalles |n;_1,n;], égaux & Sp, —Sp, , respectivement, sont alors indépendants
et suivent respectivement une loi binomiale de parametres (n; —n;—1, p). Supposons alors
que p,ni,...,n; sont en fait des suites, indexées disons par ’entier n. On suppose que
p tend vers 0 lorsque n — oo, de sorte que I’événement de 'occurrence d’un saut de
(Sp,n > 0) est rare. Précisément, supposons que, lorsque n — oo, on ait

1

np — X, —t;, 1<i<k,

ouA>0etty <ty <...<t sont des réels positifs.
Alors les accroissements (S, — Sp, ,,1 < i < k) convergent en loi vers une suite

(Y1,Ys,...,Y;) de variables indépendantes, suivant respectivement la loi de Poisson d’in-
tensité A(t; — t;—1) (on a noté to = 0). En effet on vérifie aisément que
n At)F
P(Snl — k) — 1 pk(l _p)n—k — e—)\t1( 1) _ P(Y1 _ k‘),
k n—00 k!

et le résultat annoncé s’obtient simplement & partir de ce genre de calculs.

Le processus de Poisson d’intensité A > 0 est une famille de variables aléatoires
(Nt(/\),t > 0) indexés par R, vérifiant les propriétés suivantes

- NéA) =0 p.s.

— p.s. la fonction t — Nt()‘) est croissante continue a droite, a valeurs dans Z,

— pour tout tg = 0 < t1 < ... < t;, les accroissements (Nt(;\) — Nt(?) 1 <i<k)sont

-1
indépendants, respectivement de loi de Poisson de parametre A(t; — t;—1).
On peut vérifier que le processus de Poisson peut étre défini comme un processus de
comptage. Soit Ry, Ra, ... une suite de variables aléatoires exponentielles indépendantes

et de méme parametre A\. On note T; = Ry + ...+ R;, et

N =3 Ligey
i=1



Autrement dit, le processus N est issu de 0 et effectue un saut de 1 en chaque instant
T;. Alors N vérifie bien les propriétés définissant le processus de Poisson.

On résume les propriétés qui précedent en disant que, pour tout ¢1 < ... < {j positifs,
on a la convergence en loi

(St 1< i< k) = (NV 1<i<k).
n—oo
On comprend alors que le processus de Poisson, ou plutét, Uensemble {11, 75, ...} de ses
sauts, apparait comme limite des instants de sauts d’une marche aléatoire de Bernoulli,
pour laquelle un événement de saut est trés rare. Au lieu de raisonner en termes de
processus, on peut considérer la mesure M = ) .., d7, décrivant I'occurrence de ces
événements rares. Les propriétés du processus de Poisson montrent donc que M est une
mesure (aléatoire!) vérifiant les deux propriétés fondamentales suivantes

— si Ih,..., I sont des intervalles disjoints, alors M (Iy), ..., M (Ix) sont des variables

aléatoires indépendantes,

— si 0 <a < b, alors la loi de M(]a,b]) est la loi de Poisson de parametre A(b — a).
En effet, on vérifie aisément que M (]a,b]) = Nb()‘) —Né)‘). Ces deux propriétés permettent
une définition des mesures de Poisson dans des espaces bien plus généraux que Ry,
comme on le verra.

Comme application principale des mesures de Poisson, nous donnerons une construc-
tion des processus de Lévy. Les processus de Lévy constituent une généralisation na-
turelle du mouvement brownien. On dit que la famille (X, ¢ > 0) de variables aléatoires
indexées par le parametre ¢t € R, est un processus de Lévy si les trois propriétés suivantes
sont vérifiées :

- Xo=0ps,

— presque-surement, la fonction ¢ — X; est continue & droite et admet des limites a

gauche en tout point,

— pour tout 0 = t9 < ¢; < ... < ty, les variables (X, — X3, ,,1 < ¢ < k) sont

indépendantes, respectivement de méme loi que X, ¢, ;.
Noter que nous avons déja rencontré deux processus de Lévy dans cette introduction :
le mouvement brownien et le processus de Poisson. Nous verrons qu’en un certain sens,
ces deux exemples sont les < prototypes > des processus de Lévy généraux.

Je remercie Sanjay Ramassamy pour sa relecture tres attentive de ces notes.
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1 Convergence étroite des mesures de probabilités

1 Convergence étroite des mesures de probabilités

Dans ces notes, on adoptera la notation anglo-saxonne N = {1,2,3,...}.

Si E est un espace topologique, on notera Bg la tribu des boréliens, et M¢(E) I'en-
semble des mesures positives finies sur (E,Bg). On notera également M;(E) le sous-
ensemble formé par les mesures de probabilités. Si f est une fonction mesurable positive,
ou intégrable par rapport a la mesure p, on utilisera les notations

u(f)=<u,f>=/Efdu-

On notera C(E, F') lespace des fonctions continues de ’espace topologique E vers
Pespace topologique F'. On notera également C(F,R),C.(E,R) ’ensemble des fonctions
de E dans R, qui sont continues et bornées sur F, resp. continues sur F et a support
compact.

Dans ce chapitre, les espaces topologiques E considérés seront toujours supposés
métrisables, c’est-a-dire que ’on peut munir E d’une distance d qui induit la topolo-
gie de E. La plupart du temps, F sera dés le début muni d’une distance, néanmoins, il
faudra garder a I’esprit que certaines distances peuvent étre plus judicieuses que d’autres,
dans tous les cas, il sera toujours implicite que toutes les distances considérées sur E
induisent la méme topologie.

Si d est une distance sur E (induisant la topologie de E), on notera U(E, R), UZ(E,R)
les ensembles des fonctions uniformément continues sur (E, d) et a valeurs dans R (resp.
bornées), et Lip% (FE,R) celui des fonctions & valeurs dans R qui sont K-lipschitziennes,
c’est-a-dire des fonctions f : £ — R telles que

d(f(x), f(y)) < Kd(z,y),  pourtout z,y€ k.

On notera également Lip?(E,R) la réunion des Lip@l((E,R) pour K > 0, et BLY(E,R)
le sous-ensemble des fonctions lipschitziennes bornées.

On prendra garde au fait que les espaces U%(E,R) et Lip?(E,R) dépendent du choix
de d et non seulement de la topologie de E. Pour s’en convaincre, on pourra considérer
F = R muni successivement des distances

di(a,y) =l —yl,  dafw,y) = |arctan(z) — arctan(y)|

qui induisent toutes deux la topologie usuelle de R.
Dans un espace métrique (F,d), on notera By(x,r) la boule ouverte de centre = et de
rayon 7, et B£ (x,r) la boule fermée correspondante.

1.1 Rappels sur R*

Soit k un entier strictement positif. Dans cette section, on se place dans le cas de
E = R”* muni de la topologie usuelle. Sauf mention contraire, on munira toujours R¥ de
la norme euclidienne standard notée | - |.



1 Convergence étroite des mesures de probabilités

Définition 1.1 Soit (j1,)n>1 une suite de mesures de probabilités sur R¥. On dit que
(tn)n>1 converge étroitement vers p € M (RF), et on note p, = u, si pour toute
fonction f € Cy(RF,R), on a

pn(f) — p(f).
n—00
Exemples. Si (z,,)n>1 est une suite de R* qui converge vers z, alors 6., = §, puisque
0z, (f) = f(xpn) = f(z) = 6,(f) pour toute fonction f continue.
La suite de mesures sur R

n

1

converge étroitement vers la mesure de Lebesgue sur [0, 1], puisque pour toute fonction

[ € CG(R,R), )
pnl ) = nilz;f(n) — [ s@ar

En pratique, il n’est pas toujours aisé de vérifier la convergence pu,(f) sur toutes les
fonctions f € C (]Rk, R). Un important outil théorique et pratique est le théoréme suivant
(On notera A° et A respectivement l'intérieur et I’'adhérence d’un sous-ensemble A d'un
espace topologique, et 0A = A\ A° sa frontiere).

Théoréme 1.1 Soit (pn)n>1 une suite de My(R¥) et p € My(R¥). On se donne
également une distance d sur RE. Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. La suite (jin)n>1 converge étroitement vers fi

pour toute fonction f € UL(R® R), on a limy, i, (f) = u(f)

pour toute fonction f € BLYRE,R), on a limy, u,(f) = u(f)

pour tout ouvert O de R¥, on a liminf,, 1, (0) > u(O)

pour tout fermé F de R*, on a limsup,, ju,(F) < pu(F)

pour tout borélien A € By tel que pu(0A) =0, on a limy, py(A) = p(A)

NS G e

pour toute fonction f : RE — R mesurable, continue p-presque partout et bornée,
on a limy, pn(f) = p(f).

Ce théoreme étant en fait valable dans un cadre beaucoup plus général, nous n’en
donnerons la preuve que plus loin. Par contre, nous allons voir qu’il est utile en pratique
pour donner d’autres criteres de convergence étroite.

1.1.1 Restriction de I’ensemble des fonctions-test

Proposition 1.1 Soit (un)n>1 une suite de M1(R¥) et p € My (RF). Soit enfin H
un ensemble de fonctions mesurables bornées, dont l’adhérence pour la norme uniforme
contient C.(RF,R). Si pu,(f) converge vers u(f) pour tout f € H, alors i, = .



1 Convergence étroite des mesures de probabilités

Preuve. Dans un premier temps on suppose que H = CC(Rk,R). Pour tout r > 0,
considérons une fonction y, continue, positive, bornée par 1, égale a 1 sur la boule
ouverte B(0,r) de R*, et nulle en dehors de B(0,r+1). En particulier, on a que Ipoy) <
Xr < 1p(o,r+1)- Par conséquent, comme x; € C.(R* R), on a

lim sup i, (R¥ \ B(0,7 4+ 1)) <1 — liminf iy (xr) = 1 = p(xr) < w(RF\ B(0,7)).

n—o0

Soit f € Cy(R¥,R). Fixons & > 0 et choisissons r > 1 tel que
PR\ B0, 7~ 1)) < e/4]|fllc -

Par hypothese, on peut trouver une fonction g € C.(R¥,R) telle que || fx; — gl < £/4.
Alors

ln () = (O] < () = n(Fxo)| + n(Fxr) = 1 (9)] + |1 (g) — 1(9)]
+p(g) = u(fxr)l + (fxr) — p(f)]

£ lootin (R¥\ B(0,7)) + /4 + |in(g) — p1(9)|

+e/4+ || flloon(RF\ B(0,7)).

IN

On a donc

timsup |un(F) = p(D] < 5+ 11 lbe (B \ BO.r = 1)+ n(B*\ BO.7))

+ limsup |pn(g) — p(g)| <€,
n

par hypothese. Comme ¢ > 0 était arbitraire, on conclut.
Si maintenant H est un ensemble général satisfaisant les hypotheses de I’énoucé. Soit
[ € C.(RF,R) et ¢ > 0. On peut trouver g € H tel que ||f — glloo < €, et comme

[n(f) = 1n(9)] < |1 = glloo, o a alors

limsup |pn (f) — u(f)] < e +limsup |pun(g) — n(g)| = ¢,

n—oo n—oo

par hypotheése. Donc i, (f) converge vers u(f) pour toute fonction f € C.(R¥,R), et on
conclut par la premiere partie de la preuve que p, = p. O

1.1.2 Fonctions de répartition

Dans le cas ou k = 1, il existe un critere utile de convergence étroite. Si u € M¢(R), on
note F,(z) = p(] — oo, z]) sa fonction de répartition. C’est une fonction croissante, et on
pourra noter que x est un point out F), n’est pas continue si et seulement si u({z}) > 0,
plus précisément

p({z}) = Fu(z) = Fu(z—),

ot 'on a noté F,(x—) la limite a gauche de F), en .



1 Convergence étroite des mesures de probabilités

Proposition 1.2 Soit (p,)p>1 une suite de mesures de probabilités sur R, et u €
M1 (R). Alors p, = p si et seulement si

F,U'n(x) — FM(‘,L.)
pour tout point x qui est un point de continuité de F),.

Preuve. Supposons dans un premier temps que p, = p, et soit x € R un point qui
n’est pas un atome de p. Alors la fonction y — 1 <,y est p-presque partout continue
(son seul point de discontinuité est x). Donc la propriété 7. du théoreme 1.1 implique
que pn (] — o0, z]) = p(] — oo, ), comme voulu.

Réciproquement, si F,, () — F,(z) pour tout = qui n’est pas un atome de p,
on en déduit immédiatement que pu,(g) — p(g) pour toute fonction g de la forme
> ie1 @ilyg, 4, Ot les extrémités des intervalles ]z, y;] ne sont pas des atomes de .
Comme toute fonction continue a support compact est limite uniforme de telles fonc-
tions, on peut appliquer la proposition 1.1 et conclure que u, = pu. O

Cette reformulation de la convergence étroite des mesures sur R permet de déduire un
intéressant résultat de type <« compacité >.

Proposition 1.3 Soit (fin)n>1 une suite de mesures de probabilités sur R. On suppose
que pour tout € > 0, il existe A > 0 tel que

sup pun(R\ [—A4, A]) <e.

n>1
Alors, il existe une extraction ¥ (n) telle que Hp(n) converge étroitement lorsque n — oo.

Preuve. Considérons une énumération {qi, g2, ...} des nombres rationnels. Pour tout
m > 1, la suite (F,(¢m))n>1 est bornée. Donc un argument d’extraction diagonale
assure l'existence d'une extraction v telle que F}, o) (q) converge vers une limite notée
Fy(q) pour tout g € Q.

Définissons alors une fonction F' par

F(z) = lqigcho(q), z€R

ol la limite est considérée implicitement le long des rationnels ¢ > z. Il est facile de
vérifier que F' est croissante et continue a droite, ce que nous laissons en exercice. Par
ailleurs, par hypotheése, pour tout € > 0, on peut trouver A > 1 tel que

tn(R\[=4,4]) = pn(] =00, —A]) + pn(JA, o0])
= Fu((=A4)-)+ (1= F,(4))
< e.

Soit alors ¢ > A un nombre rationnel. Comme F),, est croissante, on a que F,, (—q)

€
et que F,, (¢) > 1—¢. En passant a la limite le long de 1(n), on en déduit que Fy(—q) < e

VANVAN
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1 Convergence étroite des mesures de probabilités

et Fo(q) > 1 —¢, et enfin, si B > ¢, que F(—B) < e et F(B) > 1 —e. De ce fait, la
fonction F' a pour limite 0 en —oco et 1 en 4-00.

Par un théoréeme standard de théorie de la mesure, il existe donc une unique mesure
de probabilités 1 € M;(R) telle que F' = F), : c’est la mesure de Stieltjes associée a F,
et parfois notée dF.

Il reste a vérifier que fuy(,,) = p. Soit z € R un point de continuité de F'. Alors il vient
aisément que

F(z) = lim Fy(q) = lim Fo(q)
qz qlz
les deux limites étant considérées le long des rationnels, respectivement < x et > x.
Finalement, par monotonie, si ¢ < z < ¢ et ¢,¢' € Q, on a

Fy(q) = liyrln Fou,. (q) < lirr%inf Fuyom (@) < limnsup Fluym (@) < liyrln Fuyo () = Fold)),

P(n)
et en faisant tendre g et ¢’ vers x on obtient finalement que lim, F),, , (z) = F(z). La
proposition 1.2 montre donc que fiy(,) = . (]

1.1.3 Fonctions caractéristiques

Si p € M;(R"), on note ¢, (u) = [ € “u(dz) la fonction caractéristique de i, olt
u € R¥ et u - désigne le produit scalaire usuel.

Un résultat fondamental liant fonction caractéristique et convergence étroite est le
suivant.

Proposition 1.4 Soit (un)n>1 une suite de mesures de probabilités sur RE, et p €
M (RF). Alors i, = p si et seulement si

— tout RF
G, (1) — Puu) pour tout u €

Le sens direct est bien str évident. Pour le sens réciproque, on peut en fait donner un
résultat plus précis, di a Lévy.

Théoréme 1.2 (Théoréme de Lévy) Soit (fun)n>1 une suite de mesures de probabi-
lités sur R¥. On suppose que

— pour tout u € R*, ¢, (u) converge vers une limite notée ¢(u), et que

— la fonction u — ¢(u) est continue en 0.
Alors, il existe une mesure p € My (RF) telle que ¢ = Ou, et Uon a pip = pu.

Nous allons montrer ce théoreme uniquement dans le cas ou £ = 1. Nous avons d’abord
recours au résultat utile suivant.

Lemme 1.1 [ existe une constante C > 0 telle que, pour tout p € M1(R) et pour tout

K>0,o0na )
1/K
HE\KK) SCK [ (1= Rouw)du.

11



1 Convergence étroite des mesures de probabilités

Preuve. Remarquons que R, (u) = [; cos(ux)u(dz). De ce fait, le théoréme de Fubini

donne
1K 1K
K/ (1—Re,(u))du = K/ (dz) / (1 — cos(ux))du

1/K 1/K
sin(z/K)
= 2 d 1——F—-.
foman (1575
La fonction y +— sin(y)/y, prolongée en 0 par continuité, est majorée par 1 et vérifie que

sin(y)
Y

<sin(1), ly] > 1,

comme on peut s’en convaincre par une étude de fonctions. Autrement dit, pour tout

y eR, .
(1~ sin(1)) Ly 11/ (9) < (1 - S”‘y(y)) ,

d’ou l'on tire

1/K
K / (1~ R (u))du > 2(1 — sin(1)) /R () Ly (/K

1/K

ce qu’il fallait démontrer, en prenant C' = (2(1 —sin(1)))~! (cette constante est bien sir
loin d’étre optimale). O

Preuve du théoréme 1.2. Nous allons d’abord montrer qu’il existe une extraction
1(n) le long de laquelle on a la convergence étroite de .

Pour cela, on a recours a la proposition 1.3. Le lemme 1.1 appliqué a u, implique que
pour tout K > 0,

1/K
limnsup,un(R\ [—K,K]) < CKlimsup/ (1 =Ry, (u))du.

n— 00 -1/K

Par hypothese, on a convergence ponctuelle de ¢, vers une fonction ¢. Comme ¢,,,
est une fonction caractéristique, elle est de module borné par 1, et on peut appliquer le
théoreme de convergence dominée pour obtenir que

1/K 1/K

lim (1 —Ro,, (u)du = / (1 —Rp(u))du

n—oo J_1/K -1/K

Par ailleurs, comme ¢ est supposée continue en 0, et que ¢(0) = 1 (puisque ¢, (0) =1
pour tout n), on a que

1/K

lim K (1 — R(u))du = 2(1 — Rp(0)) =0,
K—o0 ~1/K

12



1 Convergence étroite des mesures de probabilités

donc pour tout € > 0, on peut choisir K7 > 0 tel que CK; f_lg?ﬁ(l — Ro(u))du < /2.

On en déduit alors que pour tout n assez grand, disons, n > ng, on a
pn(R\ [-K1, Ki]) <e.
Par ailleurs, choisissons Ko tel que

max p,(R\ [-K2, K2]) <e.

1<n<ng
Alors, en posant A = max (K1, K3), on a bien

sup pn(R\ [-A4, A]) <e.

n>1

La proposition 1.3 permet bien de conclure a 'existence d’une extraction ¢ et de u €
M1 (R) telles que iy = p.

On applique alors le sens facile de la proposition 1.4, et on en déduit que pour tout
u € R, dy(n)(u) converge vers ¢, (u). Donc ¢ est bien la fonction caractéristique d'une
mesure de probabilités.

Il reste a montrer que u, converge étroitement vers pu, et pas seulement le long de I'ex-
traction ¥. Supposons par 'absurde que ce n’est pas le cas. Alors on pourrait trouver une
nouvelle extraction ¢, et une fonction f € Cy(R,R), tels que [y ) (f) —u(f)| > €0 pour
un certain €9 > 0 et tout n > 1. Mais les hypotheses de la proposition 1.3 s’appliquent
toujours a la suite (py/(n))n>1 au lieu de (jn)p>1. Donc on peut ré-extraire de cette
sous-suite, une sous-sous-suite (Mw”(n))nzl qui converge étroitement vers une limite .
Comme ¢,,, converge ponctuellement vers ¢ = ¢,, et ¢, 1y CODVETZE ponctuellement
vers ¢/, toujours par le sens facile de la proposition 1.4, on en déduit que ¢,y = ¢,.
Par la propriété d’injectivité de la transformée de Fourier, on en déduit que p = p'.
Donc iy (ny converge vers p, et par définition piym(,(f) converge vers pu(f), ce qui est
contradictoire avec le fait que |pys () (f) — p(f)| > o0 pour tout n > 1. O

Ce mode de raisonnement en deux étapes (preuve de l'existence de limites selon une
sous-suite, puis identification de la limite) est extrémement utile lorsqu’on manipule la
convergence étroite des mesures, et il le deviendra d’autant plus que I’espace sous-jacent
considéré sera compliqué.

Question. Le théoreme 1.2 reste-t-il vrai si, toutes choses égales par ailleurs, au lieu de
supposer que ¢, (u) converge vers ¢(u) pour tout u € R*, on suppose seulement que
cette convergence a lieu sur un voisinage de 07

1.2 Mesures de probabilités sur un espace métrique

Dans la suite de ce chapitre, on se concentre sur ’étude de I’ensemble M;(E) des
mesures de probabilités boréliennes sur un espace topologique E. Nous supposerons
toujours a partir de maintenant que l'espace E vérifie les propriétés suivantes :

— L’espace E est séparable : il existe une suite dense dans FE.

13



1 Convergence étroite des mesures de probabilités

— 1l existe une distance d sur E (induisant la topologie de E) telle que (F,d) est un
espace métrique complet.

Définition 1.2 Un espace topologique satisfaisant la définition précédente est appelé
espace polonais.

En pratique, la distance d est souvent < fournie » avec 'espace E, et on appelle
souvent espace polonais un espace métrique, séparable et complet. Néanmoins, il faut se
souvenir que la notion de complétude dépend de la métrique choisie, comme la notion
de fonctions uniformément continues. Il peut donc arriver que l'on doive choisir une
< meilleure > distance que celle qui est livrée naturellement avec F.

Par exemple, I'espace R muni de la topologie usuelle est polonais. En effet, R est
séparable, et la topologie de R est induite par la distance dy(z,y) = |z — y|, qui est
compléte. Par contre, R n’est pas complet pour la distance da(z,y) = |arctan(x) —
arctan(y)|, méme si cette derniere induit bien la méme topologie. Donc il ne faut pas s’y
tromper : Pespace métrique (R, ds) (ou plutot Pespace topologique induit) est bien un
espace polonais...

La grande majorité des espaces dans lesquels les probabilistes travaillent, c’est-a-dire
considerent des variables aléatoires, sont des espaces polonais, car ces espaces ont de
< bonnes > propriétés vis-a-vis de la notion de convergence étroite que I’on va considérer
maintenant. Cependant, une grande partie des notions que nous allons étudier s’étend
a des espaces topologiques plus compliqués. On consultera par exemple 'ouvrage de
Billingsley [1] pour un traitement trés général.

Rappelons quelques propriétés élémentaires des mesures de probabilités sur un espace
métrique.

Proposition 1.5 Soit p € M (E) ot (E,d) est un espace métrique. Alors pour tout
A€ Bg, ona

w(A) = inf{u(O) : O ouvert contenant A}
= sup{u(F): F fermé contenu dans A} .

De plus, la mesure p est déterminée par les intégrales u(f), ou f décrit ’ensemble des
fonctions lipschitziennes sur (E,d).

Bien stir, on aurait pu, dans la seconde partie de la proposition, se restreindre aux
fonctions qui sont, par exemple, 1-lipschitziennes (il suffit de diviser f par sa constante
de Lipschitz et utiliser la linéarité de I'intégrale). Notons aussi que la notion de fonction
lipschitziennes varie énormément selon le choix de d : la précédente proposition est
valide pour tout tel choix. Par contraste, la premiere partie de la proposition ne fait pas
intervenir la distance, et la seule hypothese est donc que E est métrisable.

Preuve. Soit A ’ensemble des parties boréliennes A de E telles que A vérifie

w(A) = inf{u(O) : O ouvert contenant A}
= sup{u(F) : F fermé contenu dans A} .

14



1 Convergence étroite des mesures de probabilités

Nous vérifions que A contient les ouverts. Soit donc O un ouvert de F. La premiere égalité
est évidente. Par ailleurs, pour tout k > 1, 'ensemble F, = {x € E: d(z, E\ O) > 1/k}
est clairement un fermé, si I'on note d(x, B) = infycpd(x,y). Les fermés Fj,k > 1
forment une suite croissante d’union O, car tout point de O est a distance strictement
positive de son complémentaire. Par continuité des mesures par limite croissante, on a
bien p(0) = lim 1 p(Fy).

Par ailleurs, A est une tribu. En effet, elle contient @. Elle est de plus stable par
complémentaire, car si A € A alors pour tout € > 0 on peut trouver F'C A C O avec F
fermé et O ouvert, tels que p(O \ F') < e. Mais alors on a aussi E\O C E\AC E\ F
et on a bien u((E\ F)\ (E\ O)) < ¢, et donc E \ A est aussi dans A. Enfin, soit

Aq, As, ... une suite de A. Fixons ¢ > 0 et donnons-nous des fermés Fy, F,... et des
ouverts 01,04, ... tels que
€ .
F,Cc A, CO; et /’L(O’L\FZ)Sga 1>1.

L’ensemble O = J;~; O; est alors un ouvert contenant A = |J,~; 4;. En revanche, la
réunion F’ des F; n’est pas nécessairement un ouvert. De ce fait, on se donne N fixé tel

que
N
IU’(F/\UFZ> <eg,
=1

et on note F' = Ufil F;, qui est fermé (noter qu'un tel N existe bien par la continuité
des mesures de probabilités par limite décroissante). On a alors

WON\F) < pwON\F)+pu(F'\ F)
< ) w0\ F)+e

i>1

< ZM(Oi\Fi)'f‘é
i>1

< 2.

On en déduit que A € A. Finalement, A est une tribu contenant les ouverts, c¢’est donc
la tribu borélienne tout entiere.

Nous venons de montrer que la mesure p est déterminée par sa valeur sur les ouverts,
ou sur les fermés. Soit donc F' un fermé. La fonction

fri(x) =max(l — Kd(z, F),0) (3)

est alors K-lipschitzienne, bornée par 1, et converge en décroissant vers la fonction
indicatrice de F lorsque K — oo. En effet, on a utilisé la propriété que d(z, F) = 0 si
et seulement si x € F, qui vient du fait que F' est fermé. On déduit, par théoreme de
convergence dominée, que p(F') = limg oo p(frx). On en déduit bien que les intégrales
1 contre les fonctions lipschitziennes déterminent les valeurs de u sur les fermés, et donc
déterminent la mesure p elle-méme. O
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1 Convergence étroite des mesures de probabilités

1.3 Convergence étroite sur M;(FE)

La définition de la convergence étroite sur un espace topologique (polonais) est la
méme que dans R*. Ainsi

Définition 1.3 Soit (pn)n>1 une suite de Mi(E), et u € My(E). On dit que iy
converge étroitement vers u, et on note p, = p, si pour toute fonction f € Cp(E,R) on

a pin(f) = p(f)-

Nous montrons maintenant un résultat fondamental sur la convergence étroite, qui
est ’exact analogue du théoreme 1.1 dans notre cas général, et dont la preuve avait été
laissée en suspens. Noter que dans ’énoncé suivant, on ne demande pas nécessairement
que (E,d) soit un espace métrique complet, ni méme séparable.

Théoréme 1.3 Soit (fin)n>1 une suite de M1 (E) et p € M1(E). On se donne également
une distance d sur E. Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. La suite (pin)n>1 converge étroitement vers

pour toute fonction f € UL(E,R), on a lim, u,(f) = p(f)

pour toute fonction f € BLY(E,R), on a lim,, p,(f) = p(f)

pour tout ouvert O de E, on a liminf, u,(0) > u(O)

pour tout fermé F de E, on a limsup,, p,(F) < p(F)

pour tout borélien A € Bg tel que p(0A) =0, on a limy, iy, (A) = u(A)

NS G e

pour toute fonction f : E — R mesurable, continue u-presque partout et bornée,
on a limy, pn(f) = p(f).

Preuve. Les implications 1. = 2. = 3. et 7. = 1. sont évidentes, de méme que
I’équivalence entre 4. et 5. par un simple passage au complémentaire.

Montrons que 3. == 5. Soit donc F' un fermé de E. On considere la fonction frx
définie en (3), qui est lipschitzienne et vérifie 1p < fr g < 1. Ainsi, pour tout n > 1
on a fin(F) < pn(fr i), et comme on a supposé 3., on en déduit que limsup,, i, (F) <
w(fr ). Comme fr g converge vers 1p ponctuellement et est bornée par 1, on en déduit
par convergence dominée que lim sup,, iy, (F) < p(F)

Montrons que 4. et 5. impliquent 6. Soit donc A € Bg, et supposons que p(9A) = 0,
de sorte que p(A) = u(A°) = u(A). On applique 4. et 5. aux ensembles A° et A, et on
trouve

H(A) = p(A°) < liminf i, (A%) < Tim inf 1, (4)

< lim sup 1, (A) < limsup o (A) < u(A) = p(A),

et c’est ce que 'on voulait montrer.
Montrons enfin que 6. = 7. Soit donc f une fonction continue u-presque partout
et bornée. Sans perte de généralité, on peut supposer que f est positive (on peut en
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1 Convergence étroite des mesures de probabilités

effet écrire f = f4 — f_ et raisonner sur chaque terme). Soit D ’ensemble des points de
discontinuité de f. Notons d’abord que pour tout v € M;(E), on a

v(f) = /0 T = )y, (4)

C’est en effet une conséquence immédiate du théoreme de Fubini, en écrivant

o(f) = /E v(dz) /0 Lo,y (0)dy = /O dy /E V(d2) L)) -

Par ailleurs, pour tout y > 0, notons A, = {z : f(z) > y}. Soit € A, de sorte que
x est limite d’une suite z,, telle que f(z,) > y. Si © ¢ D, c’est-a-dire si = est point
de continuité de f, alors on a aussi f(z) > y. Donc A, C A, U D. Par ailleurs, si
f(z) >y et x ¢ D, alors on a également f(z') > y pour 2’ dans un voisinage de z. Donc
{f >y} \ D C Aj. Finalement, on en déduit que A, C {f =y} UD.

Par ailleurs, I'ensemble {y > 0 : u({f = y}) > 0} est au plus dénombrable. II est en
effet la réunion des ensembles {y > 0 : u({f =y}) > 1/r},r > 1, qui sont respectivement
de cardinal au plus 7, puisque les ensembles {f = y} sont deux-a-deux disjoints. Par 6.,
on en déduit que pour Lebesgue-presque tout y > 0, on a pu,({f > y}) — w({f > y})
quand n — oco. Donc par convergence dominée, en utilisant (4) et le fait que f est bornée,
on a

0 [1flloo
pin(f) :/0 pn({f > yh)dy = /0 pn({f = y})dy

I £llo0
— p({f > yHdy = u(f),

n—oo 0

comme voulu. O

1.4 Topologie étroite et métrisabilité de M (F)

Rappelons que le dual topologique V'’ d’un espace vectoriel normé V est I'espace
vectoriel des formes linéaires continues sur V. En voyant M (FE) comme sous-ensemble de
Co(E,R)’, on voit que la convergence étroite correspond & la notion de convergence pour
la topologie faible-* en restriction & M (FE), également appelée topologie étroite. C’est
la topologie la moins fine rendant continues les applications u — pu(f) pour f € Cy(E, R).
Une base d’ouverts est donnée par les ensembles

VWi fi, ooy fri€ty ey er) = {u € MyU(E) : u(fy) —v(fi)| <ein1<i<r},

indexés par une mesure v € M;(F), des fonctions fi,..., fr € Cp(E,R), et des réels
€1y---,&r > 0.

On peut se demander si la topologie étroite est métrisable : ce genre de question est
importante si ’on veut, par exemple, avoir une caractérisation séquentielle des fonctions
continues pour la topologie étroite. Il se trouve que c’est le cas sous ’hypothese que E
est polonais (en fait, métrique séparable suffirait).
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1 Convergence étroite des mesures de probabilités

Proposition 1.6 La topologie étroite sur Mi(E) est métrisable.

Pour le montrer, notons quelques faits importants sur les espaces séparables. Rappe-
lons qu’'un espace métrique est dit précompact si pour tout € > 0, on peut le recouvrir
par un nombre fini de boules de rayon ¢.

Lemme 1.2 Un espace métrique séparable peut étre muni d’une distance qui induit la
meéme topologie, et pour laquelle il est précompact.

Preuve. Soit (F,d) un espace séparable métrique, et (ay,n > 1) une suite dense. Alors

I’application
d(z, ap
x> h(z) = <W>
L+d(z,on) ) 51

est une application continue de E vers [0, 1] (muni de la topologie produit), qui réalise
un homéomorphisme de F sur son image. La continuité est évidente, vérifions d’abord
que h est injective. Pour cela, il suffit de voir que si x # y alors comme on peut trouver
un n > 1 tel que d(z, ay,) < d(z,y)/2, on a alors forcément d(z, ay,) # d(y, o). Enfin, la
fonction réciproque de h est continue, car si (zy,)m>1 est une suite telle que d(xy,, o)
converge vers d(z, ay,) pour tout n, on peut choisir € > 0 et un n tel que d(z, ay,) < £/2,
et on obtient que d(z,,a,) < /2 pour tout m assez grand, d’ou l'on a d(z,,z) < €
pour m assez grand, et donc x,, converge vers .
Si a, b sont dans [0, 1], on note alors

D(a,b) =" [an = bnl

2n
n>1

et on vérifie sans peine que ceci définit une distance induisant la topologie produit sur
[0, 1]. Donc par ce qui précede, si on pose

d(z,y) = D(h(z),h(y)), =yeE,

alors d est une distance sur E, qui rend ce dernier précompact (car h le réalise comme
sous-espace du compact [0, 1]). O

Lemme 1.3 Si (E,d) est un espace métrique précompact, alors l’ensemble U(E,R) =
U,fl(E,]R) est séparable pour la norme uniforme.

Preuve. Soit (E ,d) le complété de (E,d). Alors il est précompact et complet, d’ott 'on
déduit qu'il est compact (exercice). Soit (ay,) une suite dense de E. Alors 'algebre des
polynémes a coefficients rationnels en les fonctions

e Ewdz,ay), n>1

est une algebre dénombrable qui sépare les points. Par le théoréeme de Stone-Weierstraf,
on en déduit que cette algebre est dense dans C(E,R) = U%(E,R) pour la norme uni-
forme. On obtient le résultat en restreignant a E, apres avoir remarqué que toute fonction
uniformément continue sur (E, d) s’étend de facon unique en une fonction de C(E, R). O
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1 Convergence étroite des mesures de probabilités

Preuve de la Proposition 1.6. Par le lemme 1.2, nous pouvons munir E d’une

distance d qui le rend précompact. Le lemme 1.3 assure que U%(E,R) = L{g(E,R) est
séparable. Soit donc (g,,n > 1) une suite dense de telles fonctions. On pose

. 1
dist(u,v) = Z on 1(gn) — v(gn)| A 1.
n>1

Alors dist est une distance sur Mj(FE), comme le lecteur s’en convaincra facilement. La
topologie induite par cette distance est clairement la topologie la moins fine rendant
continues les applications pu +— u(g,) pour n > 1, et de ce fait, cette topologie est
moins fine que la topologie étroite. En particulier, si u, = p lorsque n — oo, alors
dist (g, ) — 0.

Réciproquement, si dist(py, 1) — 0 lorsque n — oo, cela signifie que pour tout m > 1,
on a fin(gm) — f1(gm). Soit alors f une fonction de U?(E,R) et £ > 0, on peut trouver
m > 1 tel que ||f — gm|loo < €/2, et donc

lim sup ln(f) — ()l <e+ lim sup tn(gm) — plgm)| = €,

ce qui signifie que p, = u par le 2. du théoreme 1.3.

On en déduit que si V est un voisinage de p € M;(FE) pour la topologie étroite, c’est
aussi un voisinage de p pour (Mi(FE),dist). En effet, dans le cas contraire, on pourrait
trouver une suite (un)n>1 telle que p, ¢ V pour tout n mais dist(uy, ) — 0 lorsque
n — 00. Mais cela implique que p,, = p et donc que w,, est dans V pour n assez grand,
ce qui est une contradiction. O

En fait, on a le résultat suivant, plus fort.
Théoréme 1.4 L’espace Mi(E) (muni de la topologie étroite) est polonais.

Nous verrons une preuve de ce résultat plus loin, lorsque nous nous intéresserons a
d’autres types de métriques sur M (F). Nous justifions cependant dés maintenant une
partie de ce résultat.

Proposition 1.7 L’espace M1(E) est séparable.

Preuve. Nous utilisons d’abord les lemmes 1.2 et 1.3 : soit d est une distance telle que
(E,d) est précompact, et si g1, gz, ... est une suite de U%(E,R) de fonctions vérifiant
sup;>q [|gilloo < 1 et vect({g;,i > 1}) est dense dans U?(E,R) (prendre pour cela une
suite dense de fonctions uniformément continues non-nulles, et les diviser par leur norme
uniforme) alors 'application

Mi(E) — [—1, 1N

i 10 > ((gm))m>1

est un homéomorphisme de M;(E) sur son image ([—1,1]" étant muni de la topologie
produit). Les arguments ont en fait déja été avancés lors de la preuve de la proposition
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1.6, ol nous avons déja vérifié que pour avoir p,, = p, il suffit d’avoir p,(f) — u(f) ou f
décrit un ensemble dense pour la norme uniforme de fonctions uniformément continues.

Ainsi, M1(E) est homéomorphe & un sous-espace du compact [—1,1]N, séparable, et
ce sous-espace est donc lui-méme séparable (exercice). O

En fait, on peut étre plus descriptif et donner un exemple explicite de sous-ensemble
dénombrable dense. La proposition suivante est laissée en exercice.

Proposition 1.8 Soit (a;)i>1 une suite dense de E. L’ensemble des mesures atomiques

de la forme
> 4ifs;
=1

oun>1,p1,...,0n0 € {a1,09,...} et les nombres qi,...,q, sont des rationnels positifs
de somme 1, est un ensemble dénombrable dense dans Mi(E).

Remarque. La notion de topologie étroite ne dépend que du fait que E est un espace
topologique, et non du fait qu’il est polonais. En se plagant dans cette généralité, les
résultats précédents ont les énoncés frappants suivant : < Mj(FE) est séparable (resp.
compact, polonais), si E est séparable (resp. compact, polonais) ». Les réciproques sont
également vraies! On consultera par exemple le livre de Parthasarathy [9].

1.5 Le théoréme de Prokhorov

Le théoréeme de Prokhorov, qui est sans doute ’outil le plus fondamental de ce chapitre,
donne un critere de relative compacité pour les parties de Mj(E).

Pour bien comprendre ce théoréme, nous commencgons par énoncer le résultat fonda-
mental suivant. Rappelons que dans toute la suite, E est un espace polonais, et M (E)
sera toujours muni de la topologie étroite.

Théoréme 1.5 Si E est compact, alors M1(FE) est compact.

La preuve de ce théoreme repose sur un théoreme de Riesz que nous rappelons ici
(voir par exemple l'ouvrage de Rudin [10] pour une preuve). Rappelons qu'une forme
linéaire A sur C(E,R) est dite positive si pour toute fonction positive f € C(E,R) on a
A(f) = 0.

Théoréme 1.6 (Riesz) Soit (E,d) un espace métrique compact et A une forme linéaire
positive sur C(E,R), telle que A(1) = 1. Alors il existe une unique mesure p € M;(E)
telle que A(f) = u(f) pour tout f € C(E,R).

Preuve du théoréme 1.5. Par le lemme 1.3, on peut trouver une suite dense (gy,, m >
1) de U4(E,R) = C(E,R) pour la norme uniforme. Sans perte de généralité on peut
supposer que g; = 1.

Soit (ptn)n>1 une suite de M;(E). Comme pour tout m > 1, la suite (fin(gm))n>1 est
bornée, par un argument d’extraction diagonale, on peut alors trouver une sous-suite
(Hp(n) )n>1 telle que fiyn)(gm) converge vers une limite notée A(gy,) lorsque n — oo.
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1 Convergence étroite des mesures de probabilités

Par linéarité, on peut alors étendre A en une forme linéaire sur le sous-espace vectoriel
engendré par {g,,, m > 1}. Plus précisément, si f € {gm,, m > 1} s’écrit sous la forme

p
[= Z Amdm ,
m=1
alors on pose
P
A(f) = Z amA(gm) = nllj;o Nt[)(n)(f) )
m=1

la derniére écriture montrant que la premiére formule ne dépend pas du choix parti-
culier de la combinaison linéaire. Cette forme linéaire est continue puisque |A(f)| =
lim |1y, (5)] < [|f]loo Pour tout f € vect({gm,m > 1}). Elle est donc uniformément conti-
nue (car 1-lipschitzienne) de C(E,R) dans R. De la, on en déduit que A s’étend de facon
unique en une forme linéaire continue sur 'adhérence de vect({gm,m > 1}), c’est-a-dire
sur C(E,R). On appelle encore A cette forme linéaire.

Alors A(1) = 1 puisque g1 = 1 et A(g1) = limy, 1) (91)- De plus, A est positive. En
effet, si f >0, et (g,,,)n>1 est une suite de vect({gm,m > 1}) qui converge vers f, alors
pour tout € > 0 on a que g, + ¢ est une fonction positive pour tout m assez grand. Donc

A(g,, +¢)=A(g),)+e>0

(c’est la limite de fuy () (g, +€)), et en faisant tendre m — oo on obtient A(f) +¢ >0,
et donc A(f) > 0 en faisant tendre e vers 0.

Par le théoreme de Riesz, on en déduit qu’il existe u € M;(E) tel que A(f) = u(f)
pour tout f € C(E,R). Il reste & montrer que fi(,) = p. Soit donc f € C(E,R) et & > 0.
On choisit m tel que || f — gmllco < €/2 et on obtient

[pny (F) = ()] < gy (F = gm) | =+ [1p(n) (9m) = 1(gm) | + [1(f = gm)]
< e+ |tym)(gm) — 1lgm)|
donc limsup,, |y ) (f) — p(f)| < &, comme voulu. O

Il est intéressant de noter que la réciproque est vraie.
Proposition 1.9 Si M;(FE) est compact, alors E est compact.

Preuve. Supposons que I’on puisse trouver une suite (x,,),>1 de E qui n’a pas de sous-
suite convergente. On peut supposer sans perte de généralité que les termes de cette
suite sont deux-a-deux distincts. Alors l'ensemble F' = {z,,,n > 1} est un fermé, car
toute suite convergente de F est forcément stationnaire. Pour la méme raison, tout sous-
ensemble de F' est aussi fermé. On considere alors la suite des mesures (9, )n>1. Par
compacité de M;(E), cette suite admet une sous-suite (0z,,,,)n>1 qui converge vers une
limite p. Par le théoreme 1.3, on a alors

lim sup 6 (F') < u(F")

T
N300 ¥(n)
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1 Convergence étroite des mesures de probabilités

pour tout £’ C F. Mais, dés lors que F’ contient une infinité de termes de la suite
(Typ(n))n>1, la limite supérieure lim sup,,_, o 0z, (F') vaut 1. Donc p({zy(n) : n > p}) =
1 pour tout p. C’est impossible car cette quantité tend vers 0 lorsque p — ooc. O

Définition 1.4 Le sous-ensemble I' de M1(E) est dit tendu si pour tout € > 0, il existe
un compact K. C E tel que

suppu(E\ K;) <e.
pel’

Autrement dit, une partie de M;(FE) est tendue si ’'on peut trouver un seul et méme
compact qui concentre la plupart de la masse de tous les éléments de cette partie. On
peut voir le théoréme suivant comme une généralisation du théoreme 1.3.

Théoréme 1.7 (Prokhorov) Soit I' C My (FE). Alors T' est relativement compacte si
et seulement si elle est tendue.

Preuve. Supposons que I' est un sous-ensemble de M;(E) qui est tendu. Nous allons
montrer qu’il est compact en utilisant la caractérisation séquentielle (toute suite de T’
admet une sous-suite qui converge), rendue licite par la proposition 1.6.

Grace au lemme 1.2, on peut munir £ d’une métrique d qui le rend précompact.
L’espace complété de (F, (j), noté (E, ci), est alors compact.

Notons que si i € M;(FE), alors on peut étendre p en une mesure i sur (I, Bj) par
la formule

a(A) =u(ANE), AeB.

On laissera au lecteur le soin de montrer que
Bp={ANE:AeBg},

qui provient du fait que la topologie de E est la restriction de la topologie de FAE.
Soit alors (pn)n>1 une suite de I'. La suite de mesures (fi,)n,>1 est a valeurs dans
M1 (E), donc d’aprés le théoréme 1.5, elle admet une sous-suite (fip(n))n>1 qui converge
vers une limite 1/ € M1 (E).
Montrons que ' est portée par un borélien inclus dans E. C’est la qu’intervient la
tension : pour tout entier » > 1 on peut en effet trouver un compact K, C E tel que

wn(Ky) = fin(Ky) >1—1/r, pour tout n >1
et comme K, est fermé dans E, le 5. du théoréeme 1.3 montre que

N/(Kr) > hmsuPﬂd;(n)(Kr) >1- 1/T7

n—o0

et donc que

M’(Uf@) =1.

r>1
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1 Convergence étroite des mesures de probabilités

On définit alors la mesure p € M;(F) par restriction :

u(AﬂE):,u'(A):,u'(AﬂUKT>, A€ B,

r>1

et il reste a vérifier que py ) = p. Soit donc f € Z/{éi(E,]R), et f son prolongement
continu & E. Comme fin,n > 1 et y’ sont portées par U,,21 K., ona

~ N

Py (f) = bapy (F) — 0/ (f) = n(f).-

n—oo
Donc i) = p par le 3. du théoréme 1.3. On en conclut que I' est relativement compact.

Réciproquement, supposons que I' est relativement compact. On peut supposer sans
perte de généralité que I' est compact, quitte a considérer son adhérence : il est clair que
I" est tendu si son adhérence est tendue.

Soit (On)n>1 une suite croissante d’ouverts de réunion E Nous vérifions dans un
premier temps que pour tout € > 0, il existe N > 1 tel que pour tout u € I', u(Op) >
1 —e. En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait trouver un € > 0 et une suite (fin)n>1
de T telle que p,(O,) < 1 — ¢ pour tout n > 1. Comme I' est relativement compact,
quitte & extraire et a renuméroter les éléments des suites (Oy,)n>1 €t (fin)n>1, o0 peut
supposer que i, = p pour un g € Mj(E). Par le 4. du théoreme 1.3, on a alors, pour
tout n > 1,

limminf b (Op) > lin}ninf tm (Or) > pu(0y),

et donc p(0y) < 1 — € pour tout n, ce qui est absurde puisque |J,, O, = E.

Choisissons maintenant € > 0, et fixons une suite (a;,7 > 1) dense dans E. On munit
E d’une distance d telle que (E,d) est complet. Par ce qui précede, pour tout k > 1, il
existe un entier Ni tel que pour tout p € T,

2k

u(ileBd(ai,l/kO 12,

Posons alors

Ng
K= (U Bl(ai,1/k),

k>1i=1

ol Bg (i, 1/k) est la boule fermée de centre «y; et de rayon 1/k. Alors K est fermé dans
E, donc (K, d) est complet. De plus, il est clairement précompact. Donc K est compact,
etsipel’,ona

WENK) <Y o =c.

k>1
On en déduit que I' est tendu. O

Remarque. Dans la preuve précédente, on pourra noter que le sens réciproque n’utilise
que le fait que E est un espace métrique séparable. La complétude n’intervient (et n’est
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effectivement nécessaire) que dans la preuve du sens direct. Il se trouve que le sens
réciproque < tendu = compact >, qui est en pratique le plus utile, est valable dans une
généralité bien plus grande.

Dans la suite du cours, nous utiliserons tres souvent le résultat suivant, qui découle
du fait général, que dans un espace métrique, pour montrer qu’une suite converge, il
suffit de montrer qu’elle prend ses valeurs dans un compact, et que toute sous-suite
convergente de cette suite converge vers une méme limite. On dira qu’une suite de
mesures de probabilités (pn,)n>1 est tendue si 'ensemble {j,,n > 1} est tendu.

Proposition 1.10 Soit (jin)n>1 une suite de My(E). Supposons que cette suite forme
une famille tendue, et qu’il existe p € My(E) telle que tout sous-suite convergente de
(tn)n>1 @it pour limite . Alors pi, = p.

1.6 Métriques complétes sur M, (F)

Comme annoncé précédemment au théoreme 1.4, 'espace Mi(FE) est lui-méme un
espace polonais. Pour voir cela, nous allons donner explicitement une distance complete

sur My (E).

1.6.1 Distance de Lévy-Prokhorov

Soit d une distance sur E. On définit la distance de Lévy-Prokhorov (associée a d) par
drpp(p,p') =inf{r > 0: u(F) < p/(F") +r, pour tout F' C E fermé},

pour tout p, u’ € My(E), oul'on note A" = {x € E : d(x,A) < r} le r-épaisside A C E
(c’est un ouvert).

Proposition 1.11 La fonction dpp est une distance sur Mi(E).

Preuve. La fonction dpp est évidemment positive et prend des valeurs finies (en fait
dans [0, 1]). Montrons que drp est symétrique. Pour cela, supposons que r est tel que
w(F) < p/(F")+r pour tout F fermé. Soit F' un fermé donné. Notons alors que I’ensemble
F' = E\ F" est un fermé, et que (F')" C E'\ F, ou encore, F C E\ (F')". Ainsi,

WFY S 1= (F')) < 1= p(F) 47 = u(F") +r.

Comme F était un fermé quelconque, on en conclut que si dpp(p, p') < r,alors dpp(p', n) <
r. Donc dpp est bien symétrique.

Par ailleurs, on a clairement que dpp(u, u) = 0. Réciproquement, si dpp(p, ') = 0
alors pour tout F' fermé et tout e > 0 on a u(F) < p/(F¢) + ¢, et comme F€ décroit vers
F lorsque € — 0 (on a utilisé le fait que F' est fermé), u(F') < p/(F). Par symétrie, on a
donc u(F) = i/ (F) pour tout F fermé, et donc p =y’ par la proposition 1.5.
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Enfin, dyp vérifie I'inégalité triangulaire, car si I'on a trois mesures pu, i/, 4’ et deux
nombres positifs r, 7’ tels que pour tout fermé F on a

< W(F)+r
< M//(Fr’) + 7"/,
alors on a aussi, pour tout F' fermé,
H(F) < ! (F7) o < " (F)) ! S pl(F77) o

et donc drp(p, 1) <7 +7'. On prend alors 'infimum sur r et »’ et on conclut. O

Lemme 1.4 Soit p,,n > 1 et u des éléments de My(E). Si drp(pn, ) — 0 lorsque
n — 00, alors p, = .

Preuve. Soit F' un fermé de E. Comme dpp(fin, i) — 0, il existe une suite (e,,)n>1 de
limite nulle, telle que pp,(F) < u(F*") + e5,. Donc limsup,, pn (F) < p(F'), donc pn, = p
par le 5. du théoreme 1.3. O

Proposition 1.12 La distance drp induit la topologie étroite sur My (E).

Preuve. D’apres le lemme 1.4, on déduit que les ouverts de M;(FE) (muni de la to-
pologie étroite) sont aussi des ouverts pour la topologie induite par dpp par le méme
raisonnement que celui utilisé a la fin de la preuve de la proposition 1.6.

Montrons, réciproquement, que pour tout u € M;(E) et € > 0, la boule By, ,(u, 2¢)
est un voisinage de u pour la topologie étroite. Pour cela, donnons-nous une partition
(A;)i>1 d’ensembles de Bg, tels que diam (A;) < € pour tout ¢ > 1. Par exemple, on peut
poser Ay = By(ai,e/2), et par récurrence,

k
Agi1 = Bylags1,/2) \ U A; pour tout k>1,
i=1

ou 'on a choisi une suite («;);>1 dense dans E. Si certains des A; ainsi définis sont vides,
on les ignore et on renumérote en fonction.

Soit alors N > 1 tel que p({J;o y 4i) <e.Si1 C{l,...,N}, onnote A; = J
on pose

ier Ai, et

Filz) = (1 _ %d(m, A1)> Vo,

de sorte que
La, < fr<la:.

Soit alors V I’ensemble
{ve My(E) : |v(fr) — u(fr)| < e pour tout I C{1,...,N}},

qui est un voisinage de p pour la topologie étroite.
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Montrons que V C By, ., (i, 2€). Pour cela, on se donne F' C E un fermé. Posons
IF:{iE {1,,N}FﬂAl7é@}
Comme diam A; < ¢, pour tout i € I, on a (A7, )° C F%. De ce fait

M(F) < (AIF)+/’L(F\AIF)

< AIF) + M( U A; >
i>N
< N(ffp)
< v(f1p )+ 2e
< v((Ar)°) +2¢
< V<F2 )+ 2¢.
D’ou le résultat. O

Nous montrons maintenant le résultat annoncé plus haut 1.4, stipulant que M;j(FE)
polonais. C’est une conséquence immédiate du résultat suivant et de la proposition 1.7.

Proposition 1.13 Soit d une distance telle que (E,d) est complet, et drp la métrique
de Prokhorov qu’elle induit. Alors (M1(E),drp) est complet.

Preuve. Soit (pn,)n>1 une suite de Cauchy pour la distance drp. Pour montrer qu’elle
converge, il suffit de montrer qu’elle admet une sous-suite convergente, et par le théoreme
de Prokhorov il suffit pour cela de montrer qu’elle est tendue. Soit € > 0. Comme (fip, )n>1
est de Cauchy, on peut trouver une sous-suite (fiy(n))n>1 telle que pour tout m > v (n),
on ait

dLp(fims prpny) < €277

Pour tout n > 1, soit K,, un compact tel que

5
F\ K,
(P3G 1N S
Un tel compact existe car 'ensemble {1, ..., fly(n)} est tendu par le théoreme de Pro-
khorov. Alors on a, pour tout m > ¢(n),
n+1 g 13
m(Kyg/z ) > Hap(m) (Kn) - on+1 >1- 27 )
et cela est également valable pour m € {1,2,...,1(n)} par définition. Posons alors
e /ontl
K=(K".
n>1

C’est un fermé dans un complet, qui est également précompact puisque pour tout n,

n+1
I’ensemble Kf/ 2 peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon /2", qui
tend vers 0 lorsque n — co. Donc K est compact. De plus, pour tout m > 1 on a

n(ENK) <Y (BAKS") <3 2=

n>1 n>1
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Ce qui montre bien que (gm)m>1 est tendue. (]

Nous terminons cette section en donnant une autre écriture tres utile de la distance
de Lévy-Prokhorov, sans donner de preuve. On pourra consulter le livre de Dudley [3]
ou de Ethier-Kurtz [1] pour plus de détails.

Si p,v € Mi(E), on appelle couplage entre p et v une mesure p € M;(E x E) telle
que, si p1 et py sont les projections canoniques py(z1,z2) = x1 et pa(x1,x2) = 29 de
E x E sur E, alors p est la mesure image de p par p; et v est la mesure image de p par
p2. On note Co(u, ) ’ensemble des couplages entre 1 et v. Noter que Co(u, v) n’est pas
vide, puisqu’il contient par exemple la mesure produit u ® v.

On notera au passage que 'espace ¥ X E muni de la topologie produit est un espace
polonais (exercice).

Proposition 1.14 Soit u,v € Mi(E), alors

drp(p,v) = inf {7' >0:3p e Co(p,v), p{(z,y) : d(z,y) > r} < r} .

Cette réécriture de la distance de Lévy-Prokhorov est loin d’étre triviale dans le sens
>, le sens <, qui sert beaucoup en pratique, est aisé et laissé en exercice. Elle tire une
partie de son utilité du fait qu’elle a une interprétation probabiliste. En effet, on peut
interpréter un couplage p entre p et v comme la loi d’une variable aléatoire (Y, Z2),
définie sur un espace de probabilités (€2, F,P), ou les lois marginales de Y et de Z sont
respectivement u et v. Un couplage naturel est le couplage indépendant, ou Y et Z sont
indépendantes de lois respectives p et v. La distance de Prokhorov correspond donc au
plus petit r tel qu'il existe un couplage (Y, Z) pour lequel P(d(Y,Z) > r) < r. Noter
qu’en général, le couplage indépendant est loin d’étre optimal !

1.6.2 Distance de Fortet-Mourier

Une autre distance utile est la distance de Fortet-Mourier, définie par

dpn (1) = sup{|u(f) — /' (f)| : f € Lip{(E,R), || flloo < 1}.

Nous laissons au lecteur le soin de montrer, en s’inspirant éventuellement des preuves
précédentes, le résultat suivant.

Proposition 1.15 La fonction dpp; est une distance sur My (E), et l’espace (M1, dppr)
est complet.

1.6.3 Topologie étroite sur les mesures finies

La plupart des affirmations de cette section sont laissées sans démonstration, et donc
en exercice au lecteur.

Rappelons que M;(FE) est 'ensemble des mesures positives finies sur (F,Bg). Cet
ensemble peut également étre muni de la topologie étroite, qui correspond a la topologie
faible-* restreinte & M (E), ce dernier étant vu comme sous-espace de Cp(E,R)’. Ainsi,
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la suite (pn)n>1 converge étroitement vers p si et seulement si p,(f) — wu(f) pour tout
f € C(E,R). L’ensemble M¢(FE) est un cone, qui est homéomorphe a

(Mi(E) xRy )/ ~,

ou l'on a noté ~ la relation définie par (u,r) ~ (v,7) si et seulement si = v ou r = 0.
En effet, Papplication (p, ) — i de Mi(E) x Ry vers M (FE) passe au quotient en un
tel homéomorphisme. Ainsi, on a convergence étroite de p., vers u si et seulement si

Nn:>/~L_

pn (1) p(1)

Il faut noter que M (E) n’est pas compact méme lorsque E est compact, par exemple,
la suite (ndz)n>1, pour un x € E quelconque, n’a pas de sous-suite convergente. La
caractérisation des compacts de Mf(E) est cependant tres similaire au cas de M (FE).
Comme pour M (E), on dit que 'ensemble I' C M ¢(FE) est tendu si pour tout € > 0, il
existe un compact K C F tel que

fin(1) = (1) et, si p(1) >0,

supu(E\ K) <e.
pel’

Le théoréeme de Prokhorov se généralise aisément.

Théoréeme 1.8 Un sous-ensemble I' C M(E) est relativement compact si et seulement
s’il vérifie les deux conditions suivantes

1. T est tendu

2. sup,ep (1) < oco.

Enfin, les arguments donnés dans les sections précédentes s’adaptent facilement pour
montrer que My(E) est polonais. La distance de Fortet-Mourier se généralise sans
changement en une distance sur M¢(F). En revanche, pour généraliser la distance

de Lévy-Prokhorov on doit adopter une définition plus symétrique, en posant, pour
v € My(E),

de(M,V)—inf{T>0: H (F)+Tet

<v
< c o
v(F) < u(Fr) +r pour tout F' C E ferme}

Les espaces métriques (M¢(E),drp) et (M¢(E),dry) sont alors complets.

1.7 La convergence en loi

La convergence en loi est la reformulation de la convergence étroite en termes de
variables aléatoires. On note £(Y') la loi d’une variable aléatoire Y.

Définition 1.5 Soit Y,,n > 1 et Y des variables aléatoires a valeurs dans un espace
polonais E. On dit que Y,, converge en loi vers 'Y si L(Y,) = L(Y).
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Noter que les variables Y,,,n > 1 et Y peuvent tres bien étre définies sur des espaces
de probabilités tous différents ! Ceci dit, il n’est jamais restrictif de considérer que toutes
les variables considérées le sont sur un méme espace de probabilités (exercice). Dans
la suite, sauf mention explicite de contraire, les variables aléatoires considérées seront
définies sur un espace (€2, F,P). La définition précédente est donc équivalente au fait que
pour tout f € Cy(E£,R), on a

E[f(Ya)] — E[f(Y)].

n—o0

Les différentes notions que nous avons étudiées précédemment ont une traduction en
termes de variables aléatoires. On laisse au lecteur le soin de traduire, par exemple, le
théoreme 1.3 en termes d’une suite de variables aléatoires.

Par abus de langage, on dira parfois que la famille (Y;,i € I) de variables aléatoires
est tendue si I'ensemble {L£(Y;),i € I} C M;(FE) est tendu. Ceci signifie que pour tout
€ > 0, il existe un compact K. C F tel que

supP(Y; ¢ K.) <e.

i€l
Par exemple, le théoreme de Prokhorov a la conséquence suivante, dont la preuve est
immédiate.

Proposition 1.16 Soit (Y,,),>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans un es-
pace polonais. Supposons que pour tout € > 0, il existe un compact K. C E tel que

supP(Y,, ¢ K.) <e.
n>1

Alors il existe une sous-suite ¥(n) et une variable aléatoire Y telle que Yyn) converge
en loi vers Y.

Nous donnons quelques conséquences importantes de ces résultats.

Proposition 1.17 Soit (Y,)n>1, (Zn)n>1 deuzr suites de variables aléatoires a valeurs
dans des espaces polonais, telles que Y, =Y et Z, = Z, et telles que Y,, est indépendante
de Zy, pour tout n. Alors (Yo, Zn) = (Y, Z"), o0 L(Y',Z")) = LIY)RL(Z), c’est-a-dire
que (Y', Z") est un couple de variables aléatoires indépendantes de lois marginales celles
deY et Z.

Preuve. Comme Y, et Z, convergent en loi, et sont a valeurs dans des espaces polonais,
on en déduit que les suites (L£(Yy,))n>1 et (L£(Zy))n>1 sont tendues. Pour tout € > 0 on
peut donc trouver deux compacts K, K’ tels que P(Y,, ¢ K) <e/2 et P(Z, ¢ K') <¢e/2
pour tout n > 1. On en déduit que P((Y,,Z,) ¢ K x K') < € et donc que la suite
(L((Yn, Zy)))n>1 est tendue (noter que cela n’utilise pas I'indépendance). Donc de toute
sous-suite, on peut réextraire une sous-sous-suite qui converge en loi.

Montrons que la limite de toute sous-suite convergente a pour loi L(Y)® L(Z), ce qui
permettra de conclure. Soit donc ¢ (n) une extraction telle que (Yy ), Zy(n)) converge
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en loi vers une limite (Y”, Z"). Alors pour tout f,g fonctions continues bornées, on a
que E[f(Yymn))9(Zyn))] converge vers E[f(Y")g(Z")], mais par ailleurs,
ELf (Yyn)9(Zym)] = Elf (Yym)El9(Zym))] — E[f(Y)IE[g(Z)],

n—oo
et on conclut que la loi de (Y, Z") est bien la loi produit. O

Un autre résultat important est le lemme de Slutzky. Sa démonstration suit des lignes
similaires a celle du résultat précédent, et nous la laissons donc au lecteur.

Proposition 1.18 (Lemme de Slutzky) Soit (Y,,)n>1,(Zn)n>1 deuz suites de variables
aléatoires a valeurs dans des espaces polonais, telles que Y, =Y et Z, — z en probabi-
lité, ou z est un point donné. Alors (Y, Zn) = (Y, 2).

Remarque. Si la suite (Y},),>1 de variables aléatoires a valeurs dans (E, d) converge en
loi vers une constante y, alors comme E \ B,(y,€) est un fermé, on a

limnsup P(Y, ¢ Ba(y,e)) <P(y ¢ Ba(y,e)) =0,

et donc Y,, converge en probabilités vers y. La réciproque est également vraie, et sa
démonstration est laissée au lecteur.
Nous donnons également une propriété évidente mais utile de la convergence en loi.

Proposition 1.19 Soit (X,,)n,>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans E qui
converge en loi vers X, et soit f une fonction continue de E dans F, ou F' est un espace
topologique. Alors f(X,,) converge en loi vers f(X).

C’est évident, puisque pour toute fonction g € Cp(F,R), g o f est dans Cy(E, R).

1.8 Le théoreme de représentation de Skorokhod

Le théoréme de représentation de Skorokhod est un résultat fort utile, qui explique
également pourquoi l'on préfere toujours travailler avec des variables aléatoires prenant
leurs valeurs dans un espace polonais.

Théoréme 1.9 (Théoréme de représentation de Skorokhod) Soit (Y,,)n>1 et Yoo
des variables aléatoires a valeurs dans un espace polonais E. On suppose que Y, converge
en loi vers Yoo. Alors il existe un espace de probabilités (', F', '), et des variables
aléatoires (Zp)n>1 et Zoo définies sur cet espace, telles que

1. L(Yy) = L(Z,) pour tout n € NU {0}, et

2. la suite (Zy)n>1 converge presque-siurement vers Zu.

D’apres ce théoreme, la convergence en loi (pour des variables aléatoires a valeurs dans
un espace polonais) peut donc toujours étre vue comme une convergence presque-sire
dans un espace de probabilités idoine (une < représentation > des variables aléatoires
considérées).
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Preuve. Nous proposons une construction ot I'espace (', F',P') est (]0,1],Bjg 1), \),
ou A est la mesure de Lebesgue sur ]0,1]. Soit d une distance sur E telle que (E,d) est
complet, et soit (7;);>1 une suite dense de E. Dans cette preuve on notera p, = £(Y,)
pour tout n € NU {oo}.

Pour tout i > 1 et m > 1, soit 7(i,m) € (1/2™T11/2™) tel que oo (OBg (i, (i, m))) =
0. Noter qu'un tel (i, m) existe car I’ensemble {r > 0 : p106(0Bg(7yi,7)) > 0} est au plus
dénombrable.

On définit alors par récurrence une famille A7
indice i1, ..., ,, d’entiers strictement positifs, de sorte que pour tout m > 1 et i1,..., iy,

— l'ensemble A . = est mesurable

— diam (Azr?,...,im) <2 m

- uoo(aAZL’_“’-m) =0

— la famille (A?ll,...,z‘m,l,j ZL,._..l,z‘m,lv
ol par convention, on note A% = E pour que le dernier point soit bien défini, et ol la
définition de partition differe un peu de la définition standard (on a ordonné les termes et
autorisé des termes vides). On définit ces sous-ensembles par récurrence sur m, partant
de AY = E et en posant

indexée par m > 1 et un multi-

)j>1 est une partition de A

At 1= A i N Bg(y,r(l,m+1)),

11 4eeeylim, 1] 4.0 y0

puis par récurrence,

j
A = AT N <Bd(’7j+177“(j +1,m+ 1)\ AZLHlmk) '
k=1

On se convaincra facilement que aAmwim est inclus dans la réunion des ensembles
OBa(vi,r(i,m)) pour i,m > 1, et est donc de poc-mesure nulle. De plus, A7? = est
inclus dans Bg(7;,,, 7(im,m)), et est donc de diametre au plus 27". Les deux autres
propriétés sont faciles. Dans la suite, pour plus de simplicité, on notera i un multi-indice
i1,...,%m, la longueur de I'indice devant étre claire selon le contexte.

Pour chaque m > 1 et n € N U {oo}, définissons alors une partition de ]0, 1], notée
(B{"") et indexée par le multi-indice i = 41,...,im, de sorte que

— pour tout m,n,ion a A(B{"") = pu,(A"), et

— pour tout m,n,i,j on a B;Z.H’” C B™M".

On pose pour cela B"" =]a;"", 5;""], ou

o= A, BT =) (AT, (5)

j<i =
et ou j < i correspond a lordre lexicographique sur les multi-indices (de longueur m).
On laisse au lecteur la vérification des propriétés avancées.
On fixe maintenant une fois pour toutes un z{" dans chaque Aj", et pour tout m >
1 et n € NU {oo} on définit une variable aléatoire Z)* sur 'espace de probabilités
(10,1], Byp,15, A) en posant
Zy'(y) = i

1

si yeB™.
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Pour tout y €]0,1] et n > 1 fixés, et m,p > 1, on a alors que Z*(y), Z7T+p(y) sont dans
le méme ensemble A", puisque les Bim ™, comme les A!", sont emboités. Par conséquent,

d(Z;'(y), 2y P (y) <27,

n

et on déduit que la suite (Z]"(y))m>1 est de Cauchy. On note Z,(y) sa limite, et comme
pour tout y €]0, 1] on a, par passage a la limite,

d(Z;(y), Zn(y)) <27, (6)

on en déduit que (Z}'(y))yeo,1) converge uniformément vers (Z,(y))yejo,1)-
Montrons que pour tout n € N U {oco}, la variable aléatoire Z,, a pour loi p,. Pour
cela, donnons-nous une fonction f € Lip{(E,R), et écrivons

Mn(f) - f(Zn)dA

10,1]

<

pin(f) — F(Z5")dA

10,1]

Z™ — f(Z,)|d\.
+/mrf<n> £(Z0)

Par la convergence uniforme de Z)* vers Z,, le second terme a droite de l'inégalité
converge vers 0 lorsque m — oo. Par ailleurs, on réécrit le premier terme a l'intérieur
des valeurs absolues sous la forme

Z(M(fhzn)— / m,j(ZL”)dA) = 3 (mnlfLap) = FINB™)

i i i

= Z (,um(f]lAim) - f(xln)ﬂn(Ain))

= Y | (fl@) = f@)dpn(z),

m
i Ai

et comme f est 1-Lipschitzienne et diam (A") < 27, la valeur absolue du terme
précédent est bornée par

m—o0

> (A2 =27 — 0.

On en déduit finalement que p,(f) = f}o,l] f(Z,)dA, et donc que la loi de Z,, est py,, par
la proposition 1.5.

Montrons enfin que Z,, converge p.s. vers Z,,. Comme fio(0A") = 0 pour tout m, i,
on en déduit par le 6. du théoreme 1.3 que pour tout m, i,

pn (A7) — pio(Af") -

n—oo

Le lemme de Fatou montre alors que, pour tout m, i.

o) < linﬁ}nf o et B < liH}linf B, (7)
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1 Convergence étroite des mesures de probabilités

Par ailleurs, comme Zj un(AE") =1, on a pour tout m,n, i,

1_airn’n:ZNn(A§n)a 1_Bim’nzz,un(14§n)a

j>i j>i

d’ou 'on tire

1 — " <liminf(1 —a;"") et 1— 4" <liminf(1 — 8"™"). (8)

i i
Les inégalités (7) et (8) montrent finalement que
lign " =a{" et li}Ln Bt = B

Soit alors y un point dans 'intérieur de B{""*°, ¢’est-a-dire dans I'intervalle o™, 5]

Par ce qui précede, pour tout n assez grand, disons n > N(m,y), on a alors que y est
également dans lintérieur de B;"". De ce fait, par définition, on a Z)}*(y) = Z32(y) pour
tout n > N(m,y). Notons

D =]0,1]\ {e™™, 5" :m >1,i e N},

Alors A(D) = 1. Fixons y € D, et donnons-nous un € > 0. Soit également m > 1 tel que
27" < ¢/2, alors, pour tout n > N(m,y) on a Z*(y) = ZZ(y) et donc

d(Zn(Y); Zoo(y)) < d(Zn(y), Z3'(y)) + d(Z5(Y), Zoo(y))
< 27427 <le,

ou l'on a utilisé (6). Ceci signifie bien que Z,(y) converge vers Zy(y) pour tout y € D,
c’est-a-dire que Z,, converge p.s. vers Zn. O

Une preuve beaucoup plus simple dans le cas particulier £ = R est présentée en
exercice plus bas. Voici une conséquence de ce résultat.

Corollaire 1.1 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans R, qui
converge en loi vers X. On suppose que les (Xy)n>1 forment une famille uniformément
intégrable, c’est-a-dire que

lim supE[|Xn\ﬂ{|Xn|za}] =0.

a—r 00 n>1
Alors E[X,] converge vers E[X].

Preuve. Par le théoreme de représentation de Skorokhod, on peut supposer que la
suite (X)n>1 converge p.s. vers sa limite X. Comme 'uniforme intégrabilité est une
propriété des lois individuelles des X,,, on en déduit que faire cette supposition conserve
le caractere uniformément intégrable de la suite. Or il est bien connu qu’une suite de
variables aléatoires qui converge p.s. converge également dans L' si et seulement si elle
est uniformément intégrable. O
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1 Convergence étroite des mesures de probabilités
1.9 Exercices pour le chapitre 1

Exercice 1 — Mesures atomiques, mesures diffuses

Soit (4, n > 0) une suite de mesures de probabilités sur R. On suppose que p,, converge
étroitement vers une mesure de probabilités p. Y-a-t’il des implications entre les propo-
sitions suivantes ?

1. u, est a densité pour tout n
2. p est a densité
3. Uy est atomique pour tout n
4. p est atomique

Rappelons qu’une mesure atomique est une mesure qui s’écrit > a;d, pour des suites
a; € Ry, b; € R.

Exercice 2 — Théoréme de Lévy
Montrer le théoreme de Lévy dans R¥, en s’inspirant de la preuve donnée pour k = 1.

Exercice 3 — Exposant caractéristique
On rappelle que si f : R? — C* est une fonction continue et vérifiant f(0) = 1, alors il
existe une unique fonction continue g : R — C telle que g(0) = 0 et f = 9.

Si p est une loi de probabilités dont la fonction caractéristique ¢, ne s’annule pas, on
note ¢, le relevement de ¢, nul en 0, et on I'appelle exposant caractéristique de pu.

(i) Soit f, : R — C*,n > 1 une suite de fonctions continues avec f,(0) = 1, et g, le
relevement de f, nul en 0. On suppose que f,, converge vers f : R — C* uniformément
sur les compacts de R%. Montrer que g, converge vers g, le relevement de f nul en 0,
uniformément sur les compacts.

(ii) Soit x une loi de probabilités sur R?, montrer que pour tout K > 0 et u,v € R?,
|0u(u) = du(v)] < 2u({z : x| > K}) + Klu — 0.

En déduire que si la suite (i, n > 1) de lois de probabilités sur R? est uniformément

tendue, alors (¢, ,n > 1) est équicontinue.

(iii) En déduire que si (jn,m > 1) est une suite de lois de probabilités sur R? telle
que fi, converge étroitement vers la loi u, et si ¢,,,n > 1 et ¢, ne s’annulent pas,
alors les exposants caractéristiques 1, convergent uniformément sur les compacts vers
lexposant caractéristique 1.

Exercice 4 — Transformée de Laplace
Sip e Mi(Ry), on note
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1 Convergence étroite des mesures de probabilités

sa transformée de Laplace. On justifiera que la fonction L, est de classe C* sur |0, oo].
(i) Montrer que pour tout z > 0, on a

A

SR (N L,

(0,2 + guu(fa}) = Jim > S

On pourra penser a faire intervenir la loi de Poisson. En déduire que si pu et v sont deux
mesures de probabilités sur Ry telles que L, = L,, alors on a @ = v. On pourra aussi
donner une autre preuve a l’aide du théoreme de Stone-Weierstraif3.

(ii) En s’inspirant de la preuve du théoréme de Lévy, montrer 1’énoncé suivant. Soit
(ttn,n > 1) une suite de M;(Ry). Si Ly, (t) converge vers L(t) pour tout t > 0, ou la
fonction L est continue & droite en 0, alors il existe p € My (R4) telle que L = L, et
ln converge étroitement vers u lorsque n — oo.

Exercice 5 — Lemme de Scheffé

Soit (X,,n > 0) une suite de variables aléatoires dans R*, dont les lois respectives
fn(x)dz admettent une densité par rapport a la mesure de Lebesgue. On suppose que
fn(z) = f(z) pour Lebesgue-presque-tout « € R”, ou [, f(z)dz = 1. Montrer que X,
converge en loi vers une variable aléatoire X de loi f(x)dz. On commencera par montrer
que f,, converge vers f dans L'(RF).

Exercice 6 — Norme de variation totale

Cet exercice nécessite quelques notions sur les mesures signées, rappelées dans I’énoncé.

Pour plus de détails, consulter par exemple le livre de Rudin, Real and Complex Analysis.
Si m est une mesure signée (différence de deux mesures positives finies) sur un espace

mesurable (E, ), on note |m| la mesure de variation totale associée :

[m|(A) = sup Y [m(A:)],

i>1

le supremum portant sur toutes les partitions dénombrables de A en ensembles de £. On
rappelle que si m est une mesure signée, la décomposition de Jordan de m est I’écriture
unique m = my —m_ en différence de deux mesures positives telles que |m| = m4 +m_.
Elle est donnée par m4 = 14|m| et m_ = 1 g4c|m| pour un ensemble mesurable A unique
a un ensemble de |m|-mesure nulle pres. On note ||m||yr = |m|(E), définissant une norme
sur ’espace vectoriel des mesures signées sur E.

(i) Montrer que

|m|[vr = sup |m(f)|,
Ifllec<1

ou le sup porte sur toutes les fonctions mesurables bornés par 1 en valeur absolue.

(ii) En déduire (dans le cas ou E est un espace métrique muni de sa tribu borelienne) que
si 'on se donne une suite (,,n > 0) de mesures de probabilité sur E, telle que p, — p
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1 Convergence étroite des mesures de probabilités

au sens le la variation totale (i.e. ||p, — pl[yT — 0), alors p, converge étroitement vers
. Donner un contre-exemple pour la réciproque de cet énoncé.

(iii) On suppose que E = R¥ est muni de la tribu borelienne et que p,(dz) = f,,(z)dx
est une mesure a densité par rapport a la mesure de Lebesgue, ainsi que pu(dx) = f(z)dz.
Montrer que u, converge en variation totale vers p si et seulement si f,, converge vers f
dans L' (Rk) Déduire que 'on a une conclusion plus forte dans I'exercice précédent.

(iv) On suppose que E = Z.. Montrer que si m est une mesure signée sur E, alors

Imllvr =) Im({k})].

k>0

En déduire que la topologie étroite coincide avec la topologie induite par || - ||yT.

(v) Montrer que si E = R, alors l’espace (M1(E), || - |[vT) n’est pas séparable.

Exercice 7 — Principe des lois accompagnantes
Sur un méme espace de probabilités, on suppose donnée une famille de variables aléatoires
(Yo k,m > 1,k > 1) ainsi qu'une autre suite de variables aléatoires (X,,n > 1), toutes
étant a valeurs dans le méme espace métrique (E, d), supposé séparable et complet.

On suppose que pour tout k£ > 1, la suite (Y, 4, n > 1) converge en loi vers une limite
Y. Enfin, on suppose que pour tout € > 0,

lim limsup P(d(Xy, Yo k) >¢€) =0.
k—00 p—oo
Montrer alors que Y, converge en loi vers une variable aléatoire Y lorsque k — oo, puis
que X, converge en loi vers Y lorsque n — oo. (On pourra utiliser avec profit la distance
de Lévy-Prokhorov.)
Ce résultat est tres utile en pratique.

Exercice 8 Compacité de F et de M;(F)
Soit (E,d) un espace métrique séparable.

(i) Montrer que 'application x — 0, est un homéomorphisme de E sur Ey = {6, : y €
E}, ou ce dernier est vu comme sous-espace de M (E) muni de la topologie étroite.

(ii) Soit g, = d,, une suite de Ey qui converge étroitement vers p. On suppose par
Pabsurde que (x,,n > 1) n’admet aucune sous-suite convergente. Montrer que {x,,n >
1} est un fermé, ainsi que toutes ses parties (finies ou infinies). Montrer que cela est
contradictoire avec la convergence étroite de p,. En déduire que Eg est un fermé de

M (E).

(iii) En déduire que si M;(E) est compact, alors E est compact.

Exercice 9 — Le théoreme de représentation de Skorokhod pour R
Soit F' la fonction de répartition d’une variable aléatoire X a valeurs dans R. On note

F~Yu) =inf{z € R: F(z) > u}.
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(i) Montrer que F~! est une fonction croissante continue & gauche de 0, 1[ dans R.

(ii) Montrer que F(x) > u si et seulement si F~!(u) < x. En déduire que, si U est une
variable aléatoire uniforme sur ]0, 1], alors F~1(U) a méme loi que X.

(iii) Soit (X}, ),>1 une suite de variables aléatoires & valeurs dans R, qui converge en loi
vers X. On note F, la fonction de répartition de X,,. Montrer que pour tout u €]0, 1],

on a
F~Y(u) <liminf F; *(u) < limsup F,; ' (u) < F~1(u+),

ot bien siir F~!'(u+) est la limite & droite de F'~! en u. En déduire une preuve du
théoreme de représentation de Skorokhod, dans le cas E = R.

Exercice 10 — Stabilité du caractere polonais
Soit E1, Es, ... une suite d’espaces polonais.

(i) Montrer que le produit £ = F; X F ... (muni de la topologie produit) est également
un espace polonais. On pourra munir le produit d’une métrique s’inspirant de celles
intervenant dans la section 1.4.

(ii) Montrer que la famille I' C M;(F) est tendue si et seulement si pour tout ¢ > 1,
{mip:p €T} C Mq(E;) est tendue, ot 7 : E — E; est la projection canonique.
(iii) Montrer que si E est polonais, alors 'espace E01] des fonctions de [0,1] dans E
(muni de la topologie produit) n’est pas polonais en général. On pourra prendre F =
R, et montrer ’existence d’une suite de fonctions qui ne converge pas ponctuellement,
mais telle que de toute sous-suite on peut réextraire une sous-sous-suite qui converge
ponctuellement. On en conclura que R n’est pas métrisable.

On verra dans le chapitre suivant que 'espace C([0, 1], E') des fonctions continues de
[0,1] dans E, muni de la topologie uniforme, est polonais.

Exercice 11 — Distance de Wasserstein
On fixe un entier d > 1. Soit P, I'ensemble des mesures de probabilités u boreliennes
sur R?, qui vérifient de plus

ja?u(de) < o,
d

oil | - | est une norme quelconque sur R%. Si p,v € Py, on note II(x, ) ensemble des
mesures 7 boreliennes sur R? x R? dont les lois marginales par rapport & la premiere et
seconde coordonnée sont respectivement i, v, ¢’est-a-dire que pour tout borelien A C R¢

T(AxRY = pu(d), 7w(RIx A)=v(A).
On note alors

Ter) =int { [ o yPaasdy) i m e M)}
R4 xR4

1. Montrer que Th(p,v) < oo pour tout u,v € P2 (on n’oubliera pas de montrer que
II(u, v) n’est pas vide), et que To(u, u) = 0 pour tout u € Ps.
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2. Soit u,v € Ps.

a. Montrer que pour tout 7w € II(u, v) et pour A, B deux boreliens de R?, on a 7(Ax B) <
pu(A) +v(B).

b. En déduire que I'ensemble TI(p, ) est uniformément tendu dans I’ensemble M (R? x
R?) des mesures de probabilités boreliennes sur RY x RY,

c. Justifier que TI(y, v) est fermé dans M;(R? x RY), pour la topologie étroite.

3. On se donne toujours u,v € Po.
a. Montrer que I'on peut trouver une suite (m,,n > 0) qui converge vers un élément
m e (p,v), telle que

/ & — yPra(de, dy) — To(u,v).
RdXRd n—oo

b. Montrer que

lim inf/ |z — y|?m, (dz, dy) > / |z — y|*m(dz, dy)
Rd xR

n—o0 R xRd

(on pourra introduire la fonction |z — y|> A R avec R > 0) et en déduire que

L o= uPr(de.dy) = o).
X

On dira que 7 ainsi défini est un couplage optimal entre y et v.

4. Soit (fn, n > 0) une suite de Pa, et u € Py. On suppose désormais que To(pn, ) — 0.
a. Soit f: R? — R une fonction lipschitzienne. Montrer qu'’il existe K €]0, oo[ tel que

ln(f) = ()| < K Tolpin, p)'/?.

(On pourra commencer par introduire un couplage optimal entre p, et p.) En déduire
que p, converge étroitement vers p.
b. Déduire de la question précédente que

n—oo

liminf/ |a:|2,un(dx)2/ |lz|?p(dz) .
R4 R4

c. Justifier que pour tout ¢ > 0 il existe C. €]0, 00| tel que |z|? < (1+¢)|y|? + Ce|z —y|2.
En déduire, en utilisant un couplage optimal, que

limsup/ ]x\Qun(dx)g/ |z|?p(dx) .
R4 R4

n—oo
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2 Convergence en loi des processus continus

Dans ce chapitre, on s’intéressera a la notion de convergence en loi pour des proces-
sus aléatoires continus, c’est-a-dire des variables aléatoires a valeurs dans un espace de
fonctions continues indexées par un sous-intervalle I de R,. Comme dans le chapitre
précédent, l'espace E désignera un espace polonais fixé une fois pour toutes (dans la
plupart des applications discutées ici, E = RF), c’est I'espace dans lequel les processus
considérés prennent leurs valeurs.

Dans un premier temps, on se concentrera sur le cas plus simple ou I est un intervalle
compact, et sans perte de généralité, on supposera I = [0, 1]. On aura recours occasion-
nellement & d’autres intervalles compacts de définition que [0, 1], les résultats décrits
plus bas pour I = [0, 1] se généralisant sans effort.

Le cas d’un intervalle I non-compact est plus délicat, en particulier parce qu’il faut
placer une topologie idoine sur I'espace C(I, F) des fonctions continues de I dans E. Ceci
sera discuté dans le cas I = R dans la section 2.4. Les cas plus généraux d’intervalles
non-compacts sont bien sir analogues au cas I = R, et nous laissons au lecteur le soin
de reformuler les résultats ci-dessous dans ces situations.

2.1 L’espace C = C([0,1], F)
2.1.1 Caracteére polonais

Dans la suite, on notera C l'ensemble C([0,1], E') des fonctions de [0,1] dans E qui
sont continues. Un élément générique de C sera noté x = (z(t),0 < ¢ < 1). On munit C
de la distance uniforme

D(z,y) = sup{d(z(t),y(t)) : 0 <t < 1},

ou d est une distance sur . On notera que, si D dépend du choix de d, la topologie
induite par D sur C, elle, n’en dépend pas (exercice).

Proposition 2.1 L’espace C est polonais.

Preuve. Il est facile et bien connu que (C, D) est complet des que 1'on a choisi pour d
une distance telle que (F,d) est complet. Il reste a justifier qu'il est séparable. Soit d
une distance sur E telle que (F,d) soit précompact. Soit (E,d) son complété, qui est
compact. Nous considérons pour tout « € E I'application

E — R

Criy e ).

L’application v, est évidemment 1-lipschitzienne pour tout z € E, donc continue. De
plus, Papplication z — 1), est une isométrie de £ dans Pespace (c (E yR), ||+ |loo), puisque
pour tout z,y, 2z € E, .

[6a(2) — ()] < d(,1),

la borne supérieure étant atteinte pour z = x, ce qui implique ||y — Vy|loc = CZ(:E, Y).
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2 Convergence en loi des processus continus

On déduit de cela que C([0, 1], E) est isométrique & une partie de I’espace de Banach
C([0,1],C(E,R)) des fonctions continues de [0,1] dans C(E,R). On a alors recours au
résultat suivant

Lemme 2.1 Soit (V,||-||) un espace vectoriel normé séparable. Alors ’espace C([0,1],V)
muni de la norme || f|lco = supg<i<q ||f(t)|| est séparable.

Preuve. Soit A un sous-ensemble dénombrable dense de V. On considere I'ensemble
des fonctions g : [0,1] — V telles qu’il existe un n > 1 pour lequel, pour tout i €
{0,1,...,n—1},on a g(i/n) € A, et de plus,

gt)y=(i+1—nt)g(i/n)+ (nt—i)g((i+1)/n), i/mn<t<(i+1)/n.

Cet ensemble est alors dénombrable, vérifions qu'il est dense dans C([0, 1], V). Pour cela,
soit f € C([0,1],V). Alors f est uniformément continue sur [0,1], et donc pour tout
e > 0 on peut trouver n > 0 tel que [[f(s) — f(¢)]| < /2 des que |s — t| < 1/n. Pour
tout ¢ € {0,1,...,n}, choisissons alors v; € A tel que || f(i/n) — v;|| < &/2, et soit g la
fonction interpolatrice vérifiant g(i/n) = v;, définie comme ci-dessus. Si ¢t € [0, 1], soit
alors i € {0,1,...,n— 1} tel que s € [i/n, (i + 1)/n]. On a alors

1F@) =gl < I+ 1 =nt)(f(t) = g(@/m)]| + [|(nt = 8)(f({t) = g((i +1)/n))]

< (t
< (i1 =nt)(|F@) = f(@/n)] + [1f(i/n) = vil])
+(nt =) ([ F(8) = F(@E+ D/ + (@ +1)/n) = vigal])

< (i4+1-nt)(e/2+¢/2)+ (nt—i)(e/2+¢/2) <e,
donc ||f — glleo < €, d’ou le résultat. O
Nous terminons la preuve de la proposition 2.1. Comme (C(E,R), |- ||ls) est séparable

par le théoreme de Stone-Weierstrafl (voir le lemme 1.3), le lemme précédent implique
que C([0, 1], C(E,R)) est séparable. Donc C([0, 1], E), qui est isométrique & un de ses sous-
espaces, est également séparable. Comme C([0, 1], E) est un sous-espace de ce dernier,
on en déduit qu’il est aussi séparable. O

Remarque. On peut conclure également sans utiliser le lemme 2.1, en raisonnant de la
fagon suivante. Nous laissons au lecteur le soin d’en compléter les détails, en exercice.
On considere 'application ® qui a une fonction

. t — Ft

associe la fonction )
0,1]xE — R
(t,x) +— Fix)

On vérifie alors que ® envoie C([0,1],C(E,R)) dans C([0,1] x E,R), puis que cette appli-
cation réalise un homéomorphisme (et méme une isométrie bijective pour des choix de
distances naturels) de C([0, 1], C(E, R)) sur C([0,1] x E,R). Ce dernier est séparable par
le lemme 1.3.
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2 Convergence en loi des processus continus

2.1.2 Compacité dans C

Dans l'optique de caractériser la tension pour des familles de mesures sur C, nous
rappelons la caractérisation bien connue des sous-ensembles compacts de C, donnée par
le théoreme d’Arzela-Ascoli.

Rappelons qu’une partie K de C est dite équicontinue si pour tout € > 0, il existe un
n > 0 tel que pour tout x € I,

Vs, t € [0,1], [t —s| <n = d(z(s),z(t)) <e.

Nous notons
w(z, h) = sup{d(z(t),z(s)) : s,t € [0,1],|s — t| < h}

le module de continuité de z évalué en h. L’équicontinuité de K se réécrit donc plus
simplement

Ve > 0,3n > 0,supw(z,n) < e.
e

Théoréme 2.1 (Arzela-Ascoli) Une partie K de C est relativement compacte si et
seulement si

— pour tout t € [0,1], l'ensemble {x(t) : © € K} est relativement compact, et

— la famille IC est équicontinue.

Preuve. Supposons que K satisfasse les deux hypotheses de 1’énoncé, et montrons qu’il
est relativement compact. Pour cela, soit (z,),>1 une suite de K. Alors pour tout
t € [0,1] N Q, la suite (z(t))n>1 est a valeurs dans un compact par hypothese. Par
conséquent, par extraction diagonale, on peut trouver une extraction (¢(n)) telle que
Ty(n)(t) converge vers une limite z(t) pour tout ¢ € [0,1] N Q.

La fonction z ainsi définie est alors uniformément continue sur [0,1] N Q, car, si 7 est
tel que w(y,n) < e pour tout y € K, alors pour tout s,t € [0,1] N Q tels que |t — s| <7,
on a d(Zyn)(8), Tyn)(t)) < € et donc d(x(s),z(t)) < e. Comme E est complet, on en
déduit que z s’étend d’une unique fagon en une fonction de C, toujours notée x.

Il reste a montrer que x est limite uniforme de y, = @y ,). Pour cela, soit € > 0 fixé,
et choisissons 7 > 0 tel que sup, ¢ w(y,n) < e/3. Soit N = |n~!] + 1. Enfin, choisissons
ng tel que pour tout n > ng on ait

max d(yn(i/N),z(i/N)) <¢/3,

0<i<N

ce qui est possible puisque i/N est un rationnel de [0, 1] pour tout i € {0,1,..., N}. On
a alors, pour tout n > ng,

d(yn(t), (1))
< d(yn(t), yn(INt]/N)) + d(yn([Nt]/N), z([Nt]/N)) 4+ d(z([Nt]/N), z(t))
< ¢/3+¢/3+¢/3,

d’ou le résultat.
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2 Convergence en loi des processus continus

Réciproquement, supposons que K est relativement compact. Quitte & considérer
I’adhérence, on peut supposer que K est en fait compact. Alors I'image de I par la
projection 7!, continue, est un compact de F, ce qui donne le premier point. Supposons
enfin que K n’est pas équicontinue, et donc qu’il existe un € > 0 tel que pour tout n > 1,
on puisse trouver z,, dans K et s,,t, avec |s, — t,| < 1/n mais d(z,(sn), zn(tn)) > €.
On voit alors facilement que x, n’admet aucune sous-suite qui converge uniformément.
Donc K n’est pas compact. [l

En fait, quitte a adapter légerement la preuve précédente, en extrayant diagonalement
non plus pour ¢ dans [0, 1] N Q mais dans un ensemble dénombrable dense quelconque,
on montre que 'on peut améliorer I’énoncé précédent, de la fagon suivante.

Corollaire 2.1 Une partie K de C est relativement compacte si et seulement si
— 1l existe un sous-ensemble Q) dénombrable de [0,1], dense dans ce dernier, tel que
pour tout t € Q, l'ensemble {x(t) : x € K} est relativement compact, et
— la famille IC est équicontinue.

Par ailleurs, dans le cas d’un espace ou les boules fermées sont compactes, comme R
ou R, on a 'amélioration suivante.

Corollaire 2.2 Soit E un espace (polonais) dont les fermés bornés sont compacts. Alors
une partie IC de C est relativement compacte si et seulement si

— lensemble {x(0) : x € K} est relativement compact, et

— la famille IC est équicontinue.

Preuve. Par équicontinuité, il existe n > 0 tel que w(x,n) < 1 pour tout = € K, et donc

[t/n]
d(z(0), z(t)) < Z d(x((i — 1)n), z(in)) + d(z([t/n]n), =) < [1/n] +1, te€[0,1],

d’ott 'on déduit, partant du fait que {z(0) : € K} est borné, que {z(t) : x € K} est
également borné pour tout ¢ € [0, 1], et donc relativement compact. O

2.2 Convergence en loi dans C
2.2.1 Tribu borélienne, tribu produit

Pour appliquer les résultats du chapitre précédents a ’espace polonais C, il faut que
cet espace soit muni de la tribu borélienne Be. Néanmoins, il existe sur C une autre tribu,
également naturelle. En effet, on peut voir C comme sous-ensemble de E1 ensemble
des fonctions de [0, 1] dans F, et cet espace est naturellement muni de la tribu produit
B, définie comme la plus petite tribu rendant mesurables les applications de projection

¢ C — E

v o z(t) te0,1].

Fort heureusement, ’existence de ces deux tribus ne pose pas de probleme grice au
résultat suivant.
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2 Convergence en loi des processus continus

Proposition 2.2 Les tribus Be et B} coincident.

Preuve. Tout d’abord, on note que application 7! est continue de (C, D) dans E, et par
conséquent, elle est mesurable pour la tribu borélienne Be. On en déduit que B, C Be.

Réciproquement, montrons que la boule fermée B{) (x,r) est dans B} pour tout z € C
et r > 0. En effet, par continuité,

r pour tout ¢ € [0,1]}
r pour tout ¢t € [0,1] N Q}

B{)(:c,r) = {yeC:d

t€[0,1]NQ

Comme l'intersection est dénombrable, on voit bien que Bg (x,7) € Bp. De ce fait, toute
boule ouverte Bp(z, ) est également dans B/, puisque c’est la réunion des boules fermées
B{)(:c,r(l —1/n)) pour n > 1.

Enfin, comme 'espace C est séparable, tout ouvert est réunion dénombrable de boules
ouvertes, et est donc dans B,. On en déduit que B} contient Be. O

On en déduit immédiatement une propriété fondamentale des mesures de probabilités
sur C. Sip e Mi(C),etsi0<t; <...<tr <1, on note

1,0t t1 tr
/’L e _<7T yeees T )*Lh

ce qui définit une mesure sur E¥. Cette mesure est aussi la loi de (X (t1),..., X (tx)), ou
X = (X(t),0 <t <1) est une variable aléatoire & valeurs dans C, de loi p.

Définition 2.1 Les mesures {utl""’tk 10 <t <...<ty <1) sont appelées les margi-
nales de dimension k de la mesure p € M;(C) (ou lois marginales de dimension k d’une
variable aléatoire X de loi p). La famille formée de toutes les marginales de dimension
k, pour tout k > 1, est appelée famille des marginales de dimension finie de u.

On a alors le résultat suivant.

Proposition 2.3 La famille des marginales de dimension finie d’une mesure yu € M1(C)
caractérise cette dernieére.

Preuve. Soient pu,p’ deux mesures ayant les mémes marginales de dimensions finies.
Alors on a pu(A) = ¢/ (A) pour tout ensemble A de la forme

A:{xGC:x(tl) EAl,...,l'(tk) EAk}, 0<ti<...<tp <1, Aq,..., A € Bg.
Ces ensembles forment une classe stable par intersection finie, et qui engendre la tribu

produit, donc la tribu borélienne B¢ par la proposition 2.2. On en déduit que p = y/ par
le théoreme de classe monotone. O
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2 Convergence en loi des processus continus

2.2.2 Un critére général de convergence étroite dans M, (C)

Nous nous intéressons maintenant a la notion de convergence étroite dans M;(C). 11
est clairement difficile de montrer la convergence étroite d’une suite (g, )n>1 de M1 (C) en
revenant a la définition, c’est-a-dire en vérifiant que u,(f) converge pour toute fonction
f dans une classe de fonctions assez grande. Par ailleurs, les considérations qui précedent
suggerent d’introduire un nouveau mode de convergence.

Définition 2.2 Soit (ji5)n>1 une suite de M;(C), et p € M1(C). On dit que i, converge

vers | au sens des marginales de dimension finie si pour tout 0 <t; <ts < ... <t <1
on a que /ﬂﬁ}""’t’“ converge étroitement vers ptirte

De méme, une suite (X, )n>1 de variables aléatoires a valeurs dans C converge vers
X au sens des marginales de dimension finie si pour tout 0 < t1 < to < ... < tp,

(Xn(t1),..., Xn(tr)) converge en loi vers (X (t1),..., X (tx)).

La convergence au sens des marginales de dimension finie est plus facile a vérifier que
la convergence étroite sur M1 (C), car c’est évidemment une notion plus faible.

Proposition 2.4 Si une suite (pn)n>1 de Mi(C) converge étroitement, elle converge
également au sens des marginales de dimension finie.

Ceci est évident, puisque les projections 7! sont continues. En revanche, la réciproque
est fausse. Pour s’en convaincre, soit U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], et soit
Xn(t) = max(0,1—n|U —t|). Comme pour tout ¢ fixé, on a que p.s. U # t, on voit que X,
converge au sens des marginales de dimension finie vers le processus identiquement égal
a 0. Néanmoins, || X,||s vaut 1 p.s. et ne converge donc pas vers 0, d’out 'on conclut que
X, ne converge pas en loi (puisque sa seule limite potentielle serait alors 0). Néanmoins,
nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.5 Soit (pn)n>1 une suite de My (C). Alors p, converge étroitement vers
w st et seulement si

— ln converge vers (i au sens des marginales de dimension finie, et

— la suite (pn)n>1 est tendue.

Preuve. Un sens est facile : si p, converge vers u étroitement alors {y,,n > 1} U {u}
est compact et donc tendu par le théoréeme de Prokhorov (car (C, D) est complet), et de
plus u, converge vers p au sens des marginales de dimension finie, par la proposition
2.4.

Réciproquement, supposons que (Mn)nZl est tendue et converge vers p au sens des
marginales de dimension finie. Alors I'ensemble {u,,n > 1} est relativement compact
par le théoreme de Prokhorov. Par ailleurs, si (Mw(n))nZI et une sous-suite convergente
vers une limite 4/, alors p/ est également limite de Pap(n) au sens des marginales de
dimension finie. Donc i et p ont les mémes marginales de dimension finie, et sont donc
égales par la proposition 2.3. On en déduit que p est la limite de p, par la proposition
1.10. O

Cette proposition est extrémement utile, et nous incite a trouver des critéres pour
qu’une suite de M (C) soit tendue. C’est I'objectif de ce qui suit.
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2.3 Relative compacité dans M;(C)

Nous voulons maintenant déterminer des conditions pratiques impliquant qu’un sous-
ensemble de M (C) soit tendu. Voici un premier critere de tension pour les processus
continus.

Proposition 2.6 Le sous-ensemble I' C M1(C) est tendu si et seulement si
— pour tout t € [0, 1], la famille {wtu : u € T'} est tendue, et
— pour tout € > 0,mn > 0, il existe un § > 0 tel que

sup u({a : w(z,8) > n}) <.
pel

Si E est un espace dont les fermés bornés sont compacts, alors on peut changer la
premiére hypothése par le fait que la famille {n%u : u € T} est tendue.

Preuve. Fixons ¢ > 0. Soit {t1,%2,...} une énumération des rationnels de [0, 1]. Par
hypothese, pour tout ¢ > 1, on peut trouver un compact K; de E tel que, pour tout

pel,
3

(BN K;) < 21"

Par ailleurs, on peut également trouver, pour tout k > 1, un d; > 0 tel que pour tout
pel,
€
sup u({z : w(z,0) > 27F}) < o
uer 2

On définit alors

Ko=) KN ({z: wlz,6) <275}

i>1 k>1

Le corollaire 2.1 montre que . est relativement compacte, et en fait compacte car elle
est clairement fermée. De plus, par définition des K; et des Jg, on a, pour tout p € I,

13 g
u(C\ICE)gzﬁjLZW:e.

i>1 k>1

On en déduit que I' est tendu. On laisse au lecteur le soin de vérifier le cas ol F est tel
que ses fermés bornés sont compacts.
La réciproque est aisée, et également laissée au lecteur. O

On peut immédiatement traduire la proposition précédente pour caractériser la tension
d’une suite de processus aléatoires continus. A partir de maintenant, c¢’est essentiellement
dans ce langage que nous allons raisonner.

Corollaire 2.3 Soit (X,,)p>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans C. Cette

suite est uniformément tendue si et seulement si
— pour tout t € [0,1], la suite (X, (t))n>1 est tendue, et
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— pour tout € > 0,n > 0, il existe un § > 0 tel que

limsup P(w(X,,0) >n) <e.
n—oo

St E est un espace dont les fermés bornés sont compacts, alors on peut changer la
premiére hypothése par le fait que la suite (X, (0))n>1 est tendue.

Preuve. La seule chose a prouver est qu’il suffit bien de considérer la limite supérieure
dans le second point, 1la ot 'on aurait attendu un supremum en n.
Soit €, > 0, par hypothese il existe un J tel que

lim sup P(w(Xn,d) >n) <e/2,
n—oo
et on en déduit qu'il existe ng tel que sup,,>,, P(w(Xy,,d) > 1) < e. Par ailleurs, quitte
a choisir § plus petit, on peut supposer que l’on a également

> <e.
| fax P(w(Xp,0) >n) <e

On en déduit que sup,,~; P(w(Xp,8) > n) < ¢, et donc le résultat. O

Le probleme des caractérisations précédentes de la tension est qu’elles font intervenir
les modules de continuité w(X,,d), qui sont typiquement des variables aléatoires ma-
laisées a étudier. L’obtention de criteres de tension utiles passe donc par des estimées
sur le module de continuité w(X,,d) qui font intervenir la loi de X,, de la fagon la moins
compliquée possible, par exemple, une fonction de ses marginales de dimension finie. Un
premier résultat en ce sens est le suivant.

Proposition 2.7 Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans C. Alors
(Xn)n>1 est tendue si

— pour tout t € [0,1], la suite (X, (t))n>1 est tendue, et

— pour tout € > 0,1 > 0, il existe un k € N tel que

limsupk max IF’( sup d(X,(r+1i/k), X, (i/k)) 277) <e.

n—oo  0<i<k—1 0<r<1/k

Si E est un espace dont les fermés bornés sont compacts, alors on peut changer la
premiére hypothése par le fait que la suite (X, (0))n>1 est tendue.

Preuve. Nous remarquons d’abord que pour tout x € C et k € N,

w(z,1/k) <3 max sup d(z(r+i/k),z(¢/k)).
(z,1/k) ogigk—1r€[0f/k] (@(r+i/k), z(i/k))

En effet, soit s,t € [0,1] tels que |t — s| < 1/k. Supposons sans perte de généralité que
s < t. On a alors deux possibilités.
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Ou bien il existe i € {0,1,...,k — 1} tel que s,t € [i/k, (i + 1)/k]. Dans ce cas, on a

d(x(s), x(t)) d(x(t), x(i/k)) + d(z(s), 2(i/k))

2 max sup d(z(r+i/k),x(i/k)).
(B, sup d(a(r o+ i/8),2(6/K)

<
<

Oubienilexistei € {0,1,...,k—2} tel que s € [i/k, (i+1)/k] et t € [(i+1)/k, (i4+2)/k].
Dans ce cas,

d(x(s), z(t)) d(x(s), x(i/k)) + d(z(i/k), ((i + 1) /k)) + d(z(t), 2((i + 1) /F))

<
< 3 max sup d(x(r+i/k),z(i/k)).
JJ, sup d(a(r o i/8),2(6/K)

Ceci donne la majoration demandée sur w(z,1/k). Nous en déduisons que, pour tout
n>1etn>0,

P(w(X,,0)>n) < P[3 max sup d(z(r+i/k),xz(i/k)) >n
0<i<k—1,¢0,1/k]

IN

k max IP’( sup d(a:(r—l—i/k),x(z’/k))zn/?)).

0<i<k—1  \ refo,1/k]

Sous nos hypotheses, pour tout € > 0, on en déduit I'existence de k tel que la limite
supérieure en n du majorant est plus petite que . Les hypotheses du corollaire 2.3 sont
donc vérifiées, ce qui conclut la preuve. O

Un autre critere tres important est dit & Kolmogorov : il ne fait intervenir que les lois
marginales de dimension 2 de X,, (!) Dans I’énoncé suivant, la quantité
w(,h) d(x(s), z(t))

Ny(z) = sup = sup 5
“ h>0 he stef01],s¢ |t —8[?

est appelée la norme de Hélder d’exposant o de x.

Proposition 2.8 (Critere de Kolmogorov) On considére une suite (Xp)n>1 de va-
riables aléatoires a valeurs dans C. On suppose

— que les suites (X, (t))n>1 sont tendues pour tout t € [0,1], et

— qu’il existe B,p,C > 0 tel que

sup E[d(X,(s), X (t))P] < C|t — s|* 7, pour tout s,t € [0,1].
n>1
Alors (Xp)n>1 est tendue. Plus précisément, pour tout o €]0, B/p| fizé et pour tout € > 0,
il existe M > 0 tel que
supP (No(Xp) > M) <e. 9)

n>1

Pour montrer ce résultat, nous avons recours a un lemme intermédiaire. Notons Q) =
{i/2% : 0 < i < 2¥} les rationnels dyadiques de niveau k dans [0, 1].
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Lemme 2.2 Soit z : [0,1] — E une fonction. Supposons qu’il existe K, > 0 pour
lesquels, pour tout k > 0 et tout s,t € Q) consécutifs, on ait d(x(s), z(t)) < K|t — s|“.
Alors pour tout s,t € |J,~q@n on a

2K
En particulier, si x € C, on a
2K

Preuve. Soit s,t deux nombres dans |J,~, Qk. Alors il existe un unique entier r» > 0
tel que 2771 < |t — 5| < 27". Sans perte de généralité, on peut supposer que s < t. On
distingue deux cas.

Dans un premier cas, il existe ¢ € {0,1,...,2" — 1} tel que i27" < s,¢t < (1 4+ 1)27".
Dans ce cas, les écritures dyadiques de s et ¢ sont de la forme

_i zk(s) _i 'Lk(t)

k>r+1 k>r+1

ou les suites (ix(s))k>r+1 €t (Ix(t)k>r+1) sont a valeurs dans {0, 1}, et nulles & partir
d’un certain rang. On a alors, en posant

que s; et s;41 sont ou bien des nombres dyadiques consécutifs dans @411, ou bien égaux
(ce qu’ils sont pour tout [ assez grand, puisqu’alors s; = s). On a donc par hypothese

d(z(s),z(i27")) < Zd(az(sl, sip1)) < ZKQ’(H’"H)O‘
>0 1>0
K2—(T+l)a K

=T 9w S71_galt sl

La méme majoration est vraie pour t a la place de s, et on déduit que

Az (s), 2(t)) < —0

STogaltmslt

Dans un second cas, il existe i € {1,2,...,2" — 1} tel que (i —1)27" < s < 27" <t <
(i +1)27". On écrit alors plutot

) y ) )
_ ! ir(s) 1 ix(t)
PO RS I O3

k>r+1 k>r+1

ou de la méme maniére que précédemment, (7} (s))g>r4+1 est une suite de {0,1} nulle &
partir d’un certain rang. Le méme raisonnement que ci-dessus permet alors de conclure
a la méme majoration pour d(z(s), z(t)).
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Comme ’ensemble |J,, @, est dense dans [0,1], si € C, nous en déduisons que la
majoration reste valable pour tout s,t € [0, 1]. Ceci termine la preuve du lemme. O

Nous prouvons a présent la proposition 2.8. Posons

Zpr= max d(X,((i+1)27%), X,(i27)).
0<i<2k—1

On a alors, par inégalité de Markov,

P(Zpp > K270 < 2F max P(d(Xn((i +1)27%), X,,(i27%)) > K27F)
0<i<2F—1

C o EMCG(G 10270, X270
- 0<i<2k—1 Kp2—pka

Par hypothese, cette derniere quantité est majorée par CK —r2=(B-ra)k Gj 1'on choisit
a €]0, B/pl, on en déduit que ces majorants sont sommables sur k. Le lemme 2.2 implique
que

IN

2K
P (Na(Xn) > 1_2_a> P(3k > 0: Zyp > K27F)

C o

~ —(B—pa)k ~ &

op E 27PTPR L R
k>0

pour une constante C’ €]0, oo[, qui ne dépend que de «, 3, p, C' mais non de n. Le dernier
majorant converge vers 0 lorsque K — oo, d’ou 'on déduit que pour tout € > 0, il existe
M > 0 tel que (9) est vraie. Comme enfin on a w(x,h) < Ny(x)h® pour tout = € C et
h > 0, on déduit que

P(w(X™,0) = n) <P(Na(Xn) =1/6%),

ce qui, conjointement a la premiere hypothese de la proposition 2.8, implique la tension
de (Xp)n>1 par la proposition 2.7. O

2.4 L’espace C(R,, F)

En pratique, les processus aléatoires considérés en probabilités sont souvent indicés
par les réels positifs plutot que par [0, 1]. Il faut cependant étre un peu prudent dans la
manipulation de Uespace C(R, F). Par exemple, muni de la distance uniforme D'(z,y) =
supysq d(z(t),y(t)), pour d une distance sur E, I’espace topologique C(Ry, E') n’est pas
séparable, et donc pas polonais.

La topologie que I'on placera toujours sur C(Ry, E) est donc une autre topologie, dite
compact-ouverte, ou <topologie de la convergence uniforme sur les compacts>. C’est la
topologie dont une base de voisinage est donnée par les ensembles

{r € C(R4,E):z(K) C O},
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2 Convergence en loi des processus continus

ou K est un compact de Ry et O est un ouvert de E. C’est la topologie induite, par
exemple, par la distance

D, y) = Z SUPg<¢<n d(;gt)a y(t)) A1 ’
n>1
ou d est une distance sur F. On voit qu’une suite de fonctions converge au sens compact-
ouvert si et seulement si elle converge uniformément sur les compacts.

11 est alors facile de voir que C(R, E) est un espace polonais. La notion de marginales
de dimension finie se généralise pour cet espace, et ces lois marginales caractérisent les
mesures de M1(C(Ry, E)). En effet, la tribu borélienne Be(g, g coincide ici encore avec
la trace sur C(R,, F) de la tribu produit de E®+.

L’avantage important de cet espace est que la relative compacité est une propriété
<localex, c’est-a~-dire qu’il suffit de la vérifier en restriction a des intervalles compacts
arbitraires. Plus précisément, on laisse au lecteur le soin de montrer les résultats suivants.

Proposition 2.9 Une partie K de C(Ry, E) est relativement compacte si et seulement
si les parties Ky = {zljo,n] : © € K} sont relativement compactes dans C([0, N], E) pour
tout N > 1, ou x| est la restriction de x a l’ensemble FF C Ry.

Proposition 2.10 Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans C(R4, E).
La suite (X,,)n>1 est tendue si et seulement si, pour tout N > 1, la suite des restrictions
((Xn)ljo,N))n>1, vues comme variables aléatoires a valeurs dans C([0, N], E), est tendue.

Ainsi, la convergence en loi dans C(R4, E') se ramene par restriction a la convergence
en loi dans les espaces C(I, F), ou I est un intervalle compact, et on peut donc appli-
quer les résultats des sections précédentes pour caractériser cette derniere (tension et
identification des lois marginales de dimension finie).

2.5 Le théoréme de Donsker

Nous en arrivons au résultat central de la premiere partie du cours, le théoreme de
Donsker, déja mentionné dans l'introduction. Fixons quelques notations. Soit &1, &o, . ..
une suite i.i.d. de variables aléatoires & valeurs dans R, pour un entier d > 1 fixé. On
suppose que

El&] =0,  Cov (&) =1,

ou I, est la matrice identité de Re.
On pose Sy =0, et pourn>1, S, =& + ...+ &,. On étend alors S en une fonction
continue de Ry dans R? par la formule

Se=Q—{tH)Sy +{t}S4)41, t=0,
ou {t} =t — |t] est la partie fractionnaire de ¢. Enfin, pour tout n > 1, on pose

S§”):f/’%, t>0.

On voit ainsi S comme une variable aléatoire & valeurs dans C(R, R%).
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2 Convergence en loi des processus continus

Théoréme 2.2 (Donsker) La suite (S™),>1 converge en loi dans C(Ry,R?) vers un
processus (Bt)i>0, appelé mouvement brownien standard de dimension d.

La loi de ce dernier est caractérisée par le fait que pour tout 0 =ty < t; < ... < tg,
les variables By, — By, |,1 <1 < k sont indépendantes, respectivement de loi gaussienne

N, (t; — ti—1)1g).

La deuxieme partie du théoréme est une conséquence de la proposition 2.3, puisque les
lois marginales de dimension finie sont déterminées par les propriétés d’indépendance des
accroissements de (By):>0, et le fait qu’ils soient de lois prescrites. Ces considérations ont
été déja faites dans l'introduction, ot nous avions remarqué que l’existence du mouve-
ment brownien n’est pas garantie. En fait, la preuve du théoréme de Donsker va montrer
au passage ce résultat d’existence. En effet, nous allons montrer que la suite des lois des
S converge étroitement vers une limite YW dont les lois marginales de dimension finie
sont celles du mouvement brownien, et donc que la loi du mouvement brownien est W,
et existe donc bien !

Pour l'instant, seules les lois marginales Wt sont bien définies : un vecteur
aléatoire (Y1,...,Y;) a pour loi Wit si et seulement si les accroissements (V; —
Yi—1,1 <i < k) sont indépendants et respectivement de loi N(0, (t; — t;—1)I4), ot 'on a
noté Yy = 0.

Etape 1 : convergence des lois marginales de dimension finie. Nous fixons des
instants 0 = tg < t; < ... < tg, et nous montrons que (St(ln), e St(:)) converge en loi.
Pour cela, remarquons que les variables aléatoires (S|n¢,| — S|nt_y),1 < @ < k) sont
indépendantes, respectivement de méme loi que S|, |~ |n¢ 1 < i < k. De cela, on

déduit que

i1

S\t — Sint, loi

T N N e A B N0 A A
\/’ﬁ n—00

ol les variables aléatoires Ny, . .., Nj sont indépendantes, respectivement de loi (0, (¢;—

ti—1)1q). Ceci provient d’une application du théoréme centrale limite vectoriel. Par image

continue, on en déduit que

Sn» oi
i) << k) S (N N 4 Noy e N N
\/ﬁ n—00

Enfin, remarquons que
Si) | 1€ ) |

S(”) -
t \/ﬁ = \/’ﬁ )

qui converge vers 0 en probabilité pour tout t fixé. Pour cette raison, on a la convergence
en probabilité :

St
<S§f)— \L/%J,lgigk:> n%oo.

Par le lemme de Slutzky (proposition 1.18), on en déduit que

<S§7)’1§i§k) & (N1, N1+ Na, ..., N1+ ...+ N).

n—oo
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2 Convergence en loi des processus continus

On en déduit que S converge bien au sens des marginales de dimension finie, et que
les limites des lois marginales sont les Witk

Etape 2 : une inégalité maximale. Afin de montrer que la suite (S(™),,>1 est tendue,
nous avons recours a un lemme intermédiaire.

Lemme 2.3 Soit A > 0. Alors on a, pour tout n > 1,
P(Orgag( 1Si| > A/n) < 2P(|S,] > (A — V2d)v/n).
<i<n
Preuve. Le lemme est évidemment vérifié pour A € [0, v/2d[, donc nous supposons que
A > V2d. Notons S} = maxo<i<p |Si|, et T = inf{k > 0: |Sg| > A\y/n}. On a alors

P(S: > Av/n) = P(T <n)
P(T < n,|Sp| > (A —V2d)v/n) + P(T < n,|S,| < (A — V2d)v/n)

P(|Sa| > (A = V2d)v/n) + EH:IP’(T =4, 1Sul < (A = V2d)V/n).
j=0

IN

Sur I'événement {T" = j} (avec j < n) on a forcément |S;| > A\y/n, et donc si on suppose
en plus que |S,| < (A — v2d)y/n, on a |S,, — S;| > v/2dn par inégalité triangulaire. On
remarque que ce dernier événement est indépendant de (&1, ...,&;) puisque S, — S; =
&r1+ ...+ &, tandis que Pévénement {T' = j} est clairement dans o(¢1,...,&;). On en
déduit que

B(T = j|Sa) < A= V2dVi) < B(T =j,|S, — S| > v2dn)

= P(T = j)P(|S, — S| > V2dn)
< P(T= )(n_J;ZZrﬂfl)

d .
< 2dIF’( =7),

ou l'on a utilisé I'inégalité de Bienaymé-Chebychev pour I'avant-derniere inégalité, ainsi
que le fait que Var (|¢1]) < E[|¢1]?] = d. Finalement, on en déduit que

P(T < n) < B(S| > (A~ VED)VA) + SP(T <),

d’ou 'on obtient immédiatement le résultat. O

Etape 3 : tension. Nous montrons enfin que la suite (S(),>; est tendue dans

C(Ry, Rd). Du fait de la discussion de la section 2.4, nous savons qu’il suffit de montrer

que les suites des restrictions (S (")\[07 N])n>1 sont tendues pour tout entier N > 1. Pour

simplifier les notations, nous le faisons dans le cas N = 1, le cas général étant identique.
La premiere chose a remarquer est que pour tout ¢ €]0,1[ et t € [0,1 — J], on a

sup | Sps — <2 max |§; -5 .
tS3§§+5| ns nt| = 09’§Ln5j+2‘ i+|nt] Lntj’
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2 Convergence en loi des processus continus

En effet, pour tout s € [t,t + ¢], en utilisant le fait que S est interpolée linéairement
entre ses valeurs aux entiers,

’Sns - nt’ ’Sns - S|_ntj| + |Snt - S|_ntj|

<
< max (’S\_nsj - SI_ntJ|) |S|_nsj+1 - S|_ntj |) + |S|_ntj+1 - S|_ntj|7

et on en déduit la majoration voulue du fait que |ns| +1 < |nt| + [nd| + 2. On en
déduit que pour tout n > 0, pour tout 0 €]0, 1], et enfin pour tout ¢ € [0,1 — 4],

0<i<|né|+2

n n
= P max [S]>=2/— +2
<0<¢<L?15J 2|S| ~ 3 |nd| +2 [nd] )

1S 642l o7
p L N AR
(«/ |no| + 2 - n(SJ +2

ou 'on a utilisé le lemme 2.3. Le majorant ne dépend pas de ¢, et le théoréeme central
limite (conjointement au fait que le module d’une variable gaussienne est a densité)
montre qu'il tend lorsque n — oo vers 2P(|N| > 1/2v/6 —v/2d), ott N est de loi N'(0, I).
On utilise alors le fait que, par un changement de variables en coordonnées sphériques
dans R?, en notant og4_; le volume de la sphére unité de R¢,

P<OS<UP 1S, — t(n)|>77> < P( max \5z+LntJ—SLntJ|>n\/ﬁ/2>

2040 [ a9 422, 204-1 a3 422
P<|N|>w>—<2w>d/2/ P r = e (L oD)),

cette derniere estimée lorsque x — oo s’obtenant par une intégration par parties. Fina-
lement, nous avons obtenu, en prenant § = 1/k, avec k > 1 entier,

limsupk max IP’( sup |S/k+r_ z/k|>n>

n—oo  0<i<k—1  \ 0<r<1/k
\/E d—3 \/*
< ok<"2_m> exp —(” f) ,

pour une constante C' > 0. Comme le majorant tend vers 0 lorsque k — oo, la proposition

2.7 entralne que (S(”))n21 est tendue — I’hypothese que (S[()n))nzl est tendue étant
évidente, puisque toutes les variables aléatoires de cette suite sont nulles.

Conclusion. Nous avons montré que la suite (S (”))nzl est tendue, et converge au sens
des marginales de dimension finie vers les lois marginales W Toute mesure limite
de la loi de S le long d’une sous-suite est donc la loi W du mouvement brownien, qui
existe donc en particulier. La proposition 2.5 montre finalement que S™ converge en loi
vers un mouvement brownien standard, ce qui termine la preuve du théoreme.
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2 Convergence en loi des processus continus

2.6 Quelques mots sur des processus discontinus

De nombreux processus naturels en probabilités, comme le processus de Poisson que
nous allons introduire dans le chapitre suivant, ne sont pas continus, mais ont des sauts.
Par ailleurs, méme si l'on s’intéresse a la convergence des marches aléatoires vers le
mouvement brownien, comme dans le théoreme de Donsker, il peut paraitre naturel de
travailler avec le processus
_ Siu]
=/
plutdét qu’avec la version interpolée S que nous avons considérée.

L’espace C(R4, F) est évidemment inadapté a 1'’étude de la convergence en loi de
tels processus. Néanmoins, il est naturel de penser que le processus S est proche du
processus continu S, et par conséquent, converge en un sens naturel vers le mouvement
brownien.

On peut par exemple considérer que S est un processus & valeurs dans I’espace
D(R4, E) des fonctions continues & droite admettant des limites & gauche (ce que 1'on
abrége en < cadlag >), muni de la topologie compact-ouverte. Malheureusement, cette to-
pologie n’est pas séparable en général. Par exemple, la famille de fonctions 1j, [ :a >0
de D(R4,R) est sans point d’accumulation. Ceci n’empéche pas a priori de considérer
la convergence étroite sur l'espace D(Ry,R), mais il convient de la manipuler avec
précaution.

sp

t>0,

Proposition 2.11 On se place sous les hypothéses de la section 2.5. Alors pour tout
T>0ete>0o0na
lim P ( sup \Sln] - St(n)] > 5> =0.

Par conséquent, S converge en loi dans DR, RY), muni de la topologie compact-
ouverte, vers le mouvement brownien standard.

Preuve. Montrons la premiere partie de I’énoncé pour T' = 1, le résultat général étant
similaire. On constate que

[n] (n) {t} < - 1>
§ 5 =5 =8 —=|5n = S|ty | < S —
03221‘ t 0l 0521 n\ Int]+1 — Sne)| Sw -

@

i/ PoUr tout entier ¢ > 1. Comme on sait déja par le théoreme de

puisque S; =

Donsker que (S, n > 1) est une suite de variables aléatoires dans C(R,,R%) qui est
tendue, la proposition 2.6 montre que pour tout € > 0, on a

lim su IP)UJS(”),(; >e)=0,
s P(S™.) > <)

ce qui implique que P(w(S () 1 /n) > ¢) converge vers 0 lorsque n — oo. Ceci démontre
la premiere partie de 1’énoncé.
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2 Convergence en loi des processus continus

Notons M,, = supp<;<; \St[n] — t(n)], et considérons alors la suite (S, M, ),>; &

valeurs dans C([0,1],R%) x R, polonais. Le lemme de Slutzky, conjointement & ce que
nous venons de montrer, implique que (S (”),Mn) converge en loi vers (B,0) ou B =
(Bt,0 <t < 1) est un mouvement brownien standard restreint a l'intervalle [0, 1]. Par
le théoreme de représentation de Skorokhod, on peut supposer sans perte de généralité
que cette convergence a lieu au sens presque-sir. On a alors que p.s. (la norme infinie
désigne en fait la restriction aux fonctions indexées par [0, 1])

IS = Bllos < 1S™ = Bllo + [|S™ — SM]|
15" — Blloo + M,
— 0.

n—o0

Comme la convergence p.s. implique la convergence en loi (dans un espace métrique
quelconque), on en déduit le résultat, au moins en restriction & 'intervalle [0, 1]. Mais le
résultat sur l'intervalle [0, T'] est vrai pour les mémes raisons, et est donc valable pour la
topologie compact-ouverte (on laisse au lecteur le soin de formaliser proprement la fin
du raisonnement). O

Remarque. Le recours au théoreme de représentation de Skorokhod (en faisant atten-
tion de considérer des variables a valeurs dans un espace polonais!) n’est pas essentiel,
mais assez commode pour conclure rapidement. Le lecteur intéressé pourra essayer de
trouver une preuve qui n’utilise pas ce résultat.

Comme on le voit, I'incursion dans des topologies non polonaises est assez malcom-
mode et oblige & quelques contorsions. En fait, on a en général recours a une topologie
<polonaise> dite topologie J1 de Skorokhod (il y a en tout 4 topologies de Skorokhod,
dites Jy, My, Jo et Ms) sur Pensemble D(Ry, E). L’espace de Skorokhod D(R, E) est
sensiblement plus compliqué que l'espace C(Ry, E), et nous ne rentrerons pas davan-
tage dans les détails de sa définition. Le lecteur intéressé pourra consulter par exemple
[1, 4, 7]. Cette topologie devient pratiquement indispensable lorsque 'on s’intéresse a
des théoremes limites pour lesquels les processus intervenant a la limite sont discontinus,
comme par exemple les processus de Lévy que nous allons rencontrer au chapitre 4. C’est
le cas également pour de nombreux processus de Markov, qui sont I'objet d’étude de [1],
et pour les semimartingales, qui sont traitées dans [7] (le mouvement brownien, ou plus
généralement les processus de Lévy, se situent au carrefour de ces deux classes d’objets,
puisqu’ils sont & la fois des processus de Markov et des semimartingales).

2.7 Les théoremes d’existence et de régularité de Kolmogorov

Cette partie dévie légerement de notre propos principal. La preuve que nous avons
donnée précédemment de I’existence de la loi W du mouvement brownien peut paraitre
tres indirecte, et difficile a généraliser. En effet, il n’est pas dit qu'un processus continu
donné est nécessairement limite de modeles discrets aisés a étudier, comme les marches
aléatoires !
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2.7.1 Théoreme d’existence de Kolmogorov

Il existe un résultat tres général, dit a Kolmogorov, qui tranche la question d’existence
mentionnée ci-dessus. Pour 1’énoncer, nous devons d’abord définir la notion de famille
projective de mesures. On notera I Cy Ry pour dire que I est une partie finie non-vide
deR;.SiJ CI Cy Ry, on aune application de projection naturelle 77 de E! vers E”.

Définition 2.3 Pour tout I Cy Ry, soit u! une mesure de probabilités sur E'. La
famille (u!,I Cy Ry) est dite projective (ou cohérente) si pour tout J C I Cy Ry on a

J _ 1J,,1
pt=mp

Notons que si j est une mesure de probabilités sur E®+ muni de la tribu produit, alors

la famille (p'*' : {¢1,...,¢;} Cs Ry) des marginales de p de dimension finie (dans la
notation, on a ordonné systématiquement t; < to < ... < tj) est évidemment cohérente,
puisque 7/ o 7! = 7/ pour J Crl Cy Ry, ou 7! est la projection naturelle de E®+

sur E!. Le théoreme de Kolmogorov est une forme de réciproque & cette constatation.
Meéme si nous supposons presque toujours tacitement dans ce texte que E est un espace
polonais, nous insistons sur le fait que cette hypothese est fondamentale pour le résultat
suivant, et nous l'incluons donc dans 1’énoncé.

Théoréme 2.3 (Théoréme d’existence de Kolmogorov) Soit E un espace polo-
nais. Soit (u', I Cr Ry) une famille projective de mesures de probabilités. Alors il existe
une mesure de probabilités . sur Uespace produit E®+, telle que u{tl"”’tk} = pltote est
la marginale de p en ty, ..., tg, pour tout t1 < to < ... < tp positifs.

La preuve est omise.

2.7.2 Critére de continuité de Kolmogorov

Il faut noter que le dernier théoreme porte sur ’existence d’une mesure p sur l'espace
ET des fonctions de I dans F, mais ne dit rien sur la potentielle régularité d’un processus
aléatoire de loi u — et pour cause, puisque par exemple, la continuité n’est pas une
propriété mesurable pour la tribu produit (voir les exercices ci-dessous). En particulier,
rien ne dit a priori que la mesure p est en fait portée par 'espace C(R4, E).

Le <mieux> que 'on puisse espérer est donc de trouver un processus stochastique le
plus régulier possible, par exemple continu, et qui admet p pour loi.

Pour mieux comprendre ce qui se passe, considérons le processus nul (X; = 0)o<¢<1,
et le processus (Y; = 1g—yy)o<i<1, o U est une variable aléatoire uniforme dans [0, 1].
Comme pour tout ¢ fixé on a U # t presque sirement, on en déduit que les marginales de
dimension finie de X et de Y sont les mémes, donc que X et Y ont la méme loi, si on les
voit tous deux comme variables aléatoires & valeurs dans RI%! muni de la tribu produit.
Pourtant, on voit que X est continu alors que Y ne l’est pas. Ceci donne d’ailleurs
une autre preuve du fait que C([0, 1], R) n’est pas un sous-ensemble mesurable de RIO1,
puisque sinon, en notant y la loi de X, on aurait 4(C([0, 1],R)) = P(X € C([0,1],R)) =1,
mais aussi x(C([0,1],R)) =P(Y € C([0,1],R)) = 0.
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2 Convergence en loi des processus continus

Définition 2.4 Soit (X;,t € I) et (Y;,t € I) deuz processus stochastiques, c¢’est-a-dire
deuz familles de variables aléatoires indexées par t, définies sur un méme espace de
probabilité (0, F,P). On dit que X est une modification (ou une version) de Y si pour
toutt € I on a P(X; =Y;) =1.

En particulier si X est une modification de Y, alors X et Y ont la méme loi, c’est-a-dire
ont les mémes lois marginales de dimension finie.

Théoréme 2.4 (Théoréme de régularité de Kolmogorov) Soit (X;,t > 0) un pro-
cessus stochastique a valeurs dans un espace polonais E. On suppose qu’il existe B, p, C >
0 tel que

E[d(Xs, X;)P] < CJt — s|' 7, pour tout s,t > 0.

Alors il existe une modification Y de X qui est continue, et méme p.s. localement Hélder-
continue d’exposant o pour tout o €0, 5/p].

Preuve. On procede comme dans la preuve de la proposition 2.8. Raisonnons d’abord sur
le processus (X;,0 < ¢ < 1). Soit « €]0, 8/p| fixé. Rappelons qu’une étape intermédiaire
de la preuve est de montrer que

P(Zy > K27F) < TR
ol Zy, = maxg<;<or_1 d(X(j41)2-#, Xjo-+). Comme les majorants forment une suite som-
mable, le lemme de Borel-Cantelli montre que p.s. pour tout k£ a partir d’un certain rang,
on a Zj, < K27 Donc p.s. il existe un K’ > K (aléatoire) fini tel que Z; < K'27F
pour tout k > 0. Par le lemme 2.2, ceci implique que pour toute paire de rationnels
dyadiques s,t € |J,,~q@n, on a

2K’

X, X)) < ——
d(X, Xs) < 75

[t —s]*.

Par conséquent, le processus (X¢,t € (J,,»o @n) est uniformément continu, ce qui im-
plique qu’il admet un unique prolongement continu (Y;,0 < ¢ < 1). Nous montrons
finalement que ce dernier est une modification de (X, 0 < ¢ < 1). Soit donc ¢t € [0,1]
fixé, et t,, une suite de rationnels dyadiques de limite ¢. Alors on a

E[d(Xy,, X)P] < Clt, — t|' 7.

Comme Xy, converge p.s. vers Y; par définition de Y, le lemme de Fatou montre alors
que E[d(Y;, X;)P] =0, et donc que Y; = X; presque strement.

Le résultat général se déduit du cas des processus indexés par [0, 1] en considérant les
processus (X 44,0 <t <1) pour A > 0. O

Ainsi, sous les hypothéses du théoréeme précédent, on déduit que la loi u de X peut
étre vue comme une loi sur C(R4, F), quitte & considérer la modification continue Y.
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2 Convergence en loi des processus continus

2.8 Exercices pour le chapitre 2

Exercice 1 — Une convergence jointe

Soit (X™,n > 0) une suite de processus dans C = C([0, 1], R%). On suppose que X"
converge en loi vers X pour la topologie uniforme sur C. Soit f : R* — R une fonction
continue. On pose

1 1
Yn:/o f(XM)ds, Y:/O f(Xs)ds.

Montrer que Y,, converge en loi vers Y. Montrer que I'on a méme que le couple (X", Y},)
converge en loi vers (X,Y).

Exercice 2 — Temps d’atteinte

(i) Lapplication x +— to(z) = inf{t > 0 : z(t) > a}, définie sur C = C(R4,R) et &
valeurs dans Ry U {oo}, est-elle continue ? Sinon, a-t-elle des points de continuité, et si
oui, lesquels ?

(ii) Soit (X™,n > 0) une suite de processus dans C. On suppose que X" converge en loi
vers X pour la topologie uniforme sur les compacts. On suppose également que X = 0
pour tout n. On note, pour a > 0,

T0 =t (X™), Ty =ta(X).

Discuter la convergence (ou non) de T)' vers T,. Discuter le cas particulier ou X
est le mouvement brownien standard (cette derniére question se traite mieux avec la
notion de propriété de Markov forte pour le mouvement brownien, voir le cours de calcul
stochastique).

Exercice 3 — Processus croissants
Soit X™ n > 0 et X des processus croissants, continus, de [0, 1] dans R.

Montrer que X" converge en loi vers X pour la topologie uniforme sur C si et seulement
si X™ converge vers X au sens des marginales de dimension finie.

Exercice 4 — Martingales continues et convergence

Dans 'exercice suivant, on supposera que ’espace de probabilités ambiant (£2, F,P) est
muni d’une filtration, c’est-a-dire d’une famille (F;, ¢ > 0) de tribus telle que Fy C F;
pour tout s < ¢t. Une martingale est une famille de variables aléatoires (X¢,¢ > 0) telle
que X; € L' pour tout t > 0, et telle que pour tout s < ¢,

E[X: | Fs] = Xs.

Soit (X™ n > 0) une suite de processus de C = C([0, 1], R), intégrables et adaptés par
rapport a des filtrations (F}"), c’est-a-dire que X7 est mesurable par rapport a F;* pour
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2 Convergence en loi des processus continus

tout ¢ > 0. On suppose que X" est une F"-martingale, et que X" converge en loi vers
X dans C.

(i) En supposant que X™ est uniformément bornée, sup,, | X"|lcc < C pour un C < oo
déterministe, montrer que (X;,0 < t < 1) est une (F;)-martingale ou F; = o(X;,0 <
s <t).

(ii) Méme question en supposant (X;',n > 0) uniformément intégrable pour tout t €
[0, 1].

Exercice 5 — C([0,1], E)? vs. C([0,1], E?)

Pour tout n > 0, on se donne deux processus X", Y™ dans 'espace C([0, 1], R), définis sur
un méme espace de probabilités (qui peut dépendre éventuellement de n). On suppose
que X" =5 X et Y” = Y en loi.

(i) Montrer que ((X™,Y™),n > 0) est une suite tendue dans C([0, 1], R)?.

(ii) On voit maintenant le couple (X™,Y™) comme un unique processus
b (XPYP), e,

dans C([0, 1], R?). Est-il vrai que la suite ((X™,Y™),n > 0) est tendue dans C([0, 1], R?) ?

(iii) On voit maintenant le couple (X", Y"™) comme une fonction (X™(s),Y

( ))s te O [0,1]
dans C([0, 1]2,R?). Est-il vrai que la suite ((X™,Y™),n > 0) est tendue dans C([0, 1

2, R?)?

Exercice 6 — Une autre preuve de I’existence du mouvement brownien
En utilisant les résultats de la section 2.7, donner une autre preuve du fait que la loi du
mouvement brownien standard W € M1 (C(R,,R%)) existe.

Exercice 7 — Théoréme de Donsker avec hypothése de moments
Soit (X1, Xa,...) une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées a valeurs dans R. On
suppose que E[X}] < oo, et on note o = Var (X7). On pose

Sn: Xk, HZO,

IV EM:

et Sy = (1 —{t})Sy + {t}S|+1,t

associée.

(i) Montrer qu’il existe C' € R telle que pour tout n > 0, on a E[|S,|*] < Cn?.

0 l'interpolation continue affine par morceaux

(ii) En déduire qu’il existe une constante C’ € R telle que pour tout s,t € Ry,
E[|Snt — Sns|!] < C'n?|t — 5] .

(iii) Montrer que (Spt/(o0y/n),t > 0) converge en loi dans C(R4,R) vers un mouvement
brownien standard.
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Exercice 8 — Autour du théoréeme de Donsker

Soit (&;,7 > 1) une suite de variables réelles i.i.d. centrées et de variance 1. On pose
So=0et S, =& +...+&, pour tout n > 1. Puis, on note Ag =0et A, =51+...+ 5,
pour tout n > 1. Les processus S, A sont interpolées linéairement entre leurs valeurs aux
entiers, et déterminent deux processus continus. Enfin, on note

(n) _ Snt (n) Ant
KAV A A

Montrer que (S, A™)) converge en loi dans C([0, 1], R)? vers une limite dont on précisera
la loi.

0<t<1.

Exercice 9 — Invariance par changement d’échelle du mouvement brow-
nien, propriété de Markov simple

En revenant & la définition du mouvement brownien par ses marginales de dimension fi-
nie, ou en utilisant le théoreme de Donsker, montrer que si (B, t > 0) est un mouvement
brownien standard dans R, alors pour tout A > 0, le processus

1
—~_By,t>0
<¢x” >

est aussi un mouvement brownien standard. Montrer également que pour tout ¢ > 0 fixé,
le processus
B®Y = (B, s — By, s > 0)

est un mouvement brownien standard, et que ce processus est indépendant du processus
(Bu,0 < wu <t) (propriété de Markov simple).
Ces résultats servent de fagon cruciale dans I’exercice suivant.

Exercice 10 — Un mouvement brownien peut en cacher un autre
Dans cet exercice, on notera (By, t > 0) un mouvement brownien standard & valeurs dans
R. On pose également, pour tout ¢ > 0,

a1
@F):%Bd, £>0.

(i) Montrer que la famille (6(°), ¢ > 0) de variables aléatoires & valeurs dans C(R,,R)
est uniformément tendue.

(i) On suppose que ¢ € (0, 1). Montrer ’égalité en loi

loi)

(Bey,0 <t <1—¢),89) 2 (VeB + B,0< t<1-¢), B),

ott A’ est un processus indépendant de 3, et de méme loi.
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2 Convergence en loi des processus continus

(iii) On se donne des réels positifs 0 < t; <te < ... <t <let0<t) <...<t), <1
Montrer la convergence en loi

c ¢)y (loi
(Btl"'"ﬁtk"gt('l)""’ﬁt(;c,)) j (ﬂtl?'"aﬁtkaﬁz/la"'aﬁzzl)a

avec les mémes notations que dans la question précédente. Montrer que cela reste vrai
sity =0out] =0.

(iv) En conclure, toujours avec les mémes notations, que (3, 3(9)) converge en loi dans
C(Ry,R)? vers (3, 8") lorsque ¢ — 0. Expliquer pourquoi ce résultat peut paraitre sur-
prenant.

(v) Que devient la question précédente, si cette fois I'on fait tendre ¢ — oo ?

Exercice 11 — Non-mesurabilité du caractére continu

(i) Sur ensemble E%! des fonctions de [0, 1] dans E, on place la tribu produit Bg[o’l},
c’est-a-dire la plus petite tribu rendant les applications de projection z +— z(t) mesu-
rables. De facon équivalente, c’est la tribu engendrée par les cylindres mesurables

H At7

te[0,1]

ou A; € Bg pour tout t € [0,1], et Card{t € [0,1] : A, # E} < oo. Justifier que
Be={CnA:Ae Bg[o’l]} est la restriction de la tribu produit a C.
(ii) Pour tout I C [0, 1], on note Bg(I) la plus petite tribu sur E! rendant mesurables
les applications 7’,t € I. On note 2 l'’ensemble des parties dénombrables de [0, 1].
Montrer que la réunion

U Be(1)

Ic2

est une tribu. Montrer que cette tribu coincide avec la tribu produit 82[071}.

(iii) En déduire que C n’est pas en général un élément de Bg[o’”.

Exercice 12 — Modele des vols aléatoires de Rayleigh

Ce probleme utilise quelques rudiments sur le processus de Poisson homogene, qui sont
exposés dans le chapitre suivant.

Partie I.

On considere un processus de Poisson standard (N (t),t > 0), de sorte que dN (t) est
une mesure de Poisson aléatoire d’intensité la mesure de Lebesgue sur R, et N(0) = 0.
On note Ty = 0 puis 77 < Ty < ... les instants de saut de N.

1. Montrer que I’'on a presque-siirement

N(t) — oo, = — 1.
t—o00 n n—oo

En déduire que TN(t)/N (t) converge presque-siurement vers 1 lorsque t — co.
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2. Montrer que T <t < Ty(y)41 pour tout ¢ > 0. En déduire que presque-sirement
on a N
t

t t—00

3. Pour € > 0 on note

N.(t) = eN (t> L t>o0.

e

Montrer que pour tout ¢ > 0, p.s. on a que N(t) converge vers t lorsque ¢ — 0. Puis
montrer que le processus (N¢(t),t > 0) converge p.s. vers 'identité uniformément sur les
compacts.

Partie II. Soit (X;,7 > 1) une suite de variables réelles indépendantes et de méme loi,
dans L?. On suppose que E[X;] = 0 et Var (X;) = 1. On pose

et (S(t),t > 0) est 'interpolation linéaire continue de (S(k),k > 0) définie par
St) =@ —t+[)S(e)) + ¢ = [t)S([t) +1),  ¢=0.

Pour tout n > 1 on note

Enfin, on fixe un nombre réel T' > 0.

1. Justifier que la suite des lois des variables aléatoires (supg<;<7 |Sn(t)|,n > 1) est
uniformément tendue.

2. Justifier que pour tout n > 0, on a

lim sup P sup |Sn(t) — Sp(s)| >n ] =0
=0 p>1 0<s,t<T+1,|t—s| <6

3. Pour tout € > 0 on pose (la notation N (t) est celle de la partie I)

N(t/e)

Yo(t) =ve ) Xi=ES(N(t/e)).
i=1
On se donne n > 1 et n > 0. Montrer que pour tout ¢ € (0,1), on a

N(t/e) _t‘ . 5)

n

P( sup [Yz(t) —Sn(t)| = 77) < P( sup

0<t<T 0<t<T

+P ((\/%— 1) sup [Sy(t)]

0<t<T+1

v
ECIES
N——

4P ( sup 1S (1) — Sn(s)] > Z) .

0<s,t<T+1,|t—s|<5
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(Remarquer d’abord que Y2(£)— S, (t) = (v/g—1)S, (N (t/)/n)+ Su(N (/) /n) = Su(0).)
0,

4. En posant n. = [¢7!], pour € €]0, 1], en déduire que

e—0 0<t<T

lim P ( sup |Yz(t) — Sn.(t)| > 77) =0.

5. Posons
R(t) = — N0y +NZ(3)X»
TN(t)+1 — TN(t) N(t)+1 g )

de sorte que R est l'interpolation linéaire continue de (S(N(¢)),t > 0) entre ses instants
de sauts. Finalement, posons

R.(t) = VeR(t/e), t>0.
Montrer que pour tout ¢ > 0, on a
| Re(t) = Ye(t)] < Vel X eyl

puis que pour tout n > 0, on a

1imP< sup Vel Xn (o)1 > 77) =0.

e—0 0<t<T
(Considérer les événements {N(T'/e) > (T +1)/e} et {max{|X;|: 1 <i < (T +1)/e} >
n/+/€}, puis justifier que P(|X1| > t) <t 2E[X{1)x, 5] = o(t™?).)
6. A l'aide des deux questions précédentes, montrer que le processus continu (R (t),t >

0) converge en loi lorsque ¢ — 0 vers un mouvement brownien réel standard, pour la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts.

Le processus (R(t),t > 0) est appelé processus de Rayleigh, on I'interpréte en imaginant
le vol d’un oiseau qui, au n-iéme instant de saut 7;, du processus de Poisson, choisit de
voler & vitesse constante X,,/(T,,+1 — T5,) jusqu’au prochain instant ou il change d’avis.
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3 Mesures aléatoires de Poisson

3 Mesures aléatoires de Poisson

L’objet de ce chapitre est de construire des mesures ponctuelles aléatoires, correspon-
dant a 'occurrence d’événements « rares et indépendants >. En quelque sorte, la mesure
qui gouverne ce genre de phénomenes est la mesure de Poisson, a travers le résultat bien
connu d’approximation Poisson-binémiale suivant : si X, est une variable aléatoire de
loi binémiale de parametres (n, p,) ou la suite (p,,) est telle que np,, converge vers A\ > 0
lorsque n — oo, alors X, converge en loi vers une variable aléatoire X de loi de Poisson
de parametre A :

_

P(X=n)=e n>0.

n!’
On notera P(A) cette loi. Si A = 0 il s’agit de la loi dg. Par convention, si A = oo on pose
P(00) = doo- Ceci est cohérent avec le fait que P(N), vue comme mesure sur Z, U {oo},
converge étroitement vers do, lorsque A — oo. Rappelons deux propriétés cruciales de la
loi de Poisson.

Proposition 3.1 La loi de Poisson vérifie la propriété de superposition suivante :
pour tout \, N € Ry U{oc0}, on a

PA) «PN)=PA+X).

Autrement dit, si X a pour loi P(\) et Y a pourloi P(N), et si X etY sont indépendantes,
alors X +Y a pour loi P(A+ X).

La loi de Poisson vérifie la propriété de raréfaction suivante : soit X une variable
aléatoire de loi P(X) avec A € Ry U {oo}. Indépendamment de X, soit &1,&, ... une
suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans un ensemble dénombrable I, et notons
P(& = i) = p; pour tout i € I. Alors les variables aléatoires

X
D Lg=iy, i€l
j=1

sont indépendantes, respectivement de loi P(Ap;),i € I.

Nous laissons au lecteur la démonstration de ces propriétés. On notera qu’elles sont
en quelque sorte réciproques I'une de lautre. Bien sir, les cas on A € {0,000} sont des
cas triviaux de cette proposition.

3.1 Définition et premieres propriétés des mesures aléatoires de Poisson

Soit (E, &) un espace mesurable. Soit E* I'ensemble des mesures atomiques o-finies
sur E de la forme ), ; 6;,, ot I est dénombrable.

On munit I'ensemble E* de la tribu produit £ = o(74, 4 € &), ot 74 (m) = m(A)
pour m € E*, et A € £. L’application 74 est bien une application de projection, analogue
aux projections ! du chapitre 2, si ’'on voit un élément de E* comme une fonction de &£
dans Z4 U {oo}. Ainsi, pour tout A € &, Papplication m — m(A) de E* dans Z, U {oo}
est mesurable par rapport a £*.
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Définition 3.1 Soit p une mesure positive, o-finie, sur (E,E). Une mesure aléatoire de
Poisson sur (E,E) d’intensité p est une variable aléatoire M a valeurs dans (E*,E*),
telle que si (Ag,k > 1) est une suite de parties disjointes de &, telles que pu(Ax) < oo
pour tout k > 1, on a que

1. les variables aléatoires M (Ay),k > 1 sont indépendantes, et
2. pour tout k > 1, la loi de M(Ay) est P(u(Ag)).-

Cette définition étant posée, il est naturel de se demander s’il existe une mesure de
Poisson M d’intensité p donnée sur (E, £), et si sa loi est unique. Nous allons commencer
par répondre a la seconde question.

Proposition 3.2 La loi d’une mesure aléatoire de Poisson d’intensité u sur (E,E) est
déterminée de facon unique par les propriétés 1. et 2. de la définition 3.1.

Preuve. Soit M est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité p, définie sur un es-
pace de probabilités (§2, F,P). Nous constatons d’abord que les propriétés 1. et 2. de la
définition restent valables pour Ay, ..., Ay deux-a-deux disjoints mais plus nécessairement
tels que u(Ag) < oo, la variable M (Ay) étant de loi 0o si p(Ag) = oo. Pour le voir,
remarquons que si A € & est tel que u(A) = oo, alors on peut partitionner A en sous-
ensembles A(,),n > 1 tels que pu(A(,)) < oo. Par la définition 3.1, les variables aléatoires
M(A()),;n > 1 sont indépendantes de loi respectives P(u(A(y))), et leur somme est
donc p.s. infinie puisque >, <, 1(A(,)) = oo et par des propriétés évidentes de la loi de
Poisson. On en déduit que

k
P(M (A1) = i1, ..., M(Ay) = i) = H pa) AT )ﬂw Ai)<oo) (10)

pour tout Ay, ..., Ax € £ deux-a-deux disjoints et i1,...,ix € Zy.
On remarque ensuite que les événements de la forme

{m e E* :m(By) € Cy,...,m(Bg) € C},

ou Bi,...,Br € £ et C,...,Cf sont des parties de Z, forment un mw-systeme A qui
engendre la tribu £*. Par ailleurs, notons que de tels événements peuvent se réécrire
comme réunion disjointe des événements {m € E* : m(By) = i1,...,m(By) = iy} avec
i1 € C4,... i € Cg. Si maintenant o € {0, 1}*, notons
Ba = m BJ \ U BJ )
Jia;=1 Jia;=0

de sorte que les ensembles (B, o € {0,1}F) sont deux-a-deux disjoints, et les ensembles
non vides parmi les { B, : @j = 1} forment une partition de B;. De ce fait, on peut écrire
{m € E* :m(By) =1i1,...,m(By) =i} comme la réunion disjointe

U  {meE :m(Ba) =iaae{0,1}},

ZQ:Za:ajZI ta="1j
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et les ensembles qui apparaissent dans la derniere union sont tels que les B, sont deux-
a~-deux disjoints.

Nous avons donc montré que les éléments du 7-systeme A sont des réunions disjointes
d’événements de la forme {m € E* : m(A41) = i1,...,m(Ag) = ix} oules A;,1 <i <k
sont dans £ et deux-a-deux disjoints. Comme la probabilité que M appartienne a un tel
événement est donnée par (10), on déduit que pour tout A € A, la probabilité P(M € A)
est entierement déterminée par les propriétés 1. et 2. de la définition 3.1. Comme A est
un m-systeme qui engendre la tribu £*, on en déduit que la loi de M est elle-méme
uniquement déterminée. O

Nous nous tournons maintenant vers le probleme de 1’existence.

Proposition 3.3 Pour toute mesure p positive o-finie sur (E,E), il existe une mesure
aléatoire de Poisson d’intensité p.

Preuve. La démonstration consiste a donner une construction explicite d’une mesure
de Poisson. On partage la preuve en deux cas.

Cas ou u(E) < oco. Sur un certain espace de probabilités (€2, F,P), soit N une variable
aléatoire de Poisson de parametre u(E), et Xi, Xo,... une suite de variables aléatoires
indépendantes, et indépendantes de N, de loi commune p/p(E). Posons M = Zfi 10x;-
Alors M est une variable aléatoire dans (E*,E*).

Nous affirmons alors que M est une mesure de Poisson d’intensité u sur (E,€). En
effet, si Aq,..., Ay sont dans £ et deux-a-deux disjoints, posons §; = i si X; € A;. Les
variables (£;,j > 1) sont alors indépendantes, indépendantes de N, et a valeurs dans
{1,...,k}, avec P(&§; = i) = pu(A;)/p(E). Par la propriété de raréfaction énoncée a la
proposition 3.1, les variables aléatoires M (A;),1 < i < k sont indépendantes, de lois
respectives P(u(E)u(A;)/pn(E)),1 < j < k. Donc M est bien une mesure aléatoire de
Poisson d’intensité pu.

Cas ou u(FE) = co. Comme p est o-finie, on peut trouver une partition de E par des
ensembles mesurables E,,n > 1, et tous de mesure pu(F,) finie. Par le cas précédent,
on peut alors se donner une famille de mesures de Poisson indépendantes M, sur E
d’intensités respectives finies (- N E,,), pour n > 1. Nous afirmons alors que la mesure

M:ZMn

n>1

est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité p. En effet, constatons tout d’abord
que M,(E \ E,) = 0 p.s. puisque sa loi est P(0). Si maintenant Ai, ..., Ax sont dans
& et sont deux-a-deux disjoints, alors les ensembles (4; N E,,1 < i < k,n > 1) sont
également dans £ et deux-a-deux disjoints. Comme M,, est une mesure aléatoire de
Poisson d’intensité p(- N Ey,), les variables aléatoires M, (A4;) = My, (A;NE,),1 <i<k
sont donc indépendantes, respectivement de loi P(u(A; N Ey,)), et comme les mesures
M,,,n > 1 sont indépendantes, on en déduit que les variables aléatoires M, (A4;),1 <i <
k,m > 1 sont indépendantes. Finalement, la propriété de conservation de I'indépendance
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par regroupement par paquets, groupée avec le propriété de superposition de la loi de
Poisson énoncée en proposition 3.1, implique que les variables

M(Ai):ZMn(Ai)a 1<i<k

n>1

sont indépendantes et respectivement de loi P(,~; u(Ai N Ey)) = P(u(A;)). Ceci
montre que M est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité p, comme voulu. ([

En utilisant la construction de la preuve précédente, ainsi que l'unicité en loi d’une
mesure de Poisson d’intensité donnée, nous obtenons une propriété tres utile des mesures
de Poisson.

Proposition 3.4 Soit M une mesure aléatoire de Poisson sur E d’intensité u, et soit

A € & tel que p(A) < oo. Alors M(A) a pour loi P(u(A)), et sachant M(A) = k,

la restriction M|y a méme loi que Zle dx,, ou (X1,Xo,...,Xk) sont des variables
aléatoires indépendantes de loi pu(-|A) = u(- N A)/u(A).

De plus, si A1,..., A, € € sont disjoints, alors les restriction M|a,,1 < i < k sont
indépendantes.

Enfin, toute mesure aléatoire de Poisson peut s’écrire sous la forme
M(dw) = by, (dz),
i€l
ot I est un ensemble d’indices fini ou dénombrable, et les x;,i € I sont des variables
aléatoires a valeurs dans E.

3.2 Fonctionnelle de Laplace d’'une mesure aléatoire de Poisson

La formule de la fonctionnelle de Laplace (parfois appelée formule de Campbell, par
exemple dans [3]) donne une caractérisation extrémement utile des mesures aléatoires
de Poisson. Pour pouvoir I’énoncer, nous devons faire une remarque préliminaire sur
Iintégrale d’une fonction par rapport a une mesure de Poisson. Par défaut, dans toute
la suite, les mesures considérées sur l'espace (E, £) seront supposées o-finies, mais nous
omettrons de le mentionner.

Lemme 3.1 Soit M une variable aléatoire a valeurs dans (E*,E*). Alors, pour toute
fonction mesurable f : E — Ry, la quantité

M(f) = /E f(2)M(dz)

définit une variable aléatoire.
Si M est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité p sur (E,E), alors

E[M(f)] = u(f)-

De plus, pour tout f € L*(E, &, 1), on a que f € LY(E,E, M) presque siirement, et M (f)
est une variable aléatoire d’espérance u(f).
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Preuve. Si la fonction f est de la forme f = 14 avec A € &, alors M(f) = M(A) =
740 M est une variable aléatoire par définition de la tribu £*. Donc ceci reste valable pour
toute fonction f étagée, par linéarité. Si f est maintenant mesurable positive quelconque,
soit f, une suite croissante de fonctions étagées convergeant vers f ponctuellement. Alors
par convergence monotone M ( f,,) converge vers M(f), qui est donc une variable aléatoire
(comme limite de variables aléatoires).

Si maintenant M est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité p alors si f = 14 on
a que M (A) a pour loi P(u(A)) par définition, et son espérance est bien pu(A) = u(f). De
plus, par convergence monotone, on obtient que E[M(f)] = u(f) en passant a la limite
dans E[M(f,)] = u(fn). Enfin, si f € LY(E,&, ), on a E[M(|f])] = u(|f]) < oo, d'ott
I'on conclut que f € LY(E, &, M) presque surement. Donc M (f) = M(f) — M(f_) est
une variable aléatoire d’espérance u(f1) — pu(f-) = p(f). Ceci conclut la preuve. O

Remarques. 1. Si M est une variable aléatoire a valeurs dans (E*,£*), on définit une
mesure m sur (E, &) par la formule m(A) = E[M(A)]. Cette mesure s’appelle mesure
d’intensité de M. On voit qu’avec cette définition, la mesure d’intensité d’une mesure
aléatoire de Poisson d’intensité p est...la mesure pu, et la terminologie est cohérente.
L’énoncé précédent reste alors vrai si 'on remplace p par m dans 1’énoncé.

2. Remarquons que I’argument de limite monotone donné dans la preuve montre que
pour tout f : E — R mesurable positive, ou dans L!(E, &, 1), la variable aléatoire M (f)
est mesurable par rapport a la tribu o(M). En particulier, si M est une mesure aléatoire
de Poisson et Ay, Ag, ..., Ay sont des ensembles de £ disjoints, les familles {M|4,(f) :
f:+ E — R.} sont indépendantes, puisque les mesures aléatoires M|4,,1 < i < k sont
indépendantes, par la proposition 3.4.

Nous énoncons maintenant la formule de la fonctionnelle de Laplace d’une mesure
aléatoire de Poisson.

Proposition 3.5 Soit M une mesure aléatoire de Poisson d’intensité p sur (E,E).
Alors pour toute fonction f: E — Ry mesurable, on a

Blesp(-M(1)] = exp (- [ w(an)(1 - exp(-7))

De plus, si f : E — R est dans L'(E,E, 1), alors

Blexp (1) = exp [ utdo)explif(a) - 1)

Preuve. On peut montrer cette proposition en commencant par le cas des fonctions
étagées et par limite monotone, un peu comme pour le lemme 3.1, ce que nous laissons
comme exercice au lecteur (voir aussi la preuve de le proposition 3.6 ci-dessous).

On peut également raisonner de la facon suivante. Supposons dans un premier temps
que f est mesurable et positive. Soit {E,,n > 1} une partition mesurable de E telle
que p(Ey,) < oo pour tout n > 1. Le nombre N, = M (E,) d’atomes de M appartement
a E, a pour loi P(u(Ey)), et par la proposition 3.4, conditionnellement & N,, = k, on
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peut supposer que ces atomes sont donnés par k variables aléatoires indépendantes de
loi (- | Ey). De ce fait,

exp(— = 3 e~ (En)'u(E”)k p(dz) e~ (@) ’
Flent-Mre] = e () )

= e (= [ a1 o))

Comme les variables M (f1lg,) = M|g,(f) sont indépendantes (voir la remarque apres
la preuve du lemme 3.1), on peut prendre le produit sur n et obtenir le résultat voulu
puisque Y -, 1g, = 1 et par convergence monotone.

Dans le cas ot f € LY(E, &, 1), on raisonne de facon similaire, en établissant le formule
pour le fonction f1g, au lieu de f. Cette partie du raisonnement se traite exactement de
la méme fagon. Pour conclure, nous devons montrer que [ A, p(dz) (e ®) — 1) converge
vers [, p(dz) (e ®) — 1), on A, = EyU---U E,. Mais |l/®) — 1| < |f(z)], et la fonc-
tion dominante est intégrable par rapport a u. On applique cette fois le théoreme de
convergence dominée, qui donne le résultat. O

Remarquons que, quitte & remplacer f par af dans 'une des deux formules (avec
a > 0 pour la premiére), puis en dérivant par rapport a a et en faisant tendre a vers 0,
on réobtient la formule du premier moment

EWUHzéﬂ@Mm%

valable pour f mesurable positive, ou pour f € L'(E, &, ). Si I'on dérive une seconde
fois avant de faire tendre a vers 0, on obtient la formule du second moment :

Wﬂﬂﬁzéﬂ@%@m

valable pour toute fonction f : £ — R mesurable.
Nous faisons maintenant une remarque facile mais importante.

Proposition 3.6 Si M est une variable aléatoire a valeurs dans (E*,E*) qui vérifie la
premiére formule de la proposition 3.5 (pour toute fonction f mesurable positive), alors
M est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité u.

Preuve. En prenant f de la forme Zle Aila,, ol les \; sont des réels positifs et les A;
sont des ensembles dans £ deux-a-deux disjoints, et de u-mesure finie. La formule donne

k k
exp <— > /\Z»M(Ai)> =[[exp (—M(A,»)(l _ e_>‘i)> .
=1 =1

On reconnait a droite le produit des transformées de Laplace (évaluées en \; respective-
ment) de variables aléatoires de loi de Poisson de parametres p(A;) respectifs. D’ou le
résultat. O

E
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3.3 Propriétés de stabilité des mesures aléatoires de Poisson

Soit p une mesure o-finie sur un espace mesurable (E, ). On se propose de montrer
quelques propriétés de stabilité des mesures de Poisson.

Soit M une mesure de Poisson d’intensité p. Soit (F,F) une autre espace
mesurable, et f : F — F une fonction mesurable. Alors 'image f.M de M par f est
une mesure de Poisson d’intensité f,p.

Preuve. On a f, M(A) = M(f~1(A)). Si les ensembles Ay, ..., Ay sont dans F et deux-

a-deux disjoints, alors f=1(A1),..., f~1(Ax) sont dans £ et deux-a-deux disjoints, de
plus, f*u(A;) = u(f~1(A;)) par définition. Donc le résultat est évident par définition
d’une mesure de Poisson. O

’ SUPERPOSITION \ Soit 1/ une autre mesure o-finie sur (E, &), et M, M’ deux mesures de
Poisson d’intensités respectives u, /. On suppose M, M’ indépendantes. Alors M + M’
est une mesure de Poisson d’intensité p + p'.

Preuve. Soit f : E — R mesurable. Alors en utilisant I'indépendance et en appliquant
la formule de la fonctionnelle de Laplace,

Elexp(—(M + M')(f))] = Elexp(—M(f))]E[exp(—M'(f))]

= exp </E p(dz)(1 — eﬂw)))
<o ([ tana - )

= wp(ém+uﬂmﬂl—5ﬂ”07

et ’on conclut par la proposition 3.6. ([l

’RESTRICTION\ Soit Ai, Ao, ..., A dans &, deux-a-deux disjoints. Alors les mesures
Mila,,...,M|4, sont des mesures aléatoires de Poisson indépendantes d’intensités res-
pectives pu(-NA;),1 <i<k.

Preuve. Nous ’avons vue en proposition 3.4.

W Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires , et N une variable
aléatoire a valeurs dans NU {oo}, telles que M = >, 0x, est une mesure de Poisson
d’intensité p. On se donne une autre suite (Y,,n > 1) de variables aléatoires, que 1’'on
suppose i.i.d. de loi y/ sur un espace (F,F), et indépendante de o(N) V o(X,,,n > 0).
Alors la mesure M’ = 7, ;- n d(x,y;) est une mesure de Poisson sur (E x F,& ® F),
d’intensité p @ p'.

70



3 Mesures aléatoires de Poisson

Preuve. Soit f: E x F' — R, mesurable. On calcule

Elexp(—M'(f))| N, X1, X2,..] = Elexp |~ Y f(Xn,Yo) | [N X1, Xo,...
1<i<N

- / 1 (dy) exp(—f(Xn, y))
F

=1 N
= exp <—;—log/F#(dy) eXp(—f(Xn,y))>
= exp(—M(F)),

ot F(z) = —log [, 1/ (dy) exp(—f(x,y)) est une fonction mesurable positive. On prend
I’espérance et on applique la formule de la fonctionnelle de Laplace pour trouver

exo (= [Laute) (1= [ tan exoisio. ) )

— o (- [ aute)n ) (1 - expl—fa))

Efexp(—M'(f))]

d’ou le résultat. O

RAREFACTION‘ Soit (Xp,n > 1) une suite de variables aléatoires , et N une variable
aléatoire & valeurs dans NU {oo}, telles que M = ), _, .y 0x, est une mesure de Poisson
d’intensité p, et (Y;,7 > 1) une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli de
parametre p € [0, 1], indépendante de o(N) V o(X,,n > 0). Alors les mesures aléatoires

M= > ix, M= > i

1<i<N,Y;=1 1<i<N,Y;=0

sont deux mesures de Poisson indépendantes d’intensités pu et (1 — p)u respectivement.

La preuve est laissée en exercice : on pensera a appliquer les propriétés de marquage
et de restriction ci-dessus.

3.4 Processus de Poisson ponctuels

Montrons maintenant comment on peut utiliser les mesures aléatoires de Poisson pour
définir certains processus stochastiques. Soit (E, £) un espace mesurable, et 1 une mesure
o-finie sur (F, £). Considérons la mesure produit p'(dtdz) = dt ® p(dx) sur Ry x E, ou
dt est la mesure de Lebesgue sur (R4, B(R;)). Autrement dit, x/ est I'unique mesure
telle que p/([0,¢] x A) = tu(A) for t > 0 and A € €.

Définition 3.2 Une mesure aléatoire de Poisson M (dtdz) d’intensité pn de la forme
ci-dessus est appelée un processus de Poisson ponctuel d’intensité p.
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Pour justifier cette dénomination, réécrivons M sous la forme » 7, ; 3, 2,), out I est un
ensemble d’indice dénombrable (I est toujours infini puisque y’ est une mesure infinie
— sauf cas trivial ou g = 0). On pose alors

x, = ) i s’il existe ¢ € I tel que t; =t
71t sinon,

ou } est un point-cimetiére, qui n’appartient pas a F (on voit alors g comme une mesure
sur EU{T} telle que u({T}) = 0), ou tout autre point de E qui n’est pas un atome de p,
fixé par convention. Remarquons que cette définition est bien posée, en vertu du lemme
suivant, qui implique que p.s., on ne peut pas trouver de temps t > 0 pour lequel il
existerait deux indices i # j de I avec t; = t;.

Lemme 3.2 Presque stirement, pour tout t > 0, on a que M({t} x E) € {0,1}.

Preuve. Soit {E,,n > 1} une partition mesurable de E telle que u(E,) < oo pour tout
n > 1. Alors les ensembles {[k, k+1[xE,, k > 0,n > 1} forment une partition de Ry x E
en ensembles mesurables de p/-mesures finies, puisque

:U’,([kv k+ 1[XEn) = M(En) :

Par la proposition 3.4, les quantités Ny, = M ([k,k + 1[x E,) sont toutes finies p.s., et
conditionnellement a ces variables, les atomes de M| y41[xE, Peuvent étre vus comme
Ny, variables aléatoires i.i.d. de loi g/ ‘[k,k +1[xE,» indépendantes lorsque n, k varie. La
premiere composante de ces variables est donc uniforme sur [k, k+1[, et donc I’événement
qu’il existe deux de ces variables (pour le méme indice n ou pour deux indices différents)
ayant la méme premiere composante est de probabilité nulle. Ceci implique le lemme. [J

C’est la famille de variables aléatoires (e;, ¢ > 0) qui est le plus souvent appelée
processus de Poisson ponctuel d’intensité p. Il convient de prendre garde au fait que ce
genre de processus est tres différent de ceux que nous avons considérés au chapitre 2. Ils
ne sont évidemment pas continus, mais pire, le processus constant égal a t est toujours
une modification de (e;, ¢ > 0)! En effet, a ¢ fixé, comme p/({t} x E) = 0, la probabilité
que e; # t est nulle... Ainsi, les temps ¢ tels que e; # T forment un ensemble de temps
< exceptionels ». Ceci montre aussi que la tribu produit n’est pas la bonne notion pour
comprendre le processus (e;,t > 0) : le < bon > objet est la mesure aléatoire de Poisson
M sous-jacente.

Nous allons maintenant utiliser les mesures ponctuelles de Poisson pour construire de
nouveaux processus. Rappelons une définition déja rencontrée dans l'introduction.

Définition 3.3 On dit que la famille (X¢,t > 0) de variables aléatoires indexées par le
parameétre t € Ry est un processus de Lévy si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
- Xo=0 p.s.,
— presque-sturement, la fonction t — Xy est continue a droite et admet des limites a
gauche en tout point,
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— pour tout 0 = to < t; < ... < tg, les variables (X3, — Xt, ,,1 < i < k) sont
indépendantes, respectivement de méme loi que Xy, ¢, .

Proposition 3.7 Soit M (dtdx) un processus ponctuel de Poisson sur d’intensité u sur
un espace mesurable (E,E). Si f € L*(E,E, ), alors le processus

N/ :/ flx)M(ds,dz), t>0,
[0,t]xE
est un processus de Lévy. De plus, le processus
= [ @) —t [ f@ue)., o0
[0,t]xE E

est une martingale par rapport a la filtration (Fy), ot Fy = o(M|jgqxg),t > 0.
Si de plus f € L*(E, &, 1), le processus

AV )2 x
(M) t/Ef()u(d )

est une martingale par rapport a la filtration (Fy).

Preuve. Le caractere cadlag du processus N7 provient directement de sa définition, et
du fait que Papplication (¢,z) — f(z) est dans L'(Ry x E,Br, ® &, M|jo,r)xE) pour
tout 7 > 0 fini fixé, ce qui vient de I'hypothese f € L'(E,E, u) et du lemme 3.1. On
conclut par théoréme de convergence dominée que N est continu & droite et admet les
limites a gauche

N/ = / f(x)M(dsdz) .
[0,t[xE

Ensuite, si 0 < s < t, alors Ntf —N{ = f(s,t]xE f(z)M(du,dz). De plus, par un argument
d’invariance par translation évident, la mesure M (du,dr)l,e)s,y @ la méme loi que
I'image de M (du, dx)1,e)0,—s)y Par I'application (u,x) = (s+u,z) de Ry x £ dans lui-
méme. Cette mesure est de plus indépendante de M (du,dx)1,e[o,4) Par la proposition
3.4. De ce fait, N7 a des accroissements indépendants et stationnaires. Le fait que M/
soit une martingale est une conséquence immédiate de la formule du premier moment,
et du fait que Ntf — N, Sf est indépendant de Fs. La derniere partie de ’énoncé vient de
ce que
(Mf)? = (M) = ©f + M) = (f — Mf)? 20 af — f) + ()

Si ’on prend ’espérance conditionnelle sachant F;, la seconde partie disparait par le fait
que Mtf - M sf est indépendant de F; et de moyenne nulle, tandis que la premiere partie
contribue d'un terme (t —s) [, f(z)?p(dz) par la méme propriété d’indépendance et par
la formule du second moment. O
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Sil’on représente M (dtdx) sous la forme d’un processus, (e, ¢t > 0), de la fagon décrite
plus haut, alors le processus N/ admet la représentation alternative

N =3 fle), t>o0,
0<s<t

ou par convention f(9) = 0, de sorte que la somme est en fait dénombrable. Souvent on

note cette somme
N/ =37 fles)
0<s<t

pour insister sur le fait que N({ = 0, ce qui vient du fait que p.s. g = 0, ou encore,
M({0} x E) =0.

3.4.1 Exemple : le processus de Poisson homogeéne

Soit X1, Xo,... une suite de variables aléatoires exponentielles de parametre 6 > 0.
On définit 0=Tp <11 <...par T, = X1+ ...+ X,. Soit

oo
N = Z Lir, <t} » t>0,
n=1
le processus cadlag qui compte le nombre de temps 7T;, qui sont plus petits que t. Le
processus (Nf ,t > 0) est appelé processus de Poisson homogene de parametre 6. Ce
processus est en effet naturellement décrit en termes de mesures de Poisson.

Proposition 3.8 Soit 6 > 0, et soit M une mesure aléatoire de Poisson d’intensité 0dt
sur Ry. Alors le processus
M([0,t), t=0

est un processus de Poisson homogene d’intensité 0.

Nous donnons une idée de preuve, laissant les détails en exercice au lecteur. Tout
d’abord, avec la définition de N?, on montre que ce dernier processus est & accroissements
indépendants et stationnaires, et ont des lois de Poisson, ce qui peut se faire directement
par un calcul de la loi jointe des accroissements de NY. On en déduit que la mesure de
Stieltjes dN? est une mesure de Poisson d’intensité #dt sur R, ce qui est une autre
fagon d’écrire la proposition 3.8.

3.4.2 Exemple : processus de Poisson composés

Une extension naturelle du processus de Poisson homogene est donnée par la construc-
tion suivante.

Définition 3.4 Soit v une mesure positive finie sur R ou R%. Un processus de Poisson
d’intensité v est un processus de la forme

N”:/ xM(ds,dx), t>0,
[0,t] xR

ot M est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité dt ® v(dz).
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Si l'on représente la mesure M par un processus (e;, ¢t > 0) comme au début de la
section, alors on a

On remarquera que dans cette situation, p.s., pour tout 7' > 0, le nombre #{s € [0,7T7] :
es # 0} est fini. C’est ce qui fait que cette somme est toujours bien définie, méme si la
fonction x + || n’est pas dans L'(R?, Bga,v).

On peut donner la représentation alternative suivante de ces processus. Pour éviter les
trivialités, on suppose que v est non nulle. Soit N? un processus de Poisson homogene
de parametre @ = v(R?), et dont les temps de saut sont donnés par 0 < T} < Tp < ... —
de sorte que ), - 07, est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité 6dt sur R.. Soit
également Y7, Ys, ... une suite de variables aléatoires i.i.d., indépendante de N et de loi
commune v/6. Alors, le processus

Z Ynl{Tngt} ) t> 07

n>1

est un processus de Poisson composé d’intensité v.

Ce résultat provient de la propriété de marquage des mesures aléatoires de Pois-
son, mentionnée en section 3.3, et qui implique, avec les notations ci-dessus, M’ =
> ic19(1y,y;) est une mesure de Poisson aléatoire d’intensité 0dt @ v/ = dt @ v.

Nous désignons la loi de N{ par PC(v), et on I'appelle loi de Poisson composée d’in-
tensité v. On peut I’écrire sous la forme

n

. —v Rd V*
PC(V)—Z@ ( )F,

n>0

ou v*" est la convolée n-ieme de v avec elle-méme. La fonction caractéristique de PC(v)
est donnée par

dpc() (1) = exp(—v(RY) (1 = ¢,/ ra) (1)),
ou ¢, /,(rae) est la fonction caractéristique de v /v(R%). On peut encore ’écrire

drcn) =exp [ v(d) (exp(iu-a) 1) )

ce qui est le premier avatar de la formule de Lévy-Khintchine, qui est le premier objet
d’étude du chapitre suivant.

3.5 Exercices pour le chapitre 3

Exercice 1 — Une application de la stabilité des mesures de Poisson

Soit 0 > 0et ... < T o< T 1 <Ty<T) <Th < ...les atomes d'une mesure de
Poisson sur R, d’intensité #dt. On peut par exemple poser Ty le premier atome positif
de cette mesure, ce qui détermine la numérotation des autres atomes de fagon unique.
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On se donne une suite (Y,,n € Z) ii.d. de variables aléatoires réelles, indépendante
de la mesure de Poisson. Montrer que ), 07, +v, est encore une mesure de Poisson
d’intensité 6dt.

Exercice 2 — Caractérisation du processus de Poisson

Soit (N¢,t > 0) un processus a accroissements indépendants et stationnaires, croissant,
continu a droite, a valeurs entieres, vérifiant Ny = 0 et effectuant uniquement des sauts
d’amplitude 1. Montrer que le premier saut de IV a une loi exponentielle, et en appliquant
la propriété de Markov forte (qu’on justifiera) en déduire que N est un processus de
Poisson.

Exercice 3 — Le diable est dans les détails
Compléter la preuve de la proposition 3.8.

Exercice 4 — Calculs sur le processus de Poisson
Vérifier que si N est un processus de Poisson d’intensité 6, alors (N; — 0t,t > 0) et
((Ny — 0t)2 — 0t,t > 0) sont des martingales.

Exercice 5 — Ameélioration de la stabilité par marquage
Un noyau markovien entre deux espaces mesurés (F, E) et (F, F) est une application K
de E x F dans [0, 1] telle que

— pour tout x € E, l'application A — K(x, A) est une mesure de probabilités sur

(F.F)

— pour tout A € F, lapplication x — K (z, A) est mesurable de (F, ) dans [0, 1].
Si p est une mesure o-finie sur (E, &), et si K est un noyau markovien entre (E, &) et
(F, F), montrer qu'il existe une unique mesure o-finie u x K sur (E x F, £ ® F) telle que

,uxK(AxB):/u(dx)K(:c,B), Ae& BeF.
A

Soit (X,,,n > 0) une suite de variables aléatoires & valeurs dans E, et N une variable
aléatoire & valeurs dans Z; U {oo}, telles que SN 4, est une mesure de Poisson
d’intensité p sur E. Soit (Y,,,n > 1) une suite de variables aléatoires a valeurs dans F'
telle que conditionnellement & (X,,,n > 1), les variables (Y;,,n > 1) sont indépendantes
et de lois respectives K (X, ). Montrer que

N

D 0y

n=1

est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité pu x K.
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Exercice 6 — Temps de saut d’un processus de Poisson ponctuel
Soit p une mesure o-finie sur un espace mesurable (E,£), et (X, ¢ > 0) un processus de
Poisson d’intensité . On note 7 = {t > 0: X; # t}. Montrer que p.s. tous les points de
T sont isolés si p(E) < oo, et que p.s. T est dénombrable dense si y(E) = oco.

Exercice 7 — Mesure de Poisson dans une bande
Soit M une mesure de Poisson dans [0, 1]x]0, oo, d’intensité
dx
I/(dtdl') = dtﬂ{ogtﬁl}ﬁﬂ{l‘>0}

(i) Montrer que p.s. cette mesure est de masse infinie.
(ii) On note ((T},, Xpn),n > 1) les atomes de M, et on pose par récurrence
my =sup{Xp,n =21}, mpp =sup{Xp :n =21, X, <my}.
Montrer que ceci définit bien p.s. une suite strictement décroissante, et que pour tout
k > 1 il existe un unique N}, tel que Xy, = my.
(iii) Calculer la loi de m;.

(iv) Montrer que M’ = 7, 6m
I'intensité.

, est une mesure de Poisson, dont on déterminera

(v) Trouver une fonction f :]0,00[—]0, oo bijective décroissante telle que D~ 6 f(m,)
est une mesure de Poisson d’intensité d¢1;>0y. On utilisera la stabilité par image.

(vi) En se ramenant par la question précédente au cas du processus de Poisson standard,
montrer que conditionnellement & mq, la mesure M’ — 4,,, est encore une mesure de
Poisson, dont on déterminera 'intensité.

Exercice 8 — La percolation Poissonnienne
Soit M une mesure de Poisson dans R¢ d’intensité la mesure de Lebesgue. On note
M =3, -, 0x,. Soit une suite (R,,n > 1) de variables aléatoires i.i.d. indépendante
de M, & valeurs dans ]0,00[. On pose B, la boule de centre X,, et de rayon R,. Ces
dernieres couvrent le sous-ensemble aléatoire A = J,~, By, de RY, dont on veut étudier
quelques propriétés. -

(i) Soit = € RY. Déterminer la loi du nombre de boules qui recouvrent x, donné par
N(z)=Card{n>1:2 € B,}.

On pourra se ramener au cas x = 0, puis utiliser la propriété de stabilité des mesures de

Poisson par marquage.

(ii) A partir de maintenant, on suppose que E[(R1)% = co. Montrer que pour tout z,
on a que € A presque-sirement. Déduire que A est partout dense dans R? presque-
stirement.
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(iii) En considérant les variables aléatoires (R, — 1)T, et en utilisant la propriété de
raréfaction, déduire que A = R p.s.

Exercice 9 — Autoroutes et mesures de Poisson
On considere une autoroute, assimilée a la droite réelle R. Soit p une loi de probabilités
sur R, telle que vy, = [ [v|p(dv) < co. Soit également A > 0.

On considére une mesure de Poisson d’intensité Adzx ® p(dv) sur R x R, que l'on écrit
M=% 5( X,y (@), et on U'interpréte ainsi : chaque atome correspond & une voiture, de
position X @ et de vitesse V() & I'instant ¢ = 0. Ainsi, & U'instant ¢ = 0, les voitures sont
réparties comme les instants de saut d’un processus de Poisson standard d’intensité A,
et leurs vitesses sont i.i.d. de loi u. Les vitesses négatives sont autorisées, correspondant
a un sens de circulation double. 4

On suppose les vitesses des voitures constantes au cours du temps, et on note Xt(l) =
X® 4 ¢V la position au temps t € R de la voiture étiquetée i € I.

(1) Montrer que pour tout t € R, la mesure M; a méme loi que M, ou

My = Z 6(Xt(i)7v<i))'
el

(2) Soit T le temps auquel la voiture i traverse lorigine : X;(pi()i) = 0. Montrer que

> S v

i€l
est une mesure de Poisson d’intensité v, Adx ® i(dv), ou u(dv) = |v|u(dv)/vm,.

(3) Pour d > 0 et ¢t > 0 fixés, on considere I’événement A suivant
Agr = {Vs € [0,t], Ms([0,d] x R) = 0} .

11 s’agit donc de 1’événement selon lequel le segment de route [0, d] est vide pendant tout
I'intervalle de temps [0, ¢].

(i) Montrer que Ag; = AN A~ N AT, on
2 = {ur(f.0) o e o) <o},
AT = {M({(x,v):x<0,m+tv20}):0},
AT = {M({(x,v)::z>d,a:+tv§d}):0}.

(ii) Calculer P(Agy), et déterminer la loi de Cy = inf{t > 0 : M,([0,d] x R) # 0}.
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Exercice 10 — Isolation d’un atome en 0
On note M l'espace des mesures finies sur [—1, 1], muni de la topologie étroite.
On considere deux mesures de Poisson indépendantes sur [—1, 1], d’intensité la mesure

de Lebesgue sur [—1,1], notées M, M’. Pour n > 1, on note M, la restriction de M’ &
[—1/n,1/n], et M, la restriction de M a [-1,1]\ [-1/n, 1/n].

1. Justifier que M a méme loi que M,, + M, pour tout n > 1.

2. Montrer que lorsque n — oo, presque stirement, la mesure M,, converge vers M dans

M.
3. Montrer que

11 11
PO o a) > (=52 =) =0
n n n n n—00
et que sachant {M] ([-1/n,1/n]) > 1}, la mesure M), est avec probabilité tendant vers
1 une mesure ponctuelle ayant un unique atome en un point de [—1/n,1/n]. Déduire
que, sous le méme conditionnement, M, converge en probabilité vers dy dans M lorsque

n — oo (on admettra qu’on peut munir M d’une distance d telle que d(dg,d,) < |z|
pour tout z € R).

4. En déduire que la mesure M, considérée sous P(-| M([-1/n,1/n]) > 1), converge en
loi lorsque n — oo vers M + &g, pour la topologie de M.

L’exercice qui vient est une sorte de justification générale du résultat de l'exercice
précédent. On rappelle d’abord une version fonctionnelle du théoreme de la classe mo-
notone.

Théoréme 3.1 Soit X un ensemble, et A un ensemble de fonctions X — R bornées,
stable par multiplication.

Soit également H un espace vectoriel de fonctions X — R bornées, contenant A et les
fonctions constantes, et stable par convergence monotone bornée : si f est bornée et si
(fn,n > 1) est une suite croissante de fonctions de H convergeant simplement vers f,
alors f € H.

Alors, H contient toutes les fonctions o(A)-mesurables bornées.

Exercice 11 — Formule de Palm

(i) On consideére I'algebre A engendrée par les fonctions de la forme m € E* — e=™(f),
avec f une fonction mesurable positive bornée sur F. A Tl'aide du théoréme de Stone-
Weierstrass, montrer que pour tout A € £ et pour toute fonction continue ayant une
limite a l'infini F': Ry — R4, la fonction m — F(m(A)) est limite uniforme d’une suite
de fonctions de A. En déduire que 74 est o(A)-mesurable, puis que £* = o(A).

(ii) Soit M une mesure de Poisson d’intensité pu, o-finie, sur un espace mesurable E
polonais. On considere une fonction mesurable F' : E* x E — R4, ou E* est I’ensemble
des mesures o-finies sur £. Montrer que

E[ /E M(dx)F(M,x)} _ /E 1(A)E[F(M + 6., )] .
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Pour cela, on considérera le cas particulier ou F(M,x) = f(x)exp(—M(g)) avec f,g :
FE — R mesurables positives, et on appliquera la formule de la fonctionnelle de Laplace a
la fonction z — af(x)+ g(z), pour a > 0. On conclura a l’aide de la question précédente
et du théoreme de la classe monotone.

La formule de Palm s’interpréte (intuitivement) ainsi : conditionnellement au fait que
M a un atome au point z, ce qui advient avec l'intensité p(dz), la mesure M a méme loi
que M + 6, c’est-a-dire la mesure de Poisson a laquelle on a rajouté un atome en z. En
considérant le cas ou M est une mesure de Poisson d’intensité la mesure de Lebesgue sur
R, on pourra réinterpréter le <« paradoxe des autobus > a la lumiere de cette constatation.

Exercice 12 — Caractérisation de Rényi des mesures de Poisson
On considére une mesure ponctuelle (somme de mesures de Dirac) aléatoire M sur Ry,
presque-surement finie sur les compacts, et telle que presque surement,

pour tout t € Ry , M({t}) € {0,1}.
Enfin, on suppose que P(M(A) = 0) = exp(—A(A4)) pour tout borélien A de Ry, ou A
est la mesure de Lebesgue sur Ry.

1. Soient Iy, I, ..., I, des intervalles deux-a-deux disjoints. Montrer que les événements
{M(I;) = 0,1 < j < m} sont indépendants.

2. Pour tout n,k > 0 on pose Dy, , = [k27", (k4 1)27"[. Soit J un sous-intervalle borné
de Ry, d’intérieur non-vide. Pour n > 0 on note K, = Card{k > 0: D, ;, C J}, et

Ma(J) = D Laa(n,,)-0 -
k>0:D,, 1, C.J

Déterminer la loi de M, (J) en termes de n et K,.

3. Montrer que 'on a M,,(J) / M(J) presque-sirement lorsque n — oo (on considérera
les atomes de M dans J et on vérifiera dans un premier temps qu’ils sont tous distincts
de inf J et sup J), et en déduire la loi de M (J).

4. Soient Ji,...,J; des sous-intervalles bornés deux-a-deux disjoints de R;. Montrer
que les variables aléatoires M(J1), ..., M (J) sont indépendantes.

5. On note N; = M([0,t]),t > 0 le processus de comptage associé a M. Montrer que N
est un processus de Poisson d’intensité 1. En déduire que M est une mesure de Poisson
d’intensité A(dz).
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4 Lois indéfiniment divisibles et processus de Lévy

L’objectif de ce dernier chapitre est de donner une caractérisation des processus de
Lévy, que nous avons présentés a la définition 3.3.

Si nous voulons décrire la loi d’un processus de Lévy, les premieres choses a déterminer
sont les marginales de dimension finie. Or si 'on s’intéresse seulement a la loi de X5, on
remarque que pour tout n > 1,

n

Xy = Z(Xi/n — X(i—1)/n) -
i=1

Par définition d’un processus de Lévy, les éléments de cette somme sont indépendants,
et de méme loi que X /,. Ainsi, pour tout n donné, X; peut s’écrire comme somme
de n variables aléatoires indépendantes de méme loi. On dit que la variable aléatoire
est indéfiniment divisible. Les lois indéfiniment divisibles ont été introduites par Lévy
dans les années 30. Le but des paragraphes 4.1 et 4.2 est de donner une caractérisation
de toutes ces lois a travers une formule analytique explicite pour leur fonction ca-
ractéristique, dite formule de Lévy-Khintchine.

Une fois que nous aurons déterminé toutes les lois indéfiniment divisibles, nous verrons
que pour toute loi indéfiniment divisible u, il existe une unique loi sur les processus cadlag
(continus & droite, admettant des limites & gauche partout), telle que si (X, ¢ > 0) suit
cette loi, alors X7 a pour loi u. Nous terminerons par une construction explicite d’un tel
processus, dite construction de Lévy-Ito.

4.1 Lois indéfiniment divisibles : définitions et premieres propriétés

Dans tout ce chapitre, on fixe d > 1.

Définition 4.1 Une loi de probabilités p sur R? est dite indéfiniment divisible (ID en
abrégé) si pour tout n > 1 il existe une probabilité u, telle que p = pi*.

De fagon équivalente, une loi p est ID si une variable aléatoire X de loi p est égale
en loi & une somme de variables i.i.d. X, 1 + X2+ ...+ X, , pour tout n. Sil’on note
¢x (ou plus simplement ¢ lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la variable X) la fonction
caractéristique de X

ox(u) = Elexp(iu - X)], u € RY,

ceci revient a dire que pour tout n, il existe une fonction caractéristique ¢,, qui est une
racine n-ieme de ¢, soit @), = ¢.

Remarque. Dans cette derniere définition, ce n’est pas l'existence d’une racine n-ieme
qui est problématique, mais bien le fait que cette racine soit une fonction caractéristique.

Exemples. Sont indéfiniment divisibles :
e les masses de Dirac 6, = ;771’

e les lois normales N (m, 02) = N(m/n,o?/n)™,
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4 Lois indéfiniment divisibles et processus de Lévy

e les lois de Poisson P(\) = P(A/n)*",
e les lois Gamma(a, §)=Gamma(a/n,0)*", ou Gamma(a, ) est la loi sur Ry de densité
(G“F(a))*1xa*16*9‘”]l{x20}dx, a>0,0>0,
e les lois géométriques : voyez-vous pourquoi 7

En revanche, les lois de Bernoulli non constantes, les lois bindmiales, les lois uniformes
sur un intervalle de longueur finie ne sont pas indéfiniment divisibles. On peut le voir
pour les lois de Bernoulli pour des raisons simples de support, plus généralement :

Lemme 4.1 Une loi ID a support borné est nécessairement une masse de Dirac.

Preuve. Si X est indéfiniment divisible et vérifie | X| < M p.s. (]| étant une norme quel-
conque sur ]Rd), alors en écrivant X = X, 1+...+X,, 5, avec les X, ; i.i.d., nécessairement
on a | X, < M/n ps. En effet si ce n’est pas le cas, le support de la loi de X, ;
contient un x tel que |z| > M /n, mais alors avec une probabilité strictement positive,
Xni € V(x) pour tout ¢, out V(x) est voisinage ouvert de x suffisamment petit pour que
|1+ ...+ z,| > M pour tout z1,...,2, € V(x), ce qui est absurde.

On en déduit que Var (X,1) < M?/n?, et que Var (X) < M?/n pour tout n, et donc
Var (X) = 0 et X est constante. O

4.1.1 Premieéres propriétés des fonctions caractéristiques, exposant caractéristique

L’outil crucial qui va nous permettre de classer les lois ID est leur fonction ca-
ractéristique, ou plus précisément leur exposant caractéristique. Pour définir ce dernier,
nous commencons par un lemme important.

Lemme 4.2 La fonction caractéristique d’une lot ID ne s’annule pas.

Preuve. On commence par se ramener au cas ou la f.c. de X ID est réelle, par un
argument de symétrisation. Si X est ID, —X aussi et X — X’ aussi ot X’ est une copie
de X indépendante. De plus, la f.c. de cette derniere est ¢x_y' = dpxP_x = dxdyx =
|¢|2. Comme X — X’ est ID, on peut trouver une f.c. ¢, telle que ¢" = |¢|?, et donc
nécessairement ¢, = |¢|>/™ puisque ¢,,(0) = 1 et par continuité de ¢,. Par conséquent,
¢n(u) converge vers 1y4,)20y pour tout u € R?. Mais ¢ est non nulle sur un voisinage
de lorigine, puisqu’une fonction caractéristique est continue, et égale a 1 en 0. Donc
¢n converge ponctuellement sur R¢ vers une fonction égale & 1 sur un voisinage de
0. Donc par le théoréeme de Lévy (théoreme 1.2), la fonction limite est une fonction
caractéristique, et en particulier, elle est continue. Mais comme elle est a valeurs dans
{0,1} (c’est une indicatrice!), on en conclut qu’elle vaut 1 partout. Donc ¢(u) # 0 pour
tout u € R? O

Comme corollaire du dernier lemme, on déduit que la fonction ¢ est une fonction
continue a valeurs dans C*, et cette derniére se releve de fagon unique en une fonction
continue 7 : R — R nulle en 0, telle que ¢(u) = exp(iy)(u)) pour tout u. On appellera
par la suite 9 I'exposant caractéristique de la loi considérée, voir ’exercice 3 du chapitre
1.

82



4 Lois indéfiniment divisibles et processus de Lévy

Remarque. En particulier, on obtient que si ¢, est une fonction caractéristique telle
que ¢ = ¢, c’est-a-dire que ¢, est la fonction caractéristique d’une loi p, telle qu’ap-
paraissant dans la définition 4.1, alors ¢,, elle-méme ne s’annule pas, et donc s’écrit de
fagon unique ¢, = exp(1y,) avec 1, continue nulle en 0. Mais alors exp(ni,) = exp(¥),
d’ott 'on déduit par unicité de 1) continue nulle en 0 que 1, = 1»/n. Nous avons donc
obtenu que la factorisation d’une loi ID en sa partie n-iéme est unique.

4.1.2 Lois ID et lois de Poisson composées

Rappelons maintenant de la section 3.4.2 que la loi de Poisson composée d’intensité
v, mesure positive finie sur R?, est la loi de la somme Y] + ... + Yy, ol les Y; sont tous
de loi v/v(R%), indépendants entre eux et de N, cette derniére suivant la loi de Poisson
de parametre v(RY).

Lemme 4.3 Toute loi de Poisson composée est ID.

En effet on a par la formule de la fonction caractéristique que PC(v) = PC(v/n)*".
Nous avons introduit en section 3.4.2 les processus de Poisson composés d’intensité v,
et nous avons vu qu’ils sont des processus de Lévy dont la loi marginale a 'instant ¢ est
PC(tv).

Nous en venons maintenant a un lemme clef de ’étude des lois ID :

Lemme 4.4 (i) Toute limite étroite de lois ID est ID.
(ii) Toute loi ID est limite étroite de lois de Poisson composées.

Preuve. Nous prouvons (i). Si X,, est ID pour tout n, on peut écrire, pour tout n,p,
X, = ;(;nl) +...+ ngp) avec les X (n ) ii.d., de loi disons pi, . Mais alors, les mesures
Hnp,n > 1 forment une famille tendue de v.a. En effet, on a en notant z; la premiere

composante de z,
pnp(1 > A = P((X\))1 > A1 < i < p) < P((Xn)1 > pA),

et en raisonnant de meéme avec les autres coordonnées et leurs opposés, on déduit du fait
que les lois de X, sont tendues que (finp,n > 1) l'est (on aurait également pu utiliser

(1)). Ainsi, quitte & extraire, on peut supposer que Xl(f?, 1 <7 < p convergent en loi vers
p variables i.i.d. X, 1,..., X, ;. Nécessairement, la loi de leur somme est celle de X.

Pour prouver (ii), on écrit si ¢, = exp(¢/n) est la fonction caractéristique de la
fraction n-ieme d’une loi ID, (1 — (1 — ¢,,))" = ¢. A w fixé, pour tout n assez grand,
on peut appliquer la fonction Log, détermination principale du logarithme, pour obtenir
exp(Log(1 — (1 = ¢n(u)))) = fin(u), et donc exp(nLog(l — (1 — én(u)))) = ¢. Comme ¢,
converge ponctuellement vers 1 et que Log(l — 2z) = — Y, 2¥/k pour z prés de 0, on
déduit que —n(1 — ¢,) — 1, ou encore exp(—n(1 — ¢,)) — ¢. On reconnait a gauche
la fonction caractéristique d’une loi de Poisson composée, de mesure v = np, ou , a
pour fonction caractéristique ¢,. D’ou le résultat. O
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4.2 La formule de Lévy-Khintchine

La formule de Lévy-Khintchine permet de classifier les exposants caractéristiques 1
des lois ID comme famille dépendant de trois parametres, comme suit.

On se donne a € R?, ¥ € 9M4(R) une matrice symétrique positive, et II une mesure
positive o-finie sur R? ne chargeant pas 0 et vérifiant

/ (dz)(Jz]* A 1) < o0.
Rd

Cette derniére condition montre que II est finie si on la restreint au complémentaire d’un
voisinage V' de 0, car alors 1yc(z) < Clz[2 A1, ot C = sup,¢cye |2|72. Ainsi, IT ne peut
éventuellement charger d’une masse infinie que des voisinages de 0.

Soit h une fonction de troncation, égale a l'identité sur un voisinage de 0, bornée sur
R? et nulle sur {z : |z| > 1}. Par exemple, on choisira souvent h(z) = x1{;<1}. Une
telle fonction étant fixée, on définit pour u € R?,

1 )

Yaxm(u) =iu-a— ST ut / I(dz) (™* — 1 —iu- h(z)) . (11)
Rd

Lemme 4.5 Cette fonction est bien définie sur R%, elle est continue, nulle en 0, et ¢’est

l’exposant caractéristique d’une lot ID.

Preuve. Le fait que 9, x 11 soit bien définie, nulle en 0 et continue est aisé a partir du
fait que, si u évolue dans un compact K,

e ® — 1 —iu - h(z)] < Cx (x> A1),

pour un certain C, la fonction considérée étant continue en z,u et étant bornée et
O(Ju - x|?) au voisinage de 0. On conclut par les théorémes de Lebesgue.

Par ailleurs, comme iu-a et —Yu-u/2 sont respectivement les exposants caractéristiques
des lois 0, et N'(0, ), il suffit de montrer que le troisieme terme de (11) est un exposant
caractéristique. Or ce dernier peut se réécrire, par convergence dominée,

nh_)nrolo (— /m|21/n II(dz)(1 —e™*) — /|x21/n h(x)H(da:)) )

les quantités considérées étant bien définies puisque II restreinte a |x| > 1/n (appelons-la
I1,,) est de masse finie. On reconnait alors la somme des exposants caractéristiques d’une
loi de Poisson composée d’intensité I1,,, et d’'une masse de Dirac en — fle/n h(z)II(dx).

On en conclut que exp(t), x11) est une limite ponctuelle continue de fonction ca-
ractéristique de lois ID, et c’est donc une fonction caractéristique de loi ID par le lemme
4.4. O

Le théoreme qui suit est la réciproque du lemme précédent.

Théoréme 4.1 (Formule de Lévy-Khintchine) On fize la fonction de troncation h.
Pour toute loi ID p, il existe un unique triplet (a, 3, 11) vérifiant les hypothéses ci-dessus,
tel que la fonction caractéristique de j1 est exp(vgx.p)-
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Remarque. Comme cas particuliers, on obtient bien que les lois des constantes (X =
0,IT = 0), les lois normales (II = 0), les lois de Poisson composées (X = 0, II finie et
b— [gaII(dz)h(x) = 0) sont ID.

Remarque. Notons que 1'unicité est garantie seulement une fois le choix de h effectué.
Cependant, si ’on choisit une autre fonction A/, I’exposant 1/’;,2,11 associé vérifie facile-
ment
oz = o)) = iu- [ 1) (h(o) = ).
cette derniere quantité étant bien définie puisque h — h’' est bornée et nulle dans un
voisinage de 0. Par conséquent, un changement de choix pour h revient seulement a un
changement du parametre b dans la formule de Lévy-Khintchine, sans affecter X et II.
Nous commengons par montrer 'unicité dans la formule de Lévy-Khintchine.

Lemme 4.6 La fonction ¢, xn détermine a, %, 11 de facon unique.

Preuve. Si v est suffisamment réguliére pour que 'on puisse dériver deux fois sous le
signe [ (ce qui équivaut a la sommabilité de |z|? pour II), le résultat est assez aisé.
Cependant, ceci est faux dans de nombreux cas. L’idée est alors d’effectuer une autre
opération que la dérivation sur la fonction.

Pour v € R%, nous calculons

1 1 . 1 1 1 )
— Yexn(u+to)dt = iu-a— Su-u— = dtt*Xv-v
2 _1 1y 2 2 1

.1t
+/ II(dx) (e“”/ At — 1 — iu - h(:c))
Rd 2J

= T/Ja,z,n(u) + %Ev CU = /Rd H(dx) <1 — sm(vx)) el

v-x

On en déduit que la fonction ¢, x m(u) — 2-1 f_ll g5 1(u + tv)dt est la transformée de

Fourier H, de la mesure

sin(v - )

H,(dz) = %Ev v 6o(da) + <1 _ ) TI(d). (12)

v-x
On peut donc retrouver ‘vXv comme triple de la masse en 0 de cette mesure (le terme
de droite attribuant toujours une masse nulle & {0}), et ces quantités déterminent
lorsque v varie dans R?. Par ailleurs, la fonction 1 —sin(v - z)/v - 2 s’annule exactement
sur 'hyperplan {z : v -z = 0}, et donc la connaissance de H, pour v variant dans R?
permet d’obtenir II sur le complémentaire de 'intersection de ces hyperplans, qui est
{0}. Comme II ne charge pas {0}, ceci détermine II.

Enfin, on obtient aisément b par soustraction. O

Remarque. Le fait de supposer que II ne charge pas {0} ne sert qu’ici, pour démontrer
I'unicité dans la formule de Lévy-Khintchine. Sinon, il est immédiat que changer 11 en
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IT + ¢dp ne change pas la fonction ¢, x 1. II est aussi a remarquer que lorsque d = 1,
certains ouvrages (par exemple Feller [5]) utilisent une convention différente et écrivent
la formule de Lévy-Khintchine sous la forme compacte

e _ 1 —jusinz
Yo, r(u) :/ ( 3 )F(dx)a
R

ol F' est une mesure finie est finie. Dans ce cas, la masse de F' en 0 sort de l'intégrale
sous forme —qu?/2 et donne la partie “normale” de la formule ci-dessus. La mesure
F(dx) correspond & z?II(dz) pour nous. Notons aussi que h = sin ne se confond pas
avec l'identité pres de 0, mais 'important est que la différence soit un o(|x|?).

Notons

Y=Y+ /Rd T1(dz)h(z)h(z)".

Ici, h(z)* désigne le vecteur transposé de h(x), et pour tout x, h(x)h(x)* est donc une
matrice de rang 1 positive symétrique. On remarque que la fonction x — h(z)h(z)* &
valeurs matrices est bien Il-intégrable car son terme générique z;z; < x? + l‘? < |z||2
pour z proche de 0, et cette fonction est bornée puisque h ’est.

Proposition 4.1 On suppose la fonction h continue.
Soit (an, Xn,Iy)p>1 une suite de triplets satisfaisant les hypothéses ci-dessus. On
suppose qu’il existe (a, X, 11) un tel autre triplet satisfaisant, quand n — oo

an, — a
Y, > 2 (13)
IL, (f) — II(f),

ce pour toute fonction f continue bornée qui est un o(|z|?) quand x — 0. Alors on a
convergence étroite de la loi ID de triplet caractéristique (an, Xn,11,), vers la loi ID de
triplet caractéristique (a, X, 1I).

Réciproquement, si X,, de loi ID associée a (an, Xn,11,,) converge en loi lorsque n —
00, alors il existe (a, X, 11) tels que les trois conditions (13) sont vérifiées.

Preuve. Le sens direct est le plus facile. En effet, en supposant (13), on peut réécrire
I’exposant caractéristique de X,

1~ : 1
wan,Zn,Hn (’LL) =iu-a, — iznu “u+ / Hn(dﬂf) (elu.x —1—iu- h(l‘) + i(u . h(x))2> .
R4

A u fixé, la fonction dans I'intégrale, que nous appelons f,(x), est un o(|z|?) quand
x — 0, est bornée et continue, et en particulier elle est bien IT,-intégrable. Par (13), on
obtient donc que v, s, 1, converge ponctuellement lorsque n — oo vers

1~
iu'a—gZu-u—FH(fu),

ce que l'on peut réécrire 1, x 11, et c’est ce qu’il fallait démontrer.
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Réciproquement, on suppose donc que les fonction caractéristique ¢,, = exp(¥q,, 5, 11, )
convergent ponctuellement vers une limite ¢, et on veut montrer que ¢ = exp(¥q x 1)
pour un (a, 3, IT) vérifiant (13). Déja, on sait que la limite est ID, et donc son exposant
caractéristique 1) existe et est la limite simple de ¥, = g, s, m, sur R?, et méme
uniforme sur les compacts.

On réintroduit alors la quantité

N 1
H'(u) = p(u) — /_1 U (u 4 tv)dt,

et on voit (par convergence uniforme) que le membre de droite converge vers
1
P(u) — / P(u + to)dt.
-1

On en conclut que fl{} converge ponctuellement vers une limite fIv, continue en 0. Or
ﬁ;} est, d’apres la preuve du Lemme 4.6, la transformée de Fourier d’'une mesure finie
H'. On en conclut que cette derniere converge étroitement vers une mesure finie H,,
c’est-a-dire que H,'(1) converge vers H,(1) et que, si H,(1) # 0, la probabilité H]'/H'(1)
converge étroitement vers H,/H,(1). Soit alors e;,1 < i < d la base canonique de R,
H" = Z?:l He, H = sz:l He; et

) = zd: (1 B sizixi> 7

=1

ou z = (x1,...,x4), de sorte que r ne s’annule qu’en 0.

Définissons alors
H(dx)

r(z)

H(dx) = ﬂ{:}:;ﬁO}

Il s’agit d’une mesure o-finie, et on vérifie que

2 _ z* A1 ) < 0o
/Rd(|x| /\l)H(dx)—/Rd\{o} Ty Hn) < o,

car H est une mesure finie, r(x) = O(|z|?) quand z — 0, et 7(z) — 1 quand |z| — oo.
De plus, si f est une fonction continue, bornée qui est un o(|z|?) en 0, on a

(= () o m (L) =m0

r ) n—oo r

ou la premiere égalité est une conséquence de (12), et la convergence provient de la
convergence étroite de H™ vers H, car f/r est une fonction continue. Notons qu’il est
également crucial que cette fonction soit nulle en 0, c’est ce qui fait que I'on a bien
HY(f /1) = H"(Larpo} £/7) = Tha(f), et idem pour H(f/r) = I(f).

Réécrivons, comme pour le sens direct de la preuve, v, sous forme

Up(u) =iu - ap — §Enu cu + I, (fu),
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ot fu(x) =€%% —1 —iu-x+ (u-h(x))?/2 est une fonction continue bornée, o(|z|?) en
0. Par ce qui précede, IL,(f,) converge pour tout u vers II(f,). Or par hypothese, 1, (u)
converge également pour tout u, ce qui fait que iu - a, — inu -u/2 converge pour tout w.
En tant que polynome en u de degré au plus, 2, ceci implique que a,, et f]n convergent
respectivement vers un a € R? et vers un = My(R) symétrique positive. La preuve
sera compléte si 'on montre que ¥ := % — Jga H(dx)h(2)h(x)* est positive.

Or, pour tout u, on constate que

lim inf /Rd I, (dx)(u - h(z))? > / I(dz)(u - h(zx))?,

n—oo Rd

ce qui implique que
Su-u > limsup Xpu - u > 0. (14)

n—oo
Pour montrer I'inégalité annoncée, pour chaque k > 1 soit fr une fonction positive
continue bornée par 1, égale a 1 sur {|z| > 2/k} et & 0 sur {|z| < 1/k}. Si g est une
fonction positive continue bornée, on a
liminfIT,,(g) > lim TIn(g fr) =I(g fi) 1 I(g),
n—oo n—oo

k—o00

ou ’égalité provient du fait que g fi est une fonction continue bornée nulle au voisinage
de 0. On applique ceci & g(x) = (u- h(z))?. Ceci termine la démonstration. O

Nous sommes maintenant en mesure de donner la preuve de la formule de Lévy-
Khintchine.

Démonstration du Théoréme 4.1. Soit p une loi ID. Le Lemme 4.4, (ii) nous dit
que p est limite étroite d’une suite de lois de Poisson composées. Comme ces dernieres
ont des exposants caractéristiques de la forme 1,0, avec v finie, on en déduit par le
réciproque de la Proposition 4.1 que 'exposant caractéristique de p est nécessairement
de la forme v, 5, ;7. L'unicité a été vue au Lemme 4.6. O

La formule de Lévy-Khintchine permet donc de reformuler la Proposition 4.1 sous la
forme d’un critere de convergence tres utile.

Théoréme 4.2 On suppose h continue. Soit p, une suite de lois ID, de triplets ca-
ractéristiques (an, X, I1,). Cette suite converge étroitement si et seulement si (13) est
vérifiée.

Remarque. Il est a noter que en passant a la limite au sein des lois ID, “la partie
gaussienne augmente toujours”, comme indiqué par (14). Par exemple, une loi gaussienne
N(0,1) est limite de lois de Poisson composées PC(nu,,) avec par exemple p, la loi de
X/y/n ot X suit une loi centrée de variance 1 (c’est une Poissonnisation du théoreme
central limite). En revanche, aucune loi de Poisson composée (en particulier sans partie
gaussienne) ne peut s’obtenir comme limite étroite de lois gausiennes, ou méme seulement
ayant une partie gaussienne qui ne tend pas vers 0.

Remarque. Dans I’énoncé de la proposition 4.1, on peut remplacer la condition sur les
fonctions f par la condition plus faible : f continue bornée nulle dans un voisinage de 0.
Le lecteur est invité a montrer cette amélioration.
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Le cas des lois positives Dans le cas des lois ID portées par Ry, la formule de Lévy-
Khintchine se simplifie comme suit. Rappelons que pour une probabilité p sur Ry as-
sociée a la v.a. X positive, on peut définir la transformée de Laplace

p(A) = Elexp(—=AX)] €]0, o0,
et on notera ¢ = —log ¢ 'exposant de Laplace.

Théoreme 4.3 Une loi p sur Ry est ID si et seulement s’il existe d > 0 et une mesure
o-finie 11 telle que [;°(|z| A 1)II(dz) < oo, telles que

Y(A) = dX\ + /000(1 — e )II(dx).

Preuve. Il est tout d’abord clair qu'une loi p ID portée par Ry doit avoir % = 0,
car une loi normale est portée par R tout entier et la convolution de deux lois dont
I'une a R pour support a elleeméme R pour support. Ensuite, pour chaque n, écrivons
p comme convolée de dq, PC(II1y|41>1/n}), 6-p, et la loi ID de triplet 0,0, 114 <1/n}
ou by, = f|:c\>1/n h(z)II(dz). On en déduit que II ne charge pas R_ car sinon, en prenant
n assez graﬂd on aurait que le support de PC(IT1 {lz|>1 /n}) contiendrait une partie non
bornée de R_, et ce serait donc aussi le cas pour p. Mais de ce fait, on déduit facilement
que a — b, > 0 pour tout n. Ainsi b, converge en croissant vers une quantité finie b telle
que d = a—b > 0, et ceci dit que h est Il-intégrable, c’est-a-dire que II integre |z| au
voisinage de 0. On en déduit que

d(u) = exp <idu + /Ooo(em — 1)H(dx)> ,

et on déduit le résultat sur 'exposant de Laplace par prolongement analytique, la fonc-
tion z — [~ (e** — 1)II(dz) étant holomorphe sur {R(z) < 0}. O

4.3 Construction des processus de Lévy a la Lévy-Ito

On a vu dans un exercice précédent qu’a toute loi ID p il est possible d’associer de fagon
naturelle un semigroupe p:,t > 0 et un processus de Lévy associé a ce semigroupe. Le
but de ce paragraphe est de montrer qu’il existe une construction explicite généralisant
la version “processus” des lois de Poisson composées. Cette construction, dite de Lévy-
1to, jette en retour une lumiere sur la formule de Lévy-Khintchine, car elle permet
d’interpreter la partie intégrale en termes de processus de Poisson ponctuels.

Nous commencons par des résultats sur les processus de Poisson composés. Soit v
une mesure finie et (X4, ¢ > 0) un processus de Poisson composé cadlag d’intensité v,
comme défini au paragraphe 4.1. On notera AX; = X; — X;_ le saut (éventuellement
nul) effectué par X a l'instant ¢, et pour toute fonction f nulle en 0 et £ > 0 on note

N(f)t = Z f(AXs)

0<s<t
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Notons que cette somme a bien un sens, car X n’a presque-siirement qu’un nombre fini
de sauts de taille non nulle entre les instants 0 et ¢. De plus, il est aisé de voir que
N(f) est a son tour un processus de Lévy, c’est en fait un processus de Poisson composé
d’intensité f o v. On note (Fy,t > 0) une filtration dans laquelle X est un processus de
Lévy (par exemple la filtration naturelle de X, mais le cas général servira plus bas).

Lemme 4.7 (i) Si f € LY(v), alors M(f) = (N(f): — tv(f),t > 0) est une JF-
martingale.
(i) Si f € L2(v), alors (M(f)? —tv(f?),t > 0) est une Fy-martingale.

Preuve. (i) Si X est un processus de Lévy d’espérance finie pour un (tout) ¢t > 0,
(Xy —tE[X1],t > 0) est une martingale (exercice). Il suffit donc de voir que E[N(f)1] =
v(f). Pour ce faire, on utilise le fait que N(f); suit laloi PC( for), et la formule demandée
est un calcul immédiat en dérivant la fonction caractéristique exp(— [pa(1—€™/ @)y (dz))
en 0.

(ii) En dérivant deux fois la fonction caractéristique ci-dessus (mais en remplacant v par
tv), on obtient de fagon similaire que E[N(f)?] = tv(f?) +t?v(f)?. De ce fait, en notant
M(f)ids = M(f)ies — M(f)e + M(f)e = M(f)s + M(f): avec M, indépendant de F,
de loi celle de M (f)s,

E[Mys(f)?F) = EM(f)2]+M()? +2M(f)E[DM(f)s]
E[N(f)2] — 2v(f)sEIN(f)s] + s2v(f)? + M(f)?
= su(f?) + M(f)},

et on obtient le résultat en soustrayant (¢ + s)v(f?). O
On se fixe maintenant une loi p ID de triplet caractéristique (a, 3, IT) pour le choix
de h(z) = 21j3|<1}- Notons, pour n >0

1 1
avec la convention 1/0 = +o00. Notons que II,, est une mesure finie pour tout n > 0 par
hypothese. On voit, en écrivant

1 .
¢a,E,H(U) = iu-a— §Eu -u / Ho(dx)(em’m o 1)
R4

+3 (/Rd IL, (dz) (e™® — 1) — iu - /

d
n>1 R

an(d:c)> :

qu'une v.a. X de loi p peut s’interpréter comme somme de v.a. indépendantes, de lois
respectivement

— une constante g,

— une loi normale de matrice de covariance X,

— une loi de Poisson composée PC(IIy),
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— des lois de Poisson composées PC(II,,), décalées d'une constante [ g, M), (dz),
pour n > 1.
La construction de Lévy-It6 du processus de Lévy cadlag de loi 4 a I'instant 1 consiste
a remplacer les constantes a par des dérives at,t > 0, la variable normale par un mouve-
ment brownien, et les lois de Poisson composées par les processus de Poisson composés
correspondant.

Lemme 4.8 Soient (Y",t > 0),n > 1 des Processus de Poisson composés indépendants
d’intensités respectives I1,,,n > 1. Soit (Fi,t > 0) une filtration dans laquelle ces proces-
sus restent des processus de Poisson composés indépendants. On note b, = fRd zIl, (dz).
Alors pour chaque n, (Y;"—bnt,t > 0) est une Fy-martingale, et la suite M™ = (3, <;,, (Y —
but),t > 0) converge p.s. uniformément sur les compacts vers une martingale cadlag 1.2,
appelée (M, t > 0).

Preuve. Nous faisons la preuve dans le cas d = 1, le cas général nécessitant de travailller
coordonnée par coordonnée. Le fait que M"™ soit une martingale est une conséquence
du Lemme 4.7 appliqué & l'identité, qui est II,-intégrable, et méme dans L2(II,). On
applique ensuite un critere de Cauchy en écrivant pour n > m,
n n
E[(M]' = M) = Y E(M{)’]= Y tlu(2*) < T(@*Lyjpicijmy) = 0,
i=m+1 i=m+41

ce qui montre que M;* converge dans L2 pour chaque ¢ vers une limite M;. Il est alors
facile de voir que le processus (M;,t > 0) est une Fi-matingale en passant a la limite
dans E[M{ | F;] = M}

Pour obtenir la convergence uniforme sur les compacts, on utilise l'inégalité L? de
Doob sur la martingale M; — M} :

B sup (0, — M| < 4l - 247 =4 [ 2211, (dx).
0<s<t [z|<(n+1)~1
En particulier, la limite est cadlag comme limite uniforme de processus cadlag. O
Il est facile de constater que ((M;)? — tf|x>1| 22T1(dx),t > 0) est également une mar-
tingale. -

Théoréme 4.4 (Théoréme de représentation de Lévy-Ito) Soit (X;,t > 0) un
processus de Lévy cadlag de semigroupe associé d une mesure ID p d’exposant ca-
ractéristique g x. 11 comme ci-dessus. On définit pour n > 0

Y = Z AX I(Ax,ep,} > t>0.
0<s<t

Alors les Y™ sont des processus de Poisson composés indépendants d’intensités respec-
tives 11, et il existe un mouvement brownien (B, t > 0) de matrice de covariance 3,
indépendant des Y™, tel que

that+Bt+YtO+Z<Yt”—t/ an(daj)>, t>0
R4

n>1
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ot la somme définit une martingale de carré intégrable avec convergence uniforme sur
les compacts p.s.

Un corollaire important de ce théoréme est que la mesure ponctuelle zszo d(s,AX,)
est une mesure de Poisson d’intensité dt @ II(dz), les processus de saut des processus de
Poisson composés apparaissant dane le théoreme précédent étant des processus ponctuels
de Poisson indépendants d’intensités respectives II,,,n > 0.

Preuve. Il est aisé d’apres le Lemme 4.8 et la discussion qui le précede de montrer que
si Y™ n >0 et B sont comme dans ’énoncé du théoreme, alors le processus

at—i—Bt—i—}/tO—i—Z(Yt”—t/ an(dx)) ., t>0
]Rd

n>1

définit un processus de Lévy cadlag, et ou la convergence de la série est uniforme sur les
compacts. Or, le processus (AXs]l{AxseEn}v s > 0) des saut de X tombant dans E,, est
un processus mesurable d’un processus cadlag X, et on en conclut que ce dernier est un
processus de Poisson composé d’intensité 11,,, puis que la série de martingales compensées
converge p.s., a nouveau d’apres le Lemme 4.8. Une fois Y9 et M construits, on en déduit
que Xy — M; — Y? — at est un mouvement brownien de covariance ¥, indépendant. [J

Remarque. On peut se demander si la compensation des sauts de F,, par la dérive de
pente IT,,(Id) est nécessaire. Notons que si ’on peut s’en passer, alors pour tout s,t, la

quantité
Y ax,

s<u<t

doit étre finie. Comme on ne peut pas ordonner les termes non nuls de cette série des
qu’il y en a une infinité, le seul sens raisonnable & donner a cette convergence est celui
de la convergence absolue. On arrive donc au critére que » 5. o, |[AXs| < 0o pour tout
t, ce qui advient si et seulement si II intégre |z| au voisinage de 0 (exercice). Dans ce
cas, la partie martingale de saut du processus de Lévy est a variation finie.

Si cette derniere condition n’est pas vérifiée, la compensation est nécessaire, et le
processus M obtenu est a variation infinie (il ne peut pas s’obtenir comme différence de
deux processus croissants), et en particulier il n’est pas somme de ses sauts (méme si
par exemple la mesure II est symétrique).

Corollaire 4.1 Un processus de Lévy continu est nécessairement un mouvement brow-
nien avec dérive.

4.4 Lois et processus stables

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques résultats sur une classe importante de lois
ID, appellées lois stables. La plupart des résultats est donnée sans démonstration, pour
lesquelles nous renvoyons & [5, 6, 7, 2]. Dans toute cette partie on se place en dimension
d=1.
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Définition 4.2 Une loi p (ou toute v.a. de loi ) est dite stable si pour tout n > 2, il
existe an, by, tels que si X1, ..., X, sont des copies indépendantes de X, alors X1+...+X,
a méme loi que ap X + by,.

En particulier, il est immédiat que toute loi stable est ID. Un exemple fondamental
de loi stable est donné par les lois normales, puisqu’on a

N(a1,01) * N(az,03) = a1 + az + 1/o? + a3N (0, 1).
La propriété fondamentale des lois stables est

Proposition 4.2 Soit (X,,,n > 1) une suite i.i.d. On suppose qu’il existe oy, Bp,n > 1

tels que

- Mn ’

[67%% n—o00

pour une certaine v.a. Y. Alors Y est stable.

On dit alors que X7 est dans le domaine d’attraction de la loi stable Y. La réciproque,
i.e. que toute loi stable peut s’obtenir comme une telle limite, est évidente par définition.
Autrement dit, les lois stables apparaissent naturellement comme généralisation de la
loi normale pour un théoreme central limite. On voit en particulier que les lois normales
sont les seules lois stables (non triviales) de variance finie, puisque de telles variables
satisfont le TCL standard.

La classification des lois stables, c’est-a-dire 1’écriture systématique de la formule de
Lévy-Khintchine pour ces lois, commence par le lemme suivant. On dit que la fonction
f Ry — R varie régulierement a l’infini avec exposant a > 0, si pour tout A > 0 on a

o)
Fla) e

Lemme 4.9 Dans la Définition /.2, il existe un o €)0,2] tel que a,, = e pour tout
n. On dit alors que la loi p est stable d’indice a.

Dans la Proposition 4.2, si la limite est stable d’indice «, alors la suite o, varie
régulierement a linfini, avec exposant .

En particulier, les lois normales sont stables d’indice 2. Nous avons également croisé
des lois stables d’indice 1, avec les lois de Cauchy symétriques de densité a/(m(a? + 22))
sur R.

Théoréme 4.5 (i) Les lois stables d’indice o = 2 sont les lois normales. Si u est stable

d’indice o €]0, 2], alors son exposant caractéristique est 1,011 pour un a € R, et il existe
cy,c— € Ry non toutes deux nulles telles que

Ct C_
II(dx) = Wl{x>0}dx + Wl{x<o}dx.
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(ii) A recentrage et multiplication par une constante pres, ’exposant de Laplace d’une
loi v stable d’indice v est

—u2 st =2

—|ul* (1 —iBsgn(t) tan (52))  si a €)0,2[\{1}, pour un B € [-1,1],
—|ul (1 —iBsgn(t) 2 log |¢|) si o =1, pour un B € [—1,1].

4.5 Exercices pour le chapitre 4

Exercice 1 — Lois ID dans Z
La loi p, portée par Z, est dite Z-indéfiniment divisible (Z-ID) si pour tout n > 1, il
existe p, une loi portée par Z telle que pu;"* = p.

(i) Montrer qu’une loi ID portée par Z n’est pas nécessairement Z-ID.

(ii) Montrer qu’'une loi de Poisson composée d’intensité v, ou v est une mesure finie sur
Z, est Z-1ID.

(iif) Réciproquement, soit p une loi Z-ID. A Daide de la formule de Lévy-Khintchine,
montrer que u est une loi de Poisson composée.

(iv) Montrer que les lois géométriques sont Z-1D, et déterminer leur mesure d’intensité.

Exercice 2 — Les lois ID sont les limites de tableaux triangulaires
(i) Montrer que la limite étroite d’une suite (u(™,n > 1) de lois ID est elle-méme ID.

Pour cela, on écrira ,u(”) sous la forme (,ug,n))*p pour tout p > 1, et on montrera que les

suites (,uén),n > 1) sont uniformément tendues.

(ii) Montrer qu’une loi de probabilités p sur R est ID si et seulement si pour tout n, il
existe une loi de probabilités p,, de sorte que la suite (u2",n > 1) converge étroitement
vers 1 lorsque n — co. Pour le sens réciproque, on pourra constater que finy,’ = (tip)™P
pour tout n,p > 1 entiers, et s’inspirer de la preuve du fait que toute limite étroite de
lois ID est ID.

Exercice 3 — Limites de tableaux triangulaires
Montrer par des méthodes similaires a celles de la preuve du lemme 4.4 que toute limite
de suite X, s’écrivant sous la forme X,, 1+...+X,, , avec les X, ; i.i.d. est nécessairement
1D.
Méme exercice mais en remplacant i.i.d. par “indépendantes” et en ajoutant 1’hy-
potheése
121%};P(’Xnﬂ‘ = 8) njoo 0,

ce pour tout € > 0. Donner des contre-exemples sans cette hypothese.
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Exercice 4 — Formule de Lévy-Khintchine pour les lois ID sur R
Soit p une mesure de probabilités ID sur R.. La formule de Lévy-Khintchine donne son
exposant caractéristique

0_2

Y(u) =iau — ?ug + /R(ei“x —1—iuh(x))r(dx),

ou h est une fonction mesurable bornée, nulle au voisinage de I'infini et égale a I'identité
au voisinage de 0.

(i) Montrer que o = 0.

(ii) Soit pn, la loi de Poisson composée d’intensité 7(dx)lyjz>1/n} €t

b, = h(z)m(dx) .
/{lrzl/n} (o)tde)

Montrer que p 8’écrit 04 * 0_p, * fip * f1), avec p, qui converge étroitement vers dy, et en
déduire que 7(R_) = 0.

(iii) En déduire que a — b, > 0 pour tout n, puis que b, converge vers une limite b telle
que d = a — b > 0 quand n — co. En conclure que fR+ (x A1)m(dz) < oo, et enfin que
pour tout A > 0, 'exposant de Laplace de p est donné par

—log (/R+ M(dx)e”> =d\+ /R+(1 — e MY r(dx) .

Exercice 5 — Quelques représentations de Lévy-Khintchine

(i) Donner la représentation de Lévy-Khintchine de l'exposant de Laplace d’une loi
gamma de parametres (a, 0), donnée par p(dz) = F(a)_leax“_le_exdxﬂ{xzo}. On pourra
calculer la limite étroite de npu, ou u;" = p.

(ii) Montrer que la loi de Cauchy de parameétre a > 0, de densité adz/m(a® + x2), est
indéfiniment divisible, et donner la représentation de Lévy-Khintchine de son exposant
caractéristique. On rappelle que la transformée de Fourier de la loi de Cauchy de pa-
rametre a est fi(u) = exp(—alul).

(iii) Soit (B¢, t > 0) un mouvement Brownien standard. On note T, = inf{t > 0: B; =
a}, pour a > 0. Montrer que la loi de T, est ID. On rappelle une conséquence du principe
de réflexion, selon laquelle T, a méme loi que (a/Bp)?. Déterminer la représentation de
Lévy-Khintchine de son exposant de Laplace (indice : cet exposant est 1(\) = av/2)\).

(iv) Soit a €]0,2]. Montrer que u — —|u|® est 'exposant caractéristique d’une loi ID,
en déterminant sa représentation de Lévy-Khintchine. Cette loi est appelée loi stable
symétrique d’exposant «. On notera que le cas o = 2 est particulier.
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Exercice 6 — Moments et mesure d’intensité
Soit g une mesure de probabilités ID, et 7w la mesure d’intensité apparaissant dans la
représentation de Lévy-Khintchine. Montrer que

/ |z|Pu(dz) < oo = / |z|Pr(dz) < o0
R {lz[>1}

Pour cela, on pourra considérer d’abord le cas ou 7w est de support compact. Puis on
pourra écrire = p' * " ot 1’ est la loi de Poisson composée d’intensité 7(dz)Lyz>1},
et ou 4 admet des moments de tous ordres.

Exercice 7 — Processus de Poisson composés dans N

Soit v une mesure finie portée par N* = {1,2,3,...}. Montrer que le processus de Poisson
composé de mesure intensité v a méme loi qu'une somme pondérée de processus de
Poisson (standard) indépendants, d’intensités respectives v(n),n € N*.

Exercice 8 — Mouvement brownien plan et processus de Cauchy

Soit By = (Bil), B§2)), t > 0 un mouvement brownien standard de dimension 2. On note
T, =inf{t > 0: Bt(Q) =a}let X, = B%), a > 0. Montrer que (X, a > 0) est un processus
de Lévy et que pour tout a > 0, la loi de X, est la loi de Cauchy de parametre a. On
pourra utiliser certains points rappelés dans un exercice précédent.

Exercice 9 — Indépendance de processus de Poisson composés

Soit (Xt(l),Xt(Q))tzo un processus de Poisson composé & valeurs dans R?, dont la mesure
d’intensité est v, mesure finie sur R?, ne chargeant pas (0, 0).

(i) Montrer que les processus (Xt(l),t >0)et (Xt(z),t > 0) sont deux processus de Poisson
composés dont on précisera les mesures d’intensité.

(ii) Montrer que les processus X1 et X2 sont indépendants si et seulement si v est
une mesure de la forme v ® 6y + dy @ v, c’est-d-dire que v ne charge que les axes
{x = 0},{y = 0} de R%. On pourra penser & utiliser les fonctions caractéristiques.
Montrer que cela équivaut encore au fait que X et X@ ne sautent p.s. jamais au
meéme instant.

Exercice 10 — Moments des lois ID et mesure de Lévy
Montrer qu'une loi ID associée a a, 3,1l a un moment d’ordre p > 0 si et seulement si
f\xlzl |z|PTI(dz) < oo.

Exercice 11 — Quelques triplets caractéristiques explicites

Déterminer le triplet caractéristique des lois ID suivantes.

e La loi gamma(a,f), a,f > 0.

e La loi géométrique de parametre a € (0,1) (la loi de probabilité intensité de la loi de
Poisson composée associée est appelée loi logarithmique).
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e La loi de Cauchy de parametre a, dont la densité est a/(7(a® + 22)) sur R.
e La loi du premier temps d’atteinte de 1 par un mouvement brownien (voir aussi le
paragraphe 4.4).

Exercice 12 —
Soit B un mouvement Brownien standard et 7 un temps de loi exponentielle indépendant
de B. Montrer que (7, B;) est ID, et donner son triplet caractéristique.

Exercice 13 — Changement d’échelle et processus stables
Soit (X¢, ¢ > 0) un processus de Lévy dont la mesure de Lévy est de la forme

cydz c_dz
$1+a Il{x>0} + (—.T)1+a ]]‘{$<0} 9
avec c4+c_ > 0, et dont la partie gaussienne est nulle. A quelle condition sur la dérive (le
coefficient réel a de la formule de Lévy-Khintchine) le processus X vérifie-t-il la propriété
d’invariance par changement d’échelle suivante 7

(loi)

YA>0,  (Xy,t>0) (AYex, t>0).

On dit alors que (Xy,t > 0) est un processus stable d’indice a.

Exercice 14 — Avec quelques connaissances de processus de Markov
Si p est ID de fonction caractéristique ¢ = exp()) ou ¢ est continue nulle en 0, alors
pour tout t > 0, ¢y = exp(t)) est la fonction caractéristique d’une loi py. Montrer que
(¢, t > 0) est un semigroupe de convolution ayant la propriété de Feller. En déduire par
des méthodes de processus de Markov qua toute loi ID on peut associer un processus de
Lévy a trajectoires cadlag admettant (u, ¢ > 0) pour semigroupe.

Réciproquement, montrer que si (X;,¢t > 0) est un processus de Lévy sur un espace
(Q, A, P) tel que (w, ) — X;(w) est mesurable de QxR dans R?, alors X est le processus
de Lévy associé a la loi ID p comme précédemment, ou p est la loi de Xj.
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