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1. Introduction
1-1. Objectif
Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier naturel n > 1

et convenons que P(1) = 1. Dans la premiere partie de cet article [19], les deux
derniers auteurs ont obtenu des évaluations pour la fonction sommatoire

(1-1) Up(z,y) = Y. f(n)

n€S(z,y)

de certaines fonctions arithmétiques multiplicatives positives ou nulles sur ’ensem-
ble
S(@,y) ={n<z:Pn) <y}

des entiers y-friables n’excédant pas x.

Alors que les hypothéses considérées dans [19] consistent essentiellement &
supposer que les nombres f(p) posseédent, lorsque p décrit la suite des nombres
premiers, une valeur moyenne constante strictement positive, il est également
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signalé dans ce travail qu'une information supplémentaire de type prolongement
analytique pour la série de Dirichlet F(s) associée & f peut étre exploitée en vue
d’améliorer significativement la précision des formules asymptotiques obtenues pour
la quantité (1-1).

Désignons par 7.(n) le coefficient d’indice n de la série de Dirichlet {(s)" ou ¢
désigne la fonction zéta de Riemann. Des exemples de la situation favorable évoquée
ci-dessus ont été traités, par la méthode du col, dans [9] et [15] lorsque £ = 1 et
dans [13] pour tout « > 0.

Dans [19] (théoreme 2.5), Tenenbaum et Wu ont précisé, sans démonstration, le
résultat obtenu dans le cas ou f est la fonction indicatrice des entiers représentables
comme somme de deux carrés. La série de Dirichlet impliquée est alors comparable
a ¢(s)'/? mais, contrairement aux exemples précédents, la suite des f(p) n’est pas
constante. Cela illustre la souplesse de la méthode, qui peut étre adaptée sans
altération majeure au cas d’une série de Dirichlet de la forme

F(s) =C(s)"G(s)

ol k est un nombre réel positif et G(s) est une série de Dirichlet présentant de
bonnes propriétés de prolongement analytique.

La méme approche est pertinente, sans modification profonde, pour une série
de Dirichlet analytiquement proche d’une fonction zéta de Dedekind, comme dans
le récent travail de Scourfield [10], ol, toutefois, la méthode employée ne fournit
pas la totalité les renseignements attendus. Nous verrons au paragraphe 5 que la
technique décrite dans [19] permet en fait de réduire les hypotheéses concernant
F(s) au cas d’une série analytiquement proche d’un produit eulérien dont le terme
général est bien approché par une expression du type

14 3(er(p))/p®

ou F € Z[X], or(p) est le nombre des racines de F' dans Z/pZ et J est une fonction
arbitraire de Z dans R™T.

Par souci de clarification et a fins de référence ultérieure, nous proposons dans
ce travail un énoncé général recouvrant essentiellement I’ensemble des cas connus
relevant de la méthode du col. Cet énoncé pourrait d’ailleurs étre encore étendu au
prix de certaines complications techniques que nous avons préféré éviter.

1-2. Notations et définitions
La lettre s désignant un nombre complexe, nous définissons implicitement les
nombres réels o et T par s = o + 7.
Pour § €10, 3/5[, nous posons
Ly(y) = e5Y" (> 1).

Nous notons (i la fonction zéta de Dedekind d’un corps de nombres K.
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Pour x > 0, nous désignons par D, la classe des séries de Dirichlet s — Z(s)
représentables sous la forme

(1-2) Z(s)= [ ¢ ()
1<ysr
ot les K; sont des corps de nombres arbitraires et les x; sont des nombres réels
non nuls tels que
Z Rj = K.

1<gsr
Lorsque x € N*, nous notons D% la sous-classe de D, constituée des séries Z(s)
possédant une décomposition de type (1-2) dans laquelle chaque £; est un entier
naturel positif.
Ensuite, nous introduisons, pour 3 €]0,3/5[, ¢ > 0, 6 €]0, 1], la classe £.(8, ¢, )
des séries de Dirichlet F(s) convergentes pour o > 1 et possédant dans ce demi-plan
une décomposition de la forme

(1-3) F(s) = 2(s)G(s)

ouZ € D, et G(s) = Zn>1 gn/n® est prolongeable holomorphiquement au domaine
(1-4) o>1—¢/{l+log" |r|}1=A/8

ou elle vérifie les conditions

(15) G(1)#0,  G(s) <{L+]|7]}' .

Similairement, lorsque x € N*, nous désignons par €%(J) la classe des séries
de Dirichlet F(s) possédant dans le demi-plan o > 1 une décomposition de la
forme (1-3) ou Z € Df et G est prolongeable, sur le demi-plan o > 1 — §, en une
fonction holomorphe vérifiant (1-5).

Nous désignons par H(k, ko; 5, ¢, ) — resp. H*(k, ko; 0) — la classe des fonctions
arithmétiques f dont la série de Dirichlet associée

(1-6) F(s):= ) f(n)/n’

n=1

appartient & £.(8,¢,0) — resp. & €5(§) — et posséde une série majorante dans
Ewo(B,¢,0) — resp. dans EF (9).

Enfin, nous notons H (k;3,¢,d) et HY (k; 3, ¢,0) les sous-classes respectives de
H(k,K;B,¢,0) et H*(k,k;0) correspondant aux fonctions f positives ou nulles
satisfaisant en outre a la condition

) In _ 1

(17) G(s;y) = P(ZK =)+ O(Lﬁ(y))
n)KY

uniformément pour

(1-8) y =2, o>1-— c/(logy)l_ﬁ, |7| < La(y)°.
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1-3. Enoncés

Soient (3, K, kg, ¢, 0, des nombres réels positifs tels que [ < % et f une fonc-
tion arithmétique de H(k, ko; 3, ¢, ). Il résulte immédiatement de la méthode de
Selberg—Delange décrite aux chapitres I1.5 et I1.6 de [15] qu’il existe une suite com-
plexe explicitement calculable {u;(r)}32, vérifiant p (k) < ¢™7/T(k — j) et telle

que ’on ait, pour tout entier naturel .J,

(1-9) Sp(x) ==V s(x,7) = x(log )" Z % + O(Ry (),
0<j<J

ou l'on a posé, pour des constantes convenables ¢; > 0, cg > 0,

T coJ +1 T
11 R, (z) =
— o= i+ ()

et ou la constante implicite est indépendante de .J. Si, de plus, k € N* et
f € H*(k, Ko 9), alors p1j(k) = 0 pour j > k et I'on peut choisir

(1-11) Re(z) =277

pour tout o vérifiant 0 < o < min{d,2/(k + 1)}.
Comme dans [19], nous notons z,(u) la solution continue sur ]0, co[ de 1’équation
différentielle aux différences

ze(u) =0 siu <0,
ze(u) =1 si0<u<l,
uz (u) = —kzg(u—1) siu>1

Ainsi qu’il a été mentionné dans [19], la fonction z, est liée & la puissance de
convolution fractionnaire g, de la fonction de Dickman g := p; = z; par la relation

1

(1-12) /0 orx(v)dv = m/o vz (u — v) dv (u>0).

La transformée de Laplace de o, est donnée par

0x(s) = /OOO e "o, (u)du = 9(s)" = exp {7%3 + R/O_S(e” —1) dv/v}7

ol vy désigne la constante d’Euler. Pour d’autres informations concernant g et o,
on pourra notamment consulter [15] (chap.IIL.5) et [12].

Notre approximation pour W¢(z,y) est I'expression intégrale de Stieltjes

(1.13) Aj(any) ::x/zm(u—v)d(w)

R Yy
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Ici et dans la suite, nous posons

log x

u =

logy
Ce type de terme principal peut se révéler remarquablement efficace dans certaines
applications, notamment lorsqu’il doit étre réinséré dans une sommation, comme
par exemple dans les problemes de la valeur moyenne du logarithme du plus grand
ou du plus petit facteur premier d’'un entier, traités respectivement a l’exercice
IT1.5.3 de [15] (résolu dans [18]) et au corollaire 4 de [16]. Il est cependant légitime
de donner d’emblée une approximation plus concrete de la quantité (1-13).

Notons (z) la partie fractionnaire d’un nombre réel x et posons

V:=(k), m:=rx—0¢cN.

Sous certaines conditions de croissance de y en fonction de x, nous sommes en me-
sure d’établir une formule asymptotique pour A¢(x,y) lorsque f € H(x, ko; 5, ¢, 9)
et un développement asymptotique lorsque le parametre u := (logz)/logy n’est
pas trop proche, par valeurs supérieures, d’un entier borné. Nous notons log,, la
k-ieme itérée de la fonction logarithme, posons

(x>2,y>2).

(1-14) ery = {4(k + 1)logy y}/?/logy  (y >2),
et introduisons le développement de Taylor
s"F(s+1) ,
11 2T , J
(1-15) s+ 1 Jgo a; (f)s’,

convergent pour |s| < 4.

Théoréeme 1.1. Soient 8 €]0,3/5[, ¢ > 0, kK > 0, kg > 0, § > 0, et
f € H(k, ko; 8,¢,0). Il existe une constante A > 0 telle que I'on ait

(116)  Ag(r,y) = ao(f)x(logy)“_lé’m(“){l +0(<10g1y)~ - logﬁ‘gz 1)>}

uniformément, sous I’hypothése

(Gp) x> 3, exp{A(log z)' P log, z} <y < x.
De plus, pour chaque entier naturel k et sous la condition supplémentaire
(Gr(k,Y)) K<u<k+2= (u)>cpy,

a; ,(3) u ,({kH) U
(1-17) Ag(z,y) = x(logy)“‘l{ > 71(({2;)} ) +O(—(Qlogy)’£+)1)}'
0<j<k

Sous I’hypothése supplémentaire k € N*, kg € N*, f € H*(k, ko;9), les assertions
précédentes sont valables pour le choix ey, ,, := B(k + 1) log, y/logy, ou B est une
constante assez grande, et en remplagant la condition (Gg) par

A(logz)'™* <y < x

ol € est un nombre réel positif arbitraire.



6 GUILLAUME HANROT, GERALD TENENBAUM & JIE WU

Nous pouvons a présent expliciter notre résultat principal.

Théoréeme 1.2. Soient § €]0,3/5[, ¢ > 0,k > 0, 6 > 0, des nombres réels et
f € Hi(r; B,¢,9). Alors il existe une constante A telle que la formule asymptotique

(118) ¥a) = {1+0( 15 ) Jaste)

ait lieu uniformément dans le domaine (Gg).

Si, de plus, k € N* et f € H* (k;3,¢,0) la formule (1-18) a lieu uniformément
dans le domaine
(Hy) ©>3,  exp{A(logy2)/’} <y <.

Remarques. (i) Il résulte d’un cas particulier des résultats de [19] que 'on a, dans
le domaine Hg,

_ 1 log(u+1)
Ue(x,y) = ao(fzrox(u 1ogy”1{1—|—0( +
#(2,9) = ao(f)0x(u) (g y) o ey
lorsque f est multiplicative, positive ou nulle, et vérifie

> fp)logp=rz+0(z/Ls(2))  (2>2).

Pz

La conjonction de (1-17) et (1-18) établit donc, au prix d’une relative restriction du
domaine de validité, une formule asymptotique considérablement plus précise. On
retrouve de plus le domaine de validité (Hpg) lorsque x € N* et f € H* (k; 0, ¢,0).
(ii) Le cas le plus simple du Théoréeme 1.2, soit K= Q, k =7 =1, Gx(s) = 1,
correspond au théoreme de Saias [9].
(iii) Pour le choix k = r = 1, G(s)

= 1, nous obtenons une amélioration
significative des théorémes 1.1 et 1.3 de [10].

1-4. Description sommaire d’une généralisation

La méthode développée dans ce travail permet, sans difficulté nouvelle, de traiter
un cas plus général, que nous nous proposons de décrire succinctement dans ce
paragraphe.

Soient r € N*, {a;}7_; € N*", k > 0. Pour chaque j de [1,7], donnons-nous
une suite strictement croissante {v;;};7, d’entiers positifs et une suite {x;;};2, de
nombres réels non nuls telle que

S Y ma=n

1<j<r 1<i<a;
Nous pouvons alors étendre la classe D,, a ’ensemble @N des séries de Dirichlet
de la forme
2s)= T TI ¢ +vuls =)o,
1<5<r 1<i<ay

ot les K; sont des corps de nombres arbitraires.
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Pour 8 €]0,3/5[, ¢ > 0 et 6 > 0, nous introduisons alors les extensions cor-
respondantes 52 (ou tous les k;; sont entiers), g,{(ﬂ, ¢, 9), Ej’;(é), 7‘7(/{, ko; B3, ¢,0),
7?{(&,/-@0;5), ’}'~l+(m;ﬁ,c, 9), ﬁi(/ﬁ;ﬂ,c, 8).

Posons o, (u) := g (u/v) et, notant

V= (11, s Viays--sVrlse s Vran)s
K=

(Hl,la .. '7”1,041,~ . '7’<57",17 .. ',Hr,ar)v

introduisons le produit de convolution

: =k o (u).
Q(Ua K, V) 1<j<r Qw],z,l/],i(u)
léigaj
Si f est une fonction arithmétique dont la série de Dirichlet F(s) = Z(s)G(s)
appartient a €,(5,c,d), les démonstrations des Théoremes 1.1 et 1.2 peuvent étre

étendues directement. Nous obtenons ainsi que, si f € 7‘~(+(/{;ﬂ, ¢,0), on a pour
tout entier k > 0,

(119) \I/f(xyy)=x(10gy)“{ > aj(f)g(j)(u;&y)JrO(w)}

o552, (osy) (log y)*+1

uniformément sous les conditions (Gg) et Gr(k,y). Si, de plus, k € N* et f €
ﬁi(m;ﬁ, ¢,0), on peut remplacer (Gg) par (Hg) et choisir €, comme indiqué
dans la seconde partie de I’énoncé du Théoreme 1.1.

Le point essentiel pour parvenir a cette généralisation consiste a remarquer que,
si f est une fonction arithmétique dont la série de Dirichlet F(s) = Z(s)G(s)
appartient & E,{(ﬁ, ¢,6), la relation (4-2) infra appliquée avec K=K, (1 <j<r)
et y=y"" (1 <j<r 1<1i<ay), fournit, apres élévation & la puissance k;; et
et formation du produit,

> T oy atts - 1>logy;*‘~v'f>{1 + O<L) }

L
P(m)<y s(v)

ou Js(s) := (s —1)"F(s)/s.

2. Applications

2-1. Entiers représentables comme somme de deux carrés

Soit b(n) la fonction indicatrice des entiers représentables comme somme de deux
carrés. Dans [19], Tenenbaum & Wu ont obtenu, pour tout 3 €]0, 2[, la formule
asymptotique

1) o) = 22O oL N (o ey,

Viogy Viogy logy
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ou l'on a posé
] 2\ —1/2
B._\/; T -1 "
p=3 (mod 4)
D’apres la formule (2-21) de [19], la série de Dirichlet associée a la fonction b vaut
B(s) = () 2Lis,x) 21 =277 [T (@ —p>)72
p=3 (mod 4)

ou x4 désigne 'unique caracteére de Dirichlet non principal de module 4. 11 est facile
de voir que b € ’H+(%;B, ¢,d) pour tous 8 €]0, %[, 0 < § < 1. L’énoncé suivant
résulte donc immédiatement des Théoremes 1.1 et 1.2. Nous notons {a;(b)}32, la
suite des coefficients de Taylor & 1’origine de s'/2B(s +1)/(s + 1). En particulier,
ao(b) = B.

Théoréme 2.1. Soient 5 €]0,3/5] et k € N. Nous avons

(k+1)

(2:2) Uy(z,y) = L{ > M +O<M)}

Viegy | (&=, (logy)? (log y)*+1

uniformément sous les conditions (Gg) et G(1/2,y).

Compte tenu de la remarque suivant ’énoncé du Lemme 3.1 infra, nous déduisons
de (2-2) que le terme d’erreur de (2:1) est optimal.

2-2. Répartition des valeurs de la fonction d’Euler

Désignons par n — ¢(n) la fonction indicatrice d’Euler. Smati & Wu [11] d’une
part, et Naimi [7] d’autre part, ont obtenu, indépendamment et par des méthodes
différentes, I'estimation

(2:3) > 1= E;z:g(u){l + 0(w)} ((z,y) € Hp),

]
o(n)<e 08y
P(n)<y

pour tout 3 €]0, 2[, out 'on a posé E := ((2)¢(3)/¢(6).

Soit
v(n) = Z 1.
m>1
@(m)=n

La série de Dirichlet associée a v(n) vaut

3 L e)as), o Gls) = 11 (1 n (; i>.

=1 e . p—=1° p

Le théoreme 2 de [1] et le lemme 2.3 de [11], impliquent immédiatement que I’on
ay € Hy(l;8,¢,8) pour tous B €]0,3/5[, 0 < & < 1. Nous obtenons donc le
résultat suivant o {a;(y)} désigne la suite des coefficients de Taylor a l'origine de
sC(s +1)G(s+1)/(s+ 1), de sorte que ap(y) = E.
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Théoreme 2.2. Soient 5 €]0,3/5] et k € N. Nous avons

AP R (a0

o5z, (logy) (log y)*+

uniformément sous les conditions (Gg) et G(1,y).

Comme précédemment, nous retrouvons ainsi l'optimalité du terme d’erreur
de (2-3).

2-3. Nombre de solutions de congruences polynomziales modulo les
entiers friables

Soit F' un polynome a coefficients entiers, de degré g, prenant des valeurs positives
sur les entiers positifs. Ecrivons

Fx)= [ B

1<<r

sa décomposition en produit de facteurs irréductibles, désignons par

Fx)= [ F(X).

1<j<r

son noyau sans facteur carré et, pour chaque entier n > 1, notons gr(n) le nombre
des racines de F' dans Z/nZ.

Pour 1 < j < r, donnons-nous un zéro ¥; de F; et posons K; := Q(¥,). Un cas
particulier de la formule (3-35) de [14] s’écrit

(2:4) ZQFn—(S”)Z II II & @+vis=10)Gr(s) (o>1),

n=1 1<j<r 1Sv<ay

ol Gr(s) est une série de Dirichlet absolument convergente dans le demi-plan
o >1—o0g avec 0g := 1/(2max; ;). Cela implique immédiatement que, pour tout
§ < 09, la fonction Gp(s) satisfait la majoration (1-5) dans le demi-plan o > 1—4¢
et la formule (1-7) avec un terme d’erreur < 1/y°. Dans le cas particulier olt tous
les a; sont égaux a 1, nous obtenons

Z QFn—En) = H Ck, (8)Gp~(s) (o >1).

n>1 1<j<r

Ainsi, pour tout 3 €]0,3/5[ et pour des constantes positives convenables ¢ et §,
nous avons op € ﬁi(r;ﬂ, c,0) et op- € HY(r;3,¢,6). Une application directe des
Théoremes 1.1 et 1.2 fournit immédiatement le résultat suivant ot {a;(0r-)}32,
désigne la suite des coefficients de Taylor a I'origine de

s" or-(n)

s+1 nstl -
+ n>1
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Théoreme 2.3. Soient 5 €]0,3/5] et k € N. Nous avons

\IJQF*(x,y):x(logy)rl{ 3 M+o<w)}

o552, (logy) (log y)*+1

uniformément sous les conditions (Hg) et Gi(r,y).

Le cas général (i.e. F # F*) releve de l'extension décrite au paragraphe 1.4.
Nous obtenons alors la validité de (1-19) pour f = pp sous les conditions (Hpg)
et Gr(k,y).

2-4. Solubilité de congruences polynomsziales modulo

les entiers friables

Soit F' un polyndéme a coefficients entiers. Définissons le noyau F* comme au
paragraphe précédent. Notons G le groupe de Galois du corps de décomposition
de F. Ce groupe agit par permutation sur les racines de F'; en particulier, pour
chaque élément y de G, on peut définir I'entier n, comme le nombre de points fixes
de cette action.

Soit §r la fonction arithmétique indicatrice de ’ensemble des entiers n tels que F'
posseéde au moins une racine dans Z/nZ. Nous établissons au paragraphe 5 I'identité

SO _ a0 1),

nS

ou H(s) est prolongeable en une fonction holomorphe et sans zéro dans la
région (1-4), vérifiant les hypotheses (1-5) et (1-7), et ou la constante xp est
définie par

(2-5) Kp ::ﬁHveG:nV;&OH.

Par exemple, lorsque F© = &, est le n-ieme polynome cyclotomique, on a
krp = 1/p(n); lorsque F(X) = (X% — 2)(X? —3)(X?2 —6), on a kp = 1; et
lorsque F(X) = X™ — X — 1, de groupe de Galois le groupe symétrique S,, (voir
[8]), on trouve

1
1G<n

Notant {a;(0r)}32, la suite des coefficients de Taylor a I'origine de

shF 5r(n)
s+1 Z nstl’

n>1

nous obtenons donc le théoréme suivant.
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Théoreme 2.4. Soient 5 €]0,3/5] et k € N. Nous avons

T { > a;(9r) o (w) O(gﬁiﬂxu))}

k+1
o552, (logy) (logy)

uniformément sous les conditions (Gg) et Gr(kF,y).

Au paragraphe 5, nous considérons en fait toute fonction de la forme J(gp+(n)),
ol J est une fonction arithmétique totalement multiplicative a valeurs réelles
positives ou nulles. Cela permet d’obtenir un résultat de méme type, ou kg doit
étre remplacé par

I'ipyg Z 3 7717
|G| v€G

Pour J(m) = m® (¢t > 0), on obtient ainsi une évaluation de la valeur moyenne de
chaque moment réel positif de pp-«(n) sur les entiers friables.

3. Développement asymptotique du terme principal

3-1. Lemmes

Notre premier objectif consiste & obtenir une formule asymptotique pour A¢(z,y)
lorsque y < = < y%. Nous définissons les termes d’erreur Af(t) et A%(t) par les
relations

(31) S _ WD+ Ao
(3-2) /O #dv: > f; 3 Z f(n) = jztf) + A% ().

Sous 'hypothese f € H(k, ko; 5,¢,0), la methode de Selberg-Delange fournit

r—t t® + 1[1 oo[(’%)t

. Ayt t t A%(t _
(B3 A< (>0, e Aj) < L

Lemme 3.1. Soient 3 €]0, [ c>0, 56]0,1] k>0, k9 >0, f€Hk ko B,c¢0).
On a uniformément pour1<u<2 y =2

(t>0).

?

(3-4)  As(z,y) = ao(f)z(logy) o {1+HA* 1Og(w/y))jLO( ! )}

(logy)= logy

En particulier, sous les mémes hypothéses,

1
(3-5) Ap(z,y) = ao(f)x(logy)”19n(u){1 + O(w) }
Remarque. Pour log2 <t <log3, f(1) =1, f(2) =k, on a
A3 =1+ 1k — (14 K)o~ — ag(F)* Tk +1).

Cette fonction possédant au plus deux zéros sur [log 2, log 3], il s’ensuit que le terme
d’erreur de (3-5) est optimal en toute généralité.



12 GUILLAUME HANROT, GERALD TENENBAUM & JIE WU

Démonstration. Par sommation d’Abel, nous déduisons de (3-1) et (3-2) que 'on a,
pour u > 1,

As(ey) _ Si(w") , 1 /“Z;(U_v)d< /“Md(wlogw)
_ 0

T Yy log Yy ewlogy

(3-6)

= ao(f)(logy)" o (u) + Ag(ulogy) + %7

ol nous avons fait appel a l'identité (1-12) sous la forme
1 -1 Y ~1
ox(u) = =— (u” +/ z(u —v)o® dv> (u>0)
(k) 0

et posé
R := / 2 (u —v) dA%(vlogy).
0

Evaluons R par une nouvelle sommation d’Abel en tenant compte de la discon-
tinuité de premiere espece de 2, (v) en v = 1. Grice & la seconde majoration (3-3),
nous obtenons, toujours pour 1 < u < 2,

R = rA%((u—1)logy) + /0 zp (u —v)A%(vlogy) dv

— A% ((u— 1) logy) + o((logy)~—1 /Ou |27 — v) [0 dv)

= kA ((u—1)logy) + O((logy)*~1).
Reportons dans (3-6) en incorporant la premie¢re majoration (3-3). Nous obtenons

bien le résultat requis (3-4).
Cela acheve la démonstration. O

Posons, pour z > y > 2, u = (logz)/logy,

o) =MD [ a0

x yv
Lemme 3.2. Soient § €]0, %[, k > 0,¢c > 0,0 €]0,1], et f une fonction
arithmétique dont la série de Dirichlet F(s) appartient a la classe £.(8, ¢, 0). Alors,
pouru =>1lety>2,ona

(37) M) = (o) [l o) v logy),
ot 'on a posé
(3-8) Ve (v) := ﬁ /Ov % dw (v eR)

(m)

et ou, lorsque kK = m, la dérivée g, ' est comprise au sens des distributions.
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Démonstration. Notant, dans un demi-plan de convergence adéquat,

i(s) == /0 et dt

la transformée de Laplace d’une fonction g, nous avons,

| ematsyen e = st + /s 4 ),

(3:9) Zn(s) = 5”7}7\;(3),
s on(s) = o™ (s).

Il s’ensuit que, notant s, := s/logy,

N s
Ay(s) :ZH(S)S Jyrlff(sy‘f'l)
Y

353"(811 +1)
sy +1
sg?(sy +1)

sy +1

kr—m—1 m/\(s)

(3-10) = (logy) s" 0

= (logy)" "' oi™ (s)
D’autre part, on établit aisément grace au théoreme des résidus que
1 14400 1)551971

(§]
27TZ 1—ioco S + 1

(3-11) ds = hy(v) (v eR).

ou l'on a posé
1 vt
hy(v) := m/o et=vt Y de (v € R).
La fonction hy est continue sur R, dérivable sur R* et & variation bornée sur tout

intervalle borné. Par sommation et inversion de Laplace, la relation (3-11) implique
alors

(3.12) ngi(i—::-_ 1) _ /]Re—sv dV,Q(’U)
avec
v (v) := Z @hﬁ('l} —logn)
n=1

v—logn _t—wv

1 e
:F(l—ﬁ)zf(n)/o 4t

n<e?

I S A VI Ci B
S T(1-9) Jy  tlevt T

Le théoréme de convolution implique donc bien (3-8). O
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Lemme 3.3. Soit ¥ € [0,1]. On a uniformément pour T > 1, w € R, 0 > 0

1 o+iT ewssﬂ—l

eo’w
1 — €5 ds=h S —
(3:13) omi )y s+l ﬁ(w)+O<T1—19(1+T|w)>

Démonstration. Lorsque |w|T > 1, nous pouvons écrire

/o-l-ioc s 819—1 d ews 819—1 o+ioco /U-‘rioo ews 819—1 q
e S = — — s
oiT s+1 ws+1| p orir W ds\s+1

ow

e

<< TT%.

Lorsque |w|T < 1, nous observons que
o+ico qws g¥—1 o+i00
/ — —ds < e’ / |s”72]| ds| < 7TV,
orir  ST1 o+iT
O

Le lemme suivant fait explicitement apparaitre une condition sur la distance a
Pensemble des entiers. Nous posons classiquement ||z|| := min,cz |z — n|.

Lemme 3.4. Soient
Belo,3], ¢>0, 6€]0,1], >0, ro>0, [€H(k, ro;P,c,o).
11 existe une constante co > 0 telle que pour v > 3 et ||e”|| > 1, on ait

(314)  ve(v) —ve(v —h) K WV Lg(1/R)~= 400 p3/2=% (0K h <

N[=

).

Démonstration. Commengons par observer que I’hypotheése concernant la série
majorante de F(s) fournit, par la méthode de Selberg—Delange (voir [15], chap. II.5
et I1.6), la majoration

(3-15) Y. f)l < z(loga)™ ! +a/Lg(2)" (1<z2<u)

r<n<zr+z

ou ¢ est une constante positive convenable. Notons, a fins de référence ultérieure,
que cela implique

(3-16) [f(n)] <n/Lg(n)* (0 =1).

Considérons en premier lieu le cas général ou ||e”|| n’est pas minoré. Soit N un
entier naturel tel que ||e”|| = |’ — N|. Pour v > 3, n € N*, spécialisons, dans
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(3:13), 0 = 1/v, w = v — logn, multiplions par f(n)/n et sommons sur n € N*.
Nous obtenons

NP I Lt CE G Y (SR S (O]
" 21 Jyjpmir S(s+ 1) -9 n>1n1+1/v(1+T|v—logn|) ’

La contribution a la derniere somme en n des entiers n n’appartenant pas a
[N/2,3N/2] est < v /T. Celle du terme d’indice N est, en vertu de (3-16),

e’U

< .
T'=0(e” + Tllev|)) Lp(e”)

Notons V' la contribution complémentaire, de sorte que

[f ()]
1% —_—
< Z n+T|N —n|
N/2<n<3N/2
n#N

Lorsque T' > N, cela implique

ven Y > 7

m+1
0<m<Ly(N)eL In—N—mN/La(N)“1|<N/Ls(N)e1
N (log N)B+ro < 1
TLs(N)* Lg(T) /2

Lorsque T' < N, nous pouvons écrire

ve S L ) ()

0<m<T/2 (m +1)N mN/T<|N—n|<(m+1)N/T
1 N(log N)ro—1 N
< Y { + - }
0<m<T/2 (m+1)N T Lg(N)er
<1
T Lg(T)/*
Nous obtenons ainsi
1 (1/v)+iT 09 1)evs
ve(v) = —— / 879 (s + e o
271 (1/v)—iT S(S + 1)

(3-17)

Ko 1 ev
+0 + + :
(70 * mrom, s * T )
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La méme formule vaut pour v, (v—h), en remplacant seulement e¥* par e(*~)* dans
I'intégrande et ||e|| par ||e’~"| dans le membre de droite. D’oi1, sous les conditions
de I’énoncé,

v, (v) — v (v — h)

WO |5 (s + 1)|s]”

< h | ds|
(1/v)—iT |8+1|
PRI ! + <
T2—19 TlfﬂLﬁ(T)c1/2 Tl—ﬁ(ev_;'_THev—hH)Lﬁ(ev)cl
Vo 1 e

< hT?(logT)" +

T2—19 + Tl—ﬂLﬁ(T)cl/Q + Tl—ﬁ(ev + T”ev—h”)Lﬁ(ev>cl :

11 existe une constante c; telle que ||e*~"|| > 1 si h < cze™". Dans ce cas, le dernier
terme de cette majoration est
< ev < 1/h
T2—19L,8(ev)cl T2—19Lﬁ(1/h)cl :

Dans le cas contraire, il est

e’ 1 1
< < .
T'=(ev + Tllev="|[)Lg(ev)r = T*=?Lg(ev)r ~ T'=?Lg(1/h)=

Nous avons donc en toute circonstance

v (v) — vi(v —h)

v+ (UM La(L/R) | La(1/h) " + Ly(T) /%

I K
< hT"(logT)" + T2=0 Ti=o

La majoration annoncée, avec co = ¢1/3, résulte de cette estimation en choisissant
par exemple T := (1/h)Lz(1/h)=c/2. 0
Notre dernier lemme fournit, par intégration complexe, une évaluation précise

de v, (v) qui semble difficilement accessible par étude directe de la convolution. Il
constitue un élément crucial de la démonstration du Théoreme 1.1.

Lemme 3.5. Soient 8 €]0, %[, k>0,¢>0,0 >4, et f une fonction arithmétique
dont la série de Dirichlet F(s) appartient a la classe E.(8,¢,0). Il existe une
constante co > 0 telle que 'on ait

(3-18) ve(v) = Y am,j(f)z—]! +0(e ) (v=0).

0<jsm

Sik e N* et Fe EL(0), la formule (3-18) est valable avec § = 1.
De plus, s’il existe kg > 0 tel que f € H(k,ko;3,¢,0), on peut remplacer la
condition § > v par § > 0.
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Démonstration. Nous pouvons pleinement supposer v > 2/¢. D’aprés (3-12), nous
pouvons écrire

1 (1/v)+ico I 1)evs
(3-19) Ve(v) = — 579 (s +1)e* ds.
271 (1/v)—ioco S(S + 1)

Notons s = ¢ + i7 et introduisons un parametre réel T' > 3 que nous fixerons
plus loin. Nous pouvons estimer la contribution du domaine |7| > T a l'intégrale
de (3-19) grace aux majorations classiques de ((s) et a I’hypothese (1-5). Elle est

(3-20) < T*(‘S*ﬁ)/?.

Si, de plus, f € H(k, ko; 5, ¢,0), nous déduisons de (3-17) que cette contribution
est

(A 1
S oo T pise
Nous estimons la contribution complémentaire en déplagant le segment d’inté-
gration vers la gauche jusqu’a la courbe o = —c/{2+1log™ |7|}(}=)/8 et en faisant

apparaitre un contour de Hankel autour de s = 0. La contribution des segments
horizontaux n’excede pas (3-20) et celle de la partie curviligne est

< e—cv/{20og 7)1 =M/}

En choisissant T = e”ﬁ, nous obtenons, pour une constante ¢4 > 0 convenable,
(3-21) ve(v) = I (v) + 0(67‘3411/1)’

avec p
1 F 1)e¥®
I.(v) = — 579 (s + 1)e” ds
27T’L 'H(C/2) S(S —+ 1)
et o H(X) désigne la partie d’'un contour de Hankel tournant autour de s = 0
dans le sens trigonométrique et située dans le demi-plan Re s > —X. Pour estimer

I.(v), nous récrivons (1-15) sous la forme du développement de Laurent

S'F(s+1) & i—m
ErFaap S

valable pour 0 < |s| < %c. En utilisant, par exemple, la majoration |a;(f)| <
(2/c¢)?, il suit, pour tout entier N > 1,

rw= Y e+ o)

0<j<N+m



18 GUILLAUME HANROT, GERALD TENENBAUM & JIE WU

avec )
Gj(v) = — simm~les ds 0<j<N+m)
270 Jr(evs2)

(/) o
En(v) := AT 5| Ve ds|.
H(cv/2)

D’apres le corollaire I1.5.1 de [15], on a

1 471m=3lim — 4|!
Gi(v) —
J(v) F(er 1 *]) < ev/2
et la méme technique fournit
(100/c)N N!
En(v) < T NTlg/2

Choisissons alors N = [¢/v] + 1 oll ¢ est une constante absolue assez petite. Nous
obtenons )
v/ _
I.(v) = Z am_j(f)ﬁ‘FO(Q v/3).
0<j<m
Compte tenu de (3-21), cela implique bien 'estimation annoncée (3-18).

Lorsque k € N* et F € £%(9), nous pouvons déplacer, dans 'intégrale de (3-19),
le segment d’intégration [1/v — iT,1/v + iT] jusqu’au segment [—6 — iT, —§ + iT]
avec a présent T := eV pour une constante convenable c5 > 0. Cela fournit un
terme d’erreur < e~ %" dans (3-21) et établit ainsi le renforcement indiqué dans
I’énoncé. O
3-2. Preuve du Théoréme 1.1

Considérons dans un premier temps le cas f € H(k, ko; 3, ¢, 9).

Comme la validité de (1-16) sous la condition (Gg) résulte de (3-5) et du cas
k =0 de (1-17), nous pouvons nous borner a établir (1-17) sous les hypotheses de
I’énoncé.

Compte tenu de 'hypothese u € Gi(k,y) et des propriétés de continuité de o,
et de ses dérivées, nous pouvons supposer que y* est demi-entier. Nous supposons
également que k > m : dans le cas contraire, il suffit de considérer les termes
principaux d’indices supérieurs a m comme des termes d’erreur.

Pour chaque nombre réel u > 0, désignons par £(u) 'unique solution réelle non
nulle de I'équation e® = 1+ u si u # 1 et posons (1) = 0. Soit encore

£0(u) i= max(LE(u/n))  (u>0).
Sous la condition Gk (k,y), 'estimation
(322) oD u—v) < gD (0<u < ey, 0<j <m AR

résulte aisément des évaluations établies dans [13] pour la fonction g, et ses

dérivées. De plus, si j < m, la majoration (3-22) est valable pour 0 < v < u — %
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Posons

. . 7 m . . .
Conservant la convention d’interpréter g,({ ) au sens des distributions lorsque Kk = m

(et donc ¥ = 0, ce qui rend la mesure dv,(v) absolument continue), nous avons,
d’apres (3:7),
(3-23)

_ g ()b () | [ o™ (u— )
Ay(u) = (logy) {Og;m Mogy)mi-1 + /0_ “logy)™ dR,(vlog y)}

avec N
b;(u) ::/ nggm)(u —v)dv :j!g,(,im*jfl)(u) (0< 7 <m).
0

Nous pouvons donc écrire

a (o
Ay(U)Z(IOgy)’“‘l{ > %—l—h—kb—kh}

o<j<m
ou les quantités J; correspondent aux contributions respectives a l’intégrale
de (3-23) des domaines d’intégration [0—,1ep [, [2ery,u — 5[ et [u — 3,u], la
quantité ey, étant définie par (1-14).
Nous évaluons J; en utilisant le fait que, sous les hypothéses indiquées g, est de
classe C* 1 sur [u— ey, y, u+0]. Pour 0 < v < ey, y, la formule de Taylor-Lagrange
s’écrit

ngm) (u—v) = Z (_U;Tngj)(u)vj—m

iy U —m)

(=)t k k+1
/ (v — w)* ™o+ (4, — w) dw.
0

Tk

Reportons dans 'intégrale J; en notant que la représentation (3-19) et lestima-
tion (3-18) impliquent, grace & une intégration par parties, que l'on a pour chaque
entier naturel fixé j > m,

(1
(7 —m)

’ Jj—m vlo = a(f) L z
/O_U dR,(vlogy) (10gy)j*m+O(Lg(zlogy)) (z>0).

Nous obtenons

. a;(f)ef (w) (gﬁf“’(u))
(3-24) Jl_mgjék (log )’ +0 log g+ )
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Nous traitons Js et J3 comme des termes d’erreur. En utilisant (3-22) avec j = m

et la monotonie de Q,gm), qui peut étre établie comme dans [17] ou le cas m = 0 est

traité, nous pouvons écrire, si la constante A de la condition (Gg) est assez grande,

u—1/2 (m) (m) (k+1)
Jo < / 2 (W) ve ()= (v1ogn)® g, < (w) on ()
e, (ogy)™ ederylogy)”  (logy)h+t

Nous évaluons Js par intégration par parties. Nous pouvons supposer ¢ > 0 car

Q,(@m)(v) est identiquement nulle sur [u — 1/2, u] dans le cas contraire. Posant

Ny(v) := Ry (vlogy) — Rx(ulogy),

il suit

h Ny (v)|
J3 < |Ny(u— 3 +/ HLACI
3 | y( 2)| ue1/2 (u—v

Scindons l'intégrale a u — n/logy ol 7 est un parametre a choisir dans 'intervalle
[0, 1]. Nous obtenons grace au Lemme 3.4

dt

1 1-9 7 uFo (1 Ko—1/2 t+ La(1/t —c19/3
7, « —(ozy) / u™ (log y) Vi+ Lg(1/1)

Lg(ulogy)nt=? t

(
(
logy)' o -
E : gi=? + y/mut (log )=~ 4 Ly (1/m) =074,

< Ls(ulogy)

En choisissant 1 := 1/Lg(ulogy), nous obtenons que J3 n’excede pas 'ordre de
grandeur du terme résiduel de (3-24). Cela acheéve la preuve de la relation (1-17).

Pour traiter le cas f € H*(k,ko;d), nous reprenons les calculs précédents en
choisissant

€ky = Bk +1)(logy y)/ logy
pour une constante B assez grande, en faisant appel a la majoration
R, (v) < e”"

issue du Lemme 4.4 et en utilisant le fait que Q,(.gj)(v) =0pourj>met0<v<I.

Nous omettons les détails de la vérification. O



Moyennes de certaines fonctions arithmétiques sur les entiers friables, 2 21

4. Approximation de V¥ ;(z,y)
4-1. Objectif

Nous nous proposons ici de prouver le Théoreme 1.2. Les détails étant tres voisins
de ceux de la démonstration du théoréme II1.5.9 de [15] lorsque k € N* et de celle
du théoréme 2 de [13] lorsque k € R** \ N*, nous nous limiterons & des indications
relativement succinctes.

4-2. Lemmes

La série de Dirichlet F(s) étant définie par (1-6), nous introduisons la troncature

friable
Fsiy)= ) f)/n*  (y>2)
P(n)<y
et nous posons
s—1)"F(s
Joe) = B UT0)

S

qui définit une fonction holomorphe dans le domaine (1-4). De plus, si k € N*, J;
est holomorphe pour ¢ > 1 — 4.

Lemme 4.1. Soient § €]0,3/5[, ¢ > 0, 6 €]0,1], kK > 0 des nombres réels et
F € &.(B,¢,0). Lorsque (s,y) vérifie (1-8)

(4-1) F(siy) = (logy)"sJy(s)aw((s — 1) log y){l o (L,al(y)) }

Démonstration. Pour chaque corps de nombres K, la fonction zéta de Dedekind
Ck(s) possede une région sans zéro de méme nature que celle de la fonction ((s) de
Riemann. Dans cette région sans zéro, log (k(s) releve essentiellement des mémes
estimations que log((s) — voir [6]. Il s’ensuit que la démonstration du lemme
I11.5.9.1 de [15] est encore valable, mutatis mutandis, pour (x(s). Nous obtenons
ainsi

(42)  Cr(s:y) = Ge(s)(s — 1)(logy)a((s — 1) logy){l + O(L;(y)> }

oll o = p; est la fonction de Dickman et p(s) désigne sa transformé de Laplace.
Lorsque s ¢]0, 1], appliquons cette relation pour K = K; (1 < j < r), élevons-la & la
puissance x;, et formons le produit. Compte tenu de la relation {sp(s)}” = s2.(s)
et de I'hypothese (1-7), nous obtenons bien le résultat annoncé. Lorsque l'on a
s €]1—c¢/(logy)'~?,1], un prolongement par continuité montre que la formule est
encore valable. a

Posons
ag = ag(z,y) =1 —§s(u)/logy.
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Lemme 4.2. Soient § €]0,3/5[, ¢ > 0, 6 €]0,1], x > 0 des nombres réels et
F e £.(B,c¢,0). Sous la condition (Hg), on a

2% F (a0;y) X 20, (u)vVu(logy)".

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de (4-1) et de la formule (3-25)
de [19] i.e.

UG (— £, (u
o) = Q\/(E f()).

a

Lemme 4.3. Soient (3, 01, ¢, ,d, k des nombres réels tels que 0 < § < 1 < 3/5,
¢>0,0<0<1,k>0,et feHi(k; B, ¢0). On a uniformément pour (x,y) € Hg,
T:= Lﬂl (y)7

20k (u)

Ls(y)

Démonstration. Procédons essentiellement comme au lemme I11.5.9.4 de [15], en
observant que le Lemme 4.1 et I’estimation

Vi(x+z/T,y) —Vi(z,y) <

0n(s) < 1/s" (s = =&e(u) +ir, |7] > 1+ u,(u))
impliquent, sous la condition (Hpg),
F(siy) < 7' (logy)™  (|Ir]logy > 1+ uby(w)).

Supposons d’abord u > B(logy)® ol B est une constante assez grande. Nous
avons alors, en posant V :=e" < T,

1 14
Uiz +a/T,y) = Vy(z,y) < V/ z%|F (oo +iTsy)| dr
0

r*°F (s y) a0t 1—6/2
« 0 pooyt=d/
VvV

zos(u)(logy)"Vu | wos(u) _ zos(u)
W VR ST

Lorsque u < B(logy)?, nous utilisons (1-9) sous la forme

<

z(log z)~~1

Uil +a/T,y) — Vyi(z,y) < T

Comme ué,(u) < % log T sous les conditions indiquées, cela fournit bien le résultat
annonceé. O

Le lemme suivant est essentiel pour la démonstration du Théoreme 1.2.
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Lemme 4.4. (i) Soient 8 €10,3/5[,¢> 0,k >0, kg >, 6 >0, f € H(k, ko;5,¢,9).
Pour s = 0 + it avec 0 < o < 1, |7| > 3, et clog N > (log |7)'/?, on a

(4:3) > f )+ O(Nl_a(logN)mH).

6/2
n<N |T| /

(ii) Soient § €]0,1], k € N*, kg € N*, f € H*(k, Kko;0). Pour
1-26/(k+1)<o<1, |7|>3, s=oc+ir, N >|r|"tD/2)

on a

(4-4) yo {0 3"(5)+O<—N _U(logN)m).

|73/ (D)

Démonstration. Posons T := 1|7|. D’apres le théoréme I1.2.2 de [15], nous pouvons
écrire, avec o =1 —o0 4+ 1/log N,

(4-5)

1 a+1iT Nw
=5 / F(w+ s)— dw+ R(N,T)
<N Ly iT w

avec -
[f(n)n—"°

1—0o
R(N,T) < N ;—1+T|1og(zv/n)|‘

La contribution au membre de droite des entiers n tels que |log(N/n)| > 1 est

le"(log N)ro
Z no‘+‘7 T

n>1

Pour estimer la contribution complémentaire, nous utilisons les relations (1.9),
(1-10) et (1-11) pour une suite majorant {|f(n)|}52; et dont la série de Dirichlet
appartient a €,(f,c,d) ou &5 (). Posant

D(t) . {Lﬁ(t) si f € H(Haﬁo;ﬁa c, 5)3
T too si f € H*(k, Kko;0),

ol g est un parametre arbitraire vérifiant 0 < o9 < min{d,2/(ko+1)}, cela fournit

(46) S fm)] < z(log )t 4+ 4/D(t) (122 1<z<1).
t<n<t+z

Nous en déduisons que, pour tout entier m de [0, T,

[f(n)| _ (log N)ro—! 1
2 nete S DT | (m+ DDV

m/T<| log(N/n)|<(m+1)/T
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Par sommation sur m, nous obtenons ainsi que, sous ’hypothese N > |7|1/2,

(log N)"o  log N )
T D(N)

(4-7) R(N,T) < Nl“’<

Montrons ’assertion (i). Nous évaluons I'intégrale de (4-5), en déplagant I’abscisse
d’intégration vers la gauche jusqu’a Rew = 1 — o — 1 avec 1 := ¢/(log|7|)1=2)/8
et nous appliquons le théoreme des résidus. Il s’ensuit que

I N 1 Nv
4.8 — F —dw=%F — | F — dw,
@8 g [ TS dw =)+ 5 [T S
ou L est la ligne brisée joignant les points a — T, 1 —o—n—4iT, 1 —0c —n+ 1T,
a+iT. La majoration classique de (k(s) dans le domaine de Vinogradov et 1’hypo-
these (1-5) fournissent alors

Nw B |7_|176/2 1
4- —d Ni=e —= .
(4-9) /Lff(ers) " w <K ( N + R

Le résultat de la premiere assertion découle immédiatement de (4-5), (4-7), (4-8) et
(4-9) pour les valeurs indiquées de N.

La démonstration de Dlassertion (ii) est similaire. Nous évaluons & présent
l'intégrale de (4-5), en choisissant i := 2d/(k + 1). La borne de convexité

Gre(a+ib) <, [p|07972 (L <a<1< b))
valable pour tout corps de nombres K et 'hypothese (1-5) fournissent alors
F(s 4 w) « T/ (mFDFI=0 o p1=0/(ntl) (4 € )

et

Nv Ly 1 T/ (54D 1og T N1=log N
(4-10) /Lff(w+s)7dw<<N (Té/(m+1)+ N2/ D) To/rt)

dés que N > T*-+1D/20 Comme 1 > min{§,2/(k + 1)} > 6/(x + 1), le résultat
annoncé découle immédiatement de (4-5), (4-7), (4-8) et (4-10). O

Lemme 4.5. Soient 0 < < /1 <3/5,¢>0,06€]0,1], K >0, f € Hi(k;5,¢,9).
I existe une constante positive ¢; telle que 'on ait, notant T := Lg, (y),

o o st 150 o)

uniformément pour (z,y) dans le domaine (Gg).
De plus, si k € N* et f € Hi(k;3,¢,0), la formule (4-11) est valable dans le
domaine (Hg) et le second terme d’erreur peut étre supprimé.
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Démonstration. Appliquons le Lemme 4.1 avec 81 au lieu de 3. Nous obtenons

ag+iT xs ag+iT
@12 [ s ds= (o) [ J9E((s - Dlogy)a*ds+ R

0—iT 0—iT
avec
R< x*F(ap;y)log T < xg,i(u)'
T Ls(y)
Soit V' := Lg(z). Dans un premier temps, établissons que lon peut étendre

au segment [ag — iV, o + ¢V] lintégrale figurant au membre de droite de (4-12)
moyennent une erreur englobée par celle de (4-11).
Les bornes de convexité pour les fonctions (k(s) et 'hypothese (1-5) fournissent

(4-13) Fs) < |7'? (c=ap>1-0, |7|=>T).
De plus, d’apres le lemme I11.5.8.2 de [15], nous avons

1+ up(u)

(4140 (5= 1)"(log) T (s~ D 1ogy) = 1+ 0 L

) o=anlrl=1),

Nous avons donc

K — s x?
(4-15) (logy) /a:ao Jr(s)or((s —1)logy)x ds:/ozao ?(s)?derE
T<|r|<V T<|r|<V
avec
1%
14 u(u) (1 + ue(u))  xox(u)
41 E< gt [ =YW g ,
(4-16) <z /T T2 log g T Tor2 < L)

Appliquant le Lemme 4.4(i) avec N = N, := exp {(1/c)(log|7])}/#}, nous avons
en outre

[y 505 as= Y s [ Tyt

(;
T<|r|<V n<al/e Tu<ITISV
14 Nl—ao
+ O x®° - dr
o TITe/2 )

ou l'on a posé T, := max{Lg(n°), T'}.
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Lorsque (,y) € G, nous avons u < (logy)?/ (=% /{ Alog, y}'/1 =) d’ott
NpTe T (< V),

Le terme d’erreur de (4-17) est donc

@0

X X u
< 0r (1)

< .
/4 7 Lg(y)

En vertu de la formule (I1-2-7) de [15], dont (3-13) est une variante, le terme général
de la somme en n de (3-13) est

AT n

< (_) f(n) .

n/ 1+ T,llog(x/n)|

Désignons par S; la contribution des entiers n tels que |log(z/n)| < Lg(n®)~1/?
et par Sy la contribution complémentaire. Comme tout entier n compté dans S;

vérifie |z — n| < z/Lz(x)/?, nous avons, grace a (4-6),
S < > f(n) < z/Lg(x)/*.
jo—n|<z/ Lo ()12

Par ailleurs, si la constante A apparaissant dans (Gg) est convenablement choisie,
nous avons

3 f(n)(x/n)™

Sz < L+ (Ls(n®) + T)llog(/n)]

ngml/c

|log(x/n)|>Ls(n)~ /2

oo f(n)/n
<z Z LB(TLC)I/2+TL5<’I’LC)_1/2

’I‘LSZL’l/C
ao Uk () + 1 — f(n) f(n)
<z ( T1/2 ) e > nLs(ne)1/A
nxy y<n<zxl/c
240 20 (u)

<

Lg(y)er — Lg(y)e

Nous avons donc établi que

20, (u)
Lg(y)e’

(log y)”‘/ o Ji(s)on((s — 1) logy)z® ds < +

1/4
T<|r|<V L(a)!/

et donc, en reportant dans (4-12),

ag+iT xs ag+iV -
/ F(s;9) " ds = (logy)" / J5(5)2a((s — 1) log y)a® ds
DL()*’L‘T S DL()*’L‘V

+0( i o)
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Déplagons ensuite 'abscisse d’intégration vers la droite jusqu’a o, := 1+ 1/logx.
Les intégrales sur les segments [ag £ iV, 0, £ iV] étant estimées grace a (4-13) et
(4-14), nous obtenons

1 ag+iT 75 (log y)}\i op+iV
N 9’ . - d _ J _ 1) . d
270 J qg—iT (559) 5 S o . f(S)QH((S ) log y)z* ds
x JUQOQ,@(U))
+O< + .
Ly@)7t " Tl)
Etendons & présent a la droite ¢ = o, tout entitre le domaine d’intégration

de lintégrale figurant au membre de droite et estimons lerreur commise en
appliquant (4-14), puis (4-13) (pour prendre en compte le terme d’erreur de (4-14)),
et enfin une formule version effective de la formule de Perron, comme celle du
corollaire 11.2.2.1 de [15], pour traiter le terme principal. On vérifie sans peine que
cela n’altere pas le terme résiduel.

En utilisant les deux premieres relations (3-9), le théoreme de convolution et le
théoreme d’inversion de Laplace, on voit facilement que I'intégrale étendue coincide
avec le terme principal de (4-11). Cela établit la premiere assertion de I’énoncé.

Quand k € N* et f € H (k;0,¢,0), la fonction Jy(s) est holomorphe dans le
demi-plan o > 1 — §. Nous pouvons donc écrire, sous réserve de convergence,

(logy)~ / aortieo

i Ji(s)ox((s — 1) logy)a® ds = As(x,y).

0—100

Compte tenu de la validité de (1-16) dans le domaine (Hpg), il ne reste donc a
montrer que ’estimation

(18 (ogy)" I 9B (s = 1) log ) ds < 72

o=
IT1ZLa(y)

A cette fin, nous utilisons, comme précédemment, (4-13) et (4-14). La contribution
au membre de droite de (4-18) du terme d’erreur de (4-14) est

<

14 u€s(u) (1 4+ u&x(u)) 20 (u)
4-19 o ——d .
(+19) < /my) T2 logy ¢ S T/ Ls(y)>

Pour estimer celle du terme principal, nous employons le Lemme 4.4(ii) avec
c=aget N =N, = \T|(“+1)/(25). Nous obtenons ainsi

aay [, TeTe=Y s [ (2) Seo( ).

I>Ls(y) n>1 '

ot I'on a posé T}, := max{n?%/("+1) [ 5(y)}.
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Le terme résiduel de (4-20) est pleinement acceptable. Le terme général de la
somme en n est

z\ 1
<<<E) 1+ T, log(a/n)|’

Désignons par S7 la contribution des entiers n satisfaisant |z —n| < 217%/(2542) et
par S5 la contribution complémentaire. Nous avons, grace & (4-6),

S < Z f(n) < 279/ Cr42) (1og )0,

le—n|<zl—8/(2r+2)

Par ailleurs, comme a9 > 1—6/(4x +4) dans le domaine (Hg) pour y assez grand,
chaque entier n compté dans S5 vérifie sous cette hypothese

n(XQTn‘ log(x/n)| > nl—&/(4n+4)n6/(m+1)Lﬁ(y>1/2| 10g(33/n)| > n1+6/(4n+4)Lﬁ(y)1/2.

Il suit

f(n) z*°
S5 <L 0 < .
; ni+0/ (At A) [ o (y)1/2 Ls(y)'7?
Cette estimation étant trivialement réalisée lorsque y, et donc z, est borné, cela
établit bien (4-18) et achéve ainsi la démonstration. O

4-3. Preuve du Théoréme 1.2

Soient 81 €]3,3/5[, T := Lg,(y). La formule de Perron effective assortie a
Iestimation dans les petits intervalles du Lemme 4.3 permet aisément de montrer

que 'on a
1 ao+iT x® 20, (u)
Ue(x,y :—_/ "J"s;y—ds—l—O(—)
f( ) 27 Sy it ( )s Lﬁ(y)cl

uniformément pour (z,y) € Hg. Compte tenu de la seconde assertion du Lem-
me 4.5, cela implique immédiatement le résultat annoncé lorsque « € N*|
f e (ks B,¢,0).

La premiére assertion est obtenue en observant que, sous la condition (G), on a

1 0 (1)
Lo@o S Loly)

pourvu que la constante A soit convenablement choisie en fonction de ¢;.
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5. Fonctions zétas de Dedekind généralisées

Soit F' un polynome & coefficients entiers, sans facteur carré, de degré d. Notant P
Pensemble des nombres premiers, on définit pop(p) : P — [0,d] comme le nombre
de racines de F' modulo p, comptées avec multiplicité. Dans la suite, on notera
L = L le corps de décomposition de F', (i, sa fonction zéta de Dedekind, et G le
groupe de Galois de L/Q.

Un élément v de G’ permute les racines de F'; nous notons n., le nombre de points
fixes de cette permutation. Ce nombre est invariant par conjugaison, et cette action
réalise G comme un sous-groupe du groupe symétrique Sy.

L’objet de ce paragraphe consiste a établir le résultat suivant, qui complete
la preuve du Théoreme 2.4. Etant donnée une fonction arithmétique totalement
multiplicative J : N — R*, nous posons

7ra(e) = 3 ) oy

ns
n>1

et

1
Kpyg = @ Z J(ny).

yeG

Proposition 5.1. Pour tout 3 €]0,3/5][, il existe une constante ¢ > 0 telle que la
fonction H définie dans le demi-plan o > 1 par la relation

Fra(s) = ((s)"?H(s),

soit prolongeable en une fonction holomorphe et sans zéro dans le domaine (1-4),
vérifiant les conditions (1-5) et (1-7).

Comme Jopp est multiplicative et comme F' est sans facteur carré, le facteur
eulérien associé a p est, sauf pour un nombre fini de valeurs de p, une fonction
holomorphe de s de la forme

exp {d(er(p)/p* +0(1/p*) }.

De plus, lorsque p est borné, les facteurs locaux

Z d(or(p"))

vs
v>0 p

définissent des fonctions holomorphes pour o > 0 : cela découle immédiatement
du fait que gr(p”) < 1 pour tous p et v. Nous pouvons donc nous restreindre a
prouver les assertions de I’énoncé pour le produit eulérien

(5-1) eXp{ZH(QF(p))/pS}-
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Etant donnés un nombre premier p non ramifié dans L et un idéal premier 3
de L divisant p, considérons le groupe de décomposition D(P) de P, c’est-a-
dire le sous-groupe de G constitué des automorphismes «y tels que () = PB.
L’application naturelle D(P) — Gal ((Z1./%B)/(Z/pZ)) est alors un isomorphisme.
Notons (PB,L/Q) lantécédent de ’application de Frobenius x +— zP par cet
isomorphisme. Le symbole d’Artin de p relativement & lextension L/Q, noté
(p,L/Q), est alors défini comme ’ensemble

C’est une classe de conjugaison de G, qui agit sur les racines de F.
La caractérisation suivante de op(p) est classique.

Lemme 5.2. Pour tout nombre premier p assez grand, op(p) est égal au nombre
de points fixes du symbole d’Artin (p,L/Q) agissant sur les racines de F'.

Démonstration. Observons tout d’abord que ce nombre de points fixes ne dépend
pas de ’élément choisi dans la classe de conjugaison (p,L/Q).

Soit P un idéal premier de I’anneau Zy, des entiers L, contenant p. On sait alors
que les racines de F' modulo p sont exactement les racines de F dans Zp, /P qui
sont fixées par Gal ((Z./%B)/(Z/pZ)).

En d’autres termes, gr(p) est le nombre de points fixes de lapplication de
Frobenius z +— zP agissant sur les racines de F' dans Zj /9 ; mais si p est non
ramifié dans L/Q, cette action coincide avec l'action de (3,L/Q) sur les racines
de F dans L. Comme (3,1L/Q) appartient & la classe de conjugaison (p,L/Q), cela
conclut la preuve. O

Introduisons a présent l’ensemble X des caractéres irréductibles de G, et
I'ensemble € des classes de conjugaison de G. Un caractere étant constant sur
une classe de conjugaison, I'expression x(C) pour (x,C) € X x € a bien un sens.

Lemme 5.3. Pour tout § €]0, [, il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour
tout s de la région (1-4), il ex1ste un nombre fini de sous-extensions IL; de L., des
caracteéres de Hecke 1;; non principaux de L;, et des nombres complexes r;; tels
que

(52) Frg(s) = ((s)"r1Go(s HL 5,137)",

ot Gy est une série de Dirichlet absolument convergente et sans zéro pour o > 1/2.

Démonstration. D’apres les formules d’orthogonalité des caracteres, on a, pour
toute classe de conjugaison C de G,

)= ol

x€X
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En particulier,

Ieor(p) =D “——— > X(O)x((p,L/Q))

Ccee | x€X
1
G|

IN(O)C]
G|

=1a Z Z H(nw)Y(W)X((pv L/Q)).

vEG xeX

Reportons dans (5-1) en tenant compte de la réduction du cas général & ce cas
particulier. Nous obtenons immédiatement la formule suivante, faisant intervenir
les fonctions L d’Artin

(53) Fra(s) = () [[ Lis . L/Q)rxGo(s),

(1 X)EGXX

ot Go(s) est une série de Dirichlet absolument convergente et non nulle dans le
demi-plan o > 1/2, et ou l'astérisque indique que le produit sur les y exclut
le caractére trivial. Cette identité est valide dans toute région dans laquelle les
fonctions L d’Artin y apparaissant n’ont ni zéro ni pole.

D’apres le théoreme de Brauer [2], toute fonction L d’Artin associée & un caracteére
irréductible non trivial est un produit fini de puissances entieres, positives ou
négatives, de fonctions L(s, 1) de Hecke associées a des sous-extensions de L et
correspondant a des caracteres ¥ non principaux. De plus, toute région sans zéro
pour (f, est également une région sans zéro pour les L(s, ). Comme il est établi
dans [6] que les fonctions zétas de Dedekind ont, aux constantes multiplicatives
pres, les mémes régions sans zéro que la fonction zéta de Riemann, nous obtenons
bien la conclusion requise. a

Remarque. On peut également utiliser la décomposition explicite, due & Deuring [3],
de la fonction 1¢ en somme de caractéres induits par des caractéres monomiaux ;
cela permet, en cas de nécessité, de controler les exposants s ;.

Nous supposons dans toute la suite que la constante ¢ est choisie de telle sorte
que la formule (5-2) soit valide dans la région (1-4). La condition (1-5) découle alors
directement du lemme suivant :

Lemme 5.4. Dans la région (1-4), on a pour tout caractére de Hecke v non
principal,

| log L(s, )| < * 5ﬂlog2<3+ 7)) + 0(1).

Démonstration. L’identité est immédiate pour o > 1, ot 'on dispose de I’estimation
1< L(s,v) < (L(o).

Dans le demi-plan o < 1, 'existence d’une région sans zéro associée & une formule
explicite telle la formule (5-9) de [5] fournit classiquement la majoration

‘ L(s,v)

(1-8)/8
L(s,0) ’ < {log(3 4+ |7]} )
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En intégrant cette majoration sur le segment [1+ 1/{log(3 + |7|}* =9/ it 5],
nous obtenons bien le résultat annoncé. O

La condition (1-7) peut étre obtenue de fagon trés voisine de celle du lemme 6.3
de [4]; grace au Lemme 5.3, nous pouvons nous ramener au cas d’une seule
fonction L. Nous nous contentons d’indiquer les grandes lignes de la preuve.

Lemme 5.5. Soit ¢ un caractére de Hecke non principal pour Iextension L/Q.
Pour tout 8 €0, %[, il existe une constante c telle que, dans la région (1-8), on ait

G4) Ll = [[ (1-v@®/OB)) = Lis.v) + O(1/Ls()?).

NPy

Démonstration. Commencons par diminuer, si nécessaire, la valeur de ¢ de fagon a
ce que l'on ait, pour tout ¢ > y > 2,

(5:5) > W(a)A(a) < t/Ls(y),

Na<gt

ol la somme porte sur les idéaux entiers a de L dont la norme Na n’excede pas t.
Remarquons ensuite que

Swa 7/) 1/2—0
Liste) NZ ow)

Dans le cas ot 0 > 1+ 6/(10gy)1_57 une sommation d’Abel utilisant (5-5)

conduit a L’ ¢
Tl = % Ol Lo(y)™),

Na<gy

oll le terme reste peut étre remplacé par O(y(1=7)/2L5(y)~3°).

Dans le cas contraire, posons o :=1— 0 +6/(logy)!=# > 0 et T := Lg(y)°. La
formule de Perron effective permet d’écrire

_ oo+iT 11 1—a 148
3 1/) e 1/ L'(s +w,¢) y* dw +0( (logyg) )
=, T 27 Jpyir L(stw,d) w Ls(y)

Déplagons I'abscisse d’intégration jusqu’a oy := —1/(logy)'~”. Quitte & diminuer
encore la valeur de ¢, la région d’intégration reste incluse dans la région sans zéro
de la fonction L. En particulier, la seule singularité de l'intégrande traversée est
w = 0, qui contribue pour —L’(s,v)/L(s, ).

D’apres le Lemme 5.4, la contribution des parties horizontales est

y' =7 (logy)' 7~

< ;
Lp(y)?
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alors que celle du segment déplacé vaut

1T (s 4 wiy) g
— — 77 d 71 ]og y.
2mi /aliT L(s+w,x) w w<ylogy

Nous obtenons donc

L(s,by)  L'(s,¢) _ y'="(logy)'™”
L(s,v,y)  L(s,%) Lp(y)?

En intégrant cette majoration sur la demi-droite [s, +0o + i7], on obtient

L(s,ty) = L(s,w{l +o(L<1ﬁ(gT§/>ﬁ>}

La relation (5-4) en découle immédiatement, quitte & imposer ¢ < 1. O
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