2M270 Algeébre linéaire 11 2018-19

Controéle continu 1 :
Dualité, géométrie affine

Exercice 1. a) On commence par remplacer L; par Lj+ Lg, ce qui ne change pas le determinant.
On développe ensuite selon la premiére ligne.

A 0 0
det(AN)=| -1 X -3
0 -1 A—2

A -3

1 A-=2
= - AAA—2)—3)

b) La matrice A(\) est inversible si et seulement si son déterminant est non nul , c’est a dire
si —A(A2 =2\ —3) #0, c’est a dire si A ¢ {—1;0;3}.
¢) On applique 'algorithme usuel :

2 1 3
-1 -1 -3
A(-1) ) 0o -1 -3
I3 N 1 0 O
0 1 0
0 0 1
2 0 0
Li=Ls3L, | —1 —1/2 0
Ly=la=Laf2 0 -1 0
1 —1/2 0
0 1 3
0 0 1
0
On a ainsi une base du noyau et une base de I'image, données respectivement par -3
1
2 0
et (v1,v2) = -1 1;1 1 (le dernier vecteur a été multiplié par —2 par rapport a la
0 2

forme précédente).

d) 11 faut dim(R3) — dim(ker A(—1)) = 3 — 1 = 2 équations linéairement indépendantes pour
décrire le noyau, et dim(R3) — dim(Im A(—1)) = 3 — 2 = 1 équation pour décrire I'image.

Pour le noyau : on remarque qu’un élément du noyau vérifie nécessairement x = 0 et y = —3z,
qui sont bien des équations linéairement indépendantes.

Pour I'image : on remarque déja que vy vérifie 4+ 2y = 0. En fait, puisque sa troisiéme
composante est nulle, il vérifie plus généralement x 4 2y + az = 0 pour tout réel a. On cherche
une équation de cette forme qui soit également satisfaite par le vecteur ve. Pour ce vecteur,
I’équation devient O x x + 2% 1 + a * 2 = 0, ce qui est vérifié si et seulement si a = —1. Ainsi on
obtient I’équation x + 2y — z = 0, qui est bien satisfaite par v1 et v9, donc par ’espace vectoriel
qu’ils engendrent (c’est a dire par Im(A(—1)).



e) Les opérations de R-espace vectoriel sont données par M + AN = (my; + Anij)icf1,2,3}) -

je{1,2,3}
Cet espace est engendré par les matrices élémentaires (Ejj);c(1,2,3), qui en forment une base. Il
j6{172a3}
est donc de dimension 3 %3 = 9.
f) On remarque que
-1 -1 0
A(N) = A0) + A 0 1 0
0 0 1
Ainsi
-1 -1 0
D:={AN\), e R} = A(0)+R 0 1 0
0 0 1
-1 -1 0
Ceci est bien une droite affine, dont A(0) est un pointet R 0 1 0 | la direction.
0 0 1

g) Il faut au minimum dim(Matz(R)) — dim(D) = 9 — 1 = 8 équations affines pour décrire la
droite précédente.

Exercice 2. a) La base canonique est (1, X, X2, X3). C’est donc un espace de dimension 4.
b) Soient P = 22:0 peXF et Q= Zi:o qx X" dans R3[X], et soit A € R. On note jusqu’a la
fin de Dexercice f, : R3[X] — R Papplication qui & P associe P*)(0).

Ainsi fo(AP 4+ Q) = fo (Zizo()\pk + Qk)Xk) = Apo + qo = A fo(P) + fo(Q).
De méme fi(AP + Q) = fi (Zi:o()\pk + Qk)Xk) = Ap1 +q1 = Afi(P) + f1(Q).

De meme fy(AP + Q) = fa (0o (Apk + @) X*) = 2(Apo + o) = A(2p0) + 200 = Afa(P) +
f2(Q) (le facteur 2 provient de fo(X?) =2).

c¢) On remarque que ( fo, f1, f2, f3) est quasiment la base cherchée : en effet on a bien f; (X k) =
0 lorsque j # k, mais pas f;(X7) = 1 (en effet, fo(X?) = 2et f3(X?3) = 6). On pose donc fo = % f
et f3 = é f3. Ainsi (fo, f1, fa, fg) est bien la base duale de la base canonique.

d) On a (AP 4+ Q) = & <Z?:0()\Pj +Qj)Xj) = 3 0(ps + gk = Ao pikd +

S0k = Aew(P) + e (Q).
¢) Soit P € R3[X]. Supposons que P € vect((€x)refo1,2,31) " ¢’est a dire que €x(P) = 0 pour
ke {0,1,2,3).

€x(P) =0 <= k est racine de P
<= X — k divise P

Ainsi X, X — 1, X — 2 et X — 3 divisent P. Ce sont des polynomes irréductibles, donc leur
produit divise également P. On peut donc écrire P = X (X — 1)(X — 2)(X — 3)Q, ou @ est un
polynome. Supposons @ # 0 : alors le degré de P est au moins celui de X (X —1)(X —2)(X —3),
qui est égal a 4. C’est absurde puisque P € R3[X].

Donc Q@ =0, et P =0.

Ainsi vect((ex)kefo0,1,2,33)" = {0}. En dimension finie, cela revient a dire que vect((ex)reqo,1,2,3)) =
R3[X]*. La famille est donc génératrice. Comme son cardinal est la dimension de l'espace, c’est
une base.

f) Notons (€ox, €14, €24, €34 ) la base préduale cherchée.

Le polynome eq, vérifie €1(€ep«) = €2(€0x) = €3(€0x) =0 :

autrement dit, les polynémes X — 1, X — 2 et X — 3 divisent €p,.



On peut donc écrire €px = (X —1)(X — 2)(X — 3)Q pour un polynoéme (. Comme e, est de
degré au plus 3, Q est de degré au plus 0 : c’est donc un polyndéme constant. Comme de plus on
a €p(€ox) = 1, on voit que nécessairement () = —1/6, donc €ps = —(X — 1)(X — 2)(X — 3)/6.

On proceéde de méme pour les autres polynomes : on obtient ainsi €1, = X (X —2)(X —3)/2,
e = —X(X — 1)(X —3)/2, €3, = X(X — 1)(X — 2)/6

Exercice 3. a) L’ensemble des barycentres d’une famille de points (Aq,... Ag) est le plus petit
espace affine qui contient {41, ... Ax}. Ici, puisque (A, B, C) sont non alignés, cet espace ne peut
étre une droite et est donc de dimension au moins 2 : c¢’est donc tout le plan. Tous les points du
plan (et donc en particulier S, T et U) s’expriment donc comme barycentres de (A, B, C).

b) Si deux au moins des points S, T, U sont égaux, alors ils sont tous alignés d’une part, et
d’autre part le determinant considéré est clairement nul. L’équivalence tient donc dans ce cas.
On suppose désormais ces points deux & deux distincts.

Dans ce cas :

S,T,U alignés <= 3I\:T = Bar((S,\); (U,1 - X))
Or par additivité des barycentres,
Bar((S,A); (U,1 = X)) = Bar((A, siA +u1(1 — X)); (B; saA 4+ ua(1 — A)); (Cy s3A + us(1 — X))
D’autre part, T'= Bar((A,t1); (B, t2); (C, t3)).
Ainsi,
S,T,U alignés <= 3I\: Bar((A,t1); (B, t2);(C,t3)) =
Bar((A, siA+ui(1 — X)); (B; saX + u2(1 = X)); (C,s3A +uz(1—N))) (1)

Comme le systéme AB, AC est libre, I’écriture sous forme barycentrique est unique (si on
impose que la somme des coefficients est égale a 1). On peut donc identifier les coefficients :

Bar((A,t1); (B, t2); (C,t3)) = Bar((A, siA+ui(1—X)); (B; saoA+uz(1—X)); (C, ssA+us(1—2X)))
t1 = 81/\ + Ul(l — )\)
<~ to 282/\+UQ(1—)\) (2)
tg3 = s3\ + U3(1 — )\)
Ainsi,
t1 = 31)\ + Ul(l — /\)
S,T,U alignés <= IN: (¢ to = s2A+uz(l—N)
tg3 = s3A + U3(1 — )\)

$1 t1 uy
& | 59 to us | =0
s3 t3 us

(la derniére équivalence n’est vraie que parce que les deux premiéres colonnes forment un
systéme libre)
0)ii) O € (AA") <= Fa:0= Bar((A,a), (4,1 —a)).
En effet
O € (AA) — 3\:0A = \AA
— 3\: OA = A\(AD+ 04
— IN: (1+N)O0A— XA =0
— Ja:a0A+ (1 —a)0A’ =0
<= Ja:0= Bar((4,a),(A’,1—a))



(idem pour b et ¢) 111) On raisonne par I'absurde. Supposons a = b.

On a alors A’'B' = A0 + OB’ = 7% AO — 750B = 7% AB.

Les droites (AB) et (A’B’) sont donc paralleles ou confondues, mais en aucun cas ne se
coupent en un unique point, ce qui était supposé par I’énoncé. On a donc une contradiction.
Donc a # b.

On prouve b # ¢ et b # ¢ de la méme maniére.

iv)Pour P : puisque P € (AB), on sait déja qu'il existe un A tel que P = Bar((A4,\); (B,1+
A)). I donc seulement montrer que A\ = —;.

On rappelle

1
O = Bar((4,a); (A',1 —a)) < A= Bar((O, a); (A,
Par associativité des barycentres,

P = Bar((A,\); (B,1+ X))

— Bar((0, 2); (4, =), (0, 122 (g, 0= D=
= Bar((0, 2 + %)7 (A, (a—al))\); (B, (b_l)b(l_)\)))

Or O ¢ (A'B’) et P € (A'B’) : par unicité de I’écriture barycentrique,

A 1=
24229
a + b
Ceci revient a dire que A =
(idem pour @ et R )
v) En utilisant 3 sur les points A, C, R, on voit que C' = Bar((R, <2); (A, %))
1l vient alors

_a
a—b"

b —c
Q = Bar((B, m); (C, ﬁ))
b c—a a
= Bar((B, E); (R, m); (4, ﬁ))
= Bar(R, S~ %) (P27

Ainsi @ € (RP), et les trois points sont bien alignés.



