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Chapitre 2

Présentation du domaine de
recherche

2.1 Marche aléatoire en milieu aléatoire : le film

Pour représenter un environnement peu régulier (par exemple avec des
trous), une maniere “classique” de procéder est de considérer que le milieu
est le résultat d’une expérience aléatoire (les trous sont répartis “au hasard”).
On peut alors s’intéresser aux propriétés d’une diffusion dans un tel milieu.
L’aléa du modele proposé est dans ce cas double : d’une part le milieu est tiré
au sort, d’autre part on effectue une marche aléatoire dans ce milieu. Cette
marche aléatoire en milieu aléatoire peut servir par exemple a représenter
une molécule de type A baignant dans une solution remplie de molécules
de type B : la molécule de type A se déplace de manieére désordonnée au
sein d’'un environnement lui-méme peu structuré. Une des quantités aux-
quelles on aimerait accéder est la probabilité qu’au temps ¢ la particule de
type A ait rencontré une particule de type B (pour réagir avec elle), ou au
comportement asymptotique pour ¢ grand de cette quantité.

Précisons un modele de pieges. On se place sur le réseau Z?. Un envi-
ronnement est la donnée d'un élément w € Q = {0; I}Zd : on dira qu’il y a
un piege en x € Z% si w(x) = 1; qu'il est sans piege sinon. Pour la loi de w,
on choisit le produit de lois de Bernoulli de parametre ¢, que ’on notera P.
C’est dire qu'indépendamment pour chaque point, z € Z% a une probabilité
q d’étre un piege. On supposera que ¢ est inférieur a la probabilité de perco-
lation critique, de telle sorte qu’il existe toujours une composante connexe
infinie sans piege. On pose enfin (X;);>0 la marche aléatoire simple sur z
partant de 0, de loi Py.

La quantité que 'on se propose d’étudier est la probabilité de survie
d’une particule, plus particulierement aux temps longs. On note le temps
de survie 7(w) = inf{t > 0: X; € O(w)}, o1 O(w) = {z € Z¢ : w(x) = 1}
désigne I'ensemble des pieges. A ce stade, deux approches sont possibles :

7



8 CHAPITRE 2. PRESENTATION DU DOMAINE DE RECHERCHE

— Soit on cherche I'asymptotique pour une réalisation de l’environne-
ment fizée, c’est a dire un équivalent pour un environnement donné
de p(t,w) := Py[r(w) > t] pour t — oco. On parlera de I’asymptotique
presque sure (en anglais quenched).

— Soit on calcule la moyenne sur toutes les réalisations possibles de ’en-
vironnement, c’est & dire qu’on consideére (p(t)) := P ® Py[r(w) > t],
puis on regarde le comportement quand ¢ — +oo. On parlera par la
suite de I'asymptotique en moyenne (en anglais annealed).

Question 2.1. Les deux approches donnent-elles les mémes résultats ¢

Comme le montrent les deux théoréemes suivants, la réponse a cette ques-
tion est “non”.

Théoréme 2.1.1 (Donsker, Varadhan [DV79]). La probabilité de survie
en moyenne vérifie :

—log(p(t)) ~ e(d, )t" ) (t — o0)
ot c(d,q) > 0 ne dépend que de la dimension de l’espace d et de la densité
des pieges q.

Théoréme 2.1.2 (Sznitman [Sznit], Antal [An95]). Conditionnelle-
ment au fait que lorigine fait partie d’une composante connexe sans piéges
infinie, on a presque surement :

—logp(t,w) ~ é(d, q) (t — o0)

t
(log t)/d

ot ¢(d,q) > 0 est une constante (déterministe) ne dépendant que de la di-
mension de l’espace d et de la densité des pieges q.

On peut avoir une compréhension fine du comportement des particules
en temps long. Voyons en effet la proposition suivante :

Proposition 2.1.3. Soit 7 le temps de sortie de la boule euclidienne de
centre 0 et de rayon R. On a :

—logPy[tr > t] ~ Art (t — o0)

avec

A1
De maniere informelle, on a
t
—IOgPO[TR > t] ~ )\1@

En utilisant ce fait, on peut montrer que le “scénario qui compte”, c’est-a-
dire le comportement des particules qui suffit a obtenir les asymptotiques
précédentes, est le suivant :
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— Pour 'asymptotique en moyenne, les particules qui contribuent sont
celles qui naissent dans une clairiére de taille de I'ordre de ¢!/(4+2),

— Pour I'asymptotique presque sure, les particules qui comptent sont
celles qui parviennent & trouver une clairiere de taille (logt)Y/%. On
peut également montrer qu'une telle clairiere se trouve a une distance
de 'ordre de t du point de départ (en fait un tout petit peu moins), ce
qui correspond a un événement fortement atypique : la marche com-
mence par avoir une trajectoire quasiment balistique avant de trouver
la clairiere dont on vient de préciser la taille.

Question 2.2. On vient de voir combien les deux asymptotiques sont diffé-
rentes, et correspondent a des comportement typiques trés différents. Lequel
de ces deux points de vue est celui qui intéresse le physicien ?

Une réponse raisonnable pourrait étre la suivante : c’est 'asymptotique
presque sure qui répond vraiment au probleme physique, mais ’asympto-
tique en moyenne est généralement plus facile a calculer et offre une premiere
possibilité pour aborder un probleme. Historiquement c’est effectivement le
cas pour '’exemple précédent. C’est ce qui était proposé par exemple par
G. Ben Arous et A. Ramirez dans [BR00], ot un processus de saturation est
analysé, initialement introduit pour répondre a un probleme de gestion de
déchets nucléaires proposé par EDF.

Mais reprenons ’analogie de la réaction chimique. Si on réalise ’expé-
rience, un tres grand nombre de particules sont en jeu en différents points de
I’espace. Le fait d’observer le milieu en différents points tres éloignés va créer
un effet de moyenne, et dans ce cas, c’est plutot 'asymptotique annealed qui
est significative. En fait ’approche a privilégier semble dépendre de la taille
de la population considérée.

Les questions qui se posent sont les suivantes : a partir de quelle taille
de population cette moyennisation spatiale a-t-elle lieu? Y a-t-il des com-
portements intermédiaires entre les deux précédemment explicités 7 Pour y
répondre, introduisons la probabilité de survie moyennée sur une boite de
taille L Ay, = {x € Z¢ : ||z]|oc < L}, olt ||2]|0o = sup; |z;] :

pr(t,w) p(z,t,w)
’AL| zEAL

(p(x,t,w) désigne la probabilité de survie jusqu’au temps t de la marche
aléatoire simple partant de x dans l’environnement w)

Il s’agit maintenant de regarder comment se comporte pr,(¢,w) quand L
et t tendent simultanément vers linfini. Si L varie tres peu comparé a t,
on s’attend a retrouver I'asymptotique presque siure. A l'inverse, si L croit
suffisamment vite, on espere retrouver ’asymptotique en moyenne.

La question qui se pose maintenant est de savoir dans quelles échelles on
peut espérer que ces résultats soient vrais. On a dit précédemment que, dans
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le cas de 'asymptotique presque sure, il s’agissait de trouver des clairieres
de taille (log t)l/ 4 lesquelles se trouvent en gros a distance t de ’origine.
Si on prend une boite de taille plus grande que ¢, on va donc trouver des
clairieres plus grandes que (log t)l/ ¢ dans la boite. Il est donc naturel de
supposer L(t) < t. En fait, cette condition est suffisante :

Théoréme 2.1.4. Si L(t) <t, alors on a presque surement :

t

—log pr(t,w) ~ ¢(d, Q)W

Pour ce qui est de 'asymptotique en moyenne, il s’agit en revanche de
trouver des clairieres de taille de Pordre de ¢1/(@+2)_ 11 est donc naturel de

poser :
L(t) = exp(yt%/(41+2))

car dans ce cas par le méme calcul que précédemment, les clairieres sont du
bon ordre de grandeur. On a en effet le résultat suivant :

Théoréeme 2.1.5. Si~y > 71, alors on a une loi des grands nombres :

En particulier, on a :
—log pr,(t,w) ~ ¢(d, q)t¥/(@+2)
Reste a voir les régimes intermédiaires. . .
Théoréeme 2.1.6. Si~y < 1, alors la loi des grands nombres cesse d’étre
vérifiée :
pL(taw)
{p(t))

Il eziste une fonction a(vy) vérifiant a(y1) = 1 et a(7) g T telle que :
’Y—)

— 0

—logpr(t,w) ~ a(v)c(d, q)td/(d+2)

Théoréme 2.1.7. Silog L < t¥(4+2) et t < L. alors on a Uasymptotique
susvante :

- t
—logpr(t,w) ~ ¢(d, Q)W
Ce dernier résultat se comprend facilement : les particules qui contribuent
a cette asymptotique sont celles qui sont nées dans la clairiere la plus grande
de la boite.
On est maintenant en mesure de décrire les comportements typiques
suivant les différentes échelles de temps. Donnons-nous en effet une grande
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boite, dans laquelle nait une particule en chaque point. Aux temps courts,
dont 1’échelle est précisée par le théoreme 2.1.5, la particule typique est née
dans une clairiere de taille t1/(4+2) | Le temps passe, et arrive le seuil précisé
par ;. La taille des clairieres typiques est alors modifiée par le facteur a(7).
Ensuite, on passe dans le régime du théoreme 2.1.7 : la particule typique qui
a survécu jusqu’a ce point est celle qui est née dans la plus grande clairiere
de la boite. Enfin, dans 1’échelle du théoreme 2.1.4, on passe dans le régime
presque sir : les (rares!) particules qui ont réussi a survivre sont alors celles
qui sont parties a une distance de ’ordre de ¢ chercher une clairiere dont le
rayon est de Pordre de (logt)!/%. L’aventure paye sur le (trés) long terme. . .

2.2 Lois limites stables

Regardons plus précisément ce qui se passe sur Z. Les pieges séparent des
clairieres, et on peut dire que le placement des pieges revient a tirer au sort
indépendamment des tailles de clairieres de loi géométrique. La probabilité
de survie dans une clairiere donnée est environ :

ou R est la taille de la clairiere. Ainsi, regarder la probabilité de survie
moyenne sur une grande échelle revient a regarder des sommes de la forme :

N
Sn(t) =y e
=1

ou les X; sont des variables aléatoires indépendantes reliées aux tailles des
clairieres, de loi géométrique, et N mesure 1’échelle de 1’observation. Pour
simplifier, on suppose que la loi des X; est de la forme :

1
(=)

ce qui revient a remplacer une loi géométrique par une loi exponentielle. p
est un parametre qui vaut 1/2 pour le cas exposé dans Z.

Comme précédemment, la question est de savoir comment se comporte
la somme quand N et ¢t tendent simultanément vers 'infini. On a :

P[X > z] ~ exp (—c

) @)

E[Sy(t)] = Ne H®

ott H(t) = —logE[e'X]. Il semble donc naturel de poser une normalisation
de la forme :
N ~ ex\H(t)
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En fait on a besoin d’une version légerement modifiée de H, équivalente a
Hj en l'infini (H ~ Hp). On posera donc plutot :

N ~ e Mo()

Alors on peut montrer le résultat suivant :

Théoréme 2.2.1. Si A > A9, alors un théoréme central limite est vérifié :

Sn(t) —E[Sn(t)] (oi)
Var[Sn(t)] t—o

N(0,1)

Si A < Az, alors il existe A(t), B(t) tels que :

Sn(t) — A(t) (o)
B(t) t—oo &

ou Fo, est une loi stable de paramétre .

On peut montrer que « tend vers 2 quand A tend vers As. De plus,
a = 1 correspond a un A = Ay qui est le point de transition pour la loi
des grands nombres : elle est vérifiée si A > Ay, auquel cas on peut choisir
A(t) = E[Sn(t)]; ne lest pas si A < A1, o on peut prendre A(t) = 0.

Ce résultat est beaucoup plus fin que les résultats obtenus pour la marche
aléatoire du chapitre précédent. La question qui se pose naturellement est
donc la suivante :

Question 2.3. A-t-on une convergence similaire de py, vers des lois stables
pour la marche aléatoire en milieu aléatoire ?

La réponse a cette question parait tres (trop?) délicate a traiter. En
dimension 1, comme on I’a vu, on peut expliciter les choses et mener les
calculs, et on montre effectivement un résultat similaire (bien qu’il faille
changer légerement la loi stable, cette petite modification étant due au ca-
ractére discret de la marche). Mais en dimension supérieure, les choses se
compliquent nettement, la forme et la taille des clairieres n’est pas du tout
claire, ni méme leur délimitation. ..

Ce résultat sur les sommes de variables aléatoires indépendantes n’en
garde pas moins un grand intérét. De maniere purement théorique, il relie
d’un coété (N — oo , t (presque) constant) les théoremes du genre loi des
grands nombres et théoréeme central limite, et de 'autre les résultats de
théorie des extrémes (N (presque) constant, ¢ — oo). Il montre de plus que
les lois stables sont sans doute appelées a jouer un role plus important que
de simples cas pathologiques du théoréeme central limite.

On peut également montrer que cette description en termes de lois stables
s’applique parfaitement dans le cadre du Random Energy Model.
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2.3 Analyse spectrale du modele de Bouchaud

Considérons maintenant un autre type de marche aléatoire en milieu
aléatoire. Cette fois, il ne s’agit plus de “tuer” une particule, mais de la
ralentir ou de ’accélérer suivant I’endroit ou elle se trouve. Plus précisément,
pour chaque point z € Z%, on tire au sort un temps d’attente aléatoire
Tz, tel que les (7),cze forment une famille de variables aléatoires positives
indépendantes et identiquement distribuées.

On définit le taux de saut d’un point x a un de ses voisins y par :

_ —(1—a),a
Wey = T, T,

ou a € [0,1] est un parametre fixé. On peut exprimer le générateur de la
chaine de Markov de la fagon suivante :

Lf(z) = way(f(y) — f(2))

y~z

Sia = 0, la chalne de Markov a le comportement suivant : arrivé au site x, on
attend un temps exponentiel de parametre 7, avant de choisir uniformément
un voisin vers qui aller. Aux changements de temps pres, on retrouve donc
une marche aléatoire simple.

La situation est moins évidente si a # 0. En effet, la marche arrivée en
un site ot 7 est tres grand (devant les temps d’attente de ses voisins) aura
tendance a rester moins longtemps sur ce site que dans le cas ou a = 0, mais
une fois sur un site voisin, aura une forte tendance a retourner sur le site
précédent.

On ne s’intéresse pas ici a la question (légitime) de savoir quelles hy-
potheses sur la loi de 7 garantiraient un résultat de “trivialité” (au sens ou
Veffet des 7 disparaitrait a la limite), mais plutdt au comportement de la
marche dans un milieu fortement inhomogene. Pour cette raison, on fait en
sorte que 7 puisse prendre de trés grandes valeurs avec une bonne probabi-
lité, disons E[r] = oo. Plus précisément, on choisit la loi de 7 comme étant
une loi stable de parametre a, avec 0 < o < 1.

Moyennant un rééchellement approprié, on peut montrer qu’en dimension
d =1 la marche converge vers un processus appelé diffusion FIN (de L.R.G.
Fontes, M. Isopi et C.M. Newman), et ce quelle que soit la valeur de a. En
dimension supérieure, on peut également identifier le processus limite, mais
seulement dans le cas o1 a = 0. A partir de ces résultats de convergence, on
peut en déduire des propriétés de vieillissement (pour une introduction au
sujet, on pourra consulter [BC06)).

Une idée a développer est d’attaquer le probleme a # 0 sous un angle
assez différent de ’approche “trajectorielle”, a savoir étudier le spectre du
générateur. Deux papiers d’A. Bovier et A. Faggionato vont dans ce sens.
Le premier ([BF05]) traite de I’étude spectrale du modele de Bouchaud dans
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le cas du graphe complet. Dans ce cas, un calcul explicite permet d’accéder
au spectre du générateur (et aux vecteurs propres associés) et permet d’en
déduire des propriétés de vieillissement. Quant au second ([BF06)), il s’agit
de mener ’étude du haut du spectre du générateur de la marche de Sinail
sur Z, qui permet de montrer des résultats comparables. Une étude similaire
semble possible dans le cas du modele de Bouchaud sur Z, comme peuvent
nous en convaincre ces lignes tirées de [BCO06] :

“What is the behaviour of the edge of the spectrum for the generator of
the dynamics ? This might be close to, but easier than the same question
solved for Sinai’s random walk by [BF06]”.

Reste a montrer que cette affirmation est vraie, puis a prolonger la mé-
thode en dimension supérieure !



Chapitre 3

Différentes échelles
d’observation d’une marche
aléatoire en milieu aléatoire

3.1 Introduction

Pour représenter un environnement peu régulier (par exemple avec des
trous), une manieére “classique” de procéder est de considérer que le milieu
est le résultat d’une expérience aléatoire (les trous sont répartis “au hasard”).
On peut alors s’intéresser aux propriétés d’une diffusion dans un tel milieu.
L’aléa du modele proposé est dans ce cas double : d’une part le milieu est tiré
au sort, d’autre part on effectue une marche aléatoire dans ce milieu. Cette
marche aléatoire en milieu aléatoire peut servir par exemple a représenter
une molécule de type A baignant dans une solution remplie de molécules de
type B : la molécule de type A se déplace de maniere désordonnée au sein
d’un environnement lui-méme peu structuré. Une des quantités auxquelles
on aimerait accéder est la probabilité qu’au temps t la particule de type A
ait rencontré une particule de type B (pour réagir avec elle), ou au com-
portement asymptotique pour t grand de cette quantité. A ce stade, deux
approches sont possibles :

— Soit on cherche 'asymptotique pour une réalisation de I’environnement
fizée. On parlera de I'asymptotique presque sire (en anglais quenched).

— Soit on calcule la moyenne sur toutes les réalisations possibles de 1’en-
vironnement, puis on regarde le comportement quand ¢ — 4o00. On
parlera par la suite de 1'asymptotique en moyenne (en anglais annea-
led).

Les termes a quench et an annealing sont empruntés au vocabulaire de la
métallurgie. Le premier désigne une trempe, c’est-a-dire le refroidissement

15
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brutal d’un matériau. Cette opération a pour effet de “fixer” le désordre
de haute température. Un refroidissement lent permettrait au contraire la
cristallisation du matériau. L’opération inverse est le recuit, en anglais an-
nealing. Pour plus de détails, on pourra consulter [Wk]

Question 3.1. Les deux approches donnent-elles les mémes résultats ?

Pour répondre a cette question, observons un modele plus précisément.

3.2 Un modele de pieges

On va considérer la marche aléatoire simple sur le réseau Z<, lequel sera
muni d’un certain nombre de piéges (on peut toujours penser a I’analogie
chimique présentée au paragraphe précédent).

On définit un environnement aléatoire via la mesure produit P sur Q2 =
{0, 1}Zd muni de la tribu produit de telle fagon que P(w(z) =1) = ¢ (0 <
q<1,r¢cZ% w(x) désignant la coordonée indexée par x pour w € ). On
notera 'espérance associée a P : (f) = [ fdP. Un élément w € 2 désigne un
environnement. Si w(x) = 1, on dira que = est un piege; sinon, on dira que
x est libre.

Notons (X:)¢>0 une marche aléatoire simple & temps continu dans Vi
partant de 0, et Py sa loi.

On s’intéresse au moment ou la marche “tombe dans un piege”, a savoir au
temps d’arrét 7(w) = inf{t > 0: X; € O(w)}, on O(w) = {x € Z¢ : w(x
1} désigne 'ensemble des pieges. Pour alléger la notation, on écrira p(t,w
pour Po(7(w) > t), la probabilité de “survie” jusqu’au temps ¢, et (p(t))

(p(t,w)).

Théoréme 3.2.1 (Donsker, Varadhan [DV79]). La probabilité de survie
en moyenne est donnée par :

~—

) 1
lim —td/(TQ)log(p(t)) = c(d, q) (3.2.1)

t——+o00

ot ¢(d,q) > 0 ne dépend que de la dimension de 'espace d et de la densité
des pieges q.

Autrement dit, on a :

(p(1)) = exp (—(c + o(1)) 14/

Commengons par énoncer des résultats généraux sur la marche aléatoire
simple. Son générateur infinitésimal —G est donné par :

Gf(2) = 5 3 (@) = 1)

Yy~
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G est symétrique dans L?(Z%). On a de plus :

@11 = 3 55 O (@) - S )

1
= o Y U@ - fu)f@)
T,y Y
_ % (F(y) — F@) ()
T,y T~y
_ ﬁ (F(y) — f(2))?
T,y T~y

Pour une partie finie U de Z¢, considérons la marche aléatoire tuée quand
elle sort de U. Alors le générateur infinitésimal associé Gy est symétrique
dans L%(U), donc diagonalisable en base orthonormée. Appelons ()\;) ses
valeurs propres rangées par ordre croissant, et (¢;) des vecteurs propres
normés associés. On a, pour toute fonction f nulle en dehors de U : Gy f =
1yGf, et donc :

(Guf1) = 13 3 (F) ~ ()
zry

Comme A1 = inf(f 51 (Gu f[f), A1 est positif. De plus, ¥y est de signe
constant, mettons positif. En effet, s’il changeait de signe, alors || serait tel
que (Gu 1| | [¥1]) < (Gui|ir), ce qui contredit le fait que ¥ est un vecteur
propre associé a la plus petite valeur propre de Gy;. Pour la méme raison, 1
ne s’annule pas sur U, car dans le cas contraire on pourrait construire une
modification ¢’ de ¢y telle que (Gy'|[¢v') < (Gur|ir).

Enfin, on a Ay # A1. En effet, dans le cas contraire, 1o serait aussi de
signe constant, et ne pourrait donc pas étre orthogonal a 1. Ces résultats
nous permettent d’énoncer la proprosition suivante :

Proposition 3.2.2. Notons Ty le temps de sortie de U. On a :

> P(Ty >t) > e (3.2.2)
zelU
et pour tout x € U :
P, (Ty > t) = e~ it (3.2.3)

Démonstration. En effet, on a :

> P(Ty>t) = (exp(—tGu)lylly)

zelU
= > e M1yl
i
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Et (1y|r) = Y vi(z) > S 1(x)? =1 (car 0 < 3p; < 1). Pour montrer
(3.2.3), on procede de méme :

P,(Ty >t) = (exp(—tGu)liy|1v)
= D e Mgl Willy)

Et on a vu que 91 ne s’annule pas sur U, donc (15[91)(¥1|1r) # 0, ce qui
permet de conclure. O

On aimerait maintenant savoir comment est changé A\; = A\;(U) quand
U “devient trées grand”. Considérons plutét que U est un ouvert de R?, et
notons Ay (U) = A1 (U N Z%). Soit G& l'opérateur correspondant a Gy, mais
sur le réseau 1/a Z4, et A\$(U) sa plus petite valeur propre. Il est donné par
Gef(x) = 57> 1een(f(x) — f(z + 1/a €)), et vérifie donc a?Gif — —Af
(¢ — 00) ou A est le laplacien continu. Notant [(U) la plus petite valeur
propre de l'opérateur —A restreint & U (avec condition au bord nulle), on
a:

(v
M(aU) = AF(U) ~ (—2) (v — 400) (3.2.4)
a
Démonstration du théoréeme 3.2.1. Nous avons maintenant tous les éléments
en main pour trouver une minoration du membre de gauche de (3.2.1). En
effet :

(p(t)) = PePolr(w)>1]
> PPy[B(0,R)NO(w)=0etVs<t, Xs€ B(0,R)]

o1 B(0, R) désigne la boule (euclidienne) de R? de centre 0 et de rayon R. Si
I’on note wy le volume de la boule unité, I; > 0 la plus petite valeur propre
du laplacien sur la boule unité (avec conditions aux bords égales a zéro), et
v tel que e™” =1 — ¢, il vient d’apres (3.2.3) et (3.2.4) :

(p(t)) = exp <—1/wde +o(R%) — %t +o0 (é))

204

(deRd + %t) est minimale pour R42 = dvwg

t, ce qui montre que

o 1
lim inf —m 10g<p(t)> > C(d, q)

t——+o00
avec

d+2 (20\ 7
c(d,q) == 5 (cld) (vwg)?/(4+2) (3.2.5)
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Pour I'inégalité réciproque, il s’agit d’établir un principe des grandes dé-
viations pour la marche aléatoire, on pourra consulter ’article de M. Donsker
et S.R.S. Varadhan [DV79].

O

Remarque 3.2.3. Ce comportement est nettement différent de celui observé
dans le cas ou les piéges seraient placés de maniere réguliere. En effet on
a:

Proposition 3.2.4. Si les piéges sont placés sur k 72 (k € N*), alors :

1
lim —-1 t)=k>0
Jim —=log p(t)
Démonstration. En fait on peut réduire ’espace a un tore par symétrie.
On est alors ramenés a étudier une marche aléatoire sur un graphe fini,
certains points étant des pieges. Un calcul similaire a ceux effectués dans la
démonstration de la proposition 3.2.2 permet alors de conclure. ]

Revenons maintenant au probleme initial. Il reste a étudier I’asympto-
tique presque sure (quenched), ce qui est un probleme plus délicat...

Théoréme 3.2.5 (Sznitman [Sznit], Antal [An95]). Conditionnelle-
ment au fait que 'origine fait partie d’une composante connexe sans piéges
nfinie, on a presque surement :

logt 2/d B
U gt ) = d, 0

ot ¢(d,q) > 0 est une constante (déterministe) ne dépendant que de la
dimension de [’espace d et de la densité des piéges q.

Autrement dit, on a :

p(t,w) = exp (—(5+ 0(1))(1055)%)

Remarque 3.2.6. Si la composante connexe contenant l’origine est finie,
on a p(t,w) ~ e kt,

On peut donc répondre a la premiere question posée : les asymptotiques
presque sire et en moyenne sont différentes.

Question 3.2. Quelle est celle qui intéresse le physicien ¢

Une réponse raisonnable pourrait étre la suivante : c’est ’asymptotique
presque sure qui répond vraiment au probleme physique, mais ’asympto-
tique en moyenne est généralement plus facile a calculer et offre une premiere
possibilité pour aborder un probleme. Historiquement c’est effectivement le
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cas pour '’exemple précédent. C’est ce qui était proposé par exemple par
G. Ben Arous et A. Ramirez dans [BR00], ot un processus de saturation est
analysé, initialement introduit pour répondre a un probleme de gestion de
déchets nucléaires proposé par EDF.

Mais reprenons l’analogie de la réaction chimique. Si on réalise 1'expé-
rience, un tres grand nombre de particules sont en jeu en différents points de
I’espace. Le fait d’observer le milieu en différents points tres éloignés va créer
un effet de moyenne, et dans ce cas, c’est plutot 'asymptotique annealed qui
est significative. En fait ’approche a privilégier semble dépendre de la taille
de la population considérée.

L’idée est maintenant de rechercher une transition entre les asympto-
tiques presque stre et en moyenne. Il nous faut pour cela introduire un nou-
veau parametre, qui sera la taille de la population. On va commencer par
considérer un processus de branchement sans diffusion, qui nous permettra
d’accéder a une description précise de “ce qui se passe”. Nous verrons égale-
ment en quoi les résultats énoncés prennent un caractere tres général. Dans
une partie ultérieure, nous verrons ce que ’on peut conserver de ce modele
phénoménologique vis-a-vis des modeles de branchement-diffusion.

3.3 Des résultats sur les sommes de vaiid

On veut décrire, suivant I'article de G. Ben Arous, L. Bogachev et S. Mol-
chanov [BBMO05], le comportement de sommes de la forme :

N
SN(t) _ ZetXi
=1

ou (X;) est une suite de variables aléatoires i.i.d., et ¢ et N tendent vers
I'infini.

(X;) représente l'environnement aléatoire. Si pour tout i on associe un
processus de branchement de taux aléatoire X;, alors a environnement fixé,
la taille moyenne du processus est donnée par etXi.

D’un coté, pour t fixé et N — oo, les théoremes généraux sur les sommes
de variables aléatoires indépendantes vont s’appliquer (loi des grands nom-
bres et théoreme central limite). On est dans un régime en moyenne. A
I'opposé, si IV est fixé et ¢ — oo, ce sont les valeurs extrémes des X; qui vont
entierement dominer la somme.

De deux choses I'une : soit les X; sont majorés par une constante, soit
ils ne le sont pas. On va d’abord traiter le cas ou ils ne le sont pas; on verra
en fin de paragraphe comment adapter les résultats pour 'autre cas.

Il semble difficile de pouvoir dire quoi que ce soit sans quelques hypo-
theses sur la loi de X;. On va faire 'hypothese suivante :

P[X; > x] ~ exp(—cz’) (3.3.1)
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avec p > 1 (ce qui garantit I'existence des moments de e/*#). Plus précisé-
ment, on fera 'hypothése que

h(z) := —log P[X > z]

est a variation réguliere d’indice p > 1 (voir 'annexe chapitre 3.5 pour la
définition et les résultats fondamentaux concernant les fonctions a variations
régulieres). On peut alors définir :

H(t) := log E[e!X]

D’apres le théoreme de Kasahara (théoreme 3.5.12), H € R,y ou p’ est donné
par

p+1/p =1

Remarque 3.3.1. Dans le cas ot P[X; > x] = exp(—x”/p), on peut se pas-
ser du théoréeme de Kasahara et utiliser directement la méthode de Laplace
pour Etudier H. En effet on a :

E[etX] = /et“’x”_le_wp/pdx
= /y”l exp (7(y = y7/p) ) dy (@ =17y

Comme g : y — y — y?/p est mazimale en y = 1 avec g(1) = 1/p’ et
Jd'(1)=—=(p—1), ona:

H(t) = tpp D rog() + Llog (ﬁ) +o(l) (t— o0) (3.3.2)

3.3.1 Loi des grands nombres et théoreme central limite

Il faut pour commencer trouver la bonne échelle pour comparer N et .

Posons : |
og N (t
A= liminf gi()
R THE
On se pose la question suivante : pour quelles valeurs de A une loi des
grands nombres est-elle vérifiée 7 Un théoreme central limite 7 Les théoremes

suivants répondent a ces questions.
Théoréme 3.3.2. Si A > \; :=p' — 1, alors :

Sn() v

E[Sn (t)] t—o0
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Théoreme 3.3.3. Si A > Ay := 2p,)\1, alors :

SN(t) — E[SN (t)] (loi)
VCL?”[SN (t)] t—o0

N(0,1)

Démonstration. Pour le premier théoréme, on utilise principalement I'inéga-
lité de B. von Bahr et C.G. Esseen ([vBEG65]), qui généralise 1'additivité de
la variance pour des variables aléatoires indépendantes :

Lemme 3.3.4 (inégalité de von Bahr-Esseen). Soit 1 <r < 2, et soient
(Y;) des variables aléatoires indépendantes centrées telles que E|Y;|" est fini.

Alors on a :
N

DY

i=1

r N
E <2) Ey|
=1

On est alors armés pour montrer le théoreme :

Sn(t) 1
_on@) 1 _n
Efon(] ~ N 2 OPUXi— H()
N T
: 1—rm tX—H(t r
B NZ}QXP(th’—H(t)) —1| <2N'TE[XHE

De plus, E|etX—H®) — 1|7 < E(e!X—H®) 4 1)7, et en utilisant 1'inégalité de
Jensen, (z +y)" <271 (a" +y), il vient :

r

N
1 rarl—r/ H(rt)—rH(t
ENZeXp(tXi—H(t))—l < 9" NI (HO)-TH®) 4 )

i=1

et, en utilisant la définition de A, il vient :

. (1—r)logN  H(rt) , '
lim inf < D + oD 7’> =A1—r)+7" —r=:u\(r)

va(r) vaut 0 pour r = 1, et I’étude du signe de la dérivée en 1 montre qu’on
peut trouver un r > 1 tel que vy(r) < 0, dés que A > A;p.

Pour le second théoreme, on utilise les théoremes généraux de conver-
gence vers la loi normale pour des sommes de variables aléatoires indépen-

dantes (voir par exemple [Petrov]).
O

3.3.2 Convergence vers des lois stables

Pour énoncer des théoremes plus précis, il nous faut plus de finesse sur la
fagon dont t et N tendent vers 'infini que ce qui a été fait dans le paragraphe
précédent. Pour cela il nous faut disposer d’une hypothese de régularité
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supplémentaire sur la loi des (X;) : on va supposer que h est & variation
normale (voir définition 3.5.8). Dans ce cas, d’apres la proposition 3.5.9, h
est ultimement croissant, et a donc une application réciproque bien définie
¢(t) := (ph)~'(t) € Ry;, pour t assez grand. De méme, ¢(t) = t/d(t)
est ultimement croissante. Appliquant le théoréeme de Kasahara 3.5.12, on
obtient :

1
h@) ~ L61(x) done H(t) ~ 1)
p p
On a donc construit Hy(t) := %wil(t), asymptotiquement équivalent &
H et qui vérifie en outre la propriété ¢ (p' Ho(t)) = t, soit :
'Hy(t
o Ho(t) = ph (p tO( )> (3.3.3)

Remarque 3.3.5. H et Hy peuvent étre différents. Si l'on reprend ’exemple
précédent, ou P[X; > x] = exp(—x”/p), en utilisant I’équation caractéris-
tique précédente, il vient :

tF
N

a comparer avec le résultat obtenu en (3.5.2).

Ho(t)

A partir de maintenant, on supposera que Ne M) _,q (t — 00).

Le but est de trouver A(t), B(t) tels que % converge vers une

certaine loi. Si on cherche B(t) sous la forme B(t) = e#OH0(®) on aimerait

stabiliser NP[e!X > e#OHo(®)] ce qui revient & chercher u(t) tel que :

) (M) 24

En utilisant 1’équation caractéristique de Hy (3.3.3), il vient :
t)Hoy(t A 'Ho(t
P

Cette équation définit 1(t) de maniére unique pour t assez grand, et de
plus en utilisant la propriété de variation réguliere de h on a :

lim p(t) = pf <Ap >1/,, (3.3.6)

t—o0 p'

Théoréme 3.3.6. Supposons 0 < A\ < Ao. Soient les quantités suivantes :

1/p
- (3)

B(t) := e () Ho(t)
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(ot p(t) est défini par (3.3.5))

0 0< A< A)

AW = By ] (< A < do)

Alors, quand t — oo, on a :

Sn(t) — A()
B(t)
ot Fy est une loi stable de parameétre « totalement asymétrique. Si Ay
est la mesure définie sur (0;4+00) par Ag(x;+00) = 1/2%, alors la fonction
caractéristique de F,, est donnée par :

bo(t) = exp (— [(1— ezj"‘”)dAa(x)) (<)
@ exp (— [(1 — ™ +iuz)dAqs(z)) (a>1)

Démonstration. La preuve de ce résultat fait appel, comme la derniere for-
mule le fait sentir, a la formule de Lévy-Khintchine pour les lois infiniment
divisibles (on pourra consulter [Petrov]). Il y a plusieurs points a vérifier; le
plus important (celui qui donne le parametre de la loi stable) est le suivant :

= Fa

tlim NP[eX > 2B(t)] = Ay (z; +00)

Ple!X > zB(t)] = Pl > zet®Ho®)]
_p [X o MO Ho(t) n log:v}
t t
e he(®)

avec 1, (t) := M + 187 Tyapres (3.3.4), on a h(n1) = AHo(t) ~ log N.

De plus :

h(ne) —h(m) = h <771 <1 + m» — h(m)

ogx \’
~  h(m) ((1 + M(tl)iro(t)> - 1> (variation réguliere)
log =
RTOr T
Ap
~ i )

—  alog(x) (d’apres (3.3.6))

Et on a donc bien

1
lim NP[e'* > zB(t)] = —

t—o0 T
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Remarque 3.3.7. A\ = Ay correspond a o = 1, et c’est le point de transition
pour la validité de la loi des grands nombres. De méme, A = Ay correspond
aa=2.

Remarque 3.3.8. La renormalisation, en B(t) = et OH() et plus lourde
que dans le cas de variables aléatoires dans le domaine d’attraction d’une

loi stable F,. En effet, on a d’aprés (3.8.6) :
B(t) = NHO/X o~ Np/o s N1/e

3.3.3 Etude des extrémes

On s’intéresse maintenant aux valeurs extrémes de (e/%i);<;<y. Notons
M®™)(t) le plus grand terme parmi (') <j<n.
Théoréme 3.3.9. Pour tout A > 0, MN)(t)/B(t) converge vers une loi de
Fréchet de paramétre ¢o, définie par ¢o(0;z) =% °

Démonstration.

PIMM(t) <2B(t)] = PVie[LN] @ X <nu(t)]

- (1~ e—hom)N

= exp (—Ne_h(”’”)(l + 0(1)))
Et, comme on I'a vu précédemment, on a :

Neh0) . explhin (1)) — h(a(1))] — =

t—oo %

O

Ainsi, pour a < 1, le plus grand terme de Sy (t) est du méme ordre de
grandeur que la somme. On pourrait exprimer de la méme facon les lois du
deuxieéme plus grand terme, du troisieme. . . Mais ’expression des lois devient
de moins en moins maniable. Une maniere beaucoup plus naturelle de décrire
la loi des extrémes est de considérer le “processus des extrémes” :

N
pn (2 400) = Y Leex s
i=1
Ce processus converge vers un processus de Poisson d’intensité A,, au
sens suivant :

Théoréme 3.3.10. Pour tous 0 < x1 < --- < xp, notons A; = [x3;xi41)
(en posant x,+1 = +00). On a :

t—o0

; = Aa Az mi _ .
PNV =1,....0, un(A) =m] 11 (W”) o AalA)
i=1 v
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Démonstration. Notons mg = N — (my1 + - -+ + my,). Le membre de gauche
de I’équation précédente vaut :

'L' (1 _ e—h(nx1)>mo ﬂ (e—hmwi) _ e—h(nmﬁn)m"
mo:---m

n i=1

~ (1 _ e—h(nzl))N A 11 (e—hmzi) _ e—h(nml)) :
ml! ce mn! palie}

m;

< 1 > - (Ne‘h(”%)—Ne*h("’””l)>
~ exp|——
A

O

On peut aussi s’intéresser aux proportions des populations. Considérons
les proportions rangées par ordre décroissant :

etX<1) etX(2> etX(N)
Ry = , S ,0,--- 3.3.7
v (sw) SROMMRC ) (351

Ces éléments convergent-ils vers une limite? On a vu la convergence des
extrémes le processus ponctuel de Poisson d’intensité A,. Pour processus
ponctuel a toujours un plus grand élément, un deuxieme plus grand...De
plus, si @ < 1, le processus est sommable. Appelons (Y;) un nuage de Poisson
d’intensité Ay, 0 < o < 1, rangé par ordre décroissant. Alors S = >_Y; est
fini p.s. et on appelle loi de Poisson-Dirichlet la loi de :

Y1 Y5
S’ s’
en tant qu’élément de :

S:{(mi)ieN x>0 et Zazizl}

muni de la tribu produit. On peut espérer, au vu du théoréme précédent,
que Ry converge en loi vers un processus de Poisson-Dirichlet. En fait on
est ramenés a un probleme de nature topologique : on sait que les (etXi)
convergent vers un nuage de Poisson d’intensité A,, au sens précisé par le
théoreme précédent. La question est de savoir si le réordonnement de la
forme (3.3.7) accepte le passage a la limite. Pour ce faire, on peut définir
une distance sur ’ensemble des parties sommables de R qui rende continu
le réordonnement :
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Définition 3.3.11. Soit

A:{ACRi : Zx<oo}

Dans la suite, on notera X4 =Y o x. Pour tout A € A, on peut énumérer
les éléments de A dans l'ordre décroissant A = {a; , i € N}. On choisira
toujours cette représentation de A par la suite. Alors, pour A, B dans A,
on définit la distance de A 4 B par :

d(A,B) = |a; — by

L’application qui a tout élément de A associe la suite des proportions dé-
croissantes est continue pour cette métrique.

Question 3.3. Si, pour une suite de variables aléatoires Ay € A on a
AN = B au sens du théoreme 3.3.10, a-t-on Ay = B au sens de la métrique

définie sur A ¢

Le résultat est vrai si B est un processus ponctuel de Poisson d’intensité
totale finie, mais la réponse est non dans le cas général. On peut le voir
simplement par le fait suivant : Papplication qui & un élément A € A associe
Y 4 est continue. Donc si Ay = B au sens de cette métrique, alors ¥4, =
Y.p. Or si Ay = B au sens du théoreme 3.3.10, on peut ajouter a Ay des
points qui se concentrent pres de 0 avec N mais que ’on choisit de telle sorte
que leur somme soit égale a 1.

Mais dans le cas qui nous occupe, on sait déja que la somme des termes
converge la somme des termes de la limite via le théoreme 3.3.6. Cela permet
de controler le comportement pres de 0 et assure que Ry défini par I’équation
(3.3.7) converge en loi vers un processus de Poisson-Dirichlet. Pour plus
de détails sur la loi de Poisson-Dirichlet, on pourra consulter 'article de
J. Pitman et M. Yor [PY97].

3.3.4 Et pour les autres lois ?

Intéressons-nous maintenant au cas ou les X; sont majorés. Alors, quitte
a ajouter une constante aux X;, on peut supposer que le support de la loi
de X a pour bord droit 0, c’est-a-dire que 0 = sup{z : P(X < z) < 1}.
L’hypothese semblable a (3.3.1) dans ce cas est :

1
(=)

P[X > 2] ~ exp <c ) (x —07) (3.3.8)

ou, plus précisément, que la fonction :

h(z) := —logP[X > —1/x]
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est & variation réguliere d’indice p > 0. Dans ce cas, H(t) = — log E[e!X] est

a variation réguliere d’indice p/, on
/ P

P

A, A1, A2 sont définis comme précédemment, de méme que A(t). Pour le
facteur de normalisation B(t), il vérifie :

1
Nr/e

B(t) ~

Pour plus de détails, on pourra consulter [BBMO5].

Il est frappant de constater & quel point les descriptions dans les deux
cas de figures présentés sont similaires, et il semble légitime d’espérer une
certaine universalité. Cette transition par des lois stables n’est toutefois pas
toujours au rendez-vous, si la densité de la loi des (X;) s’approche de 0 plus
“brutalement”. Alors on peut montrer par exemple le résultat suivant :

Théoréme 3.3.12. Soient (X;) des variables aléatoires indépendantes de
loi uniforme sur [—1;0]. Alors, si N = Xt, Sn(t) converge en loi vers une
variable aléatoire de fonction caractéristique :

1 Jiux _
exp ()\/ eldm)
0 X

On peut s’intéresser plus généralement a des lois dont la densité s’ap-
proche de zéro comme une fonction puissance. Dans ce cas, la loi limite est

de la forme : )
A log™
exp <a/ (e™* — 1)70g (x>da:>
0 X

Dans ces cas la, le plus grand terme ne converge pas vers l'un des trois types
de lois possibles donnés par la théorie des extrémes classique.

3.3.5 De la généralité des résultats - application au REM

D’un point de vue purement théorique, ces résultats sont un pont entre
d’un coté les théoremes du type loi des grands nombres et théoreme central
limite, et de l'autre les théoremes sur les extrémes de variables aléatoires
indépendantes. Les lois stables apparaissent également de maniére trés na-
turelle, et sont donc susceptibles de jouer un réle plus important que de
simples “cas pathologiques” des théoremes classiques.

On peut appliquer ces résultats directement a I’étude du Random Energy
Model, introduit par B. Derrida comme un modele simplifié d’un verre de
spins. Donnons-nous une famille de variables aléatoires indépendantes (X;),
de loi gaussienne centrée et de variance 1. On cherche une bonne normalisa-
tion ¢(n) pour avoir un comportement intéressant de :
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2”
Za() = 3050
i=1

On est exactement dans le cas de figure que 1'on vient d’étudier, avec la loi
gaussienne standard. Reprenant les notations précédentes, on a p = 2 = p/.
H(t) s’exprime simplement :
£2
H(t) = logE[e!"] = 5
On peut donc choisir ¢(n) égal & \/n. La transition concernant la loi des
grands nombres a lieu quand A = \; selon les notations précédentes, soit :

log 2™ ,
—o% _— 51
H(By/n)
soit encore 3 = B := v/2log2. C’est dire que pour 3 > (31, la loi des grands
nombres cesse d’étre vérifiée et la somme est du méme ordre que son plus
grand terme.

De méme, si 'on considere la transition vis-a-vis du théoreme central
limite, on trouve que dés que 3 > fo = (/log(2)/2, les fluctuations de Z,
cessent d’étre gaussiennes (et la fluctuation totale est du méme ordre de
grandeur que la plus grande fluctuation).

On peut trouver directement ’expression de 1’énergie libre du systeme
en utilisant le théoreme 3.3.6. Il vient :

(i) Si 8> fp1,ona:
log Zn(3) ~ v/210g2 8 n = log M™ () (3.3.9)
(ii) Sig < fBi,ona:

2
log Z,(3) ~ (g + log 2> n =logEZ,(B) (3.3.10)
log (Z,(8) —EZ,(B)) ~ \/2log2 B n (3.3.11)

Les résultats précédents précisent cette transition de phase (ainsi que la
transition concernant la validité du théoréme central limite, non visible sur
la seule énergie libre) via la convergence vers les lois stables, et ce pour des
lois d’énergie plus générales que la seule gaussienne.

3.4 Retour au modele initial

3.4.1 Résolution

Revenons maintenant au modele introduit dans la partie 3.2, avec dans
I'idée de tenter de décrire une situation similaire a celle que 'on vient de
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décrire. Il faut commencer par introduire une “échelle d’observation”, qui
jouera le role que jouait N dans la partie précédente. Notons Ay = {x €
Z : ||z|| < L} la boite centrée en 0 et de rayon L (ot ||z||e = sup; |z;]).
On notera en revanche B(z, L) la boule de centre x et de rayon L pour la
norme euclidienne. On pose :

la probabilité de survie moyennée a 1’échelle L, au temps t et pour I'envi-
ronnement w. On va, comme dans la partie précédente, choisir L. comme
une fonction croissante de t. Si L(t) varie trés peu, on devrait retrouver
I’asymptotique presque sire du théoreme 3.2.1 pour la probabilité de survie;
a l'inverse, c’est I'asymptotique en moyenne du théoreme 3.2.5 qui devrait
prévaloir si L croit suffisamment rapidement. Entre les deux, on espere ob-
server une transition similaire & celle observée dans le chapitre précédent.
On écrira f < g pour lim f/g = 0. Le théoréme suivant montre dans quelle
échelle le résultat du théoreme 3.2.5 reste valable :

Théoréme 3.4.1. Soit L : [0,00) — N une fonction croissante. Alors :
(i) Si1 < L(t) <tetqg<1l—p. (o0 p. est la probabilité critique de
percolation), alors presque sirement :

_ t
log p(t,w) ~ —¢é(d, q) (log 1)2/4

ot ¢(d, p) est la constante du théoréme 3.2.5.
(i) Sit < L(t) et log L(t) < t¥(42) alors presque sirement :

t

log pr(t,w) ~ —&(d, Q)W

La bonne échelle pour observer la transition est de poser
L(t) = exp(y=t¥/(+2)

En effet on observe alors, a 'image des théoremes 3.3.2 et 3.3.3, la validité
ou la non validité de la loi des grands nombres et du théoreme central limite,
suivant la valeur de ~y. Plus précisément :

Théoréme 3.4.2 (loi des grands nombres). Soit v; = dLH.
(i) Si~y > 1, alors on a, au sens de la convergence en probabilité :

pL(t7 w) N

(p(t))

A fortiori, on a :

log pr (t,w) ~ —c(d, q)t¥(*+2) (3.4.1)
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ot c(d,q) est la constante du théoréme 3.2.1, définie par ’équation
(3.2.5).

(ii) Si~y <1, alors presque stirement :

pr(t,w) .

{p(1))

Théoréme 3.4.3 (théoréme central limite). Soit 4o = 2%/(4+2)~,
(i) St~y > 2, alors :

pL(taw) — <p(t)> - N(
Vary,(pr(t,w))

(ii) Si~y < 72, alors on a, au sens de la convergence en probabilité :

Var,(pr(t,w))
Enfin, on aimerait connaitre l'ordre de grandeur de pr(t,w), & 'image

des résultats (3.3.9), (3.3.10) et (3.3.11). L’équation (3.4.1) donne un début
de réponse. On a de plus :

0,1) (3.4.2)

—2/d
Théoréme 3.4.4. Soit a(y) = #‘12 (ﬁv) +7.Ona:
(i) Si~y <, alors :

log pr.(t,w) ~ *a('y)ctd/(d+2)
(i1) Siy1 <y <2, alors pour tout 6 >0, on a :

pL(t.w) — (1))
exp(—(a(y) — 0)ctd/@D)

(11i) Siy > 72, d’aprés (3.4.2), il suffit d’évaluer \/Var,(pr(t,w)), et :

log /Vary(pr(t,w)) ~ (% i 2—2/(d+2)) oy (@+2)

3.4.2 Quelques idées de démonstration

On utilise les résultats énoncés dans la partie 3.2, et notamment les
théoremes 3.2.1 et 3.2.5.

Par le lemme de Borel-Cantelli, on montre le résultat suivant :
Proposition 3.4.5. Soit Ry = (ﬁy), L(t) >t, R= Ro—1/(log L(t))"/¢ et
L'(t) = L(t) — Ro(log L(t))"/?. Alors presque siirement, pourt suffisamment
grand, ’événement suivant a lieu :

U {B@ Rog L)"') N (Ow))* = 0}

IEAL/
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C’est dire que dans la boite de taille L, on peut trouver une boule (eu-
clidienne) de rayon Ro(1 — €(t))(log L(t))/¢. Ce fait nous permet d’estimer
la valeur propre principale du laplacien sur Ap\O(w), puis de minorer la
probabilité de survie via I'inégalité (3.2.2).

On déduit de ce résultat la partie () du théoreme 3.4.1, via les équations
(3.2.2) et (3.2.4). On voit de plus que, dans le régime quenched (L(t) = 1),
la particule qui survit jusqu’au temps ¢ doit trouver une clairiere de taille de
Pordre de (logt)Y/¢, clairiere qui se situe & une distance de ordre de t. Le
comportement typique d’une particule qui survit jusqu’au temps ¢ est donc
une trajectoire balistique jusqu’a une distance de l'ordre de t, puis rester
dans la clairiére de taille (logt)'/¢ découverte.

Dans le régime (i) du théoreme 3.4.1, la particule qui survit trouve en
général la clairiere en dehors de la boite de taille L considérée.

Pour démontrer la loi des grands nombres du théoreme 3.4.2, on se ra-
mene essentiellement a utiliser 'inégalité de B. von Bahr et C.G. Esseen du
lemme 3.3.4.

Pour montrer le théoréme central limite du théoreme 3.4.3, il s’agit de
découper judicieusement la boite en, d’une part, un ensemble de boites suf-
fisamment éloignées pour pouvoir les considérer comme indépendantes, et
d’autre part le reste de la boite dont on montre que la contribution est
négligeable.

3.4.3 Pourquoi ¢ca marche?

Il peut sembler surprenant que les résultats de la partie 3.3 soient encore
valides, alors que pour chaque point on décide soit d’étre un piege (ce qui
correspondrait & un taux de branchement de —oo, soit de ne pas 'étre (taux
de branchement de 0), ce qui est loin de ressembler au genre de loi étudié
précédemment. . . Pour mieux comprendre ce qui se passe, considérons le cas
de la dimension 1. Alors on a une suite de clairieres, dont la taille est aléa-
toire de loi géométrique de parametre ¢q. La probabilité de survie dans une
clairiere, comme on 'a vu en (3.2.3) et (3.2.4), est donnée par :

P,(Ty > t) ~exp <—B{2t>

ou R est la taille de la clairiere. Ainsi, en prenant pour les (X;) la valeur
propre principale du laplacien pour chaque clairiere, on tombe dans le cas
(3.3.8) avec p = 1/2, et on peut vérifier que les résultats des deux parties
précédentes coincident. En dimension supérieure, les choses se compliquent,
ni la forme des clairieres, ni méme leur délimitation, ne sont simples, et il
faut utiliser la méthode de “coarse-graining” de Sznitman pour arriver au
résultat du théoreme 3.2.5.
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3.5 Annexe : variation réguliere

Pour plus de précisions, on pourra consulter le livre de N.H. Bingham,
C.M. Goldie et J.L. Teugels [BGT].

Définition 3.5.1. Une fonction | > 0 définie sur un voisinage de 400 est
dite a variation lente si :

YA >0

&) 1 (3.5.1)

Proposition 3.5.2. La convergence (3.5.1) est uniforme sur tout compact.

Théoréme 3.5.3 (Représentation). | varie lentement si et seulement si

[ est de la forme :
l(x) = c(x) exp (/w e(u)?)

avec a > 0, ¢(x) —— ¢ >0 et e(x) —— 0.
Tr—00 r—00

Définition 3.5.4. 5@ dans la représentation précédente, on peut prendre

c(x) constant, on dit que | est a variation lente normale.

Remarque 3.5.5. Sil varie lentement, alors pour tout o >0 on a :

l(x)

z®l(z) — +o0 et o +00

Proposition 3.5.6. [ est a variation lente normale si et seulement si pour
tout « > 0 on a :

x® l(x) est ultimement croissante
x~(x) est ultimement décroissante

Théoréme 3.5.7. Soit f une fonction mesurable telle que :

f(x)
A 3.5.2
Alors il existe p € R tel que g(\) = A\P. De plus, f s’écrit f(x) = xPl(x) avec
I a variation lente, et la convergence (3.5.2) est uniforme sur tout compact.
On dit que f est a variation réguliere de parameétre p. On note f € R,,.
f se représente comme suit :

VYA >0

) =ctyexn ([ o+ ) ) (3.5.3)

u

Définition 3.5.8. Si dans l’équation précédente, on peut choisir c(x) cons-
tant, alors on dira que f est a variation normale.
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On a I’équivalent de la proposition 3.5.6, moyennant le centrage de «
autour de p :

Proposition 3.5.9. [ est a variation normale d’indice p si et seulement si
pour tout a« >0 on a :

2Pt (z) est ultimement croissante
xP~(z) est ultimement décroissante

Définition 3.5.10. Pour une fonction f, on définit I'inverse généralisé de

f par :
[T =inf{y € [0;+00) : f(y) >z}

Proposition 3.5.11. Si f € Ry avec a > 0, il existe g € Ry, lel que :

flg(x)) ~ g(f(x)) ~x

De plus, une telle fonction g est unique a équivalence asymptotique pres, et
= convient.

Théoréme 3.5.12 (Kasahara). Soit X wune variable aléatoire dont les
moments exponentiels sont finis : M () := E[e*X] < co. Soient 0 < a < 1,
® € Ro, Y(X) = A/p(N) € Ri_q et B> 0. On a l’équivalence suivante :

—logP[X > z] ~ B¢~ (z) (x— o0)

S log M) ~ (1 - a) (ﬂ)a/ =) (@ = o0)

B



Chapitre 4

Systemes désordonnés, verres
de spins et transitions de
phase

4.1 L’origine physique du probleme

Les problemes auxquels nous allons nous intéresser tout au long de ce
projet ont pour origine une structure particuliere de la matiére : le verre. Au
contraire d’un solide cristallin dont toutes les molécules sont disposées régu-
lierement dans ’espace, un verre est un état figé ou chaque particule voit un
environnement tres différent. On parle généralement de phase désordonnée
ou amorphe, en anglais de random solid state. Cet état est généralement
obtenu par une solidification brutale qui bloque les particules dans une po-
sition peu réguliere. Si I'on insere dans un métal (argent, cuivre) quelques
impuretés possédant un moment magnétique (le fer par exemple), les élec-
trons de conduction induisent des interactions entre les spins qui sont de
signe et d’intensité variables, apparemment aléatoires. On observe sur ces
verres de spins des transitions de phase, qui peuvent notamment étre mises
en évidence expérimentalement par ’apparition de propriétés magnétiques
avec la variation de température.

Le but de ce projet est de proposer des modeles mathématiques rendant
compte de la structure des verres de spins. Nous effectuerons également des
simulations informatiques mettant en évidence des transitions de phase. Par
la suite, nous considérerons un systeme de N spins en interaction. Un état,
ou une configuration du systeéme sera décrit par o = (Ui)ie[l; N> &Vec 0 €
{—1;1}. On notera Ay = {—1;1}¥ I'ensemble des configurations possibles.
On étudiera le systeme dans la limite N — +o00. Un changement de phase
peut étre observé par une rupture des propriétés du systéme, comme par
exemple "aimantation moyenne, comme nous allons le voir dans ’exemple
suivant.

35
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4.2 La transition de phase sur un modele simple :
le modele de Curie-Weiss

4.2.1 Présentation du probleme

Nous allons nous intéresser a un modele simple présentant une transition
de phase : le modele de Curie-Weiss. On pose comme énergie d’interaction :

HN (O‘) = —% ZO’iO'j
i#]

Chaque spin interagit avec I’ensemble des autres spins, et I'énergie étant
a minimiser, la position la plus favorable est la position ou tous les spins
sont de méme signe. Le facteur 1/N assure & I'énergie d’étre un parametre
extensif. Chaque état a une probabilité d’étre atteint pondéré par son niveau
d’énergie. Plus précisément, elle est proportionnelle au facteur de Boltzmann
exp (—SHy (0)), ou 3 est un parametre positif. On peut introduire la mesure
de probabilité de Gibbs sur I’ensemble des configurations de spins possibles.
Elle est donnée par :

1 1
7y oN &P (=BHN (7))

Pn (o) =
en posant Zy = QLN Y oehy &P (=BHN (o)), la fonction de partition du sys-
teme. Physiquement, § représente 'inverse d’une température. Il y a concur-
rence entre l’effet des interactions inter-spins qui tend a concentrer la mesure
de Gibbs sur quelques configurations, et ’agitation thermique qui tend au
contraire & I'uniformiser sur toutes les configurations (si § — +oo, la me-
sure est concentrée sur les configurations d’énergie minimale ; au contraire,
si B — 0, toutes les configurations sont équiprobables). Nous allons observer
une transition entre ces deux états. Pour ce faire, nous étudierons I’énergie
libre du systeme :

F(8)= Jim < n(Zy)

On notera
an X bN

si pour tout € > 0 on a pour tout N suffisamment grand :
e Nay <by < eNay

On peut vérifier que c’est une relation d’équivalence sur I’ensemble des suites
strictement positives équivalent a

Jim % (In (an) — In (by)) = 0

N—oo
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4.2.2 Résolution
On a la relation :
2
(ZJZ> = 220’1‘0']' + N
i i<j
D’ot, si my (o) = & Y, 0; désigne I'aimantation moyenne du systéme :
2Hy (0) = —Nmy (0)? + 1

Par la suite, on abandonnera le décalage d’énergie constant introduit ici, qui
n’a aucune conséquence sur les propriétés physiques du systeme. En notant
Py la mesure de probabilité uniforme sur Ay, et Ey I’espérance associée, il

vient : Zn — Eo <exp (B;VmN (0)2)>
- Ez:exp (ﬁ;\/wz) Py (my (0) = )

On peut expliciter Py (my (o) = z) : il vaut C]]\\;(H:E)/Q si N(1+z) est
pair; 0 sinon. En utilisant le développement asymptotique de factorielle, on
aboutit a :

Py(mpy (o) =) < =N I (x)
avec

1+ 1-
](a;):Txln(l—i—x)—i— T

In(1—2)
D’ou il vient :

2
Iy =< ;eXpN (6; —I(x))

Et comme

2

exp N sup </832U —I(a:)) < ZexpN(ﬁf—I(:L‘O < Nexp N sup <,62x2 —I(x))

ZN < exp <Nsup (Bf —I(x)))

F(5)= Jm - m(Zy)= swp (W—uas))

N—+o0 ze[—-1;1] 2

on a finalement :

et

Pour en revenir au sens physique, gg : * — 57362 — I (x) est une fonction de

I’aimantation moyenne qui est & maximiser.
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-1 -0.8-0.6-0.4-0.2 0.‘2 O.‘4XO.‘6 O.‘8 1

P

—0.1+

/ —0.21
/

-0.3

-0.4 7

~

0.02
-1 0.8-0.6-0. ‘.25
L

04

-0.02

/ 0.04 1
| -0.06

| -0.08

Fi1G. 4.1 - gg danslescas B =1/2et 3 =14+1/5

Deux cas sont a distinguer quant a 1’étude des maximums de cette fonc-
tion. On aeneffet : f < B. =1 supgg = f(5) =0.
Vue la symétrie du systeme, 'aimantation moyenne est toujours nulle.
Mais pour 8 > 1, sil’on pose que le maximum de gg est atteint en m (3) > 0,

I’espace se scinde en deux parties

mp (o) ~ —m (). On a en effet pout tout € > 0 :

Pl mn (o)

exp (N SUD||3|—m(3)| > (gﬁ))

~
—~

—m(B)|>e€) =

exp (N sup, (93))

: Pune ou my (o) ~ m (), et Pautre ou

exp (—alN)

Avec a > 0 indépendant de N. Cette décroissance exponentielle assure le

résultat suivant :

Ve>0, A}im P(l|mn(o)|—m(B)|>€ =0

L’étude de la dérivée de gg donne directement :

m (3) = tanh (8 m (3))

Cette équation permet de représenter 1’évolution de 1’énergie libre et de m,
ce qui met en évidence la transition de phase pour =6, =1:

4.3 Le modele a 3 spins

4.3.1 Présentation du modele

On va maintenant s’intéresser a un modele quelque peu différent, ou
les interactions mettront en jeu non plus deux mais trois spins. L’énergie a

minimiser prend la forme suivante :
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/ 1f S
0-3f / ] _—
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E // ] //
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Fi1G. 4.2 — Energie libre f et T en fonction de §

M
HN(U) = - § Jmo-imajmo-km
=1

ou les Jy, et les (im, jm, km) sont des variables aléatoires uniformément
distribuées respectivement dans {—1;1} et dans I'ensemble des triplets de
[1; N]. On notera « = M /N le nombre de contraintes par spin, que nous
garderons indépendant de V.

Nous allons particulierement nous intéresser a l’existence des états fon-
damentaux, c’est & dire aux configurations o pour lesquelles Hy (o) = —M.
Cela revient a étudier le probleme de physique statistique associé a tempéra-
ture nulle (8 — +00), ce qui peut sembler restrictif. Mais le parameétre « au-
torise une étude similaire, puisque I’augmentation du nombre de contraintes
peut étre rapprochée d’une diminution de température dans le modele pré-
cédent. Nous verrons de plus comment ce parametre permet une approche
algorithmique tres naturelle.

4.3.2 Approche algorithmique

On peut établir un parallele entre les approches de la physique statis-
tique et de I'algorithmique.

Physique statistique ‘ Algorithmique
Spin o; Inconnue X; & valeurs dans Z/2Z
membre de H(o) : Jy,0i,,0},,0k,, | équation (E,,) : X;,, + X, + Xk,, = m
Energie H(o) & minimiser Systeme d’équations (E,,) a résoudre
Etat fondamental Solution du systeme

Ainsi, I’éventuelle existence d’un état fondamental peut étre vue comme
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la solution d’un systeme de M équations faisant intervenir N variables a
valeurs dans Z/27. Ce probléme est connu en informatique sous le nom 3-
XORSAT (Le but étant de décider de la SATisfiabilité d’un ensemble de
clauses reliant 3 variables booléennes par des "XOR”, des ou exclusif). Il
semble naturel de penser que le probleme admettra des solutions si a est
petit (probléme sous-contraint), et en aura d’autant moins que « sera grand
(probléme sur-contraint).

Dans le but de mettre en évidence le phénomene de transition de phase,
j’ai rédigé un algorithme en CAML qui décide de la satisfiabilité d’un systeme
d’équations donné. L’algorithme procede tout d’abord a la simplification du
systeme d’équations selon un graphe ou chaque point est une inconnue et
chaque équation un triangle joignant trois points du graphe. Il est évident
que I'on peut d’emblée supprimer les points d’ou ne partent aucune branche :
ce sont les inconnues qui n’apparaissent dans aucune équation.

F1G. 4.3 — Processus de décimation du systeme. En continuant la méthode,
on peut vérifier que ce systéeme admet une solution.

Considérons maintenant une inconnue qui n’apparaitrait que dans une
seule équation. Si le reste du systeme a une solution, il suffit d’attribuer
a l'inconnue restante la valeur fixée par 'unique équation en jeu pour en
déduire une solution du systeme global. On peut donc simplifier le systeme
en enlevant 'inconnue et ’équation dont il est question. Cette simplification
se poursuit jusqu’a obtenir soit un systeme vide (auquel cas on aura montré
que le systéeme admet une solution), soit a un systéme trop “imbriqué” pour
pouvoir étre simplifié davantage.

Pour conclure sur la satisfiabilité du systeme simplifié, on parcourt alors
un arbre binaire ou chaque profondeur représente une inconnue et chaque
branche une valeur possible pour 'inconnue (0 ou 1). A chaque nceud, on
vérifie que les valeurs assignées aux premieres inconnues ne sont pas en
contradiction avec le systeme d’équations. Les inconnues sont classées par
nombre d’apparitions dans les équations décroissant. Ainsi, les premieres
variables sont tres contraintes et empéchent un parcours de l’arbre trop
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important. Par exemple, dans le cas de 50 inconnues, il y a un arbre potentiel
de 2% nceuds, mais les parcours les plus longs ne font jamais intervenir plus
de 14 000 nceuds.

0.8
0.6
0.4

0.2

Fi1G. 4.4 — Probabilité de satisfiabilité du systeme en fonction de « pour
N =10 en pointillés et N = 50 en trait plein

On observe que le passage du probléme sous-contraint au probleme sur-
contraint est de plus en plus marqué quand le nombre d’inconnues N aug-
mente. A la limite, on peut penser que la courbe présente un saut brutal :
il existerait une valeur critique a. telle que pour a < «, le systeme est
satisfiable avec une probabilité 1, et pour a > «., il ne 'est pas avec une
probabilité 1. La conséquence physique de cette transition de phase serait
I’existence d’un seuil a. au-dela duquel ’énergie de 1’état fondamental ces-
serait d’étre nulle. Le tracé des accroissements des courbes obtenues par les
simulations laisse penser que «. serait de ’ordre de 0, 95.

Un autre parametre intéressant en informatique est la complexité. Ici on
considere le nombre de noeuds de I'arbre de recherche parcourus. On observe
une augmentation brutale de la complexité au voisinage de la transition.

4.3.3 Point de vue théorique

La question de la transition de phase a été résolue il y a moins d’un an
[DMO2] et est trop complexe pour étre complétement décrite ici. L’enjeu de
cette partie est de décrire la méthode utilisée, sans entrer dans le détail des
calculs.

On peut dans un premier temps montrer que pour « > 1, le systéme n’a
presque surement pas de solution. En effet, soit A le nombre de solutions
d’un systeme d’équations choisi aléatoirement. On a :

P(A > 1) < E(A)
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EA=E| >  J[ix.+x,.+x0,=6m

(XZ')E{O,I}N m

= Z E H LXi X+ Xy =0m

(Xo)efo, 1}V m

Comme il s’agit de I'espérance d’un produit de variables indépendantes, il

vient :
P(A>1) <2V M

qui tend vers 0 des que o > 1.

On peut se demander si 1 est la bonne valeur pour a.. Les simulations
numériques tendent a donner une valeur légerement inférieure. Pour conclure
sur la transition de phase, il reste & trouver I'inégalité inverse (celle du cas
sous-contraint). L’idée est d’utiliser la méthode dite du second moment,
basée sur I'inégalité suivante :

E[A]?
E[A2]

(c’est I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée & A et 14>1). On peut
alors montrer qu’il existe a; tel que pour a < a3, P(A > 1) tend vers 0
quand N tend vers I'infini. Cela résout une partie du probléeme en désignant
une zone ou le systéme est sous-contraint, mais ce n’est pas suffisant car
aq < 1, et l'intervalle [aq; 1] reste indéterminé. (en pratique, o est de 'ordre
de 0, 88).

Pour montrer le résultat pressenti par les simulations, il faut donc utiliser
une autre technique. L’idée de départ vient précisément de la décimation
utilisée dans l'algorithme. Pour un systeme d’équations de départ donné w
pris dans I’ensemble des systémes possibles )y 37, on associe son simplifié
w" dans I'ensemble Wy 5 des systémes non simplifiables de N’ équations a
M’ inconnues.

On voit tout d’abord que le premier argument utilisé dans le paragraphe
est toujours valable : si o’ désigne le rapport M'/N', P(A > 1) =P(A' > 1)
tend vers 0 quand o’ > 1. Tout 'intérét de cette situation est que la méthode
du second moment donne également un o’ critique de 1! On peut alors
remonter & la valeur du o initial et trouver a. ~ 0,918,

On peut comprendre a priori efficacité de la décimation pour la mé-
thode du second moment. En effet, il s’agit d’obtenir E[A]? ~ E[A?]. Le
probleme est donc de minimiser les systéemes ol le nombre de solutions
est important. C’est précisément ce que fait la décimation, en proposant
un systeme simplifié équivalent beaucoup plus contraint, dénué notamment
d’inconnues n’apparaissant dans aucune équation.

PA>1) >

e = W , ol A est la racine positive de I"équation (z — 3)e® +2z+3 =0
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4.4 La méthode du second moment

4.4.1 Le modele de Sherrington-Kirkpatrick

Nous allons utiliser la technique du second moment sur un autre mo-
dele de verre de spins présentant une transition de phase : le modele de
Sherrington-Kirkpatrick [BS]. A 'image de la démarche suivie dans le modele
de Curie-Weiss, nous allons chercher a calculer ’énergie libre du systeme.
Les interactions entre spins vont cette fois étre pondérées par des variables
aléatoires (Ji;); ;< i1.d. de loi N(0,1) (gaussienne centrée d’écart-type
1) définies sur I'espace de probabilités (£2, 7, P). Physiquement, on peut pen-
ser que ce modele rend mieux compte du caractere aléatoire des interactions
que le modele de Curie-Weiss, mais les calculs deviennent de ce fait plus
délicats. On a :

1
Hy (o) =——= Jij 0i0;
\/ngzgj:gN o

L’énergie libre prend la forme suivante (sous réserve d’existence) :

F(3)= Jim - Eln(Zy)

En utilisant I'inégalité de Jensen, on a la relation :

1E1(Z)<11E(Z) ! L E i Yot g
— Eln — In =—lIn — - —
N N =N NI =y RSP 5N 2 1
1<i<j<N
(4.4.1)

Pour 8 < . = 1, on peut utiliser la technique du second moment pour
calculer I'énergie libre. Cela consiste a montrer que E [(Z N)Q} ~ (E[ZnN])%.
On a d’une part :

p $
E[ZN] =E EQ exXp —— Jij O'Z‘O'j
VN | = ’
1<i<j<N
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/

') indépendant de (0;) et de méme loi, on a :

En introduisant (o

(2)
=E |E; exp —— g Jij U,aj—l-aa)
/* J

1<z<_7<N
2
:E((]2) exp f—N Z (O’iO'J—i—O',O';)2
1<i<j<N
2 m(2) B
=E[ZN]" Ej” |exp N Z 000,07
1<i<j<N
On a de plus :
2 2
E(gQ) exp % Z JZUJO'O' = Fy |exp % Z 00}
1<i<j<N 1<i<j<N

(5o (205)

en posant comme précédemment my = % Zl o; . On va maintenant majorer
I'espérance de droite. En introduisant J variable aléatoire de loi N'(0,1), il
vient :

Ey [exp (ﬁzjvm?\/)] = Ey Eexp(8VNmyJ)

=E Ey eXP(ﬂ\/NmNJ) = EHE() exp (% O’i>

=5 oo (J0)| = = few (- )exp<mncosh<§%>>dx

Comme de plus Incosh(z) < 22/2, on a pour 8 < 1 :

B, [exp <ﬁ’;Nm?V>] = /exp < (1- 62)> do = \/11—762

On a donc montré que pour 3 < 1; il existe une constante ¢(3) indépendante
de N telle que :

E [(2y)?] < e(8) (E[2n))?

On montre (pour une démonstration de cette propriété, on pourra consulter
[BS]) pour tout ¢ > 0 la propriété de concentration suivante :

1 1 t 2
Pl|—InZy — —ElnZy| >—=| < —
(‘Nn N N ns4n _\/N>_exp< 252>
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En posant Ay = {Zy > EZyN/2},0on a:

EZy = E(Zn lag,) + E(Zy 1ay) < EZn/2 4 \/E[Z}]|P(AN)

et il vient : )

(ElzZv)’ | 1

4E[ZJ2V] ~ 4 c(p)

constante strictement positive indépendante de IN. Finalement, en choisis-
sant t suffisamment grand :

%E[anN] > %m (E§JV> ~ 0 <\/1N>

ez o( L)% o( L)

On peut donc conclure, a 'aide de l'inégalité (4.4.1), que f(3) existe
pour tout § < 1 et vaut :

P(Ayn) >

La transition de phase, marquée par une rupture de la pente de ’énergie
libre par analogie avec le modele de Curie-Weiss, n’a donc pas lieu pour
B < 1. On a vu comment la méthode du second moment nous a permis
d’accéder a ’énergie libre du systeme.

4.4.2 Le Random Energy Model

Le REM (Random Energy Model) utilise une approche différente. Dans
les modeles précédents, les énergies de toutes les configurations possibles
formaient une famille de variables aléatoires non indépendantes. L’idée de
Bernard Derrida, rencontré au cours de ce projet, est de prendre une famille
de 2V variables aléatoires gaussiennes indépendantes (H;) qui représentent
les niveaux d’énergies des configurations possibles. Elles seront choisies de
variance N.

Nous allons une nouvelle fois étudier ’énergie libre, et observer une tran-
sition de phase. Pour cela, on va tenter d’utiliser la méthode du second
moment. E[Zy] se calcule simplement :

QLN zlj exp (—5Hi)] = exp <N§Q>

Pour calculer E[Z%], on va justement utiliser I'indépendance des (H;)
deux a deux :

E[Zy] =E
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= oo | S PN + 3 exp(5N)

i#j
— exp[N(28 — n(2))] + (1~ 1/2") exp(F2N)
=E[ZN]?

On voit d'une part que E[Z%]/E[ZN]? est borné quand N varie tant que
B < y/In(2), et diverge vers +oo sinon. La méthode du second moment ne
permet pas d’accéder a I’énergie libre pour tout 5. Physiquement, les états
rares mais de tres haute énergie prennent une importance trop grande dans
le calcul de E[Z%]. 1l faut donc utiliser une autre méthode qui coupe les
énergies trop importantes.

On peut tout d’abord remarquer que la fonction : § — %ln(ZN(ﬁ))
est convexe. En effet, si f est une fonction positive sur un espace mesuré,
B — In([ fPdu) est convexe d’apres I'inégalité de Holder.

L’inégalité de Jensen donne :

pN(B)

Il

|
o
g
N
z
IA

D’autre part, on a :
1
ZN > o exp(0 max (H;))

et par conséquent :
pv(8) > S Blmas (1))~ n(2)

En utilisant I'inégalité précédente pour py(1/21n(2)), il vient :

2]1\?(2)E[mgx (H;)] — In(2) < 1n(2)

%E[m@ax (H))] < v/21n(2)

On a de plus :

ddﬁpN(ﬁ) < %E[max (H:)] < v/2In(2)

(2

En utilisant I'inégalité précédente, on a pour tout § > 1/21In(2) :

pn(B) < 1/2In(2)5 — In(2)

Montrons la propriété suivante :

lim py (8) = 62/2 B < /2In(2)

limpy (8) = /228 — In(2) 4> /21 (2)

(4.4.3)
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Si la premiere égalité est vérifiée, la convexité de py et I'inégalité précé-
dente suffisent & montrer le deuxieéme résultat.

Nous allons appliquer la méthode du second moment & une variable aléa-
toire auxiliaire Ay définie par :

v=Wi : —H; = BN}
Posons ®(x) = \/%7 Jre e’/2dt. On a :

E[Ay] = 2V®(8VN)

A?V peut étre écrit sous la forme

A% = 1 msen,m,56V)
i7j
D’ou :

E[A%] < 2V®(3VN) + 22V ®(8VN)? = E[AN] + E[AN]?

On peut montrer qu’il existe une constante L telle que pour tout ¢t > 0 :

L(ll_i_t)exp( t;)<q><) ;exp<—t;)

D’ou il vient :

oN BEN
2 e (7))

quantité supérieure & 1 pour § < 1/2In(2) et N suffisamment grand. De
plus :

2
P(A = E[4x]/2) 2 4E[?f]§]] = 1k 1] 525

Comme )
ZN Z 2W exp(ﬂQN)AN

il vient : )
I} 1 1
—In(Zy)> — - —1In > =
P (i = G - ymen) =
On peut alors comme dans le modele de Sherrington-Kirkpatrick utiliser une
propriété de concentration des variables gaussiennes :

P (]1, In(Zn) < pn(B) + \/KN) > 7/8

(ou K est une constante) et par conséquent :

3 1 K
pN(B) > ?—Nln(LN)—ﬁ

ce qui finit la démonstration.
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4.5 Conclusion

Le probléeme physique qui nous a été posé, celui des verres de spins et des
transitions de phase, nous a conduit a élaborer différents modeles. Celui de
Curie-Weiss, tres simple, rend bien compte des propriétés observées. Nous
nous sommes ensuite intéressés au modele a trois spins a température nulle,
qui introduit une correspondance entre les approches de la physique statis-
tique et de l'algorithmique et présente également une transition de phase.
Les modeles considérés par la suite rendent compte de la méthode utilisée
dans I’étude du modele a trois spins, et notamment de la méthode du se-
cond moment. Cette derniere doit son efficacité a I’absence d’événements
(qui peuvent étre rares) pour lesquels la valeur de la variable aléatoire est
trop importante, comme on le voit dans le nécessaire changement de variable
aléatoire dans le REM. On comprend en particulier pourquoi la décimation,
inspirée de I'algorithme de résolution du probleme 3-XORSAT, est indispen-
sable pour la résolution du modele.
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