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Dans la suite, on considére (€2, F,P) un espace de probabilité et on note E 'espérance associée a P.

1 Mouvement brownien

1.1 Vecteurs gaussiens

Définition 1. On dit que X suit une loi gaussienne standard sa loi a pour densité

On note X ~ N (m, 02) si X =m + 0Xy ot X suit une loi gaussienne standard.
Le vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) est un vecteur gaussien si pour tout A € R™, le processus (A, X) suit une
loi gaussienne.

Proposition 2. Soit X = (X1,...,X,,) un vecteur gaussien tel que E[X;] = 0 Vi. Soit C = (E [XIXJ])M .Ona
i) Var (Z )\iXZ«) = AOA
i) E [e'22%] = exp (—3A'CA)
i11) La loi de X est déterminée par C. En particulier, (X1,...,X,) sont des variables aléatoires indépendantes
si et seulement si C est diagonale.

(La preuve de ce résultat se trouve dans la littérature standard sur le sujet)
Proposition 3. 1) Soit (X,,),, telle que X, ~ N (my,02) telle que X, < X. Alors,

X ~ N (m,0?)

2

ot m = lim m,, et 0? =lim o2 .
n

n

2) Si X, N X, alors la convergence a lieu dans tous les espaces LP.

Démonstration. 1) La convergence en loi est équivalente &

VEER, E[e*%] — E[e¥] = itmn =3

En prenant le module, r
e |E [e%] | (continue en ¢ = 0)
n—oo
ceci implique que o2 converge. Soit o2 la limite.

emn 6§52E [eigx]
n— oo

Si on sait a priori que (m,,) est bornée, soient m et m’ deux valeurs d’adhérence. On a, pour tout £ € R,
M = M =1 igm’ +o(€)

et on a m = m’. Montrons donc que la suite (m,,) est bornée supérieurement. Si on suppose le contraire, on peut
extraire une sous-suite m,, — +oo. On a :
k—o0

1
P (Xn, = my,) = b}
P(X>A) > limsupP(X,, > A)
k—o0
> limsupP (X, > my,,)
k—o0
1
> —
- 2



Pour tout A, P(X > A4) > 1 . Or, Alim P(X > A) = 0. De la méme maniére, on montre que (my,), est bornée
e el

inférieurement.
2) Pour tout 6 € R,

E[eex,,] _ eamn+§ai

supE [eGX"] < 4+
n

supE{eGlX’”"} < 4o
n

car el*l < e* 4+ =%, En particulier, pour tout ¢ > 0,
supE [| X,|1] < +oo
n

supE[| X, — X|1] < +4o0

Y, =1X,-X |p est tel que Y, L 0 et Y;, est bornée dans L? donc uniformément intégrable. Donc Y,, — 0 dans
Ll

E[|X, — X["] — 0

n—oo

1.2 Une construction du mouvement brownien
1.2.1 Définitions

Définition 4. Un processus stochastique est une collection de variable aléatoires indexées par “le temps”, i.e Ry
ou un sous-ensemble de R .

Un processus stochastiques (X (t)),-, est & accroissements stationnaires si la loi de X (t + s) — X (¢) ne dépend
que de s, i.e Vi1, te,5 > 0, B

Z
X(t1+8)—X(t1) ZX(t2+S)—X(t2)

(X (t)) est a accroissements indépendants si pour tout 0 < tg < t; < ... < t,, la famille de variables aléatoires
(X (t1) — X (t0) -+, X (tn) — X (tn—1)) indépendante.

(X (t)) est un processus gaussien si pour tout 0 < ¢ty < ... < t,, le vecteur (X (to),..., X (t,)) est gaussien.

Exemple 5. Soient 71,79, ... des variables aléatoires de loi Exp (\). On pose N (t) = card{k | 71 + ... + 7 < t}.
Alors, N est un processus a accroissements indépendants stationnaires.

Définition 6. On appelle mouvement brownien standard (issu de 0) tout processus stochastique (By), tel que
1) B() =0 p.s.
ii) Vs,t > 0, Byrs — By ~ N (0, s).
ili) B est a accroissements indépendants.

R+ — R

iv) 11 existe A mesurable tel que PP (A) et tel que pour tout w € A, la fonction {t B, (@) est continue.
— D¢ (W

Remarque 7. Par le théoréme d’extension de Kolmogorov, on peut construire un processus stochastique sur R®+ muni

de la topologie produit et qui satisfait i), ii) et iii). L’ensemble {w | ¢t — B; (w) est continue} n’est pas mesurable.
— B sit#T
C’est méme pire que ¢a! Imaginons que B soit un mouvement brownien. Soit 7 ~ Exp (1) et B; = Bt 41 sit 7 .

t S1T =T

Alors, B; n’est pas continu mais il satisfait i), ii) et iii). En effet, pour tout ¢ > 0,
P(B,=B,) =P(r#1t) =1
méme si ]P’(Vt >0, By :E) =0.

Définition 8. Quand on a deux processus (E)t, (Bt), qui vérifient P (Bt :E) = 1, on dit que B est une
modification de B.

Les propriéteés i), ii), iii) concernent seulement les “lois fini-dimensionnelles” : la loi de (B, ..., B:,) est celle de
(B, ... Bu,).



1.2.2 Construction rigoureuse

On va construire le mouvement brownien sur [0, 1]. On peut “recoller” ensuite pour I'avoir sur R;. On choisit
une base orthonormée de L? [0, 1] (base de Haar). On pose

1 sio<t<i
H(t)=¢-1 sit<t<1

0 sinon
Pour n > 1 entier, onposen:2j+k01‘10§k<2j et
H, (t) = H, . (t) = 22 H (27t — k)

Pour n = 0, Hy (t) = 1. Alors (H,),, oy est une base orthonormée de L? ([0,1]).
Soit (Z,,) une suite de variables aléatoires indépendantes A (0,1). On pose

E(f) = Zn(Hn, )2 o)

neN
N N N
La variable aléatoire 2} Zn(Hp, f) est une gaussienne centrée de variance z;J(Hn, )% et 2%<Hn, ? o | fIl 2
n= n= n=

donc ZfLO Zn(Hp, f) converge en norme L2 vers une variable aléatoire gaussienne de variance || f ||2L? =£¢(f). On
a envie de poser By = & (]1[0,t})7 mais pour chaque t, B; est défini p.s. donc on n’aura pas de sens a la question de
la continuité. On regarde

ZZn<Hn7]l[0,t]> (1)

neN
On va montrer que, sauf sur un ensemble de probabilité nulle, cette série converge uniformément en .

|Z,]

Lemme. Si (Z,), est une suite de variables aléatoires indépendantes N (0,1), alors sup- 7 < 400 p.s.
n

n

Démonstration. On a

P(Z ) Y 2
1>T — e 2 du
x/%/gc
1 T W2
< — —e "z du
B \/27r/r x
1 22
< ez

M

Siz>1,P(|Z]| > 2) < \/%e_%.

2
P (Zn > 2 lnn) < exp (2lnn
> 2V < & p (2Inn)
< 21
~ V2r n?
qui est sommable. Il suffit ensuite d’appliquer le lemme d Borel-Cantelli. O
Retour & la construction :
t
<Hj,kaﬂ[0,t]> = / Hj7k (S) dS
0
t 4
= / 22 H (235 — k) ds
0

< 2_%1{1&6[%,@[}

2



Montrons maintenant que la série (1) converge uniformément pour tout w tel que C (w) := sup lz\/—(w)‘ < +00. On

rappelle que n = 27 + k < 27! et donc Inn < C (j + 1).

Z Hnu]]-[O t]‘
J k=0

”M8
”M8

3 00 0Vt 2 ey
7 k=0

IN

X Z Vi+1273
j=J

aussi petit que voulu, uniformément en ¢. Conclusion : pour tout w tel que C(w) < 400, la série (1) converge
uniformément. On note ¢t — B la limite (continue!). il reste a vérifier les propriétés i), ii) et iii) :

i) Bp =0 p.s : évident

ii) On veut vérifier Byys — By ~ N (0, s) :

Bt+s =¢ (]l[o,t+s])

%ﬂmu>eL%m£m o
et est une isométrie.

f = &(f)

Biys—Br = &(Ljpa4e— L)
E |:(Bt+5 - Bt)ﬂ

S

Par ailleurs, £ (f) est gaussienne pour tout f € L2 (]0,1]), ce qui démontre ii)

iii) Montrons que les accroissements sont indépendants. Soit 0 < ¢y < ... < t,. On veut montrer (Bt1 —Byy,..., By,

est indépendante. (Bt1 —Byy,..., By, — Btn_l) est un vecteur gaussien. Toute combinaison linéaire est £ (f) donc
une gaussienne. Il suffit alors de voir que, pour tout i # j,

E [(Btzi+1 - Btz‘) (Btj+1 - Btj)] =0

E [€ (]l]ti:t'iJrl]) 3 (1]tj7tj+1])] = E [5 (f) 13 (g)]

= <f7 g>L2
0

par isométrie.
1.3 Propriétés du mouvement brownien
Théoréme 9. Théoréme limite centrale. Soient X1, Xa, ... des variables aléatoires 1id E[X1] =0, E [Xlz] =1. Soit

[t/e]

= \EZ Xg. Alors,
k=0
S. % B

ot B est un mouvement brownien standard au sens des lois fini-dimensionnelles : pour tout t1,...,t,,

(Se(t1) ..., Se (tn)) =2 (By,, ..., Bty).

Proposition 10. Soit (X;),, un processus stochastique. Il y a équivalence entre :
a) X est a accroissements indépendants stationnaires et X; ~ N (0,t) pour tout t > 0
b) X est un processus gaussien tel que pour tout t,s, E[X;] =0 et E[X: X = sAt.

Démonstration. On procéde par double inclusion
ALaﬁb”
E[X:] =0 OK.

_ Btn—l)



Mettons que s < t,

E [Xth] = E [Xs (Xt - Xs)] +E [Xf]
= E [(Xs - XO) (Xt - Xs)] +E [Xf]
= 04+s=s=sANt
Il reste & voir que X est un processus gaussien. Soient A1,..., A, € R, 0<#; < ... <t,. On veut voir que Y A\; Xy,
est gaussienne. Par sommation par parties,d A\ Xy, = > 1y (Xti — th.fl) (gaussiennes indépendantes) ot on pose
to = 0 donc Y \; X, est gaussienne.

“b:>a77
On a bien Xy =0 p.s.

E[(Xps— Xt)ﬂ = E[X2,] +E[X2] - 2E[X; X, ]
= S

X5 — Xygaussienne centrée de variance s. on a bien X, ~ A (0,s) et accroissements stationnaires. Reste & voir
que les accroissements sont indépendants. Soit 0 < tg < t; < ... < ty. (th —Xigs oo, Xy, — th_l) est un vecteur
gaussien. il suffit donc de voir que pour tout ¢ # 7, (disons i < j),

E [(Xti+1 - Xtt) (th+1 - th)] - ti+l - ti+1 - t1 + tl - O
O

Théoréme 11. Soit B; un mouvement brownien standard. Les processus suivants sont aussi des mouvements
browniens standards :
1) X; (t) = Biys — Bs avec s > 0 fizé

2) X5 (t) = —B;
S)Xg(t):\%cBCt avec C > 0 fizé
t-B1 sit>0
X, () = ¥
4 Xl {0 sit=0

Démonstration. Pour les trois premiers processus, la preuve est laissée en exercice.
Pour X, :
C’est un processus gaussien et il est continu sauf peut-étre en 0. On montre

M&@&m]:Eth@]
st
= =sAt
sVt

I1 reste & voir la continuité en 0. Comme B est continu :

1
{w|hth:0} = n U {w|Vt€Qﬁ}0,}7
t—0 n

men neN

neos 2

{w|limX4(t):0}: n u {W|Vt€(@ﬂ}0,7ﬂa

t—0 meN neN

&@<1}

m

Donc P <li(rJnX4 (t) = O) =P (li(r)nBt = O) = 1 car les lois fini-dimensionnelles de X4 et B coincident. on a bien la
continuité en 0. O

Conséquence : limt - B1 = 0 p.s. et lim %
t—0 t

i = 0 presque stirement par la loi des grands nombres. Soit B, =
—r+00

3
|
—

(Bg+1 — By). Par le théoréme limite centrale et la loi du 0-1, on peut montrer
0

S
Il

. B,
limsup—=

n—00 \/ﬁ

= +00 p.S.



et

.. .Bn
liminf — = —o0 p.s.
n—r oo n
t-Bi
limsup L =400 p.s.

t—o00 \/E

. By
limsup— = 400 p.s.
t—0 t

hrmnf— = —00 p.S.

t—0 \/

En particulier, B change de signe une infinité de fois sur tout intervalle [0, ], £ > 0. Presque stirement, ¢ — B, n’est
pas dérivable en 0.

Définition 12. Soient (B(l), N B(d)) d mouvements browniens standards indépendants. On dit que B = (B(l), N B(d))
est un mouvement brownien standard d-dimensionnel.

1.4 L’espace de Wiener

Soit C = C (R4, R) Vespace des fonctions continues de R} dans R muni de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact. Soit € la tribu des boréliens sur C.

Proposition 13. La tribu € coincide avec A, la plus petite tribu qui rend mesurable les applications coordonnées
C —R
r =at)
Démonstration. Les applications coordonnées sont continues sur C' donc & C €. Pour 'autre inclusion, notons que
la topologie est métrisable par la distance

o) = 2 (14w o0 -y 0))

n—0 0<t<n

L’espace C est séparable (par exemple les polynomes a coefficients rationnelles forment une base dénombrable
dense). Tout ouvert est donc union dénombrable de boules. Il suffit de montrer que toute boule est dans la tribu
2. 1l suffit donc de voir que Yy € C, lapplication x — d (z,y) est mesurable pour la tribu . On constate que

Zw(m sup x<t>y<t>|>

+eQN[0,n]
qui est #-mesurable. O

Conséquence 1 : si P et P sont deux mesures de probabilité sur C' qui ont les mémes marginales fini-dimensionnelles
(ile. P({z |z (t1) € A1,....x(tn) € Ap}) =P {z | x(t1) € A1,...,2(t,) € Ay}) pour tout Aq, ..., A, € A et tout
t;1 <...<t,) alors P = P, par le lemme des classes monotones.

Q - C
w +— B(w)
effet, il suffit de vérifier que pour tout ¢, w — B; (w) est mesurable, ce qui est clair par définition d’un processus
stochastique.

Conséquence 2 : Soit B un brownien défini sur (€2, F,P). L’application est mesurable. En

RxQ —R
(t,Q) — Bi(w)

Ry xC —R

est mesurable. En effet, si F' est définie par F :
(t,z) — x (t)

Conséquence 3 : L’application G : {
, alors G (t,w) = F (¢, D (w)).

Définition 14. La mesure de Wiener est la mesure image de P par ®, autrement dit la loi de B, notée Py. La
définition a un sens car deux browniens B et B’ ont méme loi par la conséquence 1. L’espace de Wiener est le triplet

%
(C,€¢,Ppy). L’image de Py par 'application {C ¢ avec z € R est la mesure P,.
r —=>T+z



1.5 Filtration
c - C

On note X o o w le processus canonique : pour tout ¢ > 0 et pour tout w € C, X; (w) = w (t).

Définition 15. Une filtration (F;),., est une famille de tribus croissante pour l'inclusion. On dit que (F;), est
continue & droite si pour tout t > 0, F; = r;t}'s.
S

Une filtration possible sur (C,€) est o (w — w (s),s < t) =: FP. Or, (]-'to)t n’est pas continue a droite. Exemple :

L = limsup st tgof?—mesurable mais pas Fg-mesurable. car {L = 1} € Fy mais {L = 1} ¢ FJ.

X e
t—0 A/ 2tlog|logt|

On pose F; = ﬂt]:so : ¢’est clairement continu & droite.
s>

Définition 16. L’espace de Wiener filtré est le quadruplet (Q, F, (Ft)is0 (Pr)zeR)

1.6 Propriété de Markov

1.6.1 Propriété de Markov faible

Proposition 17. Pour tout s > 0, le processus Xt(s)

sous Py pour tout x .

= Xy s — X, est un mouvement brownien indépendant de F?

Démonstration. Sous P,, X est un brownien car il a méme loi que B”, un brownien issu de z : en effet, pour tout
Ae€,P, (X1 (A)) =P, (A) =P (B; ' (4)). On adéja vu que cela implique que Xt(s) est un mouvement brownien.
Il reste a justifier 'indépendance. Soient ¢1,...,t, > 0 et Ay,..., A, des boréliens de R.{Xt(f) €Ay, .. ,Xt(;) € Ap}
est indépendant de o (X,,u < s) = F2. Par le lemme des classes monotones, o (Xt(s),t > O) est indépendante de
FO donc X0 est indépendante de F0. O

Théoréme 18. Loi du 0-1 de Blumenthal. Fo est une tribu triviale i.e. pour tout A € Fy et pour tout x € R,
P, (A) € {0,1}.

Démonstration. Soit A € Fp, t1 < ... <tp et 0 <e <t La famille (th - Xe, oo, Xy, — XE) est indépendante de
F? donc de A. pour tout F continue bornée,

E[1aF (X, — Xeyo o, Xy, — Xo)| =P (A E, [F (X, — Xo, ..., Xy, — X.)]
Par continuité en 0,
E []IAF (th —x,..., Xy, —x)] =P, (4)E, [F (th . € —a:)]

A est indépendant de o ((Xs),s > 0). A est indépendant de F2 pour tout € > 0 donc de F° = 590}?' Ainsi A est
indépendant de A d’ou P, (4) = P, (A)° O
Corollaire 19. La propriété de Markov faible reste vraie si on remplace FO par Fs.

Démonstration. Soit ]_-t(s,o) =0 (XT(S),T < t). }"t(s) = Egoft(i’f). Par la loi du 0-1, ]-'és) est triviale. De plus :
Fs=0 (}"g,}"os)) X () est indépendante de FY par la propriété de Markov. X (%) est indépendante de fés) car
cette tribu est triviale. Donc X () est indépendantes de F. O

Conséquence : la loi du 0-1 assure que L = constante Py-presque stirement. Si T = inf{t > 0| X; > 0},
P(T <t)> 1 par symétrie donc P (T = 0) > 1. Par la loi du 0-1, P(T = 0) = 1.

Théoréme 20. Soit F>*° = tgoa (Xs,8 >t). La tribu F™ est triviale : pour tout x € R, P, (F*°) € {0,1}.

Démonstration. X :t— t- X1 est un brownien sous Py. On transforme un événement A € F°° en un événement
t

~ - c —=C
A € Fy. cette tribu est triviale, donc Py (A) € {0,1}. L’application { N préserve 'ensemble F,, mais
w Pwto

change Py en P,.. Donc on en déduit le résultat sous P,. O

Exercice. Si A € F*, alors P, (4) ne dépend pas de z.



1.6.2 Temps d’arrét

Définition 21. Une variable aléatoire T' : Q — [0,+00] est un temps d’arrét si pour tout ¢ > 0, événement
{T <t} eF.

Exemple. 1) Un temps d’arrét constant est un temps d’arrét.

2) Pour q fixé, T, = inf {¢t > 0| X; = a} est un temps d’arrét : {T, <t} = { sup X, > a}
s€QN[0,s]

Proposition 22. T est un temps d’arrét si et seulement si pour tout t > 0, {T < t} € F;.

Démonstration. “=" facile
“e T <t} = 0 {IT'<t+e}e ﬂO}'HE = F; par continuité a droite de la filtration. O
€ £>

Proposition 23. Soit O un ouvert de R (ou de R? pour le brownien multi-dimensionnel) et soit T = inf {t > 0 | X; € O}.
Alors, T est un temps d’arrét.

Démonstration. 1l suffit de voir {T' <t} e 7y : {T <t} = U
s€

X .
Qﬁ[O,t[{ 36(9}6]-} O

Remarque. La démonstration utilise seulement la continuité & droite du processus.

Proposition 24. Soit T,, une suite de temps d’arrét. Les variables aléatoires suivantes sont des temps d’arrét :
1) sup T,
2)inf T,
3) limsup T,
4) liminf T,

Démonstration. 1) {supT,, <t} =nN{T, <t} € F
n
2) {infT,,} = U{T, >t}

3) limsupT;, = inf supT} donc c’est bon.
n k>n

4) idem O

Proposition 25. Soit F' un fermé de R (ou de R? pour le brownien multi-dimensionnel) et soit T = inf {t > 0| X; € F}.
Alors, T' est un temps d’arrét.

Démonstration. Soit O, := {x |y eF, |x—y| < %} O,, est un ouvert qui contient F. On note T, le temps
d’atteinte de O,,. T;, est une suite croissante de temps d’arrét. Soit S = limT,,. Par la propriété précédente, S est
n

un temps d’arrét. Clairement, T,, < T donc S < T. On veut montrer que S > T.
Si S =400 il n’y arien & démontrer.
SiS < 400, X1, € O, C O, pour n < m. En utilisant la continuité des trajectoires, lim X7, = Xg € O,,
n— 00

donc Xg € NO,, = F donc T < S et T est un temps d’arrét. O
m

Remarque. On utilise la continuité & gauche de X. En fait, on a seulement besoin de la quasi-continuité a gauche,
i.e. pour tout T,, et T temps d’arrét tels que T,, — T et T,, < T alors X1, — Xr.

Définition 26. On définit la tribu associée au temps d’arrét T par Fpr = {A mesurable | {T' <t} N A € F}.
Définition d’un processus adapté :
Définition 27. Un processus stochastique (Y;), est dit adapté si pour tout ¢ > 0, Y; est Fy-mesurable.

Proposition 28. Soient T,T,, des temps d’arrét.

1) T est Fp-mesurable.

2) siTy <To, Fp, C Fr,.

3) Si T, \\T, alors Fr = Q Fr, .

4) Si (Y3) est adapté et continu & droite (cad t — Ty est presque sirement continue a droite) alors Y71 ooy
est Fr-mesurable.
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Démonstration. 1) On doit vérifier que {T' < s} € Fp pour tout s : {T' < s} N{T <t} ={T <sAt} € Fr.
2) Soient t > 0et A€ Fp. AN{Ta <t} =(ANn{T <t})n{lr <t} eF.
3) Il est clair que Fr C Fr, d’ou Fr C N Fr,,
n

An{T <t} =UAN{T, <t} € F
An{T <t} = QOAﬂ{T<t+s}
€ QpFue =T

4) Si T prend des valeurs dans un ensemble dénombrable {t1, %o, ...} alors avec B borélien,

{YT]l{T<oo} € B} N{T <t} = . tL,ﬂ<t {T =t,Y,, e B} e F,

Supposons T' < +o0o presque stirement. on approche 1" par T, = k;;l si 2@ <T< k;;l avec k entier (autrement
dit T,, = %) Alors,

k
{Tngt}—{T<2n}e}'2kn C F

si 2& <t< k2+1 On a donc bien que T;, est un temps d’arrét. Or, T, \, 7. Comme Y est continu a droite,

Yr = HI—P Yr, Y1, est Fr, -mesurable (OK car T, prend ses valeurs dans un ensemble dénombrable) et T,, < Ty,
n——+0o0o

pour n > m : Fr, C Fr, . Y7, est Fr, -mesurable. Y7 est Fr,, mesurable. Y; est NFr, -mesurable c’est a dire
m

Fr-mesurable.
Il reste a voir les cas o T' = oo est autorisé. On peut utiliser le résultat pour T Am : Yram est Fram-mesurable
donc Fp-mesurable.
YT]I{T<oo} = lim YT/\n]l{T<oo} est Fp-mesurable. 0
n— oo

1.6.3 Propriété de Markov forte
Théoréme 29. Soit T un temps d’arrét. Sur I’événement {T < oo}, le processus X T) défini par
T
X7 = (Xepr — X1) Lirctoo}
est un mouvement brownien indépendant de Fr.

Démonstration. Supposons 1T < oo presque slirement. On va montrer que pour tout A € Fr, 0 <t; < ... <t, et
pour tout F' continue bornée,

Eo [nAF (X;T), . 7X£T))] = Po (A)Eo [F (Xyy,..., X0,)]

p

Si A = Q, I'égalité montre que la loi de X(T) est la loi d’'un mouvement brownien (il est clair que t — Xt(T) est
continu). L’indépendance suit de ’égalité générale.

n— 00 2n

+oo
(T) (T _
F (th e X ) SR ) TSy (X%Hl X X, —XL>
k=0
par continuité des trajectoires et de F'. Par le théoréme de convergence dominée,
() (1) S
Eo [1aF (X7, X)) = tim S Eo [1ang s cresen P (X, = Xppooo s X, — X )|
k=0
L’événement AN {2% <T< %} est dans f%, (AN {T < 2%} est dans .7:2& C Frt1). Par la propriété de Markov
= 2 o

faible,
Eo[] = Eo [Lynf 4 <retsy| Bo [F (Xus -, X0,)]
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donc

+oo
Eo [1aF (X X0 = Jim S Eo [1yng s croniny | Bo [F (Xey, oo, X0,)]
k=0
= Py (A)Ey [F (Xy,..., X,)]

Eo [Langreroo P (X0, X)) | = Po (AN T < 400} Eo [F (X, X, )]

(la preuve est identique a la précédente). O

Lemme 30. Soit f (-,-) une fonction mesurable positive, Y G-mesurable, Z est indépendante de G. Alors,
E[f(Y.2)|Gl=9(Y) ps.

ou g (y) =E[f (y,2)].

Démonstration. Soit X une variable aléatoire G-mesurable. (X,Y") et Z sont indépendantes. la loi jointe de (X, Y, Z)
a la forme p (z,y) @ v (z). On veut vérifier

EXf(y,2)] = E[Xg(Y)]

EXf(Y,2)]=[af(y,2)du(z,y)dv(z) = [z [ f(y,2)dv (z)du(z,y) par Fubinidonc E [X f (Y, Z)] = [zg(y)dp (z,y) =
E[Xg(Y)]. 0

On peut donner & la propriété de Markov une reformulation plus adaptée a des processus “moins homogénes”. On
définit les trajectoires temporelles 65 : C — C par (6sw) (t) = w(t+ s). On se place sur 'espace canonique
de Wiener.

Théoréme 31. Soit F' une variable aléatoire positive sur Q0 = C' et soit T un temps d’arrét. Pour tout x,

]1{T<+00}Em [F o 9'1“ ‘ .FT} = EXT [F] ]1{T<+oo} Px—p.s.

Démonstration. T' < 400 presque stirement.
E.[Fo8, | Fr] =E, [F (X" + Xr) | x|

X est Fp-mesurable, X (T) est indépendante de Fr.

Soit g (y) = E, [F (X(T) + y)] = E, [F] car X a pour loi Py. Par le lemme, E, [F 007 | Fr] = g(Xr) =
Ex, [F]. O
1.6.4 Principe de réflexion

Soit M; = sup X;.
0<s<t

Théoréme 32. Principe de réflexion. Soit a > 0 et b < a. Pour tout t > 0,
]PO(Mt 2@7 Xtéb):]P)O(Xt 22@-1))
Remarque. Cela décrit complétement la loi jointe (Mg, X3).

Démonstration. Soit T = inf {s >0, Xy =a} (on a vu que limsup\[ +00 et hrnlnfii = —o0 Py-p.s. donc

T < +oo presque stirement). On pose X, = Xiyyr — Xr =Xy —a.

Po(My>a, Xy <b) = Po(T<t, X;<D)

P
Po (T <t, Xi—7 <b—a)
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Par la propriété de Markov forte, T' et X sont indépendantes et X est un mouvement brownien issu de 0 donc
—X est un brownien issu de 0. T et —X sont indépendantes. Donc (T X ) (T —-X ) ont la méme loi. Soit
A={(s,z) eRy xC|s<tetas_s <b—a}

Po ((T,X) €4) = B ((T,-X) € 4)

= ]P)()(T<t —Xt T<b—a)

= Po(T<t, - Xy+a<b—a)

= Po(T <t Xt >2a-0)
Or, X; >2a—b= X, >a=T <tdonc Py (T <t, Xy <2a—0) =Py (X;>2a—0b). O

Conséquence 1 : M; et |X;| ont la méme loi pour tout ¢ fixé.
P(My>a)=P(M;>a, Xy <a)+P(M;>a, X;>a)
Par le théoréme précédent et passage a la limite,
]P)()(Mt >a, Xy <CL) :]P)(Xt >a)

D’autre part,
Po (M; > a, X; > a =P (X; > a))

donc
Py (M; > a) = 2Py (X; > a) = Po (| X¢| > a)

Conséquence 2 :

Exercice. Montrer que (M; — X;) et |X;| ont la méme loi pour chaque ¢ fixé (en fait les deux processus ont la
méme loi).

Conséquence 3 : Soit T = inf {t > 0, X; = 0}. pour tout x # 0,

P (T<t)—/t 21 ex (—322>dz
T 0 V2rz3 P\ 2z

En effet,

P, (T<t) = Pm T

[
a=lia=Ra=!
S B &'
SEnEnES

® ®
VoA A IN
8

= Po (1] = [a])
= 2P (X; > |z])

2t dy

vih

On pose y = |z| \/g et ¢a fonctionne.

1.6.5 Zéros du brownien
Proposition 33. Soit Z = {t > 0, X; = 0}. Py-presque sirement, l’ensemble Z est parfait (i.e. c’est un fermé tel

que tout point est point d’accumulation de Z ).

Démonstration. Z est fermé car X est continue. Soit T, = inf {t > a, X; = 0}. Soit A = {3 (tn), € (Ri)N tendant vers 0 | X, =

A est I'événement : “0 est un point d’accumulation a droite”. Py (A) =1 (déja vu). Par propriété de Markov forte,
Eo[Maofr, | Fr,] = Exg, [14]

Eo [1]
1
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En particulier, Eg [14 0 07,] = 1. {X | 01, X € A} = {3t,, — 0,tp>0-mid VYn, X7, 4, = 0}. Presque siirement, Va €
Q4+, T, est un point d’accumulation a droite. Soit = € Z'\ ((]@ T,. Alors, Va € Q4, a < z il existe un 2’ € Ja,z[N Z.
€Q+

a
Donc z est un point d’accumulation & gauche. O

L’ensemble Z a une mesure nulle :

| | +oollz(t)dt] -

Eo [17 (¢)]dt

S
‘

I
o

1.6.6 Un contre-exemple pour la propriété de Markov

La propriété de Markov faible n’implique pas la propriété de Markov forte en général. Soit, pour tout x # 0, P,
la loi usuelle du brownien partant de x et Py le dirac sur la trajectoire X = 0. Alors, pour tout s > 0, F' mesurable
positive et z,

E,[Fobs|Fs| =Ex_ [F] Pyp.s.
C’est vrai :
si x # 0 car X5 # 0 P,-p.s. (et par la propriété usuelle)
si x =0 (évident)

On n’a pas la propriété de Markov forte : Soit T' = inf {¢ > 0| X, = 0}. On n’a pas E, [F o 0 | Fr]| = Ex,, [F] car
Ex, [F] =Eo[F] = F (t — 0) # E, [F o 07 | Fr]. Pour avoir Markov faible = Markov faible, il semble nécessaire
que P, — P, quand z,, — x.

2 DMartingales

Tous les résultats sur les martingales & temps discret sont supposés connus. Soit (Q,]—'  (F)iso ,IP’) espace de

probabilité muni d’une filtration continue & droite.

Définition 34. Un processus (M;),, adapté et tel que pour tout ¢, E [|M|] < +oo est :
une martingale si pour tout s,t > 0, E [My, 4 | Fs] = M,
une sur-martingale si pour tout s,t > 0, E [My, s | Fs] < M;
une sous-martingale si pour tout s,t > 0, E[M; s | Fs| > M,

Exemple 35. Soit (X;), processus adapté et a accroissements indépendants par rapport a (F;), i.e. pour tout
$,t >0, (X¢+s — Xt) est indépendante de F;. On a :

i) si X; € L' pour tout ¢ alors My = X; — E [X;] est une martingale

i) si X; € L? pour tout t, alors M; = M2 — E [M?] est une martingale

iii) si pour A e R, E [e’\Xt] < 400, alors N; = % est une martingale.
Démonstration. 1)
EXers | Ft] = E[(Xigs — Xo) + Xo | F]
= X;+E[Xis — Xy

X+ E[Xeps — Xo] — E[ X4
= Mt+s

< E [Mt-‘,-s ‘ ft]
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ii)

E[MZ, | F] = E[(My— M+ M) | F]
= E [(MHS M) | ft} 4 OB [Myys — My | Fi] - My + M?
= E {(Mt+s tﬂ + M
= E [MtJrS] 2E [My4s - M)+ E [MtQ] + Mt2
E[M2,] — 2B [E[My . | F) M) + E [M?] + M?
= E[M?.,] —2E [M?] +E [M7] + M}
= E[M2,] -E[M]+ M

donc E [M;1, | Fi| = —E [M?] + M? = M,
E e)\(xt+:,_Xt+Xt)|]:

E[ex(xt_*_sfxtert)]

ax, B[ X
E[ex(xﬁsfxt)]la[e*xt]

111) E [Nt—i-s]:t] = =€ = Nt O
Par exemple si B est un brownien, ¢ + B; est une martingale (1), t — B? — t est une martingale (2) et

t — exp ()\Bt — )‘7215) est une martingale.

Remarque. Les propriétés (1)-(2) caractérisent le mouvement brownien parmi les processus adaptés continues (ca-
ractérisation due a Paul Lévy).

Proposition 36. Soit (M), une martingale et ¢ : R — R convexe telle que E[|¢ (M,)|] < oo. Alors, (¢ (My)),~0
est une sous-martingale. -

Démonstration. E[p (Miys) | Fe] = & (E[Mirs | Fi]) = ¢ (My). -
Jensen

Remarque. La propriété est aussi vraie si M est une sous-martingale et ¢ est convexe croissante.

Conséquence : si (M;) est une martingale, alors |M;|, M,;" sont des sous-martingales. Si M; € LP pour tout ¢
(p > 1) alors (|M;|"), est une sous-martingale.
Proposition 37. Si (M), est une sous-martingale (resp. une sur-martingale), alors pour tout t > 0, supE [| M]|] <

s<t

+00.
Démonstration. 1l suffit de le voir pour une sous-martingale (si M est une sur—martingale, —M est une sous-
martingale).

Soit donc M une sous-martingale. (M;r)t est une sous-martingale. E[M] < E [M ] (My), est une sous-
martingale donc E [M;] > E [Mp]. Or |z| = 22" — z donc

E (M, ]] = 2E [M}] — E[M,] < 2E [M;*] — E M)

O
Proposition 38. Soit (M;), martingale de carré intégrable. Soit 0 < s =ty < ... <t, =t. Alors,
P
S it
i=1
= E[(M - M)’ | F]
En particulier, E {(Mti+1 - Mti)Q} E [M%H} - E [M}].
Démonstration.
E |:(Mt1 - Mti71)2 | '7:Si| = E |:E |:(Mt7, - Mti—l)2 | fti71:| | f5i|
- E [E (M2 | | —2M,, \E[M,, | F ]+ MZ \J—'S}
= BIM|A] B[V |5
O
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Proposition 39. Inégalité mazimale. Soit (Xy), une sur-martingale (resp une sur-martingale) continue a droite.
Pour toutt >0 et A > 0,

XP(mMXA>A>SEW%]+2EH&H

s<t
Inégalité de Doob. Soit (X¢), une martingale continue & droite. Pour toutt > 0 et p > 1,

B[ s por] < (25) R

0<s<t

Démonstration. Fixons ¢ > 0 et soit D un sous-ensemble dénombrable dense de [0,t] tel que 0 € D, ¢ € D. On
écritD = UD,,, avec Dy, fini et Dy, C Dy,y1. Par exemple cardD,,, = m + 1 et Dy, = {t{",...,t7"} avec tJ' =0 et
m

tm =t. La suite szm) = Xym, . Y (™) est une martingale pour la filtration (]:t%m)n N’ Par la version discréte de
I'inégalité maximale,

AP(SW Mﬂ>gsw%waﬂwd
ne{0,...,m}

AP < sup | Xs| > )\> <E[|Xo|]+2-E[|X¢]

SED,,

Par passage & la limite, comme { sup |Xs| > A est une suite croissante, on a
SED,, m

A-P<sust|>A) < E[Xo] +2 B[]
seD

= Sup |Xs|
s€0,t]

Le raisonnement pour Doob est similaire :
» \*
E [ sup |X5p} < () E[| X:|"]
SED,, p— 1
Par le théoréme de convergence dominée,
» \”
E sup x| < (25 ) Elxp]
seD p— 1
Par continuité a droite, on a le résultat. O

Définition 40. Si f =1 — R ou I C R, on définit le nombre de montées de X de a & b ot a < b comme le plus
grand k > 1 tel qu’il existe 57 < 1 < 52 < 3 < ... < s < 1, tous dans I et tel que X, < a, X¢,>p pour tout
i€{l,...,k} (le nombre de montées est égal & 0 s’il n’existe pas de tel k). On le note U (I).

Proposition 41. Inégalité du nombre de montées. Soit (X;), une sur-martingale continue & droite et soit a < b,
t > 0. Alors,

1 _
E[U (0.4)] < 7— E[(Xi—a)"|
Démonstration. On reprend D,, défini comme précédemment. Par I'inégalité du nombre de montées discréte,

E[U3 (Dn)] < = E[(X,—a)]

UZX (D,,) converge en croissant vers U2 (D) quand m — +oc.

E [UZ, (D)] <

On conclut par continuité a droite. O
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Théoréme 42. Théoréme de convergence des martingale presque sir. Soit X une surmartingale continue & droite
et bornée dans L' : supE [| X;|] < co. Alors, il existe Xoo € Lt tel que X, t—+> Xoo presque strement.
t — 00

Démonstration. On a vu que pour tout a < b et pour tout ¢t > 0, E[UZ ([0,t])] < 7= -E {(Xt - a)_}. Par le
théoréme de convergence monotone,
1
E[U5 (0.0)] < ;- C

avec C' = supE [|X;|] + a < oo. Presque stirement, pour tout a,b € Q, a < b, US (R}) < +o0o. Ceci implique
t

X . —+> Xoo € [—00,+0] (convergence presque stire). Par le lemme de Fatou,
— 400

E[| Xo|] < liminfE [| X;]] < 400
t——+o0

Donc X, € L' (en particulier, | Xoo| # +00). O
Remarque. La condition sup E[|X}|] < co est vérifiée dés que (X;) est une sur-martingale positive.

Définition 43. Une famille de variables aléatoires (X;), est uniformément intégrable si pour tout ¢ > 0, il existe
m > 0 tel que pour tout t,
E[1Xi1qx,2m] <€

Proposition 44. Soit (X;), uniformément intégrable. Alors, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout A
mesurable,
P(4) <6 = Wi, E[X,[14] <

Démonstration. Soit m tel que E [|X;| 1 x,>m}] < &

N

E[| X1 4] E [|Xe| Langx,>m}] +E [|Xel Langx,j<m})

< e+m-P(4)
Il suffit de prendre § = = pour 2¢. O
Conséquence : Soit Z € L. Alors, (E[Z | G]) (ott G est une sous-tribu de F) est uniformément intégrable.

Démonstration. Soit € > 0. Il existe § > 0 tel que pour tout A mesurable, P(4) <§ = E[|X]|14] <e.

E[E(Z |Gl Lrizign>my] < E[E[Z]]G1gizig)>m}]
< E[IZ|1ysizi6)2m}]
E[E[Z|G
P(E[Z |Gl >m) < “IEZ1GN
_ Bz
m
On prends m = E“(;ZH et c’est bon. O

Définition 45. Une martingale (X;),, est dite fermée s'il existe Z € L' tel que pour tout t > 0, X; = E[Z | F].

Proposition 46. Soit (X;) une martingale continue & droite. il y a équivalence entre :
1) (Xy) est une martingale fermée
2) X; converge presque sirement et dans L' quand t — oo.
3) (Xy) est uniformément intégrable.

Démonstration. 1) = 3) déja vu
3) = 2) par le théoréme de convergence, X; — X, p.s. (X;) uniformément intégrable =— la convergence a
lieu dans L'. )
2) =1 X0 =limX;. X, =E[X; | Fs]. X = Xoo dans Lt donc E [ X | F] LE [Xeo | Fs] et X = E [ X | Fsl.
O
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Remarque. Il n’est pas vrai que X; -5 X implique E [X; | F] PP R [Xoo | Fsl-
Si X, % X et si T est un temps d’arrét, on note
X1 =Tircooy X1 + Lir=ocy Xoo
X1 est Fp-mesurable.

Théoréme 47. Théoreme d’arrét. Soit (X;) une martingale continue & droite et uniformément intégrable. Soient
S et T deux temps d’arrét tels que S < T. Alors, Xs et Xt sont dans L' et Xg = E[X7 | Fs]. En particulier,
Xs=E[Xw | Fs] et E[Xs]| =E[Xx] = E[Xo].

Démonstration. On utilise le résultat en temps discret. Soit S, = 5 [2"S] et T), = 5= [2"T] . On a S, \, S et
T, \ T. Spet T,, sont des temps d’arrét par rapport a la filtration (.7-' s ) . Par le résultat discret,
")k

Xs, =E[Xr, | Fs,]
Soit A € Fs. On veut E[14Xg] =E[14X7] car Xg est Fg mesurable. A € Fg C Fg, . On a
E [1AXSn] =E []lAXTn]

S s

On a également Xg, P x set Xr, iy X par continuité a droite. Toujours par le résultat discret, Xg, E[Xo | Fs, ]
1 1

donc Xg, est uniformément intégrable. Donc Xg, L—> Xs. De méme, X1, Lﬁ Xr. On adonc Xg, X1 € L' et pour

tOlltAE]:S,IE[ﬂAXs]Z]E[]lAXT] ie XS:E[XT|]:5']. O

Remarque. On peut montrer un résultat analogue : si X; est une surmartingale fermée par X, ie pour tout ¢ > 0,

X > E[Xo | Fe] et siS < T alors Xg > E[X, | F.

Proposition 48. Soit (X;) une martingale continue & droite et S < T des temps d’arrét bornés presque sirement
alors Xg, X7 € L' et Xg = E[X7 | Fsl.

Démonstration. Soit m tel que T" < m presque stirement. (X¢am), est une martingale fermée par X,,. Il suffit
‘appliquer le théoréme d’arrét a cette martingale. O

Remarque. De méme, si (X;) est une surmartingale continue a droite et S < T temps d’arrét bornés alors Xg >
E [ X7 | Fsl-

Proposition 49. Soit (X;),,une martingale continue a droite et T' un temps d’arrét. Alors,

1) (Xiar)> est une martingale

2) Si (X¢), est uniformément intégrable, alors (Xiar), est uniformément intégrable et pour toutt > 0, E[X; | Fy] =
Xinr-

Démonstration. On commence par montrer 2). On sait déja X7 € L' et Xyar = E[X; | Fiar| par le théoréme
d’arrét. X est Fr-mesurable. X7l 7<) est Fi-mesurable et aussi Fr-mesurable donc aussi Frai-mesurbale.

E [Xrl{r<sy | Fear] = Xrlir<y = E [Xrl{r<s) | Fi]

I1 reste a voir :
E [Xrlirsy | Finr] = E [Xrlirsey | F
Soit A € Fy. AN{T >t} € Fr. On a aussi AN{T >t} € F; donc dans Fir.

E[1aXrlirsy] = E[LangrsnE [ Xz | Finrl)
- ]E [1AE [XT]]-{T>t} | ft/\T]]
Or, E [XT]I{T>t} | }"MT] est F; mesurable donc on a bien E [XT]I{T>t} | Ft} =E [XT]I{T>t} | fmT]. En résumeé,
Xiar ZE[Xt ‘ ]:t/\T] ZE[XT ‘ ]:t]

donc (X¢a7), est une martingale fermée donc uniformément intégrable.
Pour montrer 1), on observe que pour tout tq > 0 fixé, (X;¢,), est une martingale fermée (par X;,). Donc
(XtAtanT)i>0 €5 une martingale. Sit < g,

Xinr = E[Xeoar | Fi

donc (X¢a7),>o €st une martingale. O
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Exemple 50. 1) T' = inf {t > 0 | B, = 0} pour le brownien partant de 1. (Bia7), est une martingale positive.

s
Biar B) 0. Mais on a pas de convergence dans L', pas uniformément intégrable, pas fermée etc...
2) Soit B un brownien issu de 0 et soit a < 0 < b, T, = inf{t >0| B, =a} T, = inf{t >0| B, =b}. T =
T, NTp < 0o presque siirement. On a :

b
Po(To <Tp) = p—
et
Py (Ty < Tj) = —
0\Lb a b—a

en effet, soit M; = Byar martingale bornée donc uniformément intégrable.
0=E[My]=E[Mp]|=E[Br]|=PT,<Tp)a+P(Ty, <Ty)b
3) T =inf{t >0 |B;| = 1}. My = B? —t est une martingale. Soit n > 0, (Mt/\T/\”)tZO martingale bornée.
0 =E[My] = E[Mrnn]
E [Bir,] =E[T An
d’otu, par convergence dominée et convergence monotone, en passant a la limite,
E[B}] =E[T]=1

Proposition 51. Soit (X;),-, surmartingale positive continue a droite et S < T un temps d’arrét. Alors, Xg et
X sont dans L' et
E [Xs1{s<oo}] = E[Xrl{r<o0)]

Démonstration. On a vu le résultat si S et T sont des temps d’arrét bornés. Donc, pour tout n,

E [Xsan] > E [X7an]

E [XS/\n]l{S>n}] = E [Xn]l{5>n}]
E [Xnl{r>n}]
E [XT/\n]l{T>n}]

IN

En prenant la différence,
E [Xsanlis<n}] = E [XranL{r<n}]

E[Xranlir<ny] = E[Xrlircn]
— E[XT]I{T<oo}]

n—oo

car X7 > 0 et par le théoréme de convergence monotone.

E[Xsl{s<oo}] > E[Xslis<n]

Quelques résultats techniques pour le chapitre suivant :

Proposition 52. Soit (Xt>te<@ une surmartingale bornée. Presque sirement, lim M, et lim M, existent.
+ s t,s€Q4 sN\ut,s€Q 4

Démonstration. On a déja vu que le nombre de montées est tel que E [US (Q4 N[0,#])] < +-E [(Xt - a)_}

uniformément borné. Donc, avec probabilité 1, pour tout a,b € Q avec a < b, UX (Q4) < oo, cela suffit a conclure.

O

Proposition 53. Soit (Xt)t€Q+ une surmartingale positive. Pour tout t € Q,

P(Xt>0, inf Xs:0> =0
s€QN[0,2]
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Démonstration. Soient 0 < s1 < ... < s, <t rationnelles, soit € > 0. Soit Ay = {X,, <e}N{Vi <k, X,, > ¢}

E[Xt]lAk} = E []]'Ak]E [Xt | 'FSkH
E []lAkXSk] <eP (Ak)

IA

Les Ay, sont disjoints et |J A = { min X,, < 5}.
1<k<p

E

X, 1 < eP (minX,, < ¢)
{ }] )

min Xsk <e
1<k<p

ElXtﬂ ]gd[”( inf Xs<€>
{ inf Xs<€} s€QNI0,t]

s€QN0,t]

E [X¢L{inx, 03] =0

3 Processus de Markov

On a vu la propriété de Markov pour le mouvement brownien. On va maintenant étudier des processus plus
généraux qui ont cette propriété. Soit S un espace métrique (espace “des états”). Soit D = D (R, .S) 'ensemble
des fonctions de Ry dans S continues a droite et avec limite & gauche (noté cadlag). Soit F la plus petite tribu qui

.. , - R ,
rende mesurable les applications coordonnées - 2 (t) L’espace (D, F) est notre nouvel espace mesurable
. . . D — D
canonique. On a des translations temporelles : (0,2) (t) = z (s + t) et X le processus canonique v e

3.1 Rappels sur les chaines de Markov sur S fini.

Soit S un ensemble fini

Définition 54. Une chaine de Markov (& temps continu) sur S et la donnée :
a) d’une collection de mesures de probabilité (P;), g sur (D, F).
b) d’une filtration (F;), continue & droite sur (D, F) telle que X est adaptée et pour tout z € S,
P, (Xo=1) =1
Pour tout F' mesurable positive D — Ry, E, [F o8, | Fs] = Ex, [F], P,-presque stirement.
pe (x,y) =P, (X; = y) sont les probabilités de transition associées.

On a
pe (7, y)

>0
D opi(wy) =1
)

tll_I}(l)pt (z,z) =1

pest (@) = 3 pe (@,2)pi (2,y)  (Chapman-Kolmogorov)

Réciproquement, si (p; (z,y)) satisfait (2) alors il définit une chaine de Markov de maniére unique.

Proposition 55. Pour tout x € S, il existe C (z) > 0 tel que p; (x,2) =1 — C(x)t + o (t)

Pour tout x # y € S, il existe q(x,y) > 0 tel que pt (z,y) = tq (z,y) + o (t). On pose C (x) = Zq(m,y). On
pose q(z,z) = —C(2). Ona}_, q(z,y)=0. v

Soit Py = (pt (2,v)),, et Q= (¢(x,y)),, (matrice de transition).

On a P, = €'

On aPt+3 :PtPs; Pt = 1+tQ+0(t)
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%Pt = QP, = P,Q (équation de Kolmogorov)
Réciproquement, si Q = (q(x,y)) telle que pour tout x # vy, q(x,y) > 0 et pour tout x Zq(m,y) =0 alors

Y
P, = !9 définit des probabilités de transition.

Conclusion : Il y a correspondance entre chaine de Markov, probabilité de transition et matrice de transition.
On a toujours la propriété de Markov forte.

3.2 Processus de Feller

A partir de maintenant, on suppose que S est un espace métrique séparable et localement compact (pour tout
x il existe € > 0 tel que B (x,¢) est compacte).

Exemple. S =R? ou S = {0, I}Zd muni de la topologie produit.

Définition 56. Une fonction f : .S — R tend vers 0 en l'infini si pour tout € > 0 il existe un compact K tel que

sup |f| < e. Dans ce cas, on note limf = 0. On note Cy (S) I'ensemble des fonctions continues qui tendent vers 0
S\K 00
en 'infini. On le munit de la norme || f|| = || f||,, = sup|f]. Co (S) est un espace de Banach.

s

NB : Toute fonction de Cp (S) est uniformément continue.

Définition 57. Un processus de Feller est la donnée :
a) d'une collection de mesure de probabilités (P;), ¢ sur (D, F)
b) d’une filtration (F;),~, continue a droite tel que X est adapté et pour tout = € S,
bl) P, (Xo=2)=1
b2) L’application z — E, [f (X¢)] est dans Cy (S) pour tout f € Cy(S)ett >0
b3) Pour tout F' mesurable D — R, pour tout s > 0,

E,[Fob,|Fs| =Ex, [F] Py-ps

Remarque. La derniére propriété (b2) est la propriété de Feller. Elle implique que si ,, — x € S alors la loi de X}
sous [P, converge vers la loi de X; sous P,.

Théoréme 58. Propriété de Markov forte pour un processus de Feller. Soit T un temps d’arrét, F' mesurable
positive D — R,.. Alors,
E,[Fofr|Fr]=Ex, [F] Pg-p.ssur {T < oo}
p
Lemme. Disons que F': D — R est spéciale si elle s’écrit F (X) = H fi (Xy,) avee f; € Co (S) et 0 <ty <...<tp.
i=1

La fonction x — E, [F] est continue.

Démonstration. p =1 vient de la définition
pour p > 2 soit F' = G.f, (ti)

E,[F] = E.[Gf,(Xy,)]

- E, [GH«:XTP,I [fyo 9@—»71]}

par la propriété de Markov et car G est 3,  -mesurable. Si g () =E, [f o HtP,tpr, onak, [F] =E, [Gg (tifl)}
fonction spéciale avec p — p — 1. O

Retour & la démonstration du théoréme 58 :

Démonstration. On suppose T' < oo presque siirement. Soit A € Fr et F' mesurable bornée. Si T' prend ses valeurs
dans un ensemble dénombrable D, alors :

E, [14F o 07] = E, [14Ex, [F]] (3)

En effet,

EZL’ []}'AF ° eT] = Z ]ECE []lAﬁ{T:s}F © 95}
seD
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par Markov faible (incluse dans la définition d’un processus de Feller)

Y Eu[langr=syFobs] = Y Ee[langr—oEx, [F]
seD seD
= E.[14Ex, [F]]

Sinon, on suppose F' spéciale et on approche T par T,, = 2% [2"T]. Par continuité a droite, on a bien X, p_) Xr.

.8

Comme F est spéciale, par le lemme, on a Ex,, [F] 3 Ex, [F]. On arrive a (3) pour toute fonction spéciale F'. Par
densité des fonctions spéciales, on a le résultat pour toute F' mesurable bornée puis pour toute fonction mesurable
positive. 0

Définition 59. Un semi-groupe de Feller est une famille d’applications (P;),~, linéaires continues de Cy (S) dans
Co (9) telle que pour tout f € Cy (5),
D) Rf=f,
1P f = [l =30

2)

3) Poysf = PP,

5) Si S est compact, P;1 = 1; si S non compact, il existe (f,), € (Co (S) tel que sup || fn|| < oo et pour tout
x €S, Pif, () = 1 pour tout ¢ > 0.

Remarque. 2) est appelé la continuité forte. On a
[Pevsf = Pofll = [|1Ps (Pef = Al < ClIPf = f =0

P, : Cy(S) — Cy(S) est appelé la propriété de Feller.
3) est la propriété de semi-groupe, paralléle de Chapman-Kolmogorov.

Proposition 60. Pour tout t > 0, P; est une contraction i.e pour tout f € Cy (S), [|P.f]| < || f]]-

Démonstration. Si S est compact,

Bf <Pl fll = I/

—Pf =P (=f) =B (= Ifll) = = Il
Si S est non compact, on fixe z € S et t > 0,
[ Pif(z)
est une forme linéaire continue sur Cp (S) donc, par le théoréme de Riesz, il existe ji; , mesure finie telle que

Pif(z) = /fd#t,ac

Pifn(x) = [ fadpt s, fn — f ponctuellement, sup || f,|| < co donc par le théoréme de convergence dominée,

/fndﬂlt,z — /d/it,m

Ptfn(x) - 1

donc piy , est une mesure de probabilité et |P.f,, ()| < || fnll- O

“+o0
Définition 61. A tout semi-groupe (P;) on peut associer sa transformée de Laplace U, f = / e~ *'P, fdt pour
0
a > 0.

Remarque. Comme |le=* P, f|| < e || f|, on a [|[Uaf|| < % ||f|| donc alU, est une contraction.

+oo
aU, f :/ ae P, fdt - f. En effet, ||P.f — f|| P Odonc Ve >0,36,t<éd = ||Bf—fl|<e
0 (03 o0
) “+o00
ozUaf:/ aefo‘tPtfdtJr/ ae P, fdt
0 5
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Proposition 62. Equation résolvante : Pour tout o, f > 0,
Uao—Upg=(f—a)U,Us
En particulier, U,Ug = UgUl,.

Démonstration. Pour o # 3,

UaUsf / P, (Us f) dt

“+ o0 “+ o0
/ e P, ( / e PP, fds) dt
0 0

—+oo “+oo
/ —at=Bsp, fdtds
0

[}

+oo
/ dr e—at Br=tqtp, fdr

0 0
eor — =BT
= ——— P, fdr
/0 e
_ Uozf_UBf
8-«

B—a

1 1

atx — BIX T (e N(BN)

Proposition 63. Dans la définition de semi-groupe de Feller, on peut remplacer [’hypothése de continuité forte
1Pef = fll .= 0 par : Vo € S, Pif (z) — [ (2).

Remarque. Si Pif = e M f alors U, f = O%Mf On peut vérifier que

Démonstration. 1) on vérifie la propriété forte pour f = U,g, a > 0, g € Cy (5).

+oo
Pf = Pt/ e~ * Psgds
0

“+oo
= / e " Psyigds
0

+oo
= / eGP gds
t

+o00
Pf—f = / (e"t — 1) e~ Pygds
t

t
—/ e~ Psgds
0

—_——
I < ¢llgll

f:oo (e* — 1) e~ Pygds converge vers 0 pour tout s et on a la domination ‘

j:»oo (eat _ 1) efozsljsgds < e ;71

lgll-
Par le théoréme de convergence dominée f:oo (e“t — 1) e~ P,gds P 0.
—

2) On montre que {Uyg,a > 0,9 € Cy (S)} est dense dans Cy (S). Par un argument de dualité, il suffit de montrer
que pour toute mesure finie sur S, pour tout a > 0, g € Co (S), [ Uagdp =0 = p = 0. On veut justifier

/aUagd,u ajw /gdp

On a vu ||aUug|| < |lg|l- il suffit de vérifier la convergence ponctuelle : pour tout © € S, alU,g () s (x) (voir
a—r 400

preuve précédente) et on conclut par le théoréme de convergence dominée.
2) Conclusion : Soit € > 0 : il existe h € U tel que ||f — h| < e

IPf = fIl < [P f = Bihll + [[Peh = B + [|h = £
< 2[h = fll + [[P:h =Rl
donc limsup || B f — f|| < 2e. O
t—0

N
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3.3 Du processus au générateur infinitésimal

Théoréme 64. Etant donné un processus de Feller (X;),, on pose

Pif (z) = Eg [f (Xy)]
avec B, [-] Uespérance associée a P,,. Alors, P, est un semi-groupe de Feller.

Démonstration. Pof = f OK
f>0 = Pf>0
Si S est compact, P;1 = 1 (admis pour S non compact)
Propriété de semi-groupe :

Piisf ()

E
= E

E
= E
= P (Pf)(2)

Pour montrer la continuité ponctuelle, il suffit de voir que pour tout = € S, P.f () = f (z). Clest clair par
—

continuité a droite des trajectoires. Par définition du processus de Feller, P; envoie Cy (S) dans Cp (S). O
Remarque. On peut ré-écrire la propriété de Markov E,, [f (Xi4s) | Fi] = Psf (X3).
Proposition 65. Si f € Cy (S), f >0, a >0, alors My := e~ U, f (X;) est une sur-martingale sous P.

Démonstration. ||Uaf|| < [/ f| donc M, € L*.

“+o0
P, (e~ *Uaf) = e_‘“/ e P, fdt
0

+oo
/ e P fdt < Uyf

car f >0

B [Miys | Fi] = Ea [ ULf (Xoys) | F]

P, (e 0, ) (X))
< e UL (Xy) = My
0

Comment passe-t-on maintenant du semi-groupe au générateur infinitésimal ? Pour le cas ot S est fini, la matrice
de transition est @ = (¢ (z,y)) qu’on peut voir comme ’application linéaire

Qf (x) =Y _aq(x,y) (f (v) - [ ()

yFx

De méme, on a P; = (p; (z,y)) qu'on peut voir comme P;f (z) = Zpt (z,y) f (y) =B, [f (X3)] et P = '@ =

1+4tQ+o0(t). Ona Pf (z) = f(2)+tQf () +o(t) et B, [f (Xp)] = fy(x) +tQf (x)+ o (t). On se replace & présent
dans le cadre général.

Définition 66. Soit (P;) un semi-groupe de Feller. Le générateur infinitésimal associé est 'opérateur linéaire

Lf= %ir%P”;*f sur le domaine D (%) := {f € Cy(9) | Ptf[f existe dans Cy (S)}
—

Proposition 67. Equation de Kolmogorov. Si f € D (), alorst + P, f est une fonction C1 et % (Pf)=PRZf=
ZLPf.
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Démonstration. % (Piysf — Pof) = P (Psi_f) —>O P,.Zf et la convergence est uniforme en t.
‘ s—
n—1

Pf—f = nh_)rréozpwltf P f

_O\—,—/

donc t + P, f est C' et & (P,f) = R.ZLf.

Ptff _ 11_1;%}% (Psfs_f)
_ liInPs(Ptf)_Ptf
s—0 S

= ZPf

Proposition 68. Soit a > 0,
DVfeCy(S),Usf eD(ZL) et (a—L)Usf=Ff
2)8i feD(ZL) alorsUy ((a—=ZL)f)=f
3) ImU, =D (£) et les applications U, et (« — L) sont inverses l'une de l'autre.
4) D(ZL) est dense dans Cy (S)

Démonstration. 1) On a

1 1/ [t +oo
N (PsUaf - Uaf) = N (/ e_atPt-‘rsfdt - / e_atptfdt>
S S 0 0
1 +oo s
= = (/ (e — 1) e P, fdt —/ e_o‘tPtfdt)
s \Js 0
—+oo
— ae P, fdt — f = aUsf — f
s—0 0

donc Uy f € D(ZL) et L (Unf) =aUnf — f, (a = L) (Uaf) = f.
2)Si f € D(X), on a vu que Ptf:er/ P, Zfds
0

/ Eiatptfdt

t
aUof—f = oz/e_o‘t/ P, fdsdt
0

+oo
/Psff/ ae”*dtds

= /Psffefo‘sds
= Ua (gf)

Uaf

donc Uy (0 —2) f) = f.
3) provient immeédiatement de 2) et 3)
4) En particulier, ImU, ne dépend pas de . Pour voir que D (%) est dense, il suffit de voir que U Im (U,

a>0
dense. On a vu aU,f — f donc c’est bon!.
«

—+o00
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Corollaire 69. Un semi-groupe de Feller est déterminé par son générateur infinitésimal (ce qui inclut linformation
sur le domaine!)

Démonstration. Soit f € Cy (S) positive. On veut montrer qu’on peut calculer P, f en utilisant seulement l'infor-
mation sur .. On vient de voir que pour tout a > 0, U, f = (o — 3)71 f ie. Uy f est Punique élément de D (£)
tel que (a — L)Uf = f

Udsf (z) = /e_atPtf () dt

On peut donc retrouver la transformée de Laplace de t — P f (x). Cela caractérise P f (z) car t — Pif((z) est
continue. 0

Exemple 70. Le mouvement brownien.

1) Pf (x) = = [e "5 f(y)dy

2) Unf (x) = \/% Jexp (—V2aly—z|) f(y)dyet D(L)={f € C*(R) | f, /" € Co (R)} et pou f € D(Z), on
a Zf=1f" (en dimension quelconque, £ f = 1Af)

Remarque. 11 est en général difficile de déterminer D (.¥) explicitement. La plupart du temps, on a simplement
besoin de comprendre .Z sur un sous-domaine assez grand.

Théoréme 71. Soit f,g € Cy(S). Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) feD(L) et Lf=g
t

2) f(Xe) — / g (X5)ds est une martingale sous P,.
0

Démonstration. 1) = 2) Soit M; = f (X) / ZLf(Xs)ds. Alors, comme f € Cy (S), M; € L' pour tout ¢

t+s
0

ff(Xu)du|]-}} = /Zf )du + E, [/ Lf (X)) du| F

t+s
/.Zf du+/ E, [Zf (X.) | Fi] du

/Ozf(xu)du+/o PuLf (X)) du

t s
E, [Myys | Fi] :Psf(Xt)f/O .,%f(Xu)duf/ P.2Lf(X,)du

P,f—f= fos P,.Z fdu par Kolmogorov donc E [M;14 | Fi] = f (Xy) / ZLf(Xy)du = M.

2) — 1) E, [f(&)/otg(Xs)ds} ~ (@)

Pf(z /Pbg — (@)

_ t
P f le/ P.gds —s g

t t 0 t—0
donc feD(ZL)et Lf =g. O

Exemple 72. Pour le mouvement brownien (B;),. On a :f (B;) — / 17 (Bs) ds est une martingale (assez proche
de la formule d’It6). La martingale est [ f' (B;) dB;.
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3.4 Mesures invariantes

Définition 73. Soit u une mesure de probabilité sur S. On définit

P, (4) = / P, (A) dp (z)

ol A est un ensemble mesurable. On a bien que P, (Xy € B) = p(B). Dans ce cas, P, =Ps, .
Loi de X; sous P, : E, [f (X)] = [ Pof (z)dp(z) = [ f (z)d (P;p) (x). Plus proprement, A — P, (X; € A) est

une mesure de probabilité (c’est la loi de (X;), sous P,,) on la note P;p.

Définition 74. On dit que p est une mesure invariante (ou stationnaire) si pour tout ¢t > 0, Py = pie. Xy loi Xo
sous P,.

Proposition 75. Si p est une mesure de probabilité sur S telle que Pfu — v (au sens Eps, [f] 2 E, [f] pour
—o0

tout f € Cy (S)) alors v est une mesure invariante.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que pour tout s > 0 et pour tout f € Cy (S), [ Psfdv = [ fdv

’ [ psav— [ ga| < ’ [ psav- | Ps+tfdu‘+‘ [ Peitdn- [ sav
< ’ [Pt [ p (Psf)dﬂ‘ + ‘ | Pt~ [ sav

— 0
t—+oo

Proposition 76. Si S est compact, alors il existe une mesure invariante.

n
Démonstration. Soit p une mesure arbitraire. Soit p,, = % / P7pds. (1), est une suite de mesures de probabilité
0

sur S compact. Par le théoréme de Prokorov, on peut en extraire une sous-suite (fi, ), convergente vers une limite
v. Pour vérifier que v est invariante, il suffit de voir Vf € Cy (S), V¢ >0, [ P.fdv = [ fdv.

1 "k
[ Petinn = o [ [ Petauds
0

1 ni+t
= — /Psfduds
Nk Jt

1 t ni+t
e (— | [ pasdnass [ ] PsfdudS) 0
0 Nk >

Lemme 77. Pour tout f € Cy(S) ett >0,

Jim (Id _ tf) oy
n

n—-+oo

Remarque. P, = Pt ... Pz ~ (1 + %.,2”)”

n n

Démonstration. (Id — L‘Z)fl : Gy (S) = D (&) done (Id — L.£)™" f est bien définie.
1 -1
(Id — 92”) = aU,f
a

“+o0
= / ae” P, f.dt
0

- ]E{Pﬁf}

a
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ou & ~ Exp (1)

]E[P%E[Pgn ,-E[Pa ]|

(1a- 1) i
o)

E [Pgﬁ;.wl f}
oﬁzg’l,...,gilwd Exp (1). ~
(Id - t.z) J=E[P, e sn f]
= 2

Pour f e D(Z):
1Pef = P fIl < [ FINE = sl

t " Ent...+ &
‘(Id—i”) F—Pyf gt||.§ff||E[++1—1H 0
m n n—00
ce qui prouve le lemme pour tout f € D (Z)car les opérateurs sont des contractions et D (Z) est dense. O

Théoréme 78. p est une mesure invariante si et seulement si, pour tout f € D (%), [ L f.du=0.

Démonstration. “ =" On suppose [ %.du =0.Si feD(Z),onabien [ Zf.du=0 en faisant tendre ¢ vers
0.
“<=” On veut voir que pour tout f € Cy(S) et t >0

[ Putn= [t

f=0alors g€ D(L)et f=g— L Lgetdonc [ fdu= [g.dpu.

/f.duz/(ld—;,i”)_lf.du
/f.duz/(ld—if)n fdu n:Zo/Ptfd,u

et on a le résultat. O

Si (Id—Lo)™

En itérant : pour tout n € N,

Remarque 79. On est en général intéressé par la détermination de I’ensemble Z des mesures invariantes d’un
processus. Cet ensemble est convexe. Il suffit donc de déterminer les points extrémaux de cet ensemble convexe.
C’est lié a la notion d’ergodicité. Une mesure n’est pas extrémale si elle s’écrit u = pry + (1 — p) vy avec p €]0,1] et
1Z0) 7é V.

Définition 80. Une mesure de probabilité invariante p est ergodique si pour tout f continue bornée,

/f ds—)/fdu, P, —ps

/f ds—>/fdu, P, — p.s (4)

c’est a dire

du (x) — p.s..

Remarque 81. Deux mesures invariantes ergodiques sont mutuellement singuliéres : si pq, uo sont ergodiques avec
11 # po alors il existe A mesurable telle que p1 (A) =1 et pg (4) = 2.

Proposition 82. Une mesure invariante ergodique est extrémale (c.f. Remarque 79 pour la définition).
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Démonstration. Supposons que p = pr1 + (1 — p) vg avec p invariante ergodique, p €]0, 1] et v, 11 invariantes. On
a v; < 1 done (4) est vrai divq (z) — p.s. donc

1 t
Ry = [

~ [ fan

car v; est invariante. Donc f fdvy = f fdu pour toute fonction continue bornée. Donc vy = p = vy. O

3.5 Formule de Feynman-Kac

On a vu que u (t,-) = P, f est solution de ’équation

ou=ZLu

et £ = %A pour le brownien.
u(t,x) =Eq [f (By)] = Eo [f (z = By)]

La formule de Feynman-Kac donne une représentation probabiliste d’une équation “avec potentiel”

Théoréme 83. Formule de Feynman-Kac. Soit f € D (%) et h € Cy(S). La fonction

wlt) =B |1 () enp ( th(Xs)ds)]

0

est solution de I’équation

ou=(ZL+h)u
U(O,):f

Démonstration. La condition initiale est claire. Posons I (s,t) = |. " h(X,) du pour simplifier la notation.

w(t+e)—u(t,z)=E, [( F(Xepe) — F (X)) el (ef<tvt+f> . 1) n = A
(f (Xege) = f(X)) ef O 4 =B
F(X;) el (el(t,t+6) _ 1)} —

E, [|A]] < Eq [|f (Xeqe) — [ (Xp)[] eIt (51t — 1) = 0 (¢) pourvu que |f (Xi1c) — f (X¢)| tende vers 0

E, [|f (Xese) = £ (X))

IN

B, [(f (Xere) = £ (X0)?]

Eo [f? (Xege) — 2f (Xege) [ (Xe) + 2 (X0)]
Piie (f?) = 2P, (fP-f) + P (f?)

= PR[P(f*) - 2fP-f + f7]

*)0 0, uniformément en t et en espace
E—r

IN

E, [B] = E, [(P-f (X¢) — f (X:)) e!©] par Markov. Donc

u(t+e,x)—u(t,x)

By [2F (X)) 10 4B, [ (X0) ! ©0n (X))

€
uniformément en ¢ et en x. Donc u (¢,z) = fg . et u(-,x) est CL.
u(t+ex) = E; [el(o’a)f (Xtye) 61(5’”5)}
Markov

E, {eI(O’E)U (t, XE)}
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Lut+ex)—utz)=1E, [(e!®) —1)u(t,Xc)] + L (Peu(t,z) — u(t,z)). Or,

b (07 00] bt

et la limite de I (u(t+¢e,x)—u(t,x)) existe donc la limite de 1 (P.u(t,z) —u(t,z)) existe aussi. On a donc
u(t,) €ED(ZL)etona
Lu(t, ) = Ou— hu

Quand est ce qu'un opérateur linéaire est le générateur infinitésimal d’un processus stochastique ? O
Proposition 84. Soit f € D(ZL) et g€ Cy(S), A>0. Si (Id—AZL) f =g, alorsinf f > inf g.
Démonstration. g, = f — )\W = (Id + %) f- %Ptf ;)) g par définition.

(Id—|— %) inf f > inf g, + %inf P,f.Ona P.f >inf f.

(Id + i) inf f > inf g, + %inf f

d’ott inf f > inf g. O
La propriété du haut est le principe du maximum. A satisfaire cette propriété : disons que inf f < 0 et soit x
tel que f (x) = inf f. Il faut que Af (x) > 0. Si (Id—AA) f =g,ona g(z) = f(z) = AAf (z) < f(z) =inf f et
donc inf g < inf g.
Ainsi, si 'on veut qu’un opérateur linéaire soit le générateur infinitésimal d’un processus stochastique, il faut
qu’il vérifie le principe du maximum.

Exemple. L’opérateur D? : f — £ sur R n’est pas un générateur infinitésimal.

3.6 Exemples de processus de Markov
3.6.1 Un exemple formel

Exemple 85. Soit 3> 0et V : R? = R tel que i e MV < oo pour tout A > 0. On verra plus tard comment donner
un sens a

dB
dX, = f — VV (X,)dt

Une fagon détournée de définir (X;) est de dire que Z; = X; — %Bt est bien définie par I’équation :

et poser X; = Z; + %Bt. On verra que .2 f (z) = %Af () =VV (z)-Vf(z). Sip =400, Xy ~ax—tVV (z)+o0(t),
f(Xe) = f(z) =tVV (2) - V[ (x) + o(1).

On cherche une mesure invariante a densité g. On veut vérifier que pour tout f € D (&), [ Zf (z)g(x)dx =0
cest adire [ Zfg=0«& [ fL*g=0.Or,

f*f:%AerV(fVV)

En effet, [VVVfg= [(V[f)-(gVV)=— [ fV (gVV). 1 faut et il suffit que .£*g = 0. On montre que ¢a équivaut
a g =exp(—28V). Alors, Vg = —28VV.g et L*g = ﬁv (=289gVV) +V (gVV).
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3.6.2 Modéle d’Ising dynamique

Exemple 86. Soit G = (V, E) un graphe fini (V est Pensemble des sommets, E I'ensemble des arrétes). On veut
une dynamique sur {—1, 1}V telle que la mesure invariante soit

(o) = Zexp (BH (0)

ou Z = Z exp (BH (o)) avec H (o) = ZUin avec i ~ j si ¢ et j sont deux sommets adjacents. Pour
oe{-1,1}V invj
oe{-1,1}", soit 0@ € {~1,1}" défini par

) {Uk sik#i
oy =

—0; sik=1
Un exemple important de dynamique est avec taux de transition de o a ¢(¥) donné par C' (U, a(i)) = exp (g (H (O'(i)) - H (O'))) .

w(o).C (O’,J(i)) =/ (cr(i)) .C (o(i),cr)

En particulier, p est invariante. On peut aussi vérifier que si Zf (o) = Z C (O’, a(i)) (f (a(i)) —f (U)) alors on a

On observe que

bien [.Z fdp = 0. On peut construire cette dynamique sur 74 par exemple en utilisant une variation de ’approche
“construction graphique”. On peut montrer :

pour d = 1 : 'unicité de le mesure invariante

pour d > 2 : il existe B¢ €]0, +00[ tel que S < S = unicité de la mesure et 8 > fc = pas d’uniciteé.

3.7 Construction et étude du processus de contact

3.7.1 Quelques rappels sur les processus de Poisson

Soit A > 0. Si X,, ~ Bin (n, %) pour n assez grand, alors P (X,, = k) = ( K ) (%)k (1- i)"_k — ’]\C—Te*)‘.

k!

+oo :
On définit la loi de Poisson de parameétre A (notée Poi ()\)) par Z e~ —0p.
k=0
Si X ~ Poi(\) et Y ~ Poi(p) sont indépendantes alors X + Y ~ Poi (A + ).
Une fagon directe de construire la processus de Poisson : on se donne (T5), y iid Exp () et on pose N (t) =
k
card {k | Z T < t} le processus de Poisson. N (t) ~ Poi (\t).

i=1

Soit P = ZTk | n > 1 3. On peut montrer que pour toute partie A mesurable, si on pose N (A) = card (P N A)
i=1
alors N (A) ~ Poi (A.A\1 (A)) avec A1 la mesure de Lebesgue. P est le processus ponctuel d’intensité A.
ANB =0 = N (A) et N(B) sont indépendantes.

oi
Soit P (t) ={s—t, s€ P, s>t}. Alors, P(t) (21) P.

3.7.2 Construction graphique

On va construire le processus de contact sur Z. on peut généraliser & tout graphe de degré localement fini (c’est
a dire chaque sommet a un nombre fini de voisin) et & une classe de processus plus grande, a valeurs dans des
espaces produits SV, S et V sont dénombrables. Le processus de contact est un modéle de propagation d’épidémie
dans une population : soit (&), & valeurs dans {0, 1}Z. Les points de Z sont les individus, ils sont en contact s’ils
sont reliés par une arréte. & () = 0 < l'individu  est sain au temps ¢, & () = 1 < Dindividu 2 est malade au
temps ¢.

Un individu malade guérit avec un taux qu’on normalise égal a 1. un individu sain devient malade avec taux

£(z) siz#x

0 siz=ux

Acard{y | = ~ y et & (y) = 1}. Pour ¢ € {0,1}”, on définit €977 € {0,1}” tel que €277 (z) = { et
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L ] . Formellement, on veut un processus stochastique dont le générateur infinitésimal est
siz=u

1 () = {f(z) siz#x
donné par

ZLFE) = > Ne=13 (F (€77) = £(&) + D Miewsn=y (£ (€77) = F(©) +

D AMien=13 (f (€7%) = £ (9)

On pourrait définir la processus en partant de ce générateur mais on va le construire différemment. On se donne
(P2, Puy, Pr—),ey des processus ponctuels indépendants, (P,) d’intensité 1 et (P4 ), (P,—) d’intensité . Pour
(x,8),(y,t) € Z x R4, on dit qu’il y a un chemin actif de (z,s) a (y,t) et on note (x,s) — (y,t) si il existe
(2,8) = (0,0) 5.« (Tnytn) = (y,t) tel que

a. g <ty <...<ty

b. pour tout k, |zr11 —ag| =1

c. ty € Py, (l'k+1 — Q:k)

d. pour tout s, t, < § < tpy1 = s ¢ Py,

Le processus de contact partant de 14 ot A C Z est défini par :

ff:{yeZI E|£L‘€A, (:c,())%(y,t)}

Notons P la loi des processus ponctuels. On a défini le processus pour toute configuration initiale de maniére couplée.
En particulier, on a immédiatement : A C B = ¢ C &P,

~t,A ~t,A
Renversement du temps : soit & ={y€Z| Iz € A, (y,t —s) — (z,t)} pour 0 < s < ¢. Alors (55 ) a
0<s<t

méme loi que (524)0539‘

Lemme 87. P-presque sidrement, pour tout y € Z, il existe R (y,t) tel que |x —y| > R (y,t) = il n'existe pas de
chemin actif entre (z,0) et (y,t)

Démonstration. Pour avoir (x —n,0) — (x,0) il fat avoir des “fleches” 0 < ¢, < ... < t; <t tels que t € Py_k +-
Presque stirement, il existe K_ tel que P,_g_ 4 N[0,] est vide. De méme, il existe K tel que P, g, — N[0,1] est
vide. On prend donc R (y,t) = max (K4, K_). O

Lemme 88. Pour tout ¢ >0, 3N tel que A|_y n] = Bj-n,n) = P (gﬁ[—No,No] #* gﬁ[—%,%]) <e.

Démonstration. 1l suffit de voir que pour N assez grand, P (R (—No,t) > N — Ng) < § et P(R(Ng,t) > N — Np) <
5. Clest clair car R (No,t) < copresque stirement. O
Théoréme 89. Le processus ainsi défini est un processus de Feller.

Démonstration. On vérifie la propriété de Markov faible puis celle de Feller. Pour tout ¢ > 0, on pose fS’A =

t+s
A
{yeZ|Jxe A (z,5) = (y,t+ s)}. Alors, (ff_ﬁ;)po a la méme loi que (&) Pour tout s,t >0, &, = ff_f; ,

t>0°
(i.e. si (x,0) — (y,t + ) alors il existe z € £2 tel que (,0) — (2,5) — (y,t + s)). Conditionnellement a Fs, la loi

A
de fts_f est celle du processus ponctuel au temps ¢ partant de £, Autrement dit, pour tout F' mesurable bornée,

E[F((h)) |1 7] = E[F(5)17)]
= B [F((€)0)]

Il reste a vérifier la propriété de Feller :
fi: {0,1}" — R

A = E[f(&Y)]
est une fonction continue. Il s’agit de montrer que pour tout € > 0, il existe N tel que A|_ny n) = Bj-n,n] =
|fi (A) — f: (B)| < e. Comme f est continue, il existe No tel que Aj_n, no] = Bjj=no,No] == |t (A) — ft (B)| < e.

Soit f € Cp (S) (i.e. une fonction continue sur I’espace compact). On veut vérifier que
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Ainsi on obtient la propriété de Feller :

Ife(A) — fi(B)] < E[f (&)~ F(€P)]]
< Bl @y e ]

B -1 e
< e+2|flle

par continuité de f et par le lemme 142. O

4 Variation quadratique

t
But : définir HgdBg avec B le cours d’'une action et H la quantité d’actions possédées.

0
Probléme : le brownien n’est pas & variation finie. On va étudier la variation quadratique d’une martingale
continue générale.
4.1 Processus a variation finie
4.1.1 Fonction a variation finie
Définition 90. Une fonction continue a : Ry — R telle que a (0) = 0 est a variation continue si pour tout ¢ > 0,

n—1
F(t):= sup{Z|a(tk+1)—a(tk)|,n€N, 0<ty<...<tp gt}
k=0

est finie.

Proposition 91. i) La fonction t — F (t) est croissante et continue : il existe une mesure |u| finie sur les compacts
telle que |p| ([0,t]) = F ().

i) Vs <t, |a(s) —a(t)| < F(t)— F(s)

i) t — Etta®)) op ¢4y M sont croissantes et continues. Il existe piy, pi— mesures finies sur les compacts
elles que py ([0,t]) = w, p— ([0,t]) = M On a alors :

lul = ps + p-

a(t) = pg([0,2]) = p-([0,1])
w1 ([0, 1)

ou 1 est la mesure signée (= py — fh_.

Proposition 92. Soit f : Ry — R continue, t > 0 et 0 = tén) < tgn) <. . < t,SL”) =t une suite de subdivisions dont

le pas tend vers 0. On a
t
| 7@ dats / 7 () du (s
0

S ’”) (+(8%) —e (7))

Démonstration. Soit f, telle que f, (s) = f (t,gn)) si t;c "< s < t,(€+)1 Alors, la somme s’écrit

[t = 320 (67) (o (12) = (4°))

fn (s) = f(s) pour tout s et f,, est bornée par sup |f (s)| donc on obtient le résultat par convergence dominée. [
0<s<t
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Notation : pour toute f mesurable positive, on note
[t dat)= [ 7@
Proposition 93. Pour tout f mesurable bornée,

/Of(S)da(s) s/o 1 (3)]da ()

4.1.2 Processus a variation finie
Soit (F;), une filtration continue a droite.

Définition 94. Un processus (X;), est dit progressif si pour tout ¢ > 0, I'application Q(Z [2; fl =

Fi ® B([0, t])-mesurable.

Proposition 95. Si (X;) est continu & droite ou continu & gauche et adapté, alors il est progressif.
On note Prog = {A €O xRy :(1g(w,t)),~o est un processus progressif}.

Définition 96. Un processus a variation finie est un processus adapté et sont toutes les trajectoires sont & variation
finie (continues, partant de 0).

Proposition 97. Soit A un processus a variation finie et H un processus progressif. Soit H - A le processus défini
par

t
(H . A)t = / HsdAS
0
bien défini si pour tout t > 0,

t
/ |Hs|dAs| < +oo
0

Le processus H - A est a variation finie.

Démonstration. Chaque trajectoire est & variation finie :

(H-A),—(H-A), = /t HydA,

t
— |<H-A>t—<H~A>S|s/ || |dA,|

Il reste a vérifier que le processus est adapté. On veut vérifier que si h: Q x [0,¢] — R est F; ® B ([0, t])-mesurable
bornée, alors fot h(w,s)dAs est Fi-mesurable. Si h(w,s) = 1y, (s) 1 (w) avec Ju,v] C [0,t] et B € Fy, alors

/0 h(w,s)dAs =1p (w) (A(v) — A(u))

est Fp-mesurable. Par le lemme des classes monotones h = 1 est mesurable si I' € F; ® B ([0, ¢]). Puis, on conclue
si h est mesurable bornée en I’écrivant comme limite ponctuelle de fonctions étagées. O

4.2 Martingale locale

Exemple. Brownien B en dimension 3 : f: x +— ﬁ est harmonique, Af =0 . On a envie de dire

f(B:)— f(By) = /0' %f (Xs) ds + Martingale

f (Bt) = Martingale

1 1 — 3
—exp —|m 3| dt — 0
3 2
(2m)z J |zl t t—00
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Notation : Si T est un temps d’arrét, on note X' le processus t — X;a7.

Définition 98. Un processus adapté a trajectoires continues (M), tel que My = 0 est une martingale locale s’il
existe une suite croissante d temps d’arréts (T},) telle que T}, — 400 presque stirement telle que pour tout n, M7=
est une martingale uniformément intégrable. Si My # 0 ont dit que M est une martingale locale si M — M est une

martingale locale. Dans tous les cas, on dit qu’une telle suite de temps d’arréts réduit la martingale locale.
Remarque. On n’a pas forcément M, € L'

Proposition 99. a. Une martingale est une martingale locale
b. On pourrait changer la définition et demander simplement (M™) martingale.

c. Si T temps d’arrét et M martingale locale, alors M est une martingale locale.

d. Si S, réduit M et T, est une suite de temps d’arrét telle que T,, / 400 presque sirement, alors T,, N S,
réduit M.

e. L’ensemble des martingales locales et un espace vectoriel.

Démonstration. a. prendre T,, = n
b. En effet, il suffit de considérer T,, A n O

Proposition 100. 1) Une martingale locale positive telle que My € L' est une surmartingale.

2) Si (M), est une martingale locale telle que |M,| < Z pour toutt > 0 ot Z € L', alors M est une martingale
uniformément intégrable.

3) Si M est une martingale locale telle que My = 0 alors la suite T, = inf {¢t > 0, |M;| > n} réduit M.

Démonstration. 1) On a My = My + N; ou N est une martingale locale issue de 0. Soit (7),) qui réduit N. On a :
E[Niar, | Fs] = Nsar,
E [Mt/\Tn | ]:s] = Ms/\Tn

E[M, | F)] < M, (5)

par Fatou (M > 0). En particulier, E [M;] < E[Mp] < co. My € L' et (5) dit que M est une surmartingale.
2) On a de méme
E [Nt/\Tn | ]:s] = Ns/\Tn

Par le théoréme de convergence dominée,
E [M; | Fs] = M

3) MT» martingale locale bornée donc (vraie) martingale. O
Rappel : si M est une martingale dans L2,
E [(Mt - MS)Q] —E [(Mt - Mu)2] +E [(Mu - Ms)ﬂ
sis<u<t.
Théoréme 101. Si M est une martingale locale telle que My = 0 & variation finie, alors M = 0.

Démonstration. Soit T,, = inf {t >0, fot |sM| > n}7 T, temps d’arrét. N := M ™= martingale locale issue de 0.

Ty
N (t) s/ |dM,] < n
0

donc N est une martingale bornée. On a

p—1
E[NY] = E (Ntk+1—Ntk)2]
k=0
p—1 )
= S E[(Nu, — Vo)
k=0
< E

p—1
Sl]ip ‘Ntk+1 - Ntk| Z |Ntk+1 - Ntk "|
k=0
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p—1 t Tn
Or, > | Nips, — Ny, | g/ |dN| g/ ldM,| <n
k=0 0 0

E[N?] < nE sup [Nty — Ne |
et sup | Ny, — Ntk‘ est bornée car IV est bornée ainsi,
k

E [NE] — 0 ps

quand le pas de la subdivision tend vers 0. Donc E [Nf] = 0. N = 0 presque strement par continuité. O

4.3 Variation quadratique d’une martingale locale

Théoréme 102. Soit M une martingale locale. 1l existe un unique processus ((M, M);),~, croissant partant de 0

tel que M? — (M, M), est une martingale locale. De plus, si 0 = tgn) < ... < t;n) =t est une suite de partitions
emboitées de [0,t] dont le pas tend vers 0 alors

n—1

(M. M), = lim 37 (M,

2
— M)
k

en probabilité. Le processus (M, M) est indépendant de la suite de partition. Il est appelé variation quadratique de
M.

Remarque. 1) Si My = My + Ny alors (M, M), = (N, N),
2) Pour le mouvement brownien B, on a (B, B); = t. En effet,

n—1 2
(n) () (@)
> (B, ~ By ) - (W -17) S

En fait, la convergence a lieu dans L? et

n—1 2 n—1 9
(n) (n) _
Var (Z (Btgcrjr)l — Btin)) — (tk+1 — tk )) = ];)Var ((Bti’l)l — Bt;-n)) >

k=0
= m)?
= ey (h—1") =0
k=0

3) L’hypothése “emboités” n’est pas nécessaire.
4) La variation quadratique est continue.

Démonstration. Unicité : Soient A et A’ des variations quadratiques
A—A = (M- A) - (M? - A)

A — A’ est & variation finie et (M? — A’) — (M? — A) est une martingale locale donc A = A’.
Existence :
Etape 1. On montre qu’on peut supposer My = 0. Posons M; = My + N;. M? — (N, N); est une martingale
locale :
M? — (N,N), = M} + 2MoN, + N7 — (N, N),

N2 — (N, N); est une martingale locale. Il reste a vérifier que 2MyN; est une martingale locale.
Soit T, qui réduit N et
~ 0 i |My| >
e {l a el
T, sinon

T, est un temps d’arrét et réduit V.
E [Ny, | Fs] =N,

AT,
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MoN, 7, € L'etE [MoNtA:,:n | .7-'5} = MoN,, 7, donc (MoNt)tzo est une martingale locale.

Etape 2. On montre qu’on peut supposer M bornée par une constante. Si M pas borné (mais My = 0), on pose
T, =inf {t >0, |M;| > n}
M7Tr est une martingale bornée. Sot A" sa variation quadratique. Par la partie unicité de la preuve, on a AEKE) =
AE"). T, / +oo presque strement donc on peut définir A; = lim AE”) est processus croissant partant de 0. Par
n—oo

construction,M; 1, — Aiar, est une martingale locale.
Etape 3. Il reste & montrer le théoréme en supposant My = 0 et |M;| < K pour toutt. Soitm = {0 =1ty < t; < ...}
partition de R.. La pas de 7 est || = sup [tx11 — ti|. Pour ¢ € [, thy1],

k
2
An(t) =37 (My, = My, )" + (My = M, )?
j=1
Vérifions que M2 — A, (t) est une martingale ('appartenance a L' est OK). Soit s < ¢, soit k, [ tels que t, < s < tpy1,

t <t <ty . Alors,

l
An () = Ar (s) = 3 (Mg, = My, ,)° + (M = M) = (M, — M, )?

E[Ar (t) = Ar (3) | F] = E|(M; = M)’ | F]
= E[MtQ_M52|]:s]
E[M7 = A (8) | F] = M2 = Aq (5)

Probléme : A, n’est pas croissant ! Prendre la limité || — 0. L’enjeu essentiel est d’estimer E [(A7r (t) — Anr (t))z}
quand 7 C 7" avec t € m. 7w = {0=350<$1 <82 <...}. & = My, — My, | est borné par 2K. My, — M, =
4.+, Myy — My, =&k 41+ oo+ &k, Siig <o <o <1 <4 alors

E [&1 "'fiz] =K [511 . "gik—lE [giz | ]:Sl]]
Pour t =t,, = sy,

km

3

Ax (t)_Aﬂ" (t) = (fki71+1+"‘+£ki)2_2§72
=1 j=1
= 2) T,
=1
o= Y && E[NTy]=0sil+#1' Donc
ki—1<i<j<k
E[(4e(t) = A- (0)*] =4 _E[17]
=1
E[T?] = > E[g&dl]
ki_1<i,i’'<j<k;
k; 9
- E s )
j=ki—1+1
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Posons 0, (¢) = sup | M, — M, |

0<u<v<t, v<ute

m km
2
SE[IP] < E s () €
1=1 j=1
1
1 km, 2
2
< E[a()' ] E| (D&
j=1
2
Il reste & voir que E Z 532- est bornée uniformément en , 7’
. 2
EIXG] ] = Z [&]] +2ZE & Z &
Jj=1 Jj=1 J=i+l

Kom km
= Y E[g]+2) E[¢ (M, - )]
Jj=1 i=1

m

IN

Km
E[£2] +2(2K)* ) E[&]
=1

IN

12K°E { Zgj < 48K*

donc 1
3

E [(Aﬂ (t) — A (t))ﬂ < 28K’E [& <|w|)4}

[N

8 (|7)* est bornée par 2K donc 28K2E [(5t (|7r|)4} H—)0 0 presque sfirement.
| —
Az — A est une martingale car A; — Ay = (M? — Ar) — (M? — A;). Par Doob,

1

E [ sup (A (s) — Ax (s))Q] < 112K°R [(5,5 (\77|)4} ’
0<s<t

On peut trouver une suite de parties emboitées () telle que

ZE [ sup |An,,, (8) = An, (s)@ < 400

0<s<t

Presque stirement, on peut définir A (s) = lim A, (s) s < t limite uniforme de fonctions continues donc continue.
n— o0
A est croissante sur 7, donc A est croissante sur 7, pour tout n. Par continuité, A est croissante.

P
(Exercice pour la prochaine fois) Vérifier que pour tout (7,),, suite de partitions emboitées, A, ® A, O

Remarque. On a montré :

) E| sup (As (s)—A(s))Q] < 112K2E [5t(\w|)4]

N

0<s<t
2) Si T est un temps d’arrét, alors
<MT7 MT>t = <M7 M>t/\T

En effet, (MEAT — (M, M)t/\T)t>0 est une martingale locale.
3) On note (M, M), = lim(M, M); € [0, +o]
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Théoréme 103. Soit M une martingale lolcale avec My = 0,
1) Il y a équivalence entre
a. M est une martingale bornée dans L>
b. E[(M, M)s] < 400
Si ces conditions sont satisfaites, alors (Mt2 — (M, M)t)
particulier,

0 est une martingale uniformément intégrable. En

E [MZ] =E[{M, M)

2) Il y a équivalence entre
a. M est une martingale telle que pour tout t, M, € L?
b. E[(M, M):] < 400

Dans ce cas, (M} — (M, M),) est une vraie martingale.

t>0

Remarque. Dans a. 'hypothése “vraie martingale” est nécessaire. Contre-exemple : brownien en dim 3.

Démonstration. “a =>b” Doob (pour les vraies martingales) :

IN

E [ sup Mﬂ

0<s<t

1B [347)

< (C< 4

Soit (T,,),, qui réduit M? — (M, M).
E [Mf\g,, — (M, M)irr, | =0

E[(M, M)iar,] <E [ sup MSQ} <C < +00
0<s<t

E[(M,M)y] <C < +00
par Fatou.
“b = a” Soit T}, qui réduit M? — (M, M);. Posons S,, = T,, Ainf {t > 0, |M;| > n}. M"" est une martingale
bornée.
E [Mi\s,] = E[M, M)ins,] < E[(M, M)oo] < +00
Par Fatou, E [Mf] < E[(M,M)s]. (Mips,)
converge presque stirement dans L.

,, est une martingale bornée dans L? donc uniformément bornée et

E [Mt/\Sn | fs] = Ms/\Sn
E [M; | Fs) = M;

donc M est une martingale. Il reste & voir que M? — (M, M) est une martingale uniformément bornée.

E [M? — (M, M)] < supM? + (M, M)
s>0

supM? est intégrable par Doob. Ainsi M? — (M, M) est une martingale uniformément bornée.
s>0

2) 11 suffit d’appliquer le résultat 1) a (Mt/\to)tzo pour tg fixé. O
Corollaire 104. Si M est une martingale locale qui part de 0 telle que (M, M) =0, alors M = 0.
Démonstration. On a M? vraie martingale : E [M?] =E [M3] = 0. O

Définition 105. Soient M, N deux martingales locales. On appelle covariation de M et N le processus (M, N) :=
%((M—FN,M—FN) — (M, M) — (N, N)).

Proposition 106. 1) (M, N) est l'unique processus & variation finie tel que MN — (M, N) tel que MN — (M, N)
est une martingale locale.

2) L’application M, N — (M, N) est bilinéaire.

3) Si0 = tén) < ... <t =t est une suite de subdivisions dont le pas tend vers 0, alors (M,N); =
Jim 37 (M, = M) (N, = Ngo)-

4) Si T est un temps d’arrét, on a (M7, NT), = (MT,N); = (M, N)ipr.
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5) Si M, N sont des martingales bornées dans L?, alors MN — (M, N) est une martingale uniformément inté-
grable. De plus, (M, N); — (M N) oo intégrable et tel que

E [MooNoo] —E [<M7 N>oo] =E [MONO]

Démonstration. 1) découle des propriétés de la variation quadratique déja vues. On montre I'unicité comme précé-
demment.
2) OK par définition.
3) OK par méme propriété pour (M, M)
4) Conséquence de 3)
5) On écrit MN = % ((M + N)2 - M? - N2) et on applique les résultats précédents. O

Corollaire 107. Si B et B’ sont deux browniens indépendants, alors (B, B') = 0.

Démonstration. Soit Z = % (B + B'). C’est un mouvement brownien.

(Z,2)y = (B+ B',B+B')

1
"2
((B,B)y+ (B',B')) + (B, B'),

l\.’)M—l

donc (B, B") = 0. O

Proposition 108. Inégalité de Kunita- Watanabe (équivalent de Cauchy-Schwarz)
Soient M, N deuzx martingales locales et H, K deux processus mesurables. Alors,

2

([ o) < ([ azaann.) ([ g,

Démonstration. Posons (M, N, = (M, N); — (M, N), pour s < t. Presque slirement,

tim (37 My, = Miy) (Noy, = No))

(M, M)(N, N)

(M, N)![?

IA

Donc

t
/|d(M,N>s| = T (M, )

hmsupZ‘ (M, M) t"“

limsup (Z(M M}tk“)% (Z(N N>§’;+1)%

([ awnan) ([ ax0.)

donc (fA |d{M,N) ) (fA )s) (fA d(N, N)s) est vraie pour tout A mesurable par un argument de classe
monotone. Si H = Z )\ T4, et K > il 4, sont étagées positives, alors

/HSKS |d(M, N)| = ZMM/A |[d(M, N)s|

> N (/ (M, M), )(/ d<N,N>5)é
Cauchy—SSChwarz (/H2 M) ) (/K2 NN )

Pour conclure, on écrit H, K comme limites croissantes de fonctions étagées positives et on utilise le théoréme de
convergence monotone. O

1
2

IN

v, e

IN

IN
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4.4 Semi-martingales continues

Définition 109. On dit que X est une semi-martingale continue si X s’écrit X = M + A avec M martingale locale
et A a variation finie (la décomposition étant unique).
SiX=M+AetY =N+ B avec M, N martingales locales et A, B a variation finie, on pose (X,Y) = (M, N).

Proposition 110. Soit 0 = tgn) <...< t&”) =t une suite de subdivisions dont le pas tend vers 0 et soit X,Y deux
semi-martingales. On a :

n—1
¥y = Jim 3 (X, ~ X ) (Y, ~Yip0)

Démonstration. Pour simplifier I’écriture, on suppose X = Y. On écrit X = M + A avec A A variation finie et
Mmartingale locale.

Z (th+1 - th)z = Z (Mtk+1 - Mtk)2 + Z (Atk+1 - Atk)z + 22 (Mtk+1 - Mtk) (Atk+1 - Atk)

OI’7 Z (Mtk+1 — Mtk)Q i) <J\4'7 M>t = <X,X>t On veut voir Z (Atk,+1 — Atk)z — 0

t
/ dA,|
0

par continuité des trajectoires. Donc on a convergence en probabilité vers 0. De méme,

t
/ [dA,| — 0
0

2
E (At(n) — At(n)) < sup ‘Atm) — At(n)
k+1 k k+1 k

— 0 ps

4,00 — 4

k41

1 () S Supg ’Mt(n) — Mt(n)
k k+1 k

> | Myer = My
k+1 k

5 Intégrale stochastique

5.1 Construction de l’intégrale stochastique

Définition 111. Soit H I'espace des martingales M continues bornées dans L? (pour tout M € H, supE [Mﬂ < 00)

telles que My =0. On a vu que M, N e H = E[|{(M, N)|] < co. On définit la forme bilinéaire stymétrique
(M,N)g =E[(M,N)so] = E [MocNoo]

On a vu que (M, M)y > 0 avec égalité si et seulement si M = 0. On note || M|y = (M, M)]%I

Proposition 112. L’espace (H, (-,-)y) est un espace de Hilbert.

Démonstration. 11 est clair que H est un espace vectoriel et que (-, )y est un produit scalaire. Il faut vérifier que H

est complet pour ||-||y. Soit (M(”)) une suite de Cauchy dans H. C’est équivalent & dire que (Még)) est de Cauchy

dans L2, donc Még) converge dans L? vers M., € L. Par 'inégalité de Doob,

E [sup Mt(m) — Mt(")
>0

2}<4}E{(M§”>—M§g>)2] — 0

m,n— oo

On peut extraire une sous-suite telle que

400
E Zsup Mt(""'“) - Mt(n"") < 400
o 1>0
Presque stirement,
—+oo
Zsup Mt("k“) - Mt(n"') < 400
k=0 t=0
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Donc M (™) converge uniformément sur R, vers une limite, notée M. M est donc continue comme limite uniforme

de fonctions continues. Mt(n’“) P M, dans L?. En particulier, M; € L? et Mt(n’“) =F [Ms(nk) | .7-}} pour t < s et
—00

M, = E[M, | F] donc M est une martingale et My = E[My | F]. Par Doob,

E {sup |M3|] < 4E [M2)]
>0

donc (M;) est uniformément bornée dans L? et on a bien

2 2
HM<"> . MH —E [(Még) - Moo) } — 0
H n—o00
Définition 113. Pour M € H, on pose
L* (M) := L* (2 x Ry, Prog, dP ® d(M, M))

L? (M) est I'espace des processus progressifs tels que E [f0+oo H2d(M, M>s} < +00. C’est un espace de Hilbert pour

le produit scalaire
+oo

(H, K)oy = E { H K. d(M, M)s]

0
p—1

Définition 114. On note & le sous-espace de L? (M) formée des processus de la forme H; (w) = Z H®) (W, 001 (8)
k=0

o1 0 <ty <...<t,et H¥) est F; -mesurable et borné pour tout k.
Proposition 115. Pour tout M € H, l’espace & est dense dans L* (M).

Démonstration. 1l suffit de montrer que &+ = {0}. Soit K € &+. On pose
¢
X, = / Kod(M, M),
0

On vérifie que (X;), C L.

1
2

E[|X,] Cgs E [/Ot K2d(M, M>ur x E [/Otd<M, M>u] < 400

Donc X; € L*. Soit 0 < s < ¢ et soit F' une variable aléatoire Fy-mesurable bornée et soit Hy (w) := F (w) Lj54 (u).
On a (H,K) 2y =0 ie E [F ! Kud(M, M)u} = 0 dott E[F (X, — X,)] = 0 pour tout F F,-mesurable bornée et

E[F(X;—X,)] =0et E[X; | Fs] = Xg : (X;), est une martingale & variation finie car fot | K| (M, M), < +oo.
Donc X = 0 ie pour tout ¢,

t
/ Kod(M, M), =0
0
d’ott K = 0 dans L? (M). O

Théoréme 116. Soit M € H. Pour tout H € & de la forme

p—1
HS (LLJ) = Z H(k) ((.AJ) ]l]tk7tk+l] (5)
k=0

(comme précédemment), on définit le processus H - M par

p—1
(H : M)t = ZH(k) (Mtk+1/\t - Mtk/\t)
k=0
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1) L’application H v H - M s’étend en une isométrie de L*> (M) dans H.
2) Le processus H - M est caractérisé par :

VN € H, <H~M,N>:H-<M,N>:/Hsd<M,N>s

3) Si T est un temps d’arrét, alors (IL[O,T]H) -M = (H - M)T =H- (MT)
Définition 117. On note (H - M), = fg H.dM; l'intégrale stochastique.

Démonstration. 1) H - M est bien une martingale, bornée dans L?, continue : H - M € H. H — H - M est linéaire.
Il reste a voir la propriété d’isométrie, ie
[H - Mllyy = [|HIl 12 (pr)

p—1 2
(H-M,H-M), = (H(k)) ((M, M)inty,, — (M, M)ins, ).
k=0
IH - M|z = E[(H-M,H-M)]
p—1 2

Z (H(k)) (<M’ M>tk-+1 - <Ma M>tk)

k=0

= E {/ H2d(M, M)S}

= E

car s — (M, M), est continue. Donc
2 2
- Ml = HL2 a2

L’espace d’arrivée H est complet et & est dense dans L? (M) donc on peut étendre I'isométrie H +— H - M a tout
L2 (M).
2) On vérifie que c’est vrai pour les processus élémentaires. On prend H de la forme habituelle. On a :

p—1
(H-M,N), = > H® (M, N)ipt,,, — (M, N)ine,)
k=0

t
= / Hy,d(M,N),
0

et s = (M, N) continue donc (H - M, M), = (H - (M, N)),. Pour voir que le propriété reste vraie pour tout
H € L* (M), on observe que X — (X, N); est continue de H dans L'. En effet, par I'inégalité de Kunita-Watanabe
108,

N|=

E[(X, X):]? E[(N, N)/]
1X 5z 1V 52

E[{X, Nl <
<

Si H™ € & est tel que H™ — H dans L? (M) alors H™ -M — H-M dans H et donc (H™ - M, N); — (H-M, N),
dans L.

(H-M,N) = lim (H™ .M, N)
n——+00
=  lim H™ . (M,N)
n—-+00
= H-(M,N)

Il reste & vérifier H - (M, N) = limH ™ (M, N).

?| |

1
2

E [/Ot (H<"> - H)2 d(M, M>S} E[(N, N)|?

|

IN

/t (H<"> - H) d(M, N),

IN

N
ooy IV
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Voyons que si X € H est tel que pour tout N € H, (X, N) = H - (M, N) alors X = H - M. Dans ce cas, on a
(X —H-M,N), VYNecH

On peut prendre N = X — H - M et on obtient | X — H-M|jyp=0doa X =H - M.
3) Soit T un temps d’arrét. Pour tout N € H,
(H-M)" N)i = (H-MN)r
= (H <M7 N>)t/\T
= (Hlgm - (M,N)),

Donc (H - M)T = (H]I[O’T}) - M. De la méme fagon,

<HMT3N> = (H<MT7N>)
—H(MNY)
= Hlypq - (M,N)

t

Donc H - (M*) = (Hlpq)) - M. O

Remarque. On peut utiliser la propriété 116 2) pour définir 'intégrale stochastique en utilisant le théoréme de Riesz.
On peut réécrire cette propriété sous la forme

. t
</ Hdes,N> :/ H,d(M,N),
0 t 0

Proposition 118. Associativité. Soit M € H. Si K € L?> (M) et H € L*(K -M). Alors, HK € L*(M) et
HK -M = H - (K - M).

Démonstration. D’aprés la propriété caractéristique 116 2), on a

(K-M,K-M) = K-(M,K-M)
= K- (K- (M,M))
= K?.(M,M)
+0o0 +oo
Donc H2K2d(M, M), = H2d(K -M,K - M),. Comme H € L? (K - M), on a bien HK € L? (M). Soit
N e ]HI.OOn a 0
(HK)-M,N) = (HK)-(M,N)
= H-(K-(M,N))

par associativité de l'intégrale contre les processus a variation finie).
(HK)-M,N) = H-(K-M,N)

ce qui montre (HK)-M =H - (K - M). O

t : t
/ H.d (/ KudMu> = / H,KdM;
0 0 s 0

</O'Hdes,/0'stNs>t = /Ot H,d (<M/0 KudNu>)S
/Ot Hd (/O K, d(M, N>u>s

t
/ H K d{M,N),
0

De maniére informelle,

On a aussi
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Pour tout M,N € Het H € L?> (M), N € L?(N),

. . t
</ HdeS,/ stNs> :/ H K d{M,N),
0 0 t 0

Comme H - M est une martingale bornée dans L? : E Uot HSdMS] =0.8Sis<t,

t s
EU HudMu|]-'s] :/ H,dM,
0 0

([ o)
E K/Ot Hdes> (/Ot stNsﬂ _E Uot HK . d(M, N>s]

Extension de l’intégrale stochastique

E =E {/Ot H2d(M, M>S]

et plus généralement,

2
loc

stirement, V¢ > 0, fot H2d({M, M), < +00. On note L? (M) I'espace des processus tels que E [ O+°° H2d(M, M>s} <
+o0.

Soit M une martingale locale issue de 0. On note Li . (M) lespace des processus progressifs H tels que, presque

2

Lo (M), il existe une unique martingale

Théoréme 119. Soit M martingale locale issue de 0. pour tout H € L
locale H - M tel que, pour tout N martingale locale,

(H-M,N)y=H-{(M,N)
Si T est un temps d’arrét, on a : .
(LomH) M=(H-M) =H-(M")
SiKeLd (M)etLelLl (K-M),alors HK € L2 _(M) et

loc loc
(HK)-M = H - (K - M)

Si M € H, alors H - M coincide avec la définition précédente.

t
Démonstration. Soit T,, = inf {t >0, / (14+ HZ)d(M, M), > n} <inf {t >0, fot H2d(M,M)s >n ou (M, M); > n}

Presque stirement, 7,, — +oo , temps d’arrét.
n—-+oo

<MT",MT"> = (M, M)ipr, <n

donc M™» € H. N

Th
H2d(M™ M), = H2(M,M), <n
0 0

donc H € L? (M™~). L’intégrale stochastique H - M est bien définie. Si m > n,
(H M) = 1 (M) = 1 (37)

Donc il existe un unique processus H - M tel que (H - M)T” =H- (MT) On sait que (H - M)T” est une martingale
uniformément intégrable et T,, / +oo donc H - M est une martingale locale. Soit N une martingale locale, qu’on
suppose issue de 0 sans perte de généralité. Soit T/, = inf {¢ > 0 | |N¢| > n} et on définit S,, = T,, A T..

<H'M7N>Sn = <(H'M)TH1NSH>
= (H-(M™),N5)
cH cH
— H,<MT7L,NS7L>
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par la propriété caractéristique 116 2), d’ou

(H-M,N)5 = H-(M™ N°)
H-(M,N)5»
= (H-(M,N)*
On a bien vérifie (H - M,N) = H - (M, N) car S,, — +0o presque stirement. De méme on montre que si n € H,

(H-M)™ N)y=H-(MT N) caractérise (H - M) pour tout n.
Les autres propriétés se démontrent de méme par localisation. O

Remarque. Par la propriété caractéristique 116 2),

(H-M,H-M)=H-(M,H-M)=H?-(M,M)

2
SiE [fg H2d(M, M}s] < +oc alors (H - M)" est une martingale uniformément intégrable et ((H . M)t) —(H -

M, H - M) aussi. En particulier, on a alors bien

t
E[ Hdes} =0
0

[ t
E ( Hdes>
0

et _
2

L’égalité n’est pas vraie en générale mais on a toujours :

E (/Ot Hdes>2: <E Uot HZ2d(M, M>s]

On peut finalement définir l'intégrale par rapport & une semi-martingale. On dit qu'un processus progressif H

est localement borné si, presque stirement, pour tout ¢ > 0, sup |Hs| < 4+o00. En particulier, tout processus adapté
0<s<t

t
et continu est localement borné. Si H est localement borné et A est & variation finie, alors / H|dAs| < 400 et si
0

M est une martingale locale, on a aussi
t
/ H2d(M, M), < +o0
0

ie H e L2_(M).

loc
Définition 120. Soit X = M + A une semi-martingale ott M est une martingale locale et A a variation finie. Pour

tout processus H localement borné, on pose :

H- X=H - M+H-A

t
(H~X)t:/ H,dX,
0

Proposition 121. 1) (HK) - X = H (K - X)
2) Pour tout T temps d’arrét, (]1[07T]H) -X=H- (XT) = (H - X)T
3) St X est une martingale locale (resp. & variation finie) alors H - X est une martingale locale (resp. & variation

finie).

p—1
4) Si Hg = ZH(k)]l{tk<s§tk+1} avec H®) F; -mesurable (pas nécessairement borné) alors
k=0

p—1

(H - X)t = ZH(k) (Xt/\tk+1 - Xt/\tk)
k=0
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Démonstration. 1),2),3) découlent des propriétés vues précédemment.

4) n’est pas immeédiat car on a enlevé I’hypothése H (%) bornés. on peut supposer X = M martingale locale issue
de 0, on peut supposer que M est bornée par localisation.

Soit T, = inf {t > 0, |H;| > n} = inf {tk, ’H(k)| > n} Presque stirement, T;, _ +00 et

p—1

H, T, 1, = ZH (ko )ﬂ{tk<8<tk+1}
k=0

et
H(kvn) = H(k)]l{Tn<tk} S n

donc H1 |y 1,] est un processus élémentaire. On a

(H-M),\g, = ((Hlpm,) M),
p—1
= Z H(k7n)]l{tk<5§tk,+1}
k=0
et on conclut en faisant tendre n vers +oo. O

)<t

Proposition 122. Soit X une semi-martingale et H adapté continu. Soit 0 = tén =t subdivision dont

le pas tend vers 0. On a
n—1

0 H dXs = nli}H;o Z Hti”) (th1 B Xtin))

au sens de la convergence en probabilité.

Démonstration. X = M + A. La partie faisant intervenir A est OK. Soit

« 4 (n) (n)
0 — HA,;” si tk <s<t,
® 0 sis=0ous>t

Soit T}, = inf {s > 0, |Hy| + (M, M), > p}. H, H™ et (M, M) sont bornés sur [0,7},]. On a :
(n) . T 7\’ e ?
E[((Hn M v)t_ (H-M ")t) } <E /0 (H” —Hs> d<M,M>S]

2
Or, Hs(n — Hs — 0 presque stirement donc £ [ftAT (Hgn) — HS) d(M, M)S] — 0 par le théoréme de convergence

dominée. Donc lim (H(”) . (MTP))t = (H . MTP)t dans L2.

n— oo

(5 21) L,

tAT,

De plus, P (7}, > t) — 1. Donc (H™ - M), — ®,

p—0o0

(H-M),. O
Remarque. Le résultat n’est pas vrai si on remplace Hy, par Hy, . Pour le voir, on peut prendre H = X :

Zth+1 (th+1 - th-) = Zth (th+1 - th) + Z (th+1 - th-)2

donc .
. P
hmZthH (th+1 - th) (:) / XSdXs + <X7X>t
0

t
X2 - X2 = 2/0 XodX, + (X, X);

(cas particulier de la formule d'Ito).
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5.2 Formule d’Ito6

La formule d’It6 est un équivalent du théoréme fondamental de I’analyse pour 'intégrale stochastique. On peut
aussi l'interpréter comme une sorte de formule de Taylor pour le calcul stochastique.

Théoréme 123. Formule d’Ito.
1) Soit X une semi-martingale et f : R — R de classe C%. Alors,

£(X0) = £ (Xo) /f dX+/f” X),

2) Plus généralement, si XW . X® sont des semi-martingales et F : RP — R est C?, alors
F(x®,..x?) = F(xP. x4 Z/ o (x0 X0 ax ()
z XM, X(p)) AX® xG)
+ Z / 81‘ axj s ’ s <X 7X >S
1<1 ,J<p

Remarque. En particulier, f (X;) est une semi-martingale et la formule d’Itd6 donne la décomposition.

Démonstration. On traite d’abord 1). Soit 0 = tén) < ... < t™ = ¢ une suite de subdivision dont le pas tend vers
0. .
FX) = £ (X0) =Y F (X ) = £ (Xm)

Par la formule de Taylor-Lagrange,

1 p2 2
F(Xp) =1 () =7 (%) (X, = X ) + 5570 (X, = Xop0)

k41

ot f7nk = f" (#nk) Pour un z,  entre X, et X, . On a bien :
k k+1

11 reste a voir :
n—1
E I nk (th - t(n) f” X)s
k+1 0
k=0

Définissons pour m < n,

m—1 2
I mok E (th Xt(n>>
k=0 (m) Zym yomy l
= (™ <t (™) <o)
On a .
(P)
Ly — hom (8) d{X f” X)s

ot hyy (8) = f7 ke si t,(cm) <s< t,(cni)l En effet, presque stirement, on a h,, (s) — f7 (Xs) uniformément sur [0, ¢]
car presque strement, sup | Xs| < +00. On souhaite justifier que

Ve>0,IngeN:ng<m<n = P(|Lnn,—Inn >¢)<e (6)

Voyons déja que (6) suffit pour conclure.
Pour tout m > my, P (’fg B () d( fo (X)) d(X, X),

I,n—/otf”(XJd

)gsetona

x| < In,n—fm,n|+]Im,n—/0thm (s) d(X, X), +/Othm (s>d<X7X>s—/ F7 (X)) d(X, X),
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Reste & montrer (6) :

3

n—1 2 2
> ok (Xfm) - Xt(n>> =D [Tmk > (Xt(m - Xtm))
—0 ‘141 1 141 1

0 L™ <t <t

E
I

n—1
2
< sup sup L7 mge — fnkl- Z (th(i)1 - thm)
=0

fe<my(m) <o (™) <)

Py B x, x),

n—oo
2) On procéde de méme en utilisant une version de Taylor-Lagrange en multidimensionnel. O

Remarque 124. Si on sait par exemple que, presque siirement, X; € U pour tout ¢t ou U est un ouvert de R fixé,

alors il suffit dans la formule d’It6 de supposer que F est C? sur U. Pour le voir, on prend (Ky), une suite de

compacts croissante telle que UK” = U, on construit F,, qui est C? sur Iespace complet et qui coincide avec F

n
sur K,,. Par exemple, si X; > 0 pour tout ¢ > 0, alors :
log (X;) =1 (X)+/t1dX 1/t1d(XX)
O = 10, ~ s T 5 o s s
g A¢ g Ao . X, 2 ), X2

5.3 Quelques applications de la formule d’It6

Exemple 125. F'(z,y) = zy on a l'intégration par parties stochastique :

t t 1 t
XYy — XoYo = / Xsd)/s + / YedXs + 5 ! 2/ d<Xa Y>s
0 0 0

t t
/ XsdYs +/ YidXs + (X, Y);
0 0
Si X = M est une martingale locale,
t
M2 — (M, M); = MZ + 2/ M,dM,
0

2) tB, = fot B.ds + fot sdBs. fot B,ds est & variation finie, fot sdB, est une martingale.

3) f(By) = f(Bo)+ [y ' (Bs)dBs + 1 [i f7 (By)ds
4) Soit F: Ry x R, — R est C?,

L OF Y(OF 10°F
F(t,Bt) —F(O,BO)"—/O %(S,BS)dBS'F\/O <8t+23x2) (S,Bs)ds

Si B est un brownien multidimensionnel :

d t t
OF . OF 1
F(t,B;) = F(0,Bo) + » /O %(S,Bs)ng”Jr/o <at+2AF> (s, By) ds
i=1 ¢

En particulier, si F est de classe C? et %—f + %AF vaut 0 sur Ry x R% alors F (¢, B;) est une martingale locale.

Proposition 126. Martingale exponentielle. Soit M une martingale locale. On pose :
)\2
& (AM), = exp ()\Mt - ?<M7 M>t>

ot A € C. Le processus & (AM) est une martingale locale et de plus,

t
& (AM), = Mo+ A/ & (AM), dM,
0
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Remarque. Cela signifie “& (AM) est solution de dX; = AXdM,”

Démonstration. Soit F (z,r) de classe C?,

t t 2
F O8O0 = F 0,0+ [ S8 0 anangat+ [ (G54 555) (. 0ran.) i ).

0

donc (F (Mg, (M, M),)), est une martingale locale dés que 2C + %?;‘Z = 0. Cela est bien vérifié¢ pour F (x,r) =

exp ()\:B — )‘727") et on a bien la formule annoncée. O

Théoréme 127. Caractérisation de Paul Lévy du mouvement Brownien.
Soit X = (X(l), . ,X(d)) un processus adapté et continu. Il y a équivalence entre :
1) (Xt);>¢ est une Fy-mouvement brownien standard.

2) XM XD sont des martingales locales issues de 0 et (X, X)), = 055

Démonstration. “1) = 2)” OK
“2) = 1)” Soit £ € R? : £.X; est une martingale locale et

(EX, X&) = &&XD XDy, = ¢t

4]

2
exp (i§ X+ %t) est une martingale locale bornée sur [0,¢] pour tout ¢ donc c’est une martingale :

2 2
E lexp (z’f.Xt + |£2t> | .7:5] = exp <i§.XS + |§2|5>

£ (X e [
E[exp (i€. (X: — X)) | Fs] = exp 5 (t—1s)

Autrement dit :

On a que (X; — X) ~ N (0,—s) et est indépendant de Fy. En effet, soit A € F, tel que P(A4) >0 :

2
E [exp (i (X¢ — X5)) | A] = exp <—§2| (t— s))
Sous P (- | A), (X¢ — X;) ~ N (0,¢ —s) donc E[f (X; — X)) [ A] = E[f (X; — X,)[. E[Laf (X¢ — X)] = P(A)E[f (X; — X))
On a bien (X; — X;) indépendant de Fy ie c’est un processus continu. O
Remarque. Dans la preuve précédente x.y représente le produit scalaire usuel de x et y dans R%.

Théoréme 128. Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy.
Soit M une martingale locale issue de 0 et soit M, := sup |M;|. Soit p > 0. Il existe ¢, et C), indépendantes de
s<t

M telles que
SE [(M, A& ] < EIMP] < GE [(M, M) ]
Remarque. On peut remplacer “co” par n’importe quel temps d’arrét 7.

Démonstration. (partielle) On montre d’abord la lére inégalité pour p > 2. on peut supposer M bornée. Sinon, on
pose T, = inf {t > 0, |M;| > n} appliquer le résultat & M7 et passer a la limite grace au théoréme de convergence
monotone. On applique la formule d’It6 :

_ 1 ¢ _
| My [P :/p|MS\P 1dMssigne(Ms)dMS+§p(p—1)/ |M,|P~2 d(M, M),
0
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M est bornée donc M € H et / p|M,|P~" signe (M) dM, est une martingale. Donc
0

P = 0+22 Vg [/Ot|Ms|”d<M,M>S]
< PO De[ogy v, ay)
B 2l Dy gt [ ang]

Par Doob :

E[M;T] < GE[M/[")

M

A

ol

CE (IM; P E (M, M)

}

On a bien le résultat annoncé.
Montrons I'inégalité inverse pour p > 4. Par la formule d’It " p,

t
M? = 2/ ModM, + (M, M),
0

IN

E[(MM)F] < G |EIM)I+E

t 5
‘/ MydM, ]
0

t ,
/ M2d(M, M),
0

<C,E

IS
—_

IN

Cy (ENM; P +E (10715 (M, 1) ])

CS 1 I
< ¢ (B + R0 E [0r00f]

M
N——

Ora? <C, (y*+zy) = 3C, z < Cuy. O

Théoréme 129. Girsanov. Soit L une martingale locale issue de 0 et
1
& (L) = exp (L - §<L, L>)

On suppose que & (L) est une martingale uniformément intégrable (= E[& (L) ] =1). On pose,
dQ=¢& (L), dP
Si M est une P-martingale locale alors M — (M, L) est une Q- martingale locale.

Démonstration. On note & = & (L) et F espérance par rapport a Q.

Premiére étape : si X est un processus adapté continu et 7' un temps d’arrét tel que (X & )T est une P-martingale,
alors X1 est une Q-martingale.
a.

Fl|Xiarl] = E[Xiar| 6l
E[|Xiar| Sinr)]
E[[(X&)arl] < 400

b. Soit A € Fset s <t,On a

F [Langr<s}Xinr] =F [Lan(r<s} Xsar]
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De plus,

F []lAﬂ{T>s}Xt/\T] 1Aﬂ{T>S}Xt/\Téooo]

]lAﬂ{T>s} Xt/\Tg;s/\T}

]lAﬂ{T>s}Xs/\TCgooo]

E|
E[
E [Lan(rss} XsarEint]
E|
F

Lan{r>s) XsaT]
En résumé, F [1 4 Xiar] = F [14Xsar]| pour tout A € Fg donc on a bien
F [Xiar | Fs] = Xoar
Etape 2 : Soit M une P-martingale locale et soit M = M — (M, L. On veut vérifier que M & est une P-martingale
locale (cf étape 1). Par la formule d’Tto,

t t
M,&, :M0£0+/Msdgs+/ EydM, —/ Ed(M,L)s + (M, &)y
0 0

On veut que fggd M,L)s — (M,&); = 0! On va vérifier que (M, N) =&~ (M, &).
Etape 3 : Ly = fo &7 'dEs. En effet, & > Opour tout t et continu donc on peut appliquer la formule d’Itd
“généralisée” évoquée dans la remarque 124 :

tag, 1 [Td(&,E),
log (&) = log(é’o)—k/ 2 —5/ %
0 s 0 s

1
O+Lt*§<LaL>t

Par égalité des parties “martingales locales”, on a bien

tde,
L:/S
T 6

donc L=&1-&et (M, 871 &) =1 (M,E). O

Remarque. Pour utiliser le théoréme, il faut pouvoir vérifier que & (L) est une martingale uniformément intégrable.
& (L) martingale locale > 0 donc surmartingale > 0 sont converge vers & (L) .. Par le lemme de Fatou

El¢(L) [ F] < &(L),

SiE[& (L) ])=1=E[&(L),] =E[&(L),]. Alors,onaE[& (L) | Ft] = & (L), et donc (& (L),) est une martingale
uniformément intégrable. En résumé, il suffit de vérifier que E [& (L)__ ] = 1 pour assurer que & (L) est une martingale
uniformément intégrable.

oo

Proposition 130. Soit L une martingale locale issue de 0. Considérons les propriétés :

i) E [exp (3(L, L)s)] < 400

it) L est une martingale uniformément intégrable et E [exp (%Loo)] < 400

iii) & (L) est une martingale uniformément intégrable.

Onal)=— 2)=3)
Démonstration. “1) = 2)” On a E [(L,
intégrable. exp (%Loo) = (?(L)2 exp (%(

oo (32-)

L)) < %0 donc L est une martingale bornée dans L? donc uniformément
L, LY ) par Cauchy-Schwarz.

| < BE@.E oo (G|

B oxp ({2} )|

< 400

IN
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92) =
[

3)” On suppose que L est une martingale uniformément intégrable donc pour tout temps d’arrét,
Lr =E[L |

Fr]. Par Jensen,
1 1
exp <2LT> < E {exp <2Loo> | .FT]

E [exp (%Loo)} < 400 donc {exp (%LT) , T temps d’arrét} est uniformément intégrable. Soit 0 < a < 1 et Zt(a) =

exp (ﬁLt
&(al), = & (L)?2 exp ((a — a®) L)

sy (z)"

On veut montrer que & (aL) est une martingale uniformément intégrable. il suffit de voir que {& (aL),., T temps d’arrét}
est uniformément intégrable (E [& (aL)g ae | Fs|=¢& (aL)g, o). Soit A un ensemble mesurable. Par Hélder,

P 1—a?
E[l4é (aL);] < E[£(L)]" E 142"
(@]
< E {]1 a2 }
Pour justifier {& (aL),, T temps d’arrét} est uniformément intégrable, il suffit de voir que {Z;a), T temps d’arrét}

est uniformément intégrable. C’est vrai car 1+ + < % et {exp (%LT) , T temps d’arrét} est uniformément intégrable.
Donc on a bien que & (aL) est une martingale uniformément intégrable. On a :

1= E[f(aD))
Holder ) a 1-a’
< E[& (L), ]" -E {exp <l—|—aL°°>}
—ElE@)] =
On a bien E[& (L) ] = 1. O

Corollaire 131. Soit b : Ry x R — R et telle que [ sup b (t,z)|* dt < 400. Soit B un mouvement brownien et

Ly = [3b(s, By) dBs. t t
1
& (L), = exp (/ b(s, B,)dB, — 5/ b% (s, By) ds>
0 0

(& (L),), est une martingale uniformément intégrable. Soit dQ = & (L) dP. Alors,

ﬂt = Bt B L>

Bt /bSB

(B,B)t —(B,B)y =t

est une Q-martingale locale. De plus,

donc B est un Q-mouvement brownien.
Démonstration. Provient de la Proposition 130 et du Théoréme de Girsanov 129. O

On peut reformuler ce résultat en disant que sous Q, il existe un brownien S tel que le processus X = B (X
n’est pas un brownien sous Q) satisfait X; = f5; + fo s) ds, soit “dX; = df; + b (t, X;) dt”. On a donc résolu
une équation différentielle stochastique.
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Si b ne dépend pas de z : b(t,z) = g(t) avec 0+°° g% (t)dt < oo. Posons h(t) = fotg(s) ds. h € H'. Sous
dQ = exp (fooog (s)dBs — % Ooo g% (s) ds) dP, le processus By = B; — h(t) est un mouvement brownien sous Q.
Autrement, dit, si ® est une fonction mesurable positive sur C (R4, R), alors

F(@((B)is)) = Fl@(B+n)]
crp@len ([ owass— [ 7o)

Pour h de la forme choisie, on a donc que la loi de B 4+ h est absolument continue par rapport & la loi de B avec
une densité explicite. En fait, cette propriété d’absolue continuité implique aussi que h est de la forme donnée (cf.
Théoréme de Cameron-Martin).

Conséquence : Loi du temps d’atteinte d’une droite par le brownien.

Soit B un brownien, a > 0 et T, = inf {t > 0, B, = a}. Soit ¢ € Ret S, = inf {t > 0, B, = a — ct}. La loi de

T, a pour densité \/ﬁexp <—‘21—z) T{s>0y- Soit @ (w) 11{ } et h(s) = [y cliu<ppdu=: [J g (u)du. On a bien

E[® (B + h)]

maxw>a
[0,¢]

f0+oo g% (u) du < .

P(S.<t) = E[®(B+h)]
_ E_¢<B>exp(/o+°°g<s>d33_;/O+°°92<s>dsﬂ

1
= E [ly7,<sy exp (th — cQt)
N—— 2

Fr,-mesurable martingale

- 02
= E ]]_{Tagt}eXp (CBTQ/\t - 5 (Ta A t)):|

- 2
= E _]l{TaSt}exp (ac — 2TQ)}
toq a? 2
= ——exp | —— +ac— s> ds
/0 \/27['53 < 28 2

[ oo (o)
———exp| —— (a —cs s
0o V2mws3 P 2s

densité de la loi de S,

6 Equations différentielles stochastiques

On cherche & donner un sens a ’équation différentielle ¢’ = f (y) + bruit ou le “bruit” est induit par une mécon-
naissance de certains phénomeénes microscopiques ou ’absence de données microscopiques qui rend la modélisation
“simplifiée” y' = f (y) d’un systéme physique insatisfaisante.

Définition 132. Soient 0,b = R, xR — R continue et B un mouvement brownien. On dit que le processus continu
adapté X est solution de I’équation différentielle stochastique

dXt :U(t,Xt> dBt +b(t,Xt)dt
XO =T
t t
si, pour tout t > 0, X; = x +/ o (s,Xs)dBs +/ b(s, Xs)ds.
0 0

On appelle “dérive” de 'EDS la b (¢, X3).

Exemple 133. Un processus dont la fluctuations et la dérive est proportionnelle & la taille : soit og, by € R,

dX; = 09X:dB; + by Xdt
Xo =z>0
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Si og =0, Xy = x.exp (bot).
2
Sibyg =0, X; = z.exp (GoBt — %t)

2
On peut espérer que X; = x.exp (aoBt + (bo — %’t)) Dans ce cas, la formule d’Ité6 donne :

t t 2 t
1
X, = x+/ aoXsst—i—/ by — 20 Xsds—i—f/ 02X ds
0 0 2 2 0

t t
- :c+/ JOXSdBS+/ bo Xy ds
0 0

donc (x.exp (GoBt + (bo — %§t>)) est bien une solution de 'EDS.
t

(Xie~to?), est une vraie martingale donc E [X;e '] = 2 soit E [X;] = zePo!

. S ps
Si 03 > by, comme Bt s, 0, on a X; — 0.
t—o00 t—o00

Exemple 134. Processus de Ornstein-Uhlenbeck. On étudie 'EDS

dX, =dB, — X;dt
XO =T

On sait que la solution de L’EDO dY; = —Y;dt est Y; = Ype~t. On veut faire une sorte de méthode de variation de
la constante : on pose Z; = ¢! X;. Alors, par la formule d’It6 :

dZt = etht + etXtdt
= et (dBt — Xtdt) + etXtdt
= etdBt

t
Zy = ach/esst
0

t
X = etx—l—/ e~ (t=9)qB,
0

M)

Y

donc E[f (X3)] = /f (e’tx +4/3(1— e*Qt)y) . e\/% . (X¢), est appelé le processus de Ornstein-Uhlenbeck.

Lemme 135. Lemme de Gronwall. Soit T > 0 et soit g positive mesurable, bornée sur [0, T telle qu’il existe a > 0
et b > 0 tels que pour tout t < T,

g(t) < a+b/og(s)d5

Alors, pour tout t < T,
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Démonstration. On a

t
g(t) < a+b/ g(s)ds
0
t S1
< a+b <a+b g(SQ)dSQ) ds,
0 0
t S1 S2
< a—|—abt+b2/ dsl/ dso (a—l—b/ g(83)d83>
0 0 0
(bt)* (ot)" ! o
< a+a(bt)+a——+...+a +b"/d51.../ dsni19 (Sni1)
2 n! 0 0
(bt)? (bt)" ot
< _—
< a+a(bt)+a 5 +...4a o + gl © CE]

On passe a la limite :

g(t) < aexp(bt)+0

Remarque. 1) ||g||, n’apparait pas dans la conclusion.
t
2)g(t)< [yg(s)ds = g=0.
3) Par contre, g (t) < fot g (s)ds pour a < 1 n’implique pas ¢ = 0. Le lemme est donc, en un certain sens,
optimal.

Théoréme 136. Soit B un mouvement brownien. Soient 0,b : Ry x R — R continues et lipschitziennes en la
seconde variable, i.e. il existe K tel que pour tout Vi, x,y,

|0'(t7y)—0(t,$(})| < le_y|

Alors, il existe un et un seul processus continu adapté solution de I’EDS

dXt :O'(t,Xt) dBt +b(t, Xt)dt
XO =T '

Démonstration. Unicité. Soient X, X’ deux solutions de 'EDS. Soit 7 = min {inf {¢ > 0, |X¢| > n},inf {t > 0, | X[| > n}}.
Alors,

tAT tAT
Xipe = a:+/ U(S,XS)dBS+/ b(s,Xs)ds
0 0

tAT tAT
Xinr — X{p, = / (0(s,Xs) —o(s,X.))dBs +/ (b(s,Xs) —b(s, X)) ds
0 0
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I%é 9E /0 ) —o (s, X)) d(B, B> | +2E < X,) — b(s, X)) ds >2]

< & /0 —a(s,X;))2d<B,B>s: L2(EAT)E [tiT (/OW (b(s, Xs) b(s,X;))ds)
< & /0 —a(s,X;))2d<B,B)S: b OLE MlT (/OW (b (s, X,) —b(s,xg))dsﬂ
Jensen r

_ +AUE UOW (b (s, X.) — b (s, X1))2 ds]

Lipschitz tAT 5 tAT 9
< 2K2E U | X, — X ds] +2tK2E U | X, — X1 ds]
0 0

< 21@/0 (o (s, X,) — a(s,X;))2d<B,B)S_

t
< 2K*E [/ | Xsnr — X0nr] ds]+2tK2 [/ | Xsnr — Xoasl ds}
0
k 2
< 2K2(1+t)/ | Xsnr — Xipr | ds
0

donc | X;ar — X/..|> = 0 pour tout ¢. On fait tendre n — 400 et on obtient X, = X pour tout ¢.
Existence : On utilise la méthode d’itérations de Picard. On construit par récurrence la suite (X™), : X{ ==

et X =2+ fot o(s,X!)dBs + fot b(s, X)ds. Par récurrence on montre que pour tout n, X™ est continu est
adapté. On construit une solution sur [0, T]. Voyons d’abord qu’il existe C,, tel que

supE (Xf)ﬂ < C,
<17 L

Pour n = 0, c’est clair. Il existe C' tel que pour tout ¢ < T et pour tout x,

C (1+1al)
C (1 + \x|2)

o (t,1)

C(t,)

IA

IN

car t — o (t,0) est continue donc bornée sur [0, 7] blabla...

t 2 + 2
E[(Xt”“)g} < 3z)*+3E (/O o(s,Xg)st> +3E (/0 b(s,Xg)ds)]
t t
< 3lz|* +3E [/ 02(5,X§)ds]+3TE U bQ(S,X:)ds]
0 0
< 3z]?+3TC (1 +C,) +3T2C (1+Cp) =: Cpya

t
Donc pour tout n, / o (s, X})dB;s est une martingale. Posons g, (t) = E {sup | X7 - Xglﬂ. Alors,
0 s<t

¢ t
Xrtl o xp = / (o (5, X) — o (5, X071)) dB, + / (b (s, X2) = b (s, X57")) ds
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donc

5 2 J i
i) < 2K |sw ( | (X0 o (s, x27) st> 42 [sup ( | bt - (s.x2) ds)
s<t \Jo o<t \Jo
Doob [/t “] _ ’ 2
%O SE (/ ((7 (S,X:) Y (57X;l*1)) ng) + 2E [sup </ (b (S,X;L) —-b (57X;L*1)) d5>
o s<t \Jo
- o - L 2
< SE (/ (o (s,X:)U(Sngl))st> + 2E |supd </ (b(st:)b(&X:l))dS)
\Jo | s<t \0.Jo
. 27 178 2
< SE (/ (0 (5, X") — o (5, X" 1)) st) + 2tE |sup <§/ (b(s, X2)=b(s, X1 ds>
0 5<t 0
Jensen [/t %] J 2
< SE (/ (0 (s, X") — o (s, X171)) dBS> + 2tE |sup / (b(s,X2)=b(s, X)) ds
o s<t \Jo
Lipschitz t
< 8K2/ gn (s)ds + 2t K*E lsup/ |X” X 1! dS]
o 5<t

t
< 8K2/ gn (5)ds + 2tK*E [/ yXQ—Xg—l\zds}
0 0

Fubini t ¢ 2
< 8K2/ n (5)ds+2tK2/ E{|X27X§*1| ds]
0 0

IN

t t
SK* / gn (8) ds + 2t K> / gn (8)ds
0 0

IN

2 ' S S
2K <4+t)/0gn<>d

t
< OT/ o (5) ds
0

—+oo

On vérifie que supg; (t) < C. On peut alors montrer par récurrence que g, (t) < 5 . En particulier, Z gn (T)2 < 400,
t<T
< 0
+00 "
soit Z sup ’X v=Xr 1‘ < 400 presque stirement. Donc, presque stirement, la suite (X7, s € [0,77]),, converge uni-
n—1 s<T
formément. Notons X la limite. X est continu et adapté.
3 oo L
E [sup P Xéﬂ < Samt — o
s<T n— 00
= k=n
On a
t t
th+1 = z +/ o(s,X7)dBs —|—/ b(s,X7)ds
0 0
2
Or, foto (s, X™)dBs L f(fa (s, Xs) dBs, fot (s, X™) dBs fo s) dBs. Ainsi, pour tout ¢, on a bien
n—oo

presque siirement.

dXt = O'(t,Xt) dBt +b(t7Xt) dt
XO =T
O

Si B et B’ sont deux browniens (éventuellement sur des espaces de probabilité différents) et si X et X' sont
solutions des EDS respectives

dX, =0 (tX)dB+b(tXe)dt  [dX] =o(t,X])dB]+b(t, X)) dt
XO =Z Xé =Z
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Sous les hypothéses du théoréme précédent, le couple (X, B) a la méme loi que le couple (X', B’). X est une fonction
mesurable de B! De méme X" et X'™ (construits comme dans la preuve précédente) ont la méme loi pour tout n.
Si on note (X[),-, la solution partant de x, il n’est pas évident que x — (X[), est continue.

Théoréme 137. Soient o,b continues, lipschitziennes par rapport a la seconde wvariable. Alors, il existe F,
C (R4, R) = C (R, R) mesurable telle que

i) wi— (Fy (w)), est Fy-mesurable

it) Pour tout w € C (R4, R), Uapplication x — Fy (w) est continue.

i11) Si B est un brownien, la solution de I’EDS

dXt =0 (t7 Xt) dBt + b (t, Xt) dt
XO =T

est donnée par X = F, (B).
De plus, si U est une variable aléatoire Fo-mesurable alors la solution avec condition initiale Xo = U est donnée
par X = Fy (B).

Proposition 138. Soient o,b continues, lipschitziennes par rapport o la seconde variable et (X[), solution de
’EDS

dXt = O'(t7Xt) dBt +b(t,Xt) dt
XO =X

Alors, pour tout T > 0, pour tout p > 1, il existe C tel que

B sup XF ~ XYF| < Clo-l
t<T
[sup X’”p} < Clzlf
t<T
Démonstration. Soit T, = min (inf {¢ > 0, |X7| > n},inf {¢t >0, |X7| > n}). Soit p > 2.
sATy, P
E |sup [X3xp, — XY, |p] < Cp ||z —yl"+E |sup / (o (u, X37) — 0 (u, X)) dB.,
s<T ) s<t (Jo
sATy P
+E |sup / (b(u, X)) —b(u, XY))du ])
s<t |JO
BDG . AT, b
< Cp | lz—y/” +E |sup / (o (u, X7) — o (u, X¥))? du
s<t 0
sATy, P
4B [sup | [ (0. X0) ~ b (0, X)) du
s<t 0
P
Jensen _ tAT s |7
< Cp|lz—y|"+E [sup / (o (u, XT) — o (u, X)) du
s<t |JO
AT,
4B | [ 10X~ b X0 du
0
. AT,
< Co(lo—ol +E| [ X2 - X2 du
0

IN

CP |z — y|p +E [/ |Xu/\T Xg/\Tn ‘pdu})

Fubini
< Cp (|$ y|p HX;C/\T XyAT ’pdu]>

IN

Cp |z —yl" + [SUP ’X;c/\Tn - Xg/\Tn |p] du>
s<T
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Ainsi, d’aprés le lemme de Gronwall, il existe C (T, p, K)telle que E [sup ’X;U/\Tn - X!, p] < Clz—y/|’. On
s n

obtient le résultat annoncé en passant a la limite n — oo. Pour montrer E {sup | X P } < C|z|", on procede de la
<T

méme maniére. O

Attention! Le dernier résultat n’est pas une conséquence du premier avec y = 0!

Définition 139. On dit que X est une modification de X si pour tout ¢, P (Xt = Xt) =1

Définition 140. On dit qu’une fonction est a-Holder si et seulement si il existe C' telle que pour tout z,y ,

[f (@) = fWI<Cle—y|*

Théoréme 141. Critere de continuité de Kolmogorov. Soit I C R intervalle borné et X = (Xt),o; une famille de
de variable aléatoire & valeurs dans un espace métrique (E,d) complet. S’il existe q, £, C > 0 telles que, pour tout
s, t €1, Eld (X, X)) < Ct— S\HE, alors il existe une modification X de X telle que X est presque sirement
a-Hélder pour tout a < %. En particulier, X est continu.

Démonstration. Mettons que I = [0, 1] pour simplifier la notation et D = {dyadiques}.

Tchebytchev ¢
<

4*|t4*SP+E
ad

P(d(Xs, Xt) > a)
Si on prend o < 3,

PCU{d(X;szw)Z?m}) < o

On a bien € — ag > 0. Par le lemme de Borel-Cantelli, presque stirement, il existe ng tel que pour tout n > ng, on a

d(xi,xﬂ)
d (XT,X%> < 27" pour tout i < 2". Si on pose K := supsup ——5===—. On a K < +00 presque stirement
) n §<2m

et pour tout n, pour tout ¢ < 2", d (X%,X%l) < K27™. Par le lemme 142, on a pour tout s,t € D,

d(Xe,X;) < Klt—s|®

avec K < 400 presque strement. En particulier, X est uniformément continu sur d. E est complet donc on peut
étendre X par continuité de maniére unique. On pose X cette extension. Alors,
X est a-Holder
X est une modification de X. En effet, pour tout t € D, X; = X; et on a Eld(Xs, X)) — 0. X, =

s—t,seD
P - . - S - - R
X Q) X; et X, est continu donc X p—> X; donc X; = X; presque stirement. ]
s—t,s€D s—t,s€D

Lemme 142. Si f est telle que pour tout n et pour tout i < 2",

(o) o () sr

Alors, pour tout s,t € D = {dyadiques}, d (f (s), f(t)) < CK |t — s|“.

Remarque. On a montré

E[supxs—xzﬂ < Cl—yl
s<t
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On veut utiliser le critére de continuité de Kolomogorov. On munit C' (R4, R) de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact :

= o (suplu(s) v ()1 1)

s<k
avec o > 0 et > ay < 4o0.

Jensen p—1
E[d (X", XY)P < a aE[su Xf—X;’p]
aeem ) TS (ak) Do ek |sup |
< Cle—yl

pourvu qu'on choisisse oy, N\, 0 assez vite. Le théoréme d’extension de Kolmogorov assure qu’il existe X =
(f( 1) modification de X pour tout x et tel que = +— X7 est a-Holder pour tout o < 1 —
z€R,t>0

Théoréme 143. Supposons o (t,x) = o (z) et b(t,x) = b(x) lipschitziennes et (X7), solution de 'EDS

dXt = O'(t,Xt) dBt +b(t,Xt) dt
X() =T
Alors, (X7), est un processus de Markov dont le semi-groupe d’évolution est donné par P, f (x) = E[f (X})].

Démonstration. Soit f mesurable bornée sur RZ. On veut voir que E [f (X;15) | Fs] = Pf (Xs).

t+s t+s
Xpps = XS+/ a(Xu)dBu+/ b(X,)du

On pose X|, = Xoqu, Fl, = Fstu €t Bl, = Bsyy, — Bs (mouvement brownien). X’ et B’ sont (F,, )u>0—adaptes et

t t
X! = X5+/ a(x;)d3;+/ b(X") du
0 0

X' est donc solution de ’'EDS
dX] =o(X])dB;,+b(X])dt
X, =X, (Fo-mesurable)

Donc X' = Fx_ (B').
E[f (Xets) | Fs] = [ (Xe) | s
= E[f(Fx, (B),) | F]
/f(FXb ;) dWiener (w)
= Ptf (Xs)

donc

Posf(z) = E [f (Xﬁrs)}
= E[E[f(X5)] | 7]
= E[P.f(X?)] = PP.f ()

O

Théoréme 144. Sous le mémes conditions, le processus est de Feller. De plus, son générateur infinitésimal £
satisfait : C2 (R) C D (&) et pour f € C? (R),

2i@) = 3@ @) f @)
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Démonstration. On suppose o, b bornés pour simplifier. Si f € Cy (R), on doit voir P, f € Cp (R). La continuité est

OK car z — F,, (w) est continue. 11 faut aussi voir que |P;f ()| | ‘—> 0
x|—+o00

XF = x—l—/OtU(Xf)st—i—/Otb(Xf)ds
E[(Xf—x)ﬂ < C(t+1)

Pf(x) = E[f(X7)]

On combine cette estimée avec f — 0 et c’est bon.
o0
A-t-on P, f (x) —y f(x)? Oui car X® continu en ¢ = 0. X est don un processus de Feller.
—

Reste & identifier le générateur : Par la formule d’It6, pour f € C? (R),
t
= ren [ rxoaxy [,

/ (X))o (Xs)dBs +/t (202f”+f’b> (X,)ds

Rappel : si f(X}) fo s) ds est une martingale avec f,g € Cy (R) alors f € D(Z) et Lf =g. O

Conséquences :
Propriété de Markov forte
Pour u (t,z) = E[f (X])] on a vu que dyu = ZLu pour tout f € D(ZL).

Pour finir, un exemple ou on a unicité en loi de la solution d’'une EDS mais pas unicité presque stirement :

Exemple 145. Soit o (z)

-1 siz<O0
brownien car (B, B); = t. Alots W, = [ o (W,)dB, et —W; = [; o (~W,) dBs.

1 six>0 . t P
et W un brownien. Alors B; = o (W) dW, définit un mouvement
0
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