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91405 Orsay Cedex. M e cii i yisps
g SUEE dDﬂﬂE Lng "’}ar]Eie ,j”wfe _E'ﬂhab]f:‘ f,‘:'?_!'ﬂé::i i""'! =t uno f‘-!i:.-'fi“E ﬁ?:'
iy H i 1§ gt yne slases de

L‘f:lf’l!JI"I'l!ji"l!;l.!}lE!. Lonwn adlle dans ﬁgil‘*l:iﬁ_ﬂ . Aue 'on 1gentifie & un morpmstme
G T gans B . On cherche & quelles conditions £ peul gire
représentée par une |-forme fermée non singulis '

E[rese ar une i-lorme fermee non singuligre, ou en abrégé ost non
e, g v OU en abregé est non

o D'aprés D.Tischler [Til, 31 « est une t—forme fermeés non
;MQU“E“‘ ol i*Eu.t‘ Vapprocher par une forme voistne o qui est :::I's;-vrrr'f-‘
fermee non singultiere et dont Ja classe [w'] est retionnelle, i:'iE!—S{ﬂ:ﬁ-—!}fF'E'
qug je grouge des periodes im{a’] est de rang un ¢ alors r;Q_.i’:'},ps*dH DI.‘J'
pest une fibration de M sur le cercle S . Déms £ecas, e prs:;mgrm; ;51
?@i,?—;?;-:d’VIW 51 une apphication de M dans S' est homotone & une

) _ Le prr::me;ng est trivial en dimension = 2 : par ailleurs, les day
3% sivants ont ets étudiés & fond, ‘ o

1

1Yy S . ; . . .
S M est de dimension trois et irréductible ‘rondition

. . . . o
necessaire pour gu'elle puisse fibrer sur le cercle, sauf les c3e
gxCepli S ¥ PR ., ' o
r{ .F.f:m:;nel__. oula fibre est 5 ou P ), {Stallings] prouve qu'une
=19l ;ﬁfiﬂnnelle est non singuliere =1 et seulement 51 ker & est de
tijpe 1t ; (Thurston] prouve fans e R
e ]’ prouve que F'ensemble des classes non sinqulibres

;f' B f.-ﬁi- 85t decril par un nombre finl ¢ megquations lindares a
moefficients entiers (par r e T et e 1

S Lpar rappart au reseay H?Ui,E};T{argmn de Fespace

duall © on dira au’il 3 upe structure folisirs , _
i’»‘a‘emlﬁ ! Jl_r'3 GJ__ﬂ_a uhe r.:mjr__tuia polyedrale rationnele (voir auss)
ssbuse ge U, Fried dans {Fathi-Llaudenbach—Poénarul, p.251 - 266
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Sy M ezt de dimension = 6 2t £ 23t rationnelle, les
bravauxr de ! n*s-a-'der%.wiﬂpi. [FarreN] et {Sizbenmann] donnent les
conditions necessaires el suffisanties suivanies pour gque £ =oit no
singulisre ;

[y )
i'tl E

ai le revetemant infini cyclique i"‘i; assacié a le type dhomotopis d'un

complexe fini 1 de fagon éguivalente, Ho{He12) est de type fini, ker £

25t de presentation Jinie et une certame SOSINUCTION SECONOIe 7,080
0ans KoZ(my My est nulle
bi une certaine obstruction secondaire TiE) dans Whilm M) esi nulle,

La condition al 83t necessare en toutes dimensions. En revanche,
ps:’sur 25 classes wrationnelles en dimension = 4 | an ne conpatt pas de
zondifion autre que ie fail que teute classe ratlonnelle asses proche dot
etre non swnguliére (en dimension trois, la descnption de Thursion wmpligue
quialors £ est non sinquligre, mais cect pourrait bien ne plus gire vrat en
qrande direension, voir 2,71, Dfautre part, o condition de frntude 83 ffest
pas commode a verifier, surtout guend on &t vaner £ .

Uans ce Lravall, nous allons utihser Uapproche plus recents de
[Mowikowl, continues par Farber], quy permet de traiter Jirectament (g cas
wratiannel, Mous verrons aussi que cette methade 3 un rapport aveo des
travauy de ue';m; d'une part, et de [Bweri-Meumann-Siresel] d'autre
part. Sgralons aussi les travaux de [Gaogeghan-—-tihaiik] et de
[Dwuer—Friedl.

Mowvikow 3ssolie g & des groupes d'homslogie de 13 facon suwvants ;

o

zoit ) une forme representant £ sur le revétement dintégration M

l.'“’i'

caractérise par TFy f"ig = ker € , elle <e relgve en une forme exacie d 7.
On definit le complexe des chafnes singuiidres “modulo e bout m?a_,am‘ ite

a'est un vrai bout que 31 & est rationnelled

Colfiea™) = im” C(fie, T2y, = -
ait Yon note 'Jf_-: ) }'“ii}—m;r_‘]} . On oen déduit des groupes d'homolagie
71

;{i”?;yf:ﬂ“} « Leux—cine dependent que de £, et leur nullitd est une

o

condition necessaire pour que _‘ it non singuliére ;s dim M =26 ot
'TT]i"? =Z (donc f estrationnelle), Farber {op.cit.) montre que 1
FECIproquE est vrate.
Mous alions proceder de méme aver o revetement univarsel 2 .
ot definir ainsi des g?‘ﬂ?iﬂ’ﬂ?& zﬁ"?}ﬁﬁw!ﬂwﬁ ¢ Aovikov 3ssorivcs § £ ,-
que nous noterons H ¢ H‘-.-&,: i} La encore, leur nullité est une s:s:mdéi%t;n

Necessars pour que £ o1t non Singuliére. Plus generalemsnt, ona :

1

Proprietéd 1 (120 51 £ est représentée par une forme de Morse sans
singularite S*Eﬂrjite =k, glors Hi H.,wt J= 0 opour i=k,

En particulier. comme £ est non nulle. on oeul 13 représenter par une
forme de Morse sans singuiarite dYindice zero (cf. iLevittl, théaréme I11.13,
done oan a toujours H H‘ﬂ 3¢ )=0 {on donnera en 4.5, remarque 1, une
autre dérmanstration de ce rést ultat homologiquel,

ﬁ

(uestions. 1) S dim M
proprigte 1oest—elle yrais -
23 La nuilité de H,( i"'!,t-@!:_? mplhigue ~t—elle celle gg H (Moo, ™)

= H,(M,00

Lok <20 dim ™M, 18 reciprogue de 1a

]

YRS

—_—
[

A

N3 dimMz 8 et KaZimgHl et whylm M sont muls, 12 nullité de

H,f ?r--i,,;v;.,_:—j:: et de Ho(M,eee¥) suffit—elle pour que £ sait non

'A_I‘Hl"[-

singuliere 7

uite, onointroduit les anneaus

A = ZlmM] = | sommes finies Sn.og, g« i, np e 24,
f‘af‘ = { séries formelles © f, 0 telles gua, pour hauf ¢, ke nombre das
£l

q verifiant nq# O el £ig)»c oestfini}.

L
o
=
o}
=
#
p
=z
Bd
T

3t naturellement un A-module 3 gauche

el de meme Hy (M, 00071 et un As ™ —module.
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Proprigte 2 {1.4). Sait C, un A -complexe libre dant Phomologie est Les proprigtés 42 et A3 apparaiszent chez [Lavitt] = an déduit dy
__ R ' thénrame I que 1s classe £ eei: compiéfe ay sens de celi-oi (voir 1a
isomorphe a M !,H 23 . On considers e Acs7 —complexe Lp B Ly - ey I : -y ﬁ,. —_ = T
=R Lo T - _ definition en 2.2} =i et seulement si Hga H;:-‘J; 1oet H?!!_ H g Vosont
y ar e sion des scalaires [ glors son homoeiogie ne dépend gue de ) . _ B
shlenii par 2x1gnsion d . ' T - nuls. Par la methode da Levitt, on ohtient une propriets égui vg!wz’stu 3
AR a2t oila 22t is CUOOE 8 ML ML, 00 ' e llo - s - . :
HAMiZ)etde € el elle estisomorphe & H,(F, £ 7 _ celles du theoreme 3 ef portant sur les singquiarités diindice 1 de o fvoir
L 2.2.00 Nous espérons pouveir utiliser catie rars ctérieation dans un
gﬁmar@uaﬁn E.l U?i g L Eﬁﬂﬂ!:...., ana h-.”jue ;‘:iﬂhi’ H i ?'6* (¥ ;5? 3 afhesu f%a.:'f‘“ . ? ,j‘.’,jﬂ iﬁ?ei‘"‘i;ﬁur i:gﬁi”' I “'j‘af‘“ qg! i-’i’ j'ﬁf‘ﬂ@ﬂ‘ﬂﬁ'ﬁ'ﬁ . E_‘} ‘51- ﬁgj;ilt’é dE!
o - ; g‘p., i Sliminer ~oe o - - fs - %
E'T., n{ fl:‘fﬂ@!as—— Dd?- i i]iii” 35—’{” i_-_i:]““?"gilag = “%F * i BE,H'S; g daduyire o LE‘;- iq-'lc- 3 gﬂﬁi ?”Et é Hih?ﬂiﬂ:f LN MH?LE{«!]G? H‘,E ij Hiij%Lt’ P
faciiement que i3 nullité de H, a’;"; ST ) oest une condition strictement G . . o _
jac i £ S D'autre part, la proprigtd A2 apparalt dans iEizer!_if‘éazemir“’;aﬂn-fE:trebEij_,
plug forie que celle de H, N~ S d'aii Fon déduit une proprists equivalents portant ceulement sur M oet
2 [Navikoy] ﬂj@;ma r'm:a 1 woest une Jorme de Marge g marphistne £ {voir 2.5). On en déduit
represeniant £, ses singularilés engendrent Hbrement sur As7 un £
—— e J: . i ‘j : P oo $ i . _1 . . —a.. e -
complaxe dont Vhomologie est Hy(Me,e07 ) ; un tel énoncé {que j2 ne sals Lorollaire 4 (2.41. 51 er £ E‘*i 48 lupe 1o, alors My Miege 1 gt

" TRy + . k. : e e E i . . —
, ; - - . i W e c : ~ i our = k=
pas prouver) veste slirement valable pour H,Q Myoe ™) 5] Van rempiace H;J’i,mg ¢ E0M nuls. Lo reciprogue esi vraie si £ est rationnelle,

alE par A
UM oest de dimension trois et irréductible,

Oanz le reste du trava!, on s'inféresse su moduls H;i 1 "in‘i : _ [Bieri-HNeumann~Strebel] utilize les résultats de Sia allings et de Thurston
an particulier, on cherche & quelles conditions 11 est nul. Pour cels, on I ROUr prouver que £ est non singuliers et seulement AZ est vérifide.
représente © par une forme de Morse sans ‘:'m@iﬂﬂmﬁ d'indice zéro ; cect =y Ue fagon analogue mais plus simple, {Levitt] Arouve (& nan singuliére &
a pour conzéquence que, dans le revitement d'intégration, les parties il £ ”“Eita 2l La 39’*3“—‘??“«-@“*3”' homalo ogique gui s'en déduit permet, en
(T=c) sont connexes {cf. 0.3). S'inspirant e [Levilt], on obtient : E 1 alflisant (Sikaravl, de prouver un résultat de géamétrie symplectique :

Théoréme 3. Les oronrielés sulvanies sonl squivalentes - Théoreme S. On suppose que M est de dimension 3 et _irredurctible, et
que 13 section nulle 1 < T™M peut Sire d isjginte d'elle—méme par
A1 F! b estonul iz0topie symplactigus . Alors M fibre sur e cercle.
AZ) pour tout ¢, Je morphisme mii f=c) = myi g est suriectif ;
AZ} pour tout o, Japartie {f =c) dans le revdlement universel est Enfin, utilisant la proprigté 2, on montre que Hyl M, J0s 71 ne
cohnexe ; . L | depend que de 1 G et du morphisme £, et Van en donne s description
A4} e systeme projectif (mwyl fscl, c— —ove) vérifie 1a condition de . '
- T suivarte : siant donnée une présontation < Gysealy i Flaeeslp > de ™,
Mittan-Leffler (ML) {cf.[Swilzer], p. 1211220 @ pour tout o, il exicte ) 9
N . i on i associe la suite exacie de Lyndon {f {Lyndonl. p. 656




ot dy et do sont les applications A -lindaires & gauche données par

(h dylesh =g, -1 ., 1=1=p
(2} d~ 221 la multiplicalion & dreite par la matrice [ = EEis'is"{iig}:E

{notation du calow) différentiel Whre de [Foxll

Propesilion 6. On supposs £(g.) F 0 2t Von note & Ja matrice

apienue en suppriment 18 k ~igme colonne de D . Alors ios proprieies
syivanies sonl gguivalenies -

H

ak Hyl Myeoe 73 est )

by A definit ung application suriective de Y

W

u

o) il exriste une matr % & coefficients ijﬂ?l"- “sc- telle qus

.5‘:,“":"! = ldB__‘i :

g} il exisie une mairice % & coeTficienis dans A ielle que
5.4 = ii]f;.!_] + B ,ou § est C-négative, C'esi-&-dire que chaque

glement est une somme I =0 £lg) < 0.

e combinant ce razulfat avec le corallaire 4, on abtient des
proprietes caractensant, pour un groups G dﬁ {J réseniation finie, o

morphismes de 5 dans 2 dont e noyau ast type Tini {voir 4,33_,,

Le plan de g travail ast Ie suivant

e

) Suivant [Levitt], on donne quelques définitions et proprigtés générales

sur les |—formes iwr:r;ee; et en particulier les formes de Morse,

VoOn définit H.{ M, "‘“"Fw:i et Yon prouve les proprigtés | et 2.

23 On prouve 12 théordme 3 5 onoen déduit Je corollaire 4, puis une

caractérization hamologique des classes non singulidres en dimansion 2,
=

31 S'appuyant sur cette caractérisation, on prouve le théorame 5.
A} On provve la proposition 6 et g3 ¢ opséquence en théorie des qroupas,
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0. PRELIMINAIRES.

un ge donne Moet £ comme dans Vlntroduction, Siow est yns
forme reprézentant £, son intégration le ong des } rais difinit le
morphisme de ™M dans B ideniifid 4 £. Soan irmage &3t le groupe des

perindes, noté P{E) ou PLod) . La clazse (ou 3 forme} est rationnelle

-

s est de rang !, wrationnalle sinon,

singuiarites

Par aidlleurs, on note Sing w Venzemble des
{=zeroz) de o :alors w|M-Singw définit un feunlletage de
codimension un,

0.1, Lo ravéiemant d gration e Hf—ﬂﬂ fou p, M o'y e pes
de confuswon possibie) est celu tel gue m le = kerd . 51
represente £, c'est le plus petit revétememﬂ%‘_e% fue toul jacet ¥ dans
Movérifiant [ou = 0 se reléve en un jacet dans M. Donc ptw est
exacte, el on note ? une primitive globale {unigue & canstante additive
OrEs ),

Ce revelement est galoisien, de groupe Auti PR =

=

15‘1-"'&99 respiE), of

Vona feg-T = £g) pour tout gemM , g désignant san im age dans

Aut{FIM). 51 £ est rationnelle, ﬁ est le revétement infini cycHoue
ati

associe & Vapplication induite par § de M dans TSP = sl

: M=, onnatera 7 1
on @ de méme  feg- | = £{g) .

Sur fe revetement universel
arimitive de p w rorr pspandant &

“"’""'::‘iii

o . \ [P ¢
5o, c'eR, onnoters (o= 2ol = 3 ‘e, oD, et de méma

- g = K

;
(fzc) = [ Wl-e0,c]) | ainsi que nour

S0t ' une autre forms représentant £, aver pw! = dr’ .
alars, 1'- 7 est myarante par iw-a tfa:zrssfﬂ‘r nations gy revetement, donc

,l =

bornée : 0 an est de meme pae ]" - I .

0.2. Une forme de Morse est une 1—jorme fermés o tefle gu'ay
voisinage de toule sinquiarite, oneit Wi =df, o0 [ & un point critinue
non degeners. Les singularités sont alors en nombre fini et ont un indice

compris entre zéro et n = dimM ; une singuiaritd d'indice zére oy o
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ioun centre. Corgne pour 1es tinns, on

i

{fewtremum localde ) e

85 fon
montre que, dans toute classe de cohemologie £, les ?a:r'mes ge Morse

constitusnt un ouvert dense.

On appelie champ de guasi—gradienf pour o) un champ de
sur i telqus

al wi¥y> 0 osur M-Singul :

by prés d'une singularité ol w=df , on s W = gradf pour une
certaine metrigue.

Lin tel champ existe toujours, st permet d'associer & chague
singqularité d'indice 1 une var 'M'P stable et une varigis "si bla, qui sont
inages de R et de BTV par des immersions injectives.

[yl
e

5 £=0, cest-d~dire 31 W est exacle, elle @ nécessairemen

au moihs un point dYindice zéro et un dindice n . En revanche, on a :

Proprigaté (cf. [Levitt], théoreme 11110 _‘,E‘_é £
' t

£ 0, onpeul 1a
representer par une forme de Morse sans cenire

(0.3, Propriéts "“f fLevitthl. Si @ ezt une forme de Morse sans
5 ;;uularltﬂ d'indice zéro, alors dans le revetement g’ intégration toute

partie ‘i=r’i e'st nnexe,

Remargue. Cetis g:irapréﬁs?é reste valahle pour tout reveétement abelien
de M (au-dessus de 11}, en particylier le revétement abélien maximal
considerd en 2.5, En revanche, 2lle est fausse en géneral pour e

3 ]
k4

revitement universel @ voir 12 theoreme 3.

1. DEFIMITIOM ET PREMIERES PROPRIETES.

i.t. Soient M, £, w et T comme dans e § S0, aver

g

C £ # Ayec
des complexes de chaines singuiiéres, on definit ig Tfimite project

= -

Cel ooy ") = fim? LM f=el, oo -,

77

§i Von remplece W, { par W', ', lefaitque ['- T est
borné impligue gu'on s‘:hﬂ@;:? urs complexe canoniguement iscmarphe, ce oui

gu»h{ la notation, Un eiempm de ce complexe peul se voir comme une

-

chaine loralement finie 2 ﬁ}'uj telle que, pour tout o, il n'y ait gu'un
nombre find de simplexes & dont fe support o ‘est pas conteny dans

(fze) @ o'est done naturellement un Ay~ —complexe. £ Bomsfogie de

Nogigge H /1 ﬁ,iﬂf-—} g5t par defimtion Fhomologie de ce complexs.

ur 'homaolagie d'une limite projective de
zont suriectives {cf. [Massey] p. 4070

Proprieté. On a pour toul k une suile exacts ;

m Lo N T
(M, 7=20)—s H}{ i"ui_?i_ig Y i iimi" Hii M. 1

.
TN
g

0.23 umlh

1.3. Démonstration de la proprigis 1.
SUpposons f de Morze st sans peint critique d'indice <k .

al onoa d'abord W, f?’i Ii o= 0 opour 1= ko, Cect se dér ﬂmr::

-sgit en nolant gqu i‘:a:u‘raszxia:spn}uemem Mosfoblient & partir de | i‘é; o) en
ajoutant des cefles {en nombre peyl-8&lre infint), de dimension > k -

—z0it en notani gue ger;aﬂnqnmnem un objel de dimension = k évite
toutes les variéles insiables dong peut ire pousse vers le bas par le flot
de .

o} Onadonc a fortiori HM, f=k)=0 pour isk, et {1.1) entraine
Héiﬁ,cﬂb”ézi} pour i<k . Enfin, HH;{ﬁ,f 1 est engendre par les

points o rmquw dhindice k+1 : donc, s cdc’
iH, + i M, f=ci— (Hie 14! M, f=c est surjectif, 4ol 1a nullité du terme

lirn' dans (1.2}, n

1.4. Démonsiration de ls propriéts 2.
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Définissans d'abord un second a:cim;‘:aime ur f"z..,;"“’ donnant in

meme homalogis @ pour cels, on Jike une stucture cellulaire sur M, donc
une siruciure rfii“i-&quwai iante sur M. Le complede de chainhes

collulairas i':i‘:{ﬁ} est slors un A —complese Hbre de type find sur les

celiuies de M.

HMotant Kic) la rpumaﬂ des cellules contenues dans {f=c), on
defimit le complexe de ines cefiulares

L, (o070 = imY e MK, o= oo

L& encore, un @lément de ce complexe sinteroréte comme une
chaihe localament finie, donc on abtient un A~ —complexe. La preuy

que les deux complexes ol 1a méme | '*fif‘;‘sﬂ!ﬂf}‘e es{ lalsses apn exerc Ei_ﬂ,, ;
c'est une Cconsequence faciie du /3t que i ‘homoto Ci cellyigire dz 1 Eick
est egale & Phomoingie singuiigre,

L'intérat d'utiliser des chaines cellulaires est que i'on a un
isomorphizme nature]

' 3 _;‘;;-"1: i.N:E

La propriete 2 est alors un cas perticulier duy U‘;ém'éme général
des coefficients universels, cf. par e urnﬁas [Godement], p, 117 ; de ia
méme référence on déduit Iexistence d'une sulle 5;;:ertrﬁie convergeant

vers Hp+qf§*1 ru:a-v-"‘.i e-t telle que
B Hﬁf )

3;:

£l &
Eog Tar E{'

2 ?'r

De 13 proprigie 2 on deduit une nouvelle preuve de I3 nultite de
iMoo T el aussi oue f'an a

Hy ﬁ}mi‘é = Tar

ologie du A-module AT 1, ce QUi prouve 0ja GUe o8 moduie ne

Fl

S

dépend que de T!'}T"f 2t du morphisme

79

L

Z. CARACTERISATIONS DE LA MNULLITE DE Hyl Moo 70,

L
=

2.1. Preuve du théoréme 3. Nous allons prouver AT=AZ Ao AZ,
AZ=484 af Ado Al

Al=>AZ. Considérons ja suite enacte (1.1 pour k=1. Comme Moest
simplement connexe, on 3 Hyl M, f=zc) = H(j f=c) : de pluz, de la suite

a o

axacle H;H —+ Hsl ,_f:-‘i?:}“—-"i' H;{_fé!:} , on déduit Tim! me f=ci =

(2.2) i fe) s Hy(F o0, 7 — timH, (o) .
Supposons Al verifige @ on 3 donc HmGHﬁ{ f: oy = 0. 0Or,
comime o n 3 pjﬂ de smguiariip d'indice zéro, on sait gue 'apnlication
H;«{]{U—* H, f} doeat surective 51 ¢ < ©f L Donc tous ies

an or osont nuls, o

AZesZ. Lo ret,'@tmnrsni universel M- A induil un ravétement
qaloisien {f=ci—{{=c) da groups n;ii. Comme (f=c) esi connexe,

la suite exacte df hummnme associes donpe

(.30 mij=o Y =r) My 1 I Hs cY,

oy 12 fEe: i est induite par Vinclusion @ donc 1 est surjective si et
seulement si {_itr;} gzl connexe. O

REemargue. Ii est clair que dans AZ, on peut remplacer “‘pour tout ¢ ¥

par il existe o tel que®, donr aussi dans AZ.

™M

a2 =A4. a) Preliminaires. Soit 1 > O une gériaa’e de & : on peut

E:!.mpafser“qr_se 0 est une valewr réguiiere de . donc aussi kT, ke & .
Motons % y,..., Rp des relevés dans {0< | < ,‘_‘,! des smgularites
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dlindice I, Alors tout ;aumi; critique dfindice | de fdans (0 < f <1
slérerit k= é . ay g £ myHdmy M= AUt{HiY , i Elgd € T .

Choisissons un point base D dans {f=0) . &lors w{f=T,b)
act "“gnge;‘;gjré our -‘r[‘;{ %u g, tii par ies points critiques d'indice 1 dans
(0 TCT) 1 plus précisément, 4 chague ¥ on associe un lacet
ST e UBUES ol & est fa partie de la vanate statle de %

B
ib o
S i

au-dessus du mveay O, 8t 8y, 8> des chemins dans (f=0) Joignant

b aux extrémités de & (cf. figure 1. Alors wylf=T, b est engendré

par Vimage de 1,(f=0,b) etles [wg].

r

Prenons 0 dans (f= —T ) et, pour %= ;*:i,; b= rEp,
inposons & & et 8- de coincuder avec la variete stable de ';:-Z}- gntre
7 et -1 {of. figure 2} ; on oblient ainsi des lacels LETREE ._.‘}jp . ooit
®=q.x; un pont d'indice Tentre O et T alors g b} = 0, et il

existe un chemin ;‘-‘.5 de 0 & g.0 dans (f=0). On peut aiors

— ey =]

prendre ¥, = q CIEE
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(i

D) Supposons AZ vraie. Comme Tyl fﬁ—ﬂ:‘,ﬂ}-}ﬂ'ﬁﬁ,ﬁ} est

surjective, ¥ &st homotope dans M & '};s;"if:{ f=~T). Soit N assez

grand pour gue touies jes homoiopies 51—-" L 1=i=p, alent Hed dans

i< iNTY @ alors tout lacet wo= '\.g‘ Ty 3 a ! est homotope dans

iﬁf (N+13T) & %o =2 ?sfq , qui est contenu dans (=00 1 ceci

I:U ".a:l’

prouva que ﬂ] ED b e kfu'f: B ont méme Image dans

ny._ f:él.‘f‘l-!-l_.!’i:? b »oen uttlisant 1a periedicité, on en déauit (MLY. o

Ad=Al. Supposons a4 vraie, et soit 7y assacie i L = 0.
Mantrons d'abord AZ @ soit g um 2lément de m, M, il existe
<22 telque g soit Vimage de we S ]wa +kT) ; alors Vimage de
i:lans n‘;{f = KT} provient de -n’i{fi:f;f.l pour tout c=ry+kT, et r‘est &
fortiori vraf pour g, d'on AZ.
Ensuite., comme AZ«»A3 , ona Tim* Aol f=ci=0 1 donc,

d’aprés 13 suite exacte (2,10, 11 reste & prouver nm’l—i;us:_}zi.‘ﬁ. nr
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Laci nous suggers dappeier une forme de Morze sang singularite
d'indice zérn demi-rompléte & gauche siun Lel Jacet existe pour touls
ch=1. d'ol e résultat. o sinqularité d'indice un., On adapte sans diffie uite les methodes de [Levitt]
{preuve de la proposition 1.2} pour ;:u"u\mr ‘aquivalence de cette

{FLY eniraine jim's “TMff:}:% {cf. [Switzer], p.i131-132), et d'aprés Ia

e

suite exacte (2.3), on en déduit dim! Tyl f=

proprigie avec A7, donc s nullite de ngz ';";’! . Holons que i3

Z.2. Connexion avec les formes compléfes de [Leviti). - siabililé nar perturbation de 1 sjermms:a:;mgz%z:?_. g parmet de prouver,
' comime dans [Levitt], que Yenzemble | EHy o, % 20 d=0) est ouvert danz

a) Une forme de Morse o sans centre est dite compléte si to

| : =
chemin 8 dans M-Singul telque [yu =0 est homatope & extrémités - HUMIR) ; nous retrauverons ce résuliat plus tard {voir 4.4, remarque 1),

(RS G Un chermn canteny dans une Jeullle de @M -Singw . 0'aprés

fi 1
Levitt], Ta complétude est une progrigtd de 1g classe de oo ahomoiogie, et
f

, ? Z2.3. Preuve du corollaire 4. C'est l2 théoréme V.2 de ILavitt], ou
wocompiste & W el - verifient AZ). Donc :

Von a remplace 1a complétyde par sa caractérisation anma}nqwjuw :

_ .. . . , R , . reproduisons sa démonstration, en rappelant que & erd = n]i i"l
Proprieté. La classe £ gst cumpléte 51 et seulement s Hy (11,0073 o

e - N N N L . .
gl H!”’!‘""g }osont nyis. o al 5 -n"iaq_? ;_} est de typa fini, il est engendra par Vimage de
. . _ ) . ) . ik, ou K ast compact, donc par milcs f=c'i 1 oon en déduit qua £
bi Formes demi-completes, [Levilt] démontre qu'une forme {de ) 3 ) i
Morse sans centrel es! compléte si e% seulement 55, pour toule singuiarité gl —4 werjient AZ

s dlindice 1 ou n-1, les deux bouts stnquiiers izsus de s osont situes A
sur fa méme feuille, et i1 existe un lacet de connexion ¥ {5 -is} est il B} Supposohs rationne Bie, 3iors Lot
conteny dons cette feuilie) homolope & zéro dans M {voir figure 3). B ure varigle compacte, denc w,({=r) est 08 présentation ?WH PR G

i

(5]

5L complete, alors la surjectivité de (my{T=c) — m,(fe )} implique que

i‘ﬂ

-
L

ezt de type fini. o

Z.4. Corgllaire. 51 M est de dimension trois ef irraductible, iy a
aquivalence enire :

lacet de
connexion - 3} £ ast non swauiidre
w [ i L™y e > -_-w}-‘ a0
b H’i i,c e gl HylH,x a3 b ozont nuls,

Dﬁr"r'mnf?i’“affr‘sﬁ fa‘-f 1a..=w HJ mm“ l:',;!"E!_éifB e GI=LI{N) pour les

Motons N et [ les sous—ehsen hiea do H! (M, R} définis par a}
et b} on sait d8ja que NCD, el de pluz C est guverl icf, 2.31, Le
theoreme de fibration de [Stallings] dit que, si £ est rationnelle, elle
est dans N i el seulement 51 ker st de lype fini, clest-d—dire 3

i I3

ella est dans d'aprés le corollaire 4,

Figura 3
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Il ne reste plus ou'd voir gue, = Eoest drrationnelle o1 n'est pas dans N,
2Nz nlesi ;]aE; dans L non plus - oor, 18 description d8 N (T

implique Pexistence d'une suite de classes rationnelies tendant vers
el gui ne sont pas dans N, done pas dans O @ comme © est ouvert, £

ne peut Btre dans O, O

Remarque. £n fait, ta nullité de Hyf H,0a:-"1 suffit d'aprés
[Bieri-MNeumann-Strebel] (voir ce qui iut et lour thaorame E).

2.5. Connexion avec [Bisri—Neoumann—-Strebeil.

Qans  [Bleri-Heumann—Strebel], on considére un groupe & de
type {ini, de groupe des commutateurs 5° @ pour un morphisme £ ode
={glflgi=a1 puis

s |

K

dans B, on pose §

&
L

& Hom(G,RI-{0}|5" est de type find sur un sous—manoide
de type fini de Gg i

]

e
D}
[

ter fant, on prend le guotient par Vaction multiplicative ds EEJ_

Theoréme {[Bieri-Neumann—Sirebel], Théordme G (énéremant
modified}. On suppese G de présentation finie st ‘inn considere une

identifié & une classe de HY{M:R) . 3 £ estononnulle, on 13 represente
par une jorme ol ;osur le revitement 1M défipar myfl = &,

2

it

celle—ci ze releve en une forme exacte df . Alors la partie {{=0) de
M admet une unigue composante non  [—bornée, notée My, et les
propriets suivantes sont eguivalenies

by Le morphisme w,{M* (£ — myM est surjectif.

On peul reprendre Jeur preusve mol a mol en remplacant M par
i\if et FFEY par {T=0), ce qui comple étant Vanélianité des deus

revitements , doi ;
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Corellaire. 31 ¢ g5t une classe dans HMGERI-{0} , 11y a equivalence
H’;"F‘ .

utjl

Z.6. Dy résyltat précédent et dy théoréme Bl deo
[Bieri-Neumann—Strabel], on déduit 1a géneralisation suivante du
coroliaire 4,

(]

£ une classe non nulle guelcongue dans HY(MIRD -
type find <1 &t soujement sion 3 é-ifa’i,-u Ti=0 poyr

Corsllaire. Saoit
aigrs keré esi de

touie forme 1 itelle que ker] -
{531 ¢ estrationnelle, une telle forme est un multiple AL Ldonc

I'homniogie associée est celle de + £ omretroyve hien je cornllaire 4.)

b o
]
=
-

Z.7. Commentaire sur un exemple de [Bieri-Meumann—Sirebell.

Cet exemple (saction 5Y est celi d'un groupe G de présentation
jfinlz et 1ef que, dans HomdG:R}, V'ensemble £{5) est le complémantaire
de deux demi-droites brationneles (par rapoort au réseay
Hpﬁﬁ:ﬁf?.-"’tarzéss& du duail @ on n'z done olus 1a siructure rationnelle

polyédrale vraje si G est le groupe fondamental d'une varidtéd de
dimension trods. Or, en toutes dimensions =4 , on peut trouver une
varigté fermée M de groupe fondamental & ¢ done, i existe une classe
irrationnelle ¢ telle que

- Hyi,eae ") o,

- H;fﬁ I "}:{II! pour toule rlasse rationnelle £ assez proche.

[T ne parait pas déraisonnable d*‘ﬁﬂuif‘aqpr un example semblable pour la
proprigté EH*{H,@L et H! N.m zont nuls} @ enauite, si Von
savail repondre ;u-an‘ verment 3 la qupaﬂan 2 de VIntroduction, an pourrait
peut —atre trouver une clasce £ totatement irrationnelle teﬂ:ﬁ qua :

a) £ ne peut etre reprézantée par une forme non singuliers .

by toute classe &' assez proche [et rationnelle 7] peut Vetre,
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3. PREUVE DU THEDREME 5. [l resultera de la

Pl"ﬁﬂﬂﬁﬂ?ﬁﬁs Soit FMoune warigte fermés telle que 12 section nuylls
MCT M puisse atre disiointe d'e) oar une isolopie symplectigue
0043 s onnote o l3 forme de tiouville st £ eH

b E

(M:'F) laclasse dela

forme fermee OPML L Alorsona H (e Ti=0.

»ﬁ‘r
Tt
=
£
[t
o
i
aE
iy

En effet, comme [0, " n] =

H={M, m;‘*"‘* =0, donc de corollafre 2.4 impligue que £ est re

5
=
)
]
3]
=3
ol
D
[y

oar ghe ‘mrmn non—ginquiiers @ donc M Tibre sur le cercle.

Preuve de la proposition. D'aorés [Sikorav], on peut construire une
varigte farmée Y<U et une forme O non—sit wquliere sur MxY , avec

tes propriatés suivanies :

g} I ex1ale yne application i, i‘-""?':I g 5in ularites de forse
i

aiant pour seule singularite un point d'indice M 0 de plus, o it un
lcomorphisme da Ty sur "ﬂ"i—ﬁj =

oy La classe { ] oestde ia forme Ao, ol A est un nombre
quelcongue asser g oo = I ae]

L7 =Ly” =2t~ (=1, 7
Lemme 1. Ona: H(Vieo, ™) = Hy=L".
ela resylie de 1a suita iji. b et du fait que, si

Démonstration (esquisse)., O ;
¢ est une valeur requligre de Vapplication relevée p , O m“ i é:!iu
s'obtient homotopiguement en attachant une N-cellyle 'I"J:E- c-—-11.

RKemarque. Ce lemme est évidemiment un cas particulier de 13 théorie du
complexe de Movikoy évonguée dans Vintroduction.
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Ensuile, an choisit A dans Je groupe im£ , ef Ven five g,

dans mY telque £igil=4 . Onpose A = ZITMLAT = Ap™ ot Ton

regarde L (resp. L7 ) comme un sous-anneau de & (resp. A™ ) en
identifiant t & q .

Motons ensuiie

BT = B~ = Ef‘%g gt pour tout ¢, 9 a'y @ qu'un nombre fini de
fg,i1 tels que Mg F0oet flgivai=0),
¥

Un fait agir § & droile sur A en posant g.{g”@t‘}xg gg

Le fait que £(g.) =4 dit que ceci ¢'8tend en une action de B~ sur
A

enfin, défimiscons les complexes de chaines cellulaires

Cp = .MM, § =0 e, "= A @, Cp s

~ o D R L o R
= = !_Q l_{'?'}} 1 !:-':- = i-'_'__: 5:_&-9 FL\J.-L_- J= L l-‘ﬂL .

lemme 2. Ona Pisomorohisme de A —COnpieses

Demonsiration. Le complexe de gauche est isomorphe &

a7 gLy @»:;;IIZ-—_.-} s PUCelud de drotte & (AT B _235_,%_{:2 ¢ le lemme

résyite alors de B = faf; 0

Fin de fa preuve de 1a propesition. Comme & est non singuliére, e

camplexe £ est acyclique © comme il est libre, A~ ®g-C est encare

acyclique, soit H{C, @, -5} = 0 d'aprés le lemme 2. Or, L™ est
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. . f - -
avidernment un anneay euclidien done principsl © d'autrs part,
£ d'aprés le lemma 1, donc ta formule de Kinneth impligue

-
e
7
[N ..l
I’all
-

H{ ;:1 @L«E.ﬂ = H(D,), ool HC) = 0. o

4. CALCUL DE H{M,oep 70
4.1, Mous alions appliguer i3 methode indigues par la propriste 2.
Comine nous nous imiions a H-; , 11 sUTTit de se donner une suile .cu:?e

de A ~modules libres

Cp — 0y — Ly, coker dy =
Pour celz, nous nous donnens une presentation <gq, ... _,ggérg_, ,'r'q.".z- e
TT}-H ot i assooions la suite exacte de Lyndon evogques dans

Fintroductian,

Soit maintenant £ un élément non nul de HYM:R) | disons tal
8 2t T'on considare 1a suiie

iy

b,

gue £ig. #0 . On pose

&
L

AT = AP —— A

obtenue par extension des scalaires ; d'aprés la propriété 1, on a :
Hol Floag =) = Adim g
Hy{ M 00e 70 = ker di/im s

Dfsbord, notons que 1(95\,1 = —1 est inversible dans A ;3

ja:ia]ﬁf: d; act

;"'
l

par exemple £(g 30, son inverse est QE %“'
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Ensuite, on peut décrire le noyau de d, :

0
= e o5&, =
Lajyees, AplSEEN O) & "{ Aflgy—1 = 0 d'apres (4.2)
o &, -
| Tk ’

Mot ons ﬁ';_,_. : AP — AR 13 projection oubliant 13 k - éme

ordonnge ; elle induit un isamorphisme de kerd, sur AP~1 | dfon

S }%?_}fiin‘aiﬁ'kﬂ d- .

la proposition o, considérés comme syant ses cosfficients dans A .
4.5. Preuve de la propesition 6. U'squivalence de a) et de b) résulte
immediatement de {(4.4), et cellede hiet de cl e S‘?_ By m:ﬁnte Resie a

prouver o) e» di .,

t) e d). Soit ¥ verifiant ci. Notons K 13 valeur maximale ge £ sur
les termes de A . Comme ¥ est 3 coelficients dans :‘Ef” . 8llg ne
contient qu'un nembre fimi de termes sur lesquels £ wengj une valeur
==K smit XeMy o (A Ta somme de ces termes, alors {§-1a est
Clairement i—négative, donc %A a2 1a forme vouluye.

d) e o). Solent ¥ 2t B vérifiant di. Alors isjﬁ_,+8 g5t inversible

L}
dans Mp_y p_q{Ag 71, soninveree dtant ¥ (-0KBK | Donc, si fon
[ = I:j

Iy

pose ¥ = (id p—t +EITH, on aura ¥4 = id . O

D....

Eemarqr.les. i1 La condition 43 mentre de nouvesy nue {{ZEH‘{ i*],c-:u;‘_’j:[j:r}

21 Comme Yanneay f‘al,:“ admet un morphisme vers un corps, par
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