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INTRODUCTION

Le but de ces notes est de présenter certains résultats récents sur les orbites périediques des
systtmes hamilioniens dans R2" et leur application aux propriéiés topologiques des
symplectomorphismes, notamment la théorie des capacités symplectiques créée en 1988 par k.
Ekeland es H. Hofer {EH2]. Elles ne couvrent pas les développements plus récents ; capacitds d'ordra
supérieur, groupes d'homologie locaux de Floer-Hofer (voir 2 1a fin de cette Inroduction). Faute de
temps, je ne dirai rien des autres développements spectaculaires de la topologie symplectique de ces
dernitres années (voir [Ben 1] {Ar2] {G3] [Vi3]) [Ben2]), qui ont souvent des relations trés fortes
avec les résultats présentés ici.

Un important probléme de la théorie des systimes hamiltoniens est l'existence d'unc
caractéristique fermée sur une hypersurface compacte sans bord £ € R2".8i & = H™Y¢),
cela revient & trouver les orbites périodiques du syst2me hamiltonien % = Xn(X) qui se trouvent
sur £ {cf. § 2). Pour £ guelconque, le probléme reste ouvert, mais des progrés importants ont été
faits ces derniéres années :

En 1977, A. Weinstein {W 1] et P. Rabinowitz [Ra1] wraitérent te cas ol & borde un domaine
convexe (cf. aussi [Cl] ). En 1978, Rabinowitz [Ra2] protva le cas ot £ borde un domaine étoilé,
et il en donna avec V. Benci une deuxitme preuve [BR] par une méthode qui est & l'origine de tous
les progrés récents (voir le début du § 3). Par la suite, un grand nombre de résultats pius précis fut
obtenu dans ces deux cas particuliers (voir les surveys [D] [Ber] et le livre [EX].

La propriété de border un domaine convexe ou étoilé n'est pas invariante symplectiquement, Juste
aprés le théoréme de Rabinowitz, Weinstein [W3] introduisit la notion plus générale (et
symplectiguement invariante) d'hypersurface de type contact dans une varisté symplectique (voir le §
7), et conjectura qu'une telle hypersurface avait toujours une caractéristique fermée si H'(Z:R) =
0

En 1986, C. Viterbo [Vil] démontra [a conjecture de Weinstein dans R2" sans hypothése sur
HYZ:R) . Pen aprts, Hofer et E. Zehnder [HZ} démontrérent le résultat suivant : pour X
quelconque, étant donné un voisinage fenilletd de T, une au moins des hypersurfaces paralléles
admet une caractéristique fermée. Or une hyperswiace de type contact admet on voisinage feuilleté

par des hypersurfaces conformément symplectiquement équivalentes & % : done on retrouve le



théoréme de Viterbo. Le résultat de Hofer et Zehnder est actuellement le plus général sur l'existence
d'une caractéristique fermée dans R2" .

La relation entre les caraciéristiques fermées et la topologic symplectique est basée sur lidée
suivante : si B et B’ sont deux domaines compacts & bord lisse dans 2™, Fexistence d'un
symplectomorphisme enire les intérieurs Int B et Inl B’ doit impliquer de fortes relations entre
les domaines fermés et donc entre les feuilletages caractéristiques de 9B etde OB’ (voir § 2.8).
L'idée de la théorie des capacités sympleciiques est de montrer que dans certains cas les aires
gntour€es par certaines caractéristiques fermées de OB sont des invariants symplectiques de
lintérieur, De plus, on espere une certaine "monotonie” : si B contient B’ , on s'attend que les aires
des caractéristiques de B soient plus grandes que celles de B’ . Le prototype de ce dernier résultat
est le théoréme de Croke-Weinstein (1980) [CW]si B et B’ sont convexes (voir 6.5).

Nous ne.traiterons dans ces notes que de la premiére capacité symplectique, appelée ici capacité.
et notée ¢(B) . Elle est en fait définie pour toute partie B de R2", 4 valeurs dans [0, + 9], era

les propriétés suivantes :

1) Invariance symplectique : C(\ﬁ(B)) = ¢(B) ¥ P € Diff (R2",wpg).

) Monoctonie : c(B) = c(B") vyBCB.

(3)  Homogénéité : o{AB) = A%(B) VEB.

(4)  "Normalisaion":  c(B2°(1}) = 1 = c(B2(1) x R2"~2),

(&) "Théoréme de représentation” : si B est un domaine compact A bord lisse et de type contact,

alors ¢(B) = c(8B8) = A(Y), aire entourde par une certaine caractéristique fermée % sur 08 .

La capacité est un invariant proche de la "width™ symplectique définie par M. Gromov [G1] [G3]
via les courbes psendo-holomerphes. Une différence essentielle est que cette dernigre est un invariant
intrinstque alors que la capacité dépend du plongement : par exemple, la largeur d'un annean A €

R2 est son aire, alors que sa capacité est 1'aire entourée par la composante extérieure du bord (cf.
4.4),

Des propriéiés (1) & (4) résulte aisément le fameux théoréme de Gromov [G1] sur les
plongements symplectiques des boules ; la boule B2™(r) ne peut se plonger symplectiquement dans
un cylindre B2(s) x €™~ ' si s < r . On en déduit le théordme de Co-rigidité symplectique
d'Eliashberg er Gromov [EL1] [G3] : pour toute variété symplectique (V,®) , le groupe



DIff{V, ) est fermé dans DIff(V} powr la topologie C° (voir un énoncé plus précis en 5.2).

On peut préciser la propri€ié (5) si B est convexe : ©{B)} est la plus petite aire d'une
caractéristique fermée sur 8B . Mais c'est en général faux si B est seulement de type contact, méme
s'il est étoilé (cf. 7.6).

Une autre propriété importante de c(B) est la formule du produit annoncée par Floer et Hofer
[FH]. Nons la démonirons ici dans le cas oii les B; sont convexes ou des bords de convexes : si les
By sont des compacts convexes, ona £(ByX...XBy) = c(dByX...X88,) = minj c(B;}.
En particalier, la capacité d'un tore "standard" 8'(ri)%...% SYra) € ©" est minj mr? .
Plus généralement, il semble plausible gue la capacité d'une sous-variété lagrangienne fermée soit
sirictement positive (cf. 6.6 et 8.4).

Parmi les autres propriétés de ¢(B) , mentionnons le fait que c'est un minorant de I'énergie de
disjonction hamiltonienne [H). Cette nouvelle notion die 3 Hofer posséde des propriéiés trés
curienses (voir le § 8, notamment 8.4).

Pour terminer cette Introducu'oh, disons quelques mots des prolongements récents de la théore :
(1) Capacités d'ordre supérienr {EH2] [Vi3] : il s'agit d'une suite infinie c(B) = c4(B) =

¢2(B) =... dinvarians ayant des propriétés analogues  celles de ¢(B) . Si B est un domainé
compact convexe, il semble que ces capacités sont les aires de toutes les caractéristiques fermées du

bord, y eompris les caractéristiques multiples, éventuellement comptées avee une certaine multiplicité.
Par exemple, si B est l'ellipsoide de myons principaux (ry,r2,..rn} la suite des ci(B) s'obtient
en ordonnant de fagon croissante les nombres  { kTTrj2 | k € N*, 1<j=<n }.On peut déduire
le corollaire suivant : deux ellipsoides sont symplectiquement équivalents si et senlement §'is sont
linéairernem symplectiquement équivalents,

(2) Tout récemment Floer et Hofer [FH] ont annoncé Ja définition de "groupes d’homelogie
locaux" (I,°)x(B),B € R2".Si B aun bord Ksse de type contact, ces groupes permetient de
récupérer toutes les caractéristiques fermées du bord avec leur aire : l'existence d'une caractéristique
daire @ se raduit par la non-nullité des groupes (I3**®)2(B) pour £ assez petit. Cette théorie a
d€ja de nombrenses applications qu'il est impossible de mentionner ici. Citons senlement la
classification symplectique des polydisques : si D(aq,a2,..a,) et D(by,bz,..bn) sont
symplectomorphes, alors (ay,82,..a5) = (by,bz,..bp) & permutation prés (Jecas n = 2
résultait du théorbme de non-plongement d'une boule dans un cylindre).
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8.3. Cas de la dimension 2

8.4. Autres propriétés

Commentaires. Le lecteur est supposé avoir une cerraine familiarité avec la géométrie
symplectique (cf. les livres [Ar1] [W1] {LM] [Va] [AM]). En revanche, j'ai essayé de rendre ces
notes aussi "self-contained" que possible du point de vue de I'Analyse.

Apres un chapitre préliminaire d'analyse fonctionnelle, nous faisons dans le § 2 quelgues rappels
sur les systémes hamiltoniens et les isotopies hamilioniennes dans R*", mentionnant notamment la
propriéié d'extension et l'astuce d'Alexander {2.2). Ensuite, nous exposons le principe de moindre
action de Hamilton caractérisant les orbites périodiques des systémes hamiltoniens (2.3-2.5), en
essayant de préciser soigneusement I'espace fonctionnel et les propriétés de différentiabilité. Puis
nous introduisons le champ caractéristique d'une hypersurface de R2™ .

Les § 3 et 4 suivent de prés [EH1] avec quelques simplifications. Dans le § 3, nous définissons la
capacité d'une fonction H sur R2™ comme étant une valeur critique partculire {obtenue par
minimax, par 1a méthode de Benci-Rabinowitz) de la fonctonneile d'action associée. Dans e § 4, on
en dédait la capacité d'une panie de R2™ en considérant des fonctions qui sont nulles sur B et wés
grandes hors de B , et nous éwablissons les propriétés (1)-(4) de Tnwoduction. Dans le § 35, on
prouve les théorémes sur les plongements de boules et la Co-rigidité symplectique (en suivant
[E12]), etTon discute la netion (pas encore an point) dhoméomorphisme symplectique.

Le début du § 6 (usqu'd 6.3) expose le principe d'action duale de F. Clarkes [Cl] pour trouver les



caracténistiques fermées sur une hypersurface convexe : I peut s¢ Hre directement aprés le § 2. La fin
du § 6 etles § 7, 8 peuvent se lire directement aprés le § 4, Les 7.1 et 7.2 suivent de prés [HZ]. La
définition des hypersurfaces de type contact est donnde en 7.2, et le théoréme de représentation en
7.5. En 7.6 on donne un exemple d'étoilé & bord lisse ayant une caractéristique d'aire inférieure 2 sa
capacité. Dans le § 8 on définit I'énergie (ou norme de Hofer) d'un symplectomorphisme et 'énergie
de disjenction d'une partie de R27, et T'on montre gue celle-ci est minorés par la capacité. En 8.3
on moenire qu'en dimensior 2 ces deux notions coincident, et s'expriment en termes d'aire. En 8.4

on donne notarnment un résuliat curieux sur la comparaison entre 1'énergie et e suppor.
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netarnment Riccardo Benedetti et Margherita Galbiati, et aussi tous les auditeurs de ces exposés.
D'autre part, j'ai bénéficié de nombreuses discussions avec Helmut Hofer et Claude Viterbo, dont je
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1. OUTILS D'ANALYSE FONCTIGNMELLE

1.1. Espaces de Soboley de séries de Fourier (cf. [BR] p. 254-255, {K], p. 108 sqq,
[Zy}, p. 133 sqq).

Seit § un nombre réel quelconque. L'espace de Sobolev H¥(S!, €M) , ou simplement H¥ , est
par définition l'espace des séries de Fourier

%(t) = Z Xk ez-n'ikt
ke2

a coefficients %K € €M, vérifiant la condifion

& 1kI?F |x%]2 <00 .
ke2

C'est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
<HWs =T (21IKID25 (%, Ui,
kel

ol (x,Y) désigne le produit scalaire cuclidien sur C" .

5 s < 0, on considére H® comme un espace de séries formelles (ou de distributions). Si § =
0, H* est un sous-espace de HO | qu'on peut identifier & V'espace d'applications mesurables
L2(s,cn) . si s € N, H® estlespace des applications ayant S dérivées dans L2 .
Propriétés. Les trois premitres sont de simples exercices.

Propriété 1. Pourtous F et S ona

ixlls = max Y2 resyy2
ﬂgllr =1

Propriété 2 (lernme de Rellich). Si s > r, alors l'inclusion H® ¢ H™ est compacte,

Propriéié 3 (inclusions de Sobolev) . Si s > -;7 H® est contenu dans I'espace C® des lacers
continus. Plus précisément, notant CP Y'espace de Holder d'ordre p,ona

HY/Z+2 e veelo,



et 'inclusion est compacte.
Proprété 4. Pour 0 = s { 1,l'espace H® est Pespace des lacets mesurables vérifiant
JT 1€0) = x(u) 12711 - ul25 dt du < oo .

Cette propriété se démontre en remplagant {t~u) par sin T{t-u).L'intégrale double est alors
égaled ZaglxXl 2 ob Ak~ K125 si fk|~ oo

Nous travaillerons en fait suriout sur l'espace H'/ 2, défini par 1a condition 2 1K | |%¥12 Coo |
ou d'apres la propriéi€ 4 par

TF 1) = x@udl2/4t ~ ul dt du < oo .

I n'est pas contenu dans CO ni méme dans L™ (considérer %y = {kLogk)™' pour k = 2)
(cas limite des inclusions de Sobolev). En revanche, on a les propriétés suivantes.

H'/2 estcontenu dans LP pourtout p < +69 .

Propriéié 5. L'espace
La preuve de cette propriété résulte par exemple du théoréme de Hausdorff-Young, lui-méme
conséquence du théoreme d'interpolation de Riesz-Thorin, voir [Ed] p. 151-153 on [Zy] p. 93-101.
Plus précisément, on a ﬂx]ILP = Cv¥p %8 Ht/2 ([Zyl, p. l5?~158)

A Gins, Areooidiadt da e a Hall e

Propriété 6. L'espace. H”z contient C® pour tout £ > 0 (man alnc connempag/CO)
NN
?% Lo F& |

L2 - e ;4 .
& Ii“?f i3 { £ e 2 ! I
Propriété 7. Un lacet X € H/2 na pas de dlsconnnune de premiére espece. Plus précisément, si

les limites de X(t) a gauche et & droite exisient en un point g, elles sont égales.
Ces deux derniéres propriétés résultent immédiatement de la propriété 4,
1.2, Théorie du degré de Leray-Schauder (cf. [Le], [Sc, [Ze]).

Soient G un ouvert dans un espace topologique E , G sa frontidre, & * 6 — E ure
application continue et p € E\@(G) . On cherche 3 définir le degré de & en p parTappoit 4
G, c'est-a-dire un entier (dans & ) qui mesure le nombre algébrique de solutions de 1'équation
©(x) = p dans G . Clest possible si E est un espace de Banach sous une hypothdse de
compacité.



Théorame. Soient E un espace de Banach, G un ouvert borné de frontitre G et & une
application continue de G dans E telle que €—id prenne ses valeurs dans un compact. Enfin, soit
p un pointde E\&(G) . Alors on peut définir de fagon unique deg(¥$,p,G) € 2, avec les
propriéiés suivantes.

5] L'applicadon p — deg(&,p,G) est localement constante sur E\ &(G) {qui est ouvert
car § est fermée).

(ii) §i deg(®,p,6) # 0, $(B) contient p ainsi que tout un voisinage de P .

(i)  Si (D) est une homotopie d'applications continues de G dans E telleque ( V¥ t )
@ —-id prend ses valeurs dans un compact fixe et p ¢ Pl 6y, dlors deg{@+,p,G) ne
dépend pasde 1.

Gvy Sipe G,ona deg(id,p,G) =1,

) sig=U i G etqueles Gj sont ouverts et disjoints, ona deg(®,p,G) =
2 i deg(@lplsi)-

1.3. Théorie du minimax de Lyusternik-Schnirelmann (cf. [Sc], [P], [Ze]).

Soient E un espace de Hilbertet @ : E = R une fonctionnelle de classe C!. On note
@'(x) sadifférentielle en ¥ . C'est un éiément du dual de E, qui s'identifie 2 un élement de E :1le
gradient V&(x). Onabiensir (&' (X} = FVS()I .

Quand on recherche les points critiques de ¥ , ¢'est-2-dire les points ot @' s'annule, il arrive
souven: que I'on puisse trouver des X telsque | ®'(x} ]| soit arbitrairement petit. On ne peut pas
toujours en conclure 4 I'existence d'un point critique (méme en dimension finie : (%) = Are tg x
sur R), mais c'est le cas sous des hypothéses convenabies de compacité. Une des plus naturelles
est la suivante.

Délinitions.  (a) Onditque P vérifie la condition (PS) ("Palais-Smale") si
Xn € E, 1@ (xp)l =0 et 1B(n)is ¢ < +o0

(P5)
= (¥n) 2 une sous-suite convergente (ou: reste dans un compact),



La limite de la sous-suite est alors un point critique de 2 .

(b} Scit ¥ une famille de parties de £ . Le minimax associé 3 & est I'élément de oo, + 0ol
défini par

c(®,F)y= inf sup D(x).
Fe¥ xefF

De méme le maximin associé est

ctH(@,F)= sup inf &)= -c¢c (-8,F).
Fe¥F xefF

Ces définitions permetient de donner une version wés simple du résultat de base de la théore :
Proposition. On fait les hypothéses suivantes :
() P vérifie la condition (PS).
{b) Le gradient V& zun flot (\0) défini pourtout U € R.
(c) F C ®(E) estinvariante par Py pour ¥ = 0
(dj c¥(P,F) estfini.

Alors ¢*($,F) estune valeur critigue de & .
Démonstration. Posons ¢ = ¢*{&$,F) . T suffit de prouver

(ve>0)(qxeE) c-e=x=dM)=sc+e a VR =¢.

En effet, faisant £ = 1/n , la condition (PS) donnera une suite convergente ver§ un point crifque
de nivean C.

Supposons gu'au contraire il existe € telque |V &| > € sur & " W{c~£,c+E]) . Par
définitiende ¢ ,ilexiste F € Frelque ®|F = ¢ ~ € . Paraillears,ona (d/dul(SPy) =

Iv®] 2%, donc

(R eFe@ePulx)=c+e) = (d/du) (e (x)) = 2.

10



On en déduit @ [P2,¢{F) = ¢ + £, contredisant Ia définition de © . n|

Remarques. (1) Pour gue (b) soit vérifiée il suffit que @ soit de classe C1*-1P erque
fV@(x)|| ait une croissance au plus linéaire en | % .

@) 1l y a beaucoup de variantes de la propriété (PS) : par exemple on peut demander qu'elle soit
vraie seulement si (%) converge vers ¢ ,ousi ®(X,) est dans un certain intervalle.

£)] Tout ce qu'on vient de dire s'étend aisément au cas d'une variété hilbertienne. En revanche,
si E est un espace de Banach (ou une variété banachique), 1a théorie est un peu plus compliquée
puisque E ne s'identific pas 4 son dual. Il faut alors wtiliser un champ de quasi-gradient, ou plus
généralement des déformations de Lyusternik-Schnirelmann [P} [Ze].

11



2. SYSTEMES HAMILTONIENS. PRINCIPES VARIATIONNELS

Nous travaillons dans R2™ , muni des coordonnées (P1yasePnsQ1s---qn) etde la structure
symplectique standard Wwg = & y dpk A dQk = dp A dq. 1l est commode de Tidentifiera G
enposant Z = P + ig,desorteque Weo = 1/2 dz A dZz, ouencore wo(X,¥) = (iX,¥)
(produit scalaire euclidien). Le champ hamiltonien associé 4 une fonction H estalors X = iVH, od
VH estle gradient euclidien.

2.1, Difféotopies hamiltoniennes (cf. [Arl], [LM], [Val, [W1]D

Soit H:t v He € CH*LIP(R2ZM R), 0 < t < 1, un chemin eontinu. Considérons
les équations de Hamilton associées z = th(Z) = {VHelz), soit

P = - 3H/Bq , § = OHe/Bp.

Si elles sont intégrables sur [0,11 powr toute condition initiale, ainsi que celles assocides 3 —H
(cestlecassi |H'¢(z)] = alz)+b ), les solutions définissent un chemin ¢’homéomorphismes
(V1) telque

*) _ Yo=1id Pt = KnoPe.
On notera
Y1 = exp (H).
Si He estdeclasse CK*! (k 2 1), Pt estdectasse C* etfona Yi*Wo = L.L]Q .En

particulier, si H est de classe C* on a un chemin dans le groupe Symp (R2™) des
symplectomorphismes C® de R2" . On l'appelle difféotopie hamiltonienne associée & H .

Réciproquement, si 1 — P estun chemin C! de difféomorphismes tel gue \Pt*u.lu =
Wq,alors Ky = iotnpt" est un champ hamiltonien : Xt = Xy, (ceci parce que R2" est
simplement connexe ; sur une variéié symplectique quelconque, on n'aurait qu'un champ de vecteurs
localement hamiltonien).

En particulier, une difféotopie symplectique, c'est-a-dire un chemin C* (1) dans
Symp (R2"), est hamiltonienne : il existe H = (Hy) declasse C*° teile qu'on ait (*). Si (\P+)
est & support compact, on peot prendre H A support compact. On dira alors que P, est
compacternent _hamiltonien. On notera Ham<(RZM) e groupe des symplectomorphismes
compactement hamiltoniens,

12



Cas autonome. Si H € C'*LIP(R2M R} ne dépend pas dutemps et si Xy estintégrable, on
obtient ic flot hamiltonien Yt = exp (tXy).

Astuce d'Alexander. Soit P € Symp (R?") . La construction classique en topologie
différentielle

Yil(z) = (plz) — PN/t + v{0), 0<t s
Yolz) = ¥I0).z + YOy  ( V(0) € Sp(RZ™))
donne clairement une difféotopie symplectique de WP 3 Y . Comme Sp{RZ") est connexe, we
denxizme difféotopie symplectique permet de joindre P 3 lidentité. Donc Symp (R?") est
connexe, autrement dit tout élément s'écrit P = #xp(H) pour uncertain M € C®(RZINXI,R).
Remargue. Si Y est 3 support compact, on ne sait pas si H peut &tre pris  support compact,
autrement dit si \P € Hame (R2?™) . Dans le cas de Diff (R™) ,la question analogue a une
réponse positive pour N1 < 3 et négativepour i = 6.
2.2. Isotopies hamiltoniennes. Extensions
Définition. Soit B € R2™ | Une isotopie de plongements WP : B — R2M est dite
hamiltonienne sl exisie Hy définie sur un voisinage de \P¢{B) telle que Bbt = Ry oPe .81 B
est compact, cela équivant i demander que l'aire balayée par tout lacet de B soit nulle (cf. [Ar]) :
(Vv ¥:8'—=B) [[sixr @*Wg =0 , ot &(x,1) = V(¥ (x)) .
On obtignt alors Ht 2 une constante prés par ia formuie
He(P (%) — He(Pe(y)) = jf]x[o,t] B*Wg
S(x,1) = Pel¥(x)), ob ¥ estuncheminde X 1 Y.
L'extension des fonctions donne 'extension des isotopies hamiltoniennes : si B € R2" est
compact et si P¢ 1 B — R2" est une isotopie hamilionienne, alors elle s'étend en une

difféotopie hamiltonienne (@)  support compact

Les deux résultats suivants nous seront nfiles,
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Proposition. (@ Si B C RIN ey compact et s1 P € Sump {(R2N) | il existe Y o€
Hame (R?") telque ¥ |B = $|B eten partculiertel que ¥ (B) = P(B).

{b) Dans le cas ot B est éroilé par rapport & un point on a Ja méme conclusion en supposant
seulement gque P est un plongement symplectique de B dans R2".

Démonstration. (a) Ceci s'obtient en combinant I'asmee d'Alexander, le fait que toute difféotopic
symplectique est hamiltonienne et I'extension des isotopies hamiltoniennes.

{b) L'astuce d'Alexander est applicable & cause de la propriété d'étoilé, et elle donne une isotopic
symplectique B — R2" de P alidentité. Comme B est simplement connexe, cette isotopic
est hamiltonienne, donc l'extension des isotopies hamiltoniennes permet encore de conclure.
_ 2.3. Fonctionnelle d'aire entourée
Soit x 1 8' = R/Z — R2" un lacet, provisoirement supposé de classe C'.Onle

prolonge arbitrairement en une application F : D2 — R2" de classe C' et l'on définit Laire
entourée par ¥ comume étant

A = [
DZ

Si A estune primitive arbitraire de Wg , la formule de Siokes donne  A(X) = -rS‘ %N cequi
montre gue A (%) ne dépend pas du prolongement. Pour A = p.dq, on a la formule familidre
A(x) = [ p.dg.Pour X = 5 (p.dg - g.dp) , il vient

AGO = [ £ (1), () - (at), B ) at

Tl 3 (), =1 X0} at

% ¥, -1 x> o -
Cette derniére formule montre que si I'on utilise les coefficients de Fourier on a

Alx) =1 T kixk|Z.
ke

Donc H'? est l'espace naturel de définition de A : elle y définit une forme quadratique continue
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donge de elasse C°° . On peut encore éerire
Al = £ ~(Ix" 14202 + 4,232},

ot ¥* (resp. X7 ) s'obtient en ne gardant que les coefficients de Fourieravec k » O (resp. K <
0 3. On en déduit que le gradient (pour HY 2 Yde A est donné par

VAM) = ~x7 4+ x7,
Notons aussi les égalités
<VAR), €212 = dA(x).E
= <%,-il>0 = <(~i%,6>0 .

A priori ces formules sont valables seulementsi € € H' 2  Maissi x € HS pourun § > %,
alors on peut les étendre 3 € € H‘"s . En particulier si X € H! on peut prendre € dans HY |

2.4. Fonctionnelle d'action. Différentiabilité

Soit H € CO{R2"x{0,1],R) . On nowerna H(z,t} = H«(2) . La fonctionnelle d'action
associée est définie sur l'espace H' 2 par

Au(x) =  p.dg - Hdt .
Autrement dit :

Ap(x) = Al - %p(x)

1

Hu(x) = Jp Helx(1)) dt.
Propesition 1. On suppose que He est de classe C' pourtow t er que I'application dérivée z
> H¢'(2) est uniformément lipschitzienne : |Hy'(z1) - He'{z2)] = Clzy = 221 . Alors
My est différentiable sur H'/ 2 etlona

%y (0.6 = [.| HI (). E() at

= I, (TH, E) at
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= {¥He(x),E20.
De plus l'application différentielle x == dH H{x) est uniformément lipschitzienne.

Démonstration. Notons d'abord que Thypothise implique 1H(z)| = Clz|2+ c(t) donc %y
est définie déja sur HC . Ensuite, on a

He(z+h) = Hel2) + (VHe(2),h) + g4(z,h) , leelz,mi = Clhl2.
On en déduit par intégration
RKyu(x+E€) = Bulx) + <THH,E>0 + €(x,8)
ledx, &)l = ClENa)?s CllEly, 2?2,
ce qui prouve que by est différentiable avec la différenticlle indiquée. Comme X +— V Helx)
est globalement lipschitzienne de HO dans HO, ® +— d%y(x) Festa fortiori de H'/2 dans
H/2 o
Proposition 2. Supposons de plus que Hy est de classe Ck (k = 2)erque He K est
globalement lipschitzienne, Alors ¥ est de classe Ck | et ses dérivées successives s'obtiennent en
dérivant sous le signe somme.

En particulier, si Hy est de classe C® et support compact, alors ¥y estdeclasse C « .
De méme si He(z) = alz1? + b hors d'un compact.

Démonstration. On déduit des hypothéses que ¥y a un développement de Taylor :
Wk +8) = Wulx} + ax).€ +...+ (/KD alx). (€, .., 6) + £x(x,€)
= g
ai(x).(€,..,6) = [ R UN.(EW,.. (1) at
e, &) = C(IENL s+,

Rappelons que HY 2 est contenu dans [ p<+00 LP (1.1, propriété 5). Ceci implique que le

k+t , ¢t aussi que a;(%) estune forme i-linéaire continue sur

reste est majoré par C' (1 &11,2)
H'Y2 et que %+ @;(X) estcontinue. La réciprogue de la formule de Taylor {Ch] [AR] permet

alors de conclure que Yon  est de classe ck.
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2.5. Principe variationnel "3 période fixée"

Proposition. Les points critiques de Ay s'identifient aux trajectoires %#(1),0 s 1 =1 ,de
Huy telles que %(0) = x{1) . Dans le cas autonome, ce sont done les orbites fermeées de période 1
de Xy .

Démonstration. D'aprés ce qui précéde, la différentielle de Ay est donnée par
dAn(x).€ = — [T (I % + VHe(0),E) dt = =<i % + VH(x),ED0.
Donc
dAR(X) = 0 & X+ VH(X) =0 & % = {VHi(x) = Xy (x).

A priori cette derniére €galité est valable an sens des distributions. Elle implique d'abord X € H' C
£9(s',C") puis x € C'.Donc elle est valable point par point, autrement dit t > x{t) estune
trajectoire de Xy, - De plus X(0) = x(1) puisque X estun lacet continu.

Réciproquement, si t > (1) est une wajectoire de Xp, telle que X(0) = %(1), alors x
s'identifie  un lacet Lipschitz donc € HY2 et X est clairement un point critique de Ay. O

Remarques. (a) D'habitude on énonce ce principe avec des lacets C' ou H' (cf. par exemple
W21, Hofer et Zehnder [HZ] ont été parmi les premiers 3 wavailler dans l'espace Hi/2 ,cequi
parait le pius agréable dans R20.

{b) 1l n'est pas du tout évident que Ay ait un point critique. On ne peut appliquer les méthodes
usuelles de Morse-Lyusternik-Schnirglmann pour wrouver des points critiques de Ay , comme dans
le cas de la fonctonnelle d'énergie pour une variété demannienne car tout point critique 3 un indice et
un co-indice de Morse infinis, On verra dans le § 3 une fagon de résoudre ce probléme, die &
Rabinowitz.

2.6. Champ caractéristique

Soit £ C R2" une hypersurface de classe C'*LiP  Taforme Wg induitsur £ une
forme @y quiaen tout point un noyau de dimension 1. Ce noyau engendre le feuilletage
caractéristique de Z . Une autre fagon de le définir est de considérer une équation locale H = C

pour £ :le feuilletage caracténistique est alors dirigé par Xy | Z .

Nous supposerons toujours Z fermée. Elle borde alors un domaine compact B , donc est
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munie d'une orientation wansverse, et F ¢ est un feuilletage orienté. Dans ce cas il existe une
fonction M définie sur R2" telleque £ = H™'(c), niveau régulier.

Une caractéristique de T est par définition une feuille de ¥ ¥ . Nous nous intéresserons
particulidrement aux caractéristiques fermées. Si £ = H™*c) elies correspondent aux orbites
périodiques de Xy|H™H¢).

Remargue. Pour nous une caractéristique fermée sera toujours une sous-variété orientée de
dimension 1. Notons que si t+ %(1) est une orbite périodique de Xy | £ , alors (t — x(kt))
{(ke2)et (tr—x{t+a)) (3 € R) donnent naissance A la méme caractéristique fermée.
Exemple. Considérons l'ellipsoide

n
S(ryy-..rn) = {{24,.0.2n) € C" | 2 lzy/rjl2=1}).

Les équations de Hamilton sont éj = (Zi/rjz) Zy, Vs j = n (cequiéquivautd n
oscillateurs harmonigues découplés). Les solutions sont donc de la forme

Zy(t) = 24(0) exp (2i/rj2) t.
Supposons que les rapports r‘jz/ re? sont irrationnels pour J # k. Alors les caractéristiques
fermées de =(ri,...rn) sont en nombre exactement N : ce sont les cercles Cj =

{O1x... XS‘(rj) X ...%{0} ,intersections de T avec les axes de coordonnées de C” .

Questiol‘l. Soit & C Rzn uneg hypersurface fermée lisse. A-t-elle toujours une caractéristique
3] G
fermée ?

Remargue. En fait, on ne connait pas d'exemple ol il ya meins de n caractéristiques fermées, ni
méme oil il y en a un nombre fini différentde n .

2.7. Principe variationnel "3 énergie fixée"
Proposition. Soit H : R3" — R une fonction C'*“1P On suppose que ¢ est une valeur
régulitre de. H , de sorte que H™'(c) = I est une hypersurface de classe gi+tir,

Alors ¢ estune valeur régulitre de ¥y, et les caractéristiques fermées de £ correspondent

aux peints critiques non constants de A%y~ ) . Plus précisément :

% estun point critique non constantde Al %p~'(c)
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>
(3% #£0) % = AXpix).

Lenombre A est unique : c'est le multiplicateur de Lagrange.

Démonstration. Un point critique de %H estun lacet tel que VH{X} = O, donc H{x(t)) =
cste = ¥u(x), ce qui implique que € est une valeur réguliere de %, . Ensuite, la théoric des
exiréma lids dit que ¥ est un point critique de & | %y~ H¢) siet seulementsi : (3 X # 0)
dA(x) = Ad¥p{x) . Comme dans 2.5, ceci équivant 3 : X = AXn(x ). Enfin, le multiplicateur
de Lagrange A estnion nul si et seulement si X est non constant,

2.8. Symplectomorphismes de domaines 3 bord

Soient By ,B2 C R?" deux domaines compacts i bord lisse. §'ils sont symplectomorphes,
Jeurs bords le sont aussi donc les feuilletages caractéristiques de 9By et 9B 2 sont
symplectiquement conjugués. Cette dernitre propriété est uds forte, elle implique en particulier gue

"beaucoup” de domaines compacts difféomorphes & une boules sont non symplectomorphes.

Propaosition. Si de plus H'(B1;R) = 0 les aires des caractéristiques fermées des bords sont les

mémes.
Démonétration. Soit P un symplectomorphisme de By sur Bz, etsoit N une primitive de Wo
sur R2" _Si % est une caractéristique fermée de 0B, alors ACP(¥)) = -r\P(X) A=
T4 P*N.0r PN estune primitive de W sur By done I'hypothése implique que
Y*N - A estexacte. Onendéduit [, P*\ = 3 2 = Al¥) , dob le résultat,
Questions. (1) Si 8By et B2 sont symplectomorphes, en est-il de méme pour By et By ?
(2) Supposons Int By et Int B2 symplectomorphes :
(a) Enest-il de méme pour By et By ?
(b) Les feuilletages caractéristiques de @By et 0B2 sont-ils symplectiquement conjuguss ?
Comme on ['a indiqué dans 'Tntreduction, les résultats tout récents de [FIF] disent que si By et
Bz sont strictement étoilés alors les aires des caractéristiques fermées des bords sont les mémes. En

revanche, tout récemment Ya. Eliashberg [EI3] a annoncé une réponse négative 4 la question 2 (b)
méme dans le cas od Bl et B2 sont des domaines convexes dans R? |
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3. CAPACITE B'UNE FONCTION

Dans cette section on cherche 2 associer 2 une fonction H 3 R#™ — R, unnombre c(H)
qui soit un invariant symplectique. Pour cela on coasidére la fonctionnelle d'action Ax(x) = Ix
p.dg — Hdt . On va définic ¢(H) comme étant une valeur critique privilégiée de Ay, en
d'autres termes une valeur de I'action sur une certaine orbite de période 1 de Xy

La méthode utlisée est diie 3 V. Benci et P. Rabinowitz [BR] : elle consiste 3 appliquer & Ay
un procédé de minimax, ou plutdi de maximin sur une famille F d'objets de "codimension
moitié". Le choix le plus simple est de prendre pour & Tensembiedes ¥ (S¥), 00 S* estla
sphére unité de E* et ¥ une "déformation admissible” (cf. 3.1).

Le faitque & nedépend pasde H donnera immédiatement la dépendance continue de ¢(H)
envers H pour la topologie CP . On donnera ensuite, sous certaines hypothéses sur H , un
encadrement de c{H} , disant en particulier qu'il est fini et positif, et on prouvera que ¢(H) st bien

une valeur critique de Ay . Enfin, on utilisera cette propriété pour montrer I'invariance symplectique -
de c{H).

Notations. Onpose E = H/2(S!,C") .Lanormede E seranotée f 11,2 , 1 1,2 ou

Il
3.1. Déformations admissibles

Définition. Une application continue ¥ : E— E est appelée déformation admissiblesi ¥ =
%¥1,00 (¥y) estune hometopic telle gue Yo = id et

@ YWENETSE®) = ENE"®E?) . Autrementdit: x* # 0 =¥, ()" # 0.

® Fulxd= alx,w)x* + bx,Wx% + c(x, W)™ + K(x,u) ,ou (a,b,c,K) est
continue de E X {0,1] dans ]O,+00[® X E etenvoie toute partie bomée dans un compact.

L'ensemble des déformations admissibles a deux propriétés essentielles. D'abord, il est stable
par composition (évident), Ensuite, on a le résultat d'intersection suivant, qui est l'analogue en
dimension infinie d'une propriété d'enlacerent ("linking"), cf. la figure 1.

Proposition (proprét d'intersection). Soit & € E*\{0} . Alors :

(¥%eT) ¥ n(E dE%BR.e) ¥ &

Démonstration. Scit (¥u) une homotopie ayant les propriéiés (i) et (i) de la définition. Soit
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Wyt B*— E* l'homotopic définie par
(k) = (a(x,u) . yu(x)t si x € §°
FTuh) = AW () st €8 et 0\ (1.
Les propriétés de (¥ ) impliguentque Wo{%) - % estcontivue sur B* % [0,1] 3 valeurs
dans un compact et que ¥y |S* ne prend jamais la valeur O . La théore du degré (ef. 1.3) dit
alors que deg('¥,,0,B*) = deg(id,0,B*) = 1 . Donc im(¥,) contieat un voisinage de O,
et en particulier il contient un élément Ae avec X > O .Dviem
Ae € Ry Wy(SH) € R+(¥(S*NT,

doncilexiste X € S* et o > O telsque he - ¥ (%) € E~BE? . On en déduit
¥(x) € ET®E°@R.e, ce qui prouve la proposition. o

3.2. Définition.Soit H € C%(C",R+) . Lacapacité c(M) estle maximin de Ap sur

la famille de parties ¥(S*), ¥ € I' . Antrement dit -

c{H) = sup inf Ap(R) = sup inf (aulw(S*)).
¥ el xeu(S*) ¥erl

Notons d'abord des conséquences immédiates de cette définition.

Propriétés. (1) (monotonie) Si H = K, alors c{H) = d(K).

(@) (continnizd)  [c(H) -d(K)| = sup  |H(z) - K(2)] .
zeCP

(3) (homogénéité) Si A # 0,alors d{AZH{(z/A)) = A2d(H) .

Démonstration. Les inégalités (1) et (2) résultent de

An(x) = Al = [T LK) = Hx(D) } dt

Quant & I'égalité (3), eile résulte de AR 2H(z/) (%) = AR (AKX) etdufaitque (x+> Ax)
estdans I" .
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3.3. Encadrement
Proposition 1, Pourtoui H € CoC™ ;) ona

c(H) = sup {wlzd2 -HE2)),
zegn

olt Z; € T estla premi¢re projection de 2.

Démonstration.  On applique la proposition 3.1 avec e € E' défini par elt) =
(271t 0,..,0) . Onen déduit

(Vvyel) inf (Anl¥(S*)) = sup{Ayl{E"® E°@ Re)).

Donc C{H) est au plus égal au terme de droite. Reste 2 majorer c¢ dernier :si X = Y + Ae avec
ye E™® E% ,etsi %y(t) € C estla premidre projection de %(t), il vient

Ax) < A(he) = A2

A

w1 fyle 2 i ()t 2

1A

m [ Ix(t) 1 2dt .
On en déduit
An() = [T O Ixg()12 - Hx(D) ) at
d'olr Ia majoration cherchée. 5]
Proposition 2. Seoit H € (", R4+) une fonction tefie que
Int H™0) # &
(3C>0)(vz) IH@I = CUzi®+D

Alors c{H) > 0.

22



Démonstration. II s'agitde trouver ¥ € I telque Apyl¥{S™*) soit minoré par une constante >
0 .8Scit z € C" un point prés duquel H s'annule, Comme (X X ~ 2) estdans I, on peut
supposer Z = O . L'hypothése sur la croissance de H implique qu'on a [H{(z)| = C'lz|?® pour
tout 2, donc % wu(z) = OCIxl_3)3. Or d'aprés 1.6 (propriété 5) ona x| L3 =
allxll 1,2 donc
Hulx) = o=l 5)3 .

Doncsi ¥ € E* et "Kl]E—’O ,ona

Aulz + ) = Alx) + 0UIxH ) = $UxI? + o(lixl )2 .
On peut donc prendre ¥ (X) = z + £X pour £ > O assez petit.
Définition. Une fonction H € CO{C",R,) est dite admissible si

IntH™Y0) # &

(3IceR) (Vz) mizl1% - C s H(2) = C{zi3+1) .

Les propositions 1 et 2 impliquent immédiaternent la

Proposition 3. SI H est admissible, c{H) estfiniet > 0.

3.4. Propriété de valeur critique
Définitions. On ditque H € C®(R2",R) est guadratigne (2 l'infini) silexiste a et b € R
tels que H(z) - (alz{2+b) est & support compact. Side plas @ € TZ on dit quelle est non

résonante (4 l'infini).

Proposition. Si H est admissible, quadratique et non résonante, alors c(H) est une valeur
critique positive de Ap .

La preuve de cette proposition utilise les lemmes 1, 2 et 3 suivants.

Lemme 1. Soit H quadratique. Alors
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(@) Y%y envoie tout boné de E dans un compactde E .

(t) Legradient VAy aunfiot (Py) défini pourtout U € R ,tel que
Pulx) = e7¥x™ + x% + ¥’ + K{x,u) .

o K envoie tout borné de £ X R dans un compact de E.

Démonstation. Ona VAR{(X) = —x™+ W =T Hy(x) o0 THu(x) € £ estle gradient
de Yy . D'aprés 1.1, la norme HS de VHu(x) vaut

[ 9%ux)ls = sup {THR(%),E21,2
]I C“ t=—s5 = |
= sup  <VH(x),E>0
ll€|l 1—5 =
= ITHOObsm1 -

En particutier, on a | 7400 13 = 17HX) o, dob
175y < Clllxlo + 1)

Donc V¥ envoie tout bomé de H® dans un borné de H', ce qui implique le {z) d'apres 1.1
(propriété 2).

Ensuite, appliquant la méthode de variation des constantes i Véquation (d/dunpu(x) =
T An(P(x)), il vient

Wulx) = Alw) ylw), Al x = e™“x" + k9 + e¥n*
y(o) = x, dy/du = -A(-u) V3u(AD) ylu).
La majoration de  § ¥ 3%6u(x) |l1 implique I dy/dullo = fdy/dully = Ce¥(Hywlo + 1.
Par le lemme de Gronwall, on en déduit fy(wllo = f(uy (xlg + 1), d'o une majoration

analogue pour || dy/dully . Par inwégration, il vient

ylu) - xly = gw (Ixko + 1.
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Par la compacité de I'inclusion H' € HY2 = E , on a donc ylu) = % + Ky(x,u) , ot Ky
envole les bornés de £ dans des compacts de E . Enposant K(x,u) = A(U) Kq(%,u) ,onen
déduit le lemme. o

Lemme 2. Si H est quadratique et non résonante, alors Ay vérifie (PS).

Démonstration. Soit (Xp € E) une suite telle que V Ay (%) — 0. On va monwer que (Xp)
reste dans un compact (sans méme avoir besoin d'exiger que AH(XP) soit borné).

Notons d'abord que, comme dans le lemme 1, on a
IVARRI L2 = lix + THOE -1/ 2,

De plus, par hypothése il existe @ € R\ TTZ tel que VH(2)-2az est a support compact. On en
déduit

i%p+2ax%pl =32 5 li%p +VH(xp) —q/2 + I FH(xp)~2a%p K - 1/2
= o(1) + O(D).

Donc | >Ep +2aXp |l —1;2 est bomé, ce qui implique que le coefficient constant Xp® est borné.

Ensuite, le faitque @ ¢ TZ implique que (X = 1X+23X) estun isomorphisme de E
sur H7Y2 donc (§ix +2axl-1;2) ~fxl1;2.Donc 1%l 1,2 est bomé, et la propriété
(*) implique que V¥ y(Xp) reste dans un compact. Or VAu{Kp) = ~Xp~ +xp* -V Hulxg)
— 0 ,donc %p * et Kp  restent aussi dans un compact, ce qui achdve la preuve de (b). a
Remarque. S8i @ = k17 ,k € N, on peut montrer que la propriété (PS) est encore vérifide sur
RN\ {-b}, c'est-a-dire si 'on exclut la valeur eritique associée aux "grandes” solutions de ¥ Ay =
Q.
Lemme 3. On suppose H admissible et quadratique. Alors :
@ cH) = c*(Ap,F) ,ob F ={¥(S") |y el,inf{Agi¥(S*H >0},

(b) & estpositiverment invadant parle flot (\Py) de VAY .

Démonstration. (a) résulte de ce que c(H) > O _ Pour prouver (b), considérons F € F, soit F
=¥(E*), ot ¥ e et inf (Ayl¥(S*)) = & > 0. Utilisant les notations de la preuve du
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lemume 1, on définit un champ de vecteurs ¥ sur £ ¢
vix) = = %7+ x* = p(Ay(R)) VHu(R) |

ot ptR — [0,1] vérifie p(s) =0 sis=sOepls)=lsisz=d,

Soit ¥ ) leflotde v .1 aévidemment les propriétés données par le lemme 1 pour Pyl
De plus, comme AglE"®E? = 0,0na vIE“®E® = -x" .Onendéduit ¥ (ETHED)
= E-@EC, ce qui implique Y (EN(E™HE®) = EN(E™ @0 puisque Yy estun
homéomorphisme. Done ¥y € T pour tout U . Enfin,soit U = 0 .Ona ¥ulan™ e, +0of)
= Py ,dob '

YulF) = Puy(S™) = ¥u(¥(S*).

Comme I' est stable par composition, ceci prouve (b). n|

Preuve de la proposition. D'aprés Ia proposition 3 de 3.2, c{H) est fini et positif. De plus,
Ap vérifie (PS) (lemme 1), VAw aun flot défini pour tout U (lemme 2), et c(H) estun maximin
sur une famille de parties positivement invariante par le flot (lemme 3). La proposition 1.3 s'applique,
donc c(H) estune valeur critiquede Ay . o
Cetie proposition est 'un des principaux outils pour le calcul effectif de ¢(H) . Puisqu'un point

critique de Ay est une otbite de période | de Xu ,on peut l'ugliser si l'on sait résoudre les
équations de Hamilton associées & W , par exemple $i H ne dépend que du rayon :
Coroltaire. Sideplus H{(z) = f(iz1?), alorsilexiste s > O telque

c(H) = sf'(s) = f{s)

f'(s) e MN*.

Démonstration. Les équations de Hamilton s'écrivent X = 21 (1% 12) % . Donc la trajectoire de
Z € R?" est tracée suria sphere S2P7(1z|) , etelle s'écrit

%(1) = x(0) exp (2if'(syt ), s = [x(0}|2.

Tile décrit un cercle de centre O et fait ([1'(s) /1) tours par unité de temps. La condition pour
quelle se referme au temps | est dene {f'(s) € WZ). La valeur critigue associée est alors

26



sf'(s) ~ f(s) . Comme elle doit &we positive et que f{s) = 0 ,ona J'(s) € TN* .
3.5. Imvariance symplectique

L'invariance symplectique de ¢(H) serait immédiate si le semi-groupe I" des déformations
admissibles contenait P* pour tout P € Symp(R3"), ob P*(x) = xe\Pp . Mais ce n'est
pas le cas, et il n'est pas évident de donner une autre définition de fagon & conserver la propriété
d'intersection 3.1, 11 faut donc passer par un chemin détourné, qui utilise le fait que c(H) estune
valeur critique de Ay .

Lemme. Soit H quadratique. L'ensemble V(H) C R des valeurs critiques de Ay est
d'intérieur vide.

Démonstration. Nous allons voir que V{H) est contenu dans l'ensemble des valeurs critiques
d'une fonction € sur R2" . Le lemme résultera alors du théoréme de Sard.

Soient {®s) = (exp (tXy)) et F = Fix {<y) . Alors
xecritfAy) & ®(O)eFet (V1) x(t) = ota(x(0)) .

Définissons B : S'x F — R2" par 8(t,2) = oi{z) . Alors B est localement la
Testriction d'une application C® . Par partition de l'unité, ceci impligue que $ séendi E €
C=(s' x R2",R2") . Alors ¥(2)(t) = B(t,2) définit une application ¥ € C*(R2",E)
telle que crit{An ) C im(Y) . Donc V(H) estcontenu dans I'ensemble des valeurs critiques de
A e ¥ € C®(R2" R).

Nous pouvons maintenant prouver l'invariance symplectique.
ymplecnq

Proposition. Soit Y un symplectomorphisme compactement hamiltonien de R2" et soit H
admissible, quadratique et non résonante. Alors ¢{Hs"P) = c(H) .

Démonsiration.  Soit (Ys) une difféotopie symplectique i support compact telle que P = Py,
Pourtout s, HeP< ales mémes proprétés que M, donc ¢(H e ) est une valeur critique de
AH e\p o par la proposition 3.4. Or Ay s¥ = A puisque P est symplectique, d'olt
AH. PYe = Al Ys* . Cela implique que Ay o1 ales mémes valewrs critiques que Ay, donc
l'application s *> c(He D<) est i valeurs dans V(H) . Comme elle est continue d'aprés la
proposition 3.2, le lemme implique qu'elle est constante, d'oi le résuitat.
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4. CAPACITE D'UN ENSEMBLE
4.1, Définition et premidres propriéiés
Soit F(R2Z™) l'espace des fonctions H = O, continues sur R2", & croissance au plus
quadraiique. 51 B C R2"  onnote F(R2",B) le sous-espace des fonctions qui s'annulent prés

de B .Lacapacité c(B) estdéfinie par

c(B) = inf c(H) € [0,+00] si B est borné.
He ¥(R2",B)

c(B) = sup ¢(B") € [0,+00] si B n'est pas borné.
B’ boné C B

Remarques. (1) Il résulte immédiatement de cette définition qu'on a ¢(B) = c(B).

(2) Rappelons quesi H < K ona c(H) = c(K) . Donc on peut remplacer ¥ (R2",B) parun
sous-ensemble "cofinal”. On utilisera surtout le sous-ensemble

&(R2",B) = {H € F(R?",B) | H est quadratique et non résonante } .

(3) Si HIB = O on peut approcher H par des fonctions de ¥ (R2M,B), donc la capacité ne
change pas si l'on prend l'inf sur toutes les fonctions nulles sur B .

Les propriétés suivantes de c(B) résultent aisément de la définition.

Proposition. Soient B C B' C R2" et N > 0. Alors:

() (monotonie) c(B) = c(BY.
(i) (homogénéité) c{%B) = A%e(B) .
(iii) (régularité extérieure) B compact =
c(B) = inf 5o clUe(B)) Ug(B) = £-voisinagede B.

Démonstration. Pour toutes ces propriéiés on peut supposer B et B! bomés. Alors ¥ (R2",B)
contient F (R2",B") donc () est clair puisque I'inf est prise sur plus d'éléments. La propriété (ii)
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est une conséquence immédiate de la proposition 3.2,(iii). La propriéié (iii) résulte de Ia remarque (3)
ci-dessus.
4.2. Invariance symplectique
Théoréme. Pour tous B C R2" et Y € Symp(R2") ,ona
c(P(B)) = c(B).

Démonsiration. On peut supposer B borné. Alors la proposition 2.2.(a) fournit Y €
Hamc(R2?") tel que Y(B) = W(B),dot

c(¥(B)) = c(y(B)) = inf { c(H) | H € &(R2",Y(B)) )
=inf {c(He¢~") | H € 6(R2",B)).
Or c(Hey™1) = c(H) par la proposition 3.5, d'ot c(W(B)) = c(B) .
Remarqﬁe. On peut se demander si une propriété plus forte n'a pas lieu, 3 savoir 1'égalité
c((B)) = c(B) désque P est un symplectomorphisme défini sur un voisinage de B (ou de
B ), comme c'est le cas pour le width de Gromov [G3]. En général il n'en est rien (voir 4.4), mais

ona:

Corollaite. Soit B C R2" gpoilé par rapport & un point (par exemple B convexe). Alorssi P :
B— R2" est un plongement symplectique, on a c((B)) = c(B).

Démonstration. Cela résulte de la proposition 2.2.(b) si B est compact. En général, on utilise la
régularité intérieure (conséquence immédiate de I'homogénéité et de la monotonie, aprés avoir
translaté B pour le rendre étoilé par rapporta 0 ) :
B éwilé = c(B) = sup c(K) .
K compact C B

4.3. Capacité de la boule et du cylindre

Jusqu'ici, toutes les propriétés de c{B) que nous avons vues sont aussi valables pour ¢'(8) =
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cste.(vol(B))!/ M. La propriété capitale suivante montre que €(B) est en fait un invariant de
nature trés différente du volume.

Théoréme. Pourtout = 0 ona
c(B2"(r) = 1rr? = c(B2(r) x R?""2).

Démonstration. Par 'nomogénéité et la moﬁotonie il suffit de considérer le cas I = 1 et de montrer
c(B2(1) X R2""2) < w =< c(B2"(1)) .

(1) Majoration ¢(B2(1) X R2"~2) < 1. Il s'agit de montrer que pour tout compact B
€ B2(1) X R2"~2 ona e(B) < 77 .Orona mw(l2112-1) < ® sur B, doncil existe H €
F(R2",B) telle que H(z) = (lz11%-1) sur C™.On en déduit

c(B) = c(H)
< sup (mlzil2 - HEZ) (proposition 1 de 3.3)
o zec"
=T.

(2 Minoration ¢(B2"(1)) = 7. I s'agitde voirquesi H € &(R2",B82"(1)) ona c(H)
> 17. Comme ¢(H) est une fonction décroissante de H , il suffit de wouver une fonction K €

&(R2",B2"(1)) quisoit = H ettelleque c(K) = T . Pour cela, on prend K de la forme
K(2) = 1(1212), 00

f(.s) = 0 sur [0,1]
f'111,5] croitde 0 2 a € ]0,+oo[\TW2Z
flS,+=l =a.
Ces conditions sont évidemment compatibles avec I'inégalité K = H .
D'aprés le corollaire 3.4, il existe So tel que c(K) = sof'(so) - f(so) et f'(so) € MN*.
Depluspour § = 1 ona f'’(s) =z 0, don sf'(s) = f(s) = f'(s) . Il en résulte c(K) =

f'(sg) = 1T, ce qui achéve la preave du théoréme. ]

4.4. Autres propriétés
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Proposition. La capacité de la sphere 52"~ () est €gale & celle de Ia boule :
e(S2" ) = .

Démonstration. 11 suffit de minorer €(S2"~'(1)) > 1 . La preuve est presque la méme que pour
B2"(1)) , l1a seule différence étant que la condition ( f(s) = 0 sur [0,1] ) estremplacée par

f(0) = 0 et 1'(s) < 0 sur [0,1] .

C'est clairement compatible avec l'inégalité K = H . Par exemple on peut imposer {(s) = 0 si §
= £ (cf. figure 2).

Corollaire. La capacité de I'anneau A(a,b) = {z € R2 | a <1z]< b} est c{A(a,b)) =
mh2,

Doncsi b2-a2 = b'2-3'2 mais b # b',A(a,b) et A(@',b") ont des capacités
différentes bien qu'ils soient (abstraitement) symplectomorphes. En revanche, pour n = 2 un
argument de volume dfi & D. McDuff [McD] montre quesi C(a,b) = {z € R2" | a < |z] ¢
b },alors C(a,b) et C(a,b) sont symplectomorphes si et seulementsi @ = @' et b = b’ .En
fait, si C(a,b) admet un plongement symplectique de degré 1dans C(a',b"),alors @ = a'.

Question. La capacité d'un domaine compact est-elle égale 2 celle de son bord (s'il est suffisamment
régulier)? On verra que c'est le cas si ce bord est connexe et de type contact (§ 7).
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5. RIGIDITE SYMPLECTIQUE
5.1, Plongement d'une boule dans un cylindre
On considere la décomposition standard (R2",Wp) = (R?%,Wgq) X (R2""2,00) .

Théoréme ([G2]). S'il existe un plongement symplectique P : B2n(r) — B2(s) X R?""2,
alors ' = 5.

Démonstration. Puisque B2™(r) est convexe, le corollaire 4.2 donne c(W(B2™(N) =
¢(B2"(r)) , donc le théoreme 4.3 implique c(\p(Bz”‘(r))) = 17r? . Comme \_P(BZ”(I’)) c
B2(s) X R2"~ 2, la monotonic donne T2 < Ts?, d'ob le résultat.

Corollaire. Les produits de deux disques B2(ry) X B2(rz), ri < rz , sont tous
symplectiquement distincts.

Démonstration. Supposons B2(ry) X B%(r2) et B%(sy) x BZ(s3) symplectomorphes, avec Iy
<rz et Sy =< S2.Alorslaboule B*(rq) se plonge symplectiquement dans B2(ry) x B2(ra)
done dans B2(s¢) X B2(s2), et le théoréme implique ry = St . Symétriquement,ona S¢ < I
doit Iy = S{ . De plus I'égalité des volumes donne rirz = $182 ,dolt rz = s2.
Remargues et questions. On suppose N = 3.
(1) La méme preuve montre que les produits BZ(ry) X B2"~2(r2),ry = rz , sonts tous
symplectiquement distincts. En revanche, elle ne permet pas de distinguer par exemple B2(1) x
B4(2) et B2(4) X B*(1) (mais les capacités d'ordre supérieur permettent de le faire, cf.
l'Inroduction).
(2) A. Floer et H. Hofer [FH] viennent d'annoncer que les produits de n disques : B2(ry) x
B2(rs) X...X B2(rp),r < rz <...s rn, sont tous symplectiquement distincts.
8 oo
5.2. C%.-rigidité

Théoréme ([E12], [EHZ]).

(i) Soit Pk : B2"(1) — R2"™ une suite de plongements symplectiques convergeant
uniformément vers une application continue P . On suppose que P est différentable en 0 . Alors
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\P'(0) est symplectique.

(i) Soit (V,W) une variété symplectique. Alors le groupe Symp(V,w) est fermé dans
Diff(V) pourla topologic C° .

Démonstration. Nous suivons [E12].

(ii) résulte aisément de (i) et du lemme de Darboux puisque le fait d'ére symplectique est une
propriété locale. Reste & prouver (i). On voit d'abord qu'il suffit de prouver P'(0)*Wq = Ao
En effet, en considérant Py X id on aura nécessairement A = 1.

Raisonnant par l'absurde, on suppose que P'(0)*Wq n'est pas un multiple de Wo .

Lemme. Soit A € End(R?") une application linéaire telie que A*wWgq n'est pas un multiple de

Wg . Alors il existe des bases symplectiques (eq,1,...) et (&'1,11y...) telles que Ia matrice de
A soit de la forme

¥ O &~
* 8- O
¥ o O

Démonsiration.  Soit B la transposée symplectique de A ,et W = B*Wq . Alors Wq n'est pas
un multiple de W , donc I'antisymétrie de W implique I'existence de X tel que la forme linéaire
W(x,.) n'est pas un multiple de Wo(x,.).Donc (WolX,.),wW(%,.)) : R2" — RZ egt
surjectif, et en particulier il existe Y tel que Wo(x,y) = 1 et W(x,uy) = 1/16 . Comme
W(x,y) = WolBx,ByY) , on en déduit l'existence de bases symplectiques (&1, 1,...) et
(e'1,1'1y...) telles que

e1=X,f1=y, 5e1=Bx, 51 =8By.

Dans ces basesona Bey = %e'; , Bfy = %1"1 : cela équivaut 2 dire que la matrice de A dans les
bases (e'1,fi’y...) et (e1,f1,...) alaforme annoncée.

Fin de 1a preuve du théoréme. D'aprés le lemme, on peut supposer que la matrice de P'(0) ala
forme (*) dans la base standard, donc que P'(0) (B2"(1)) € B%(3) X R2"~? Diapris I
définition de la différentielle, il existe € > O telque PY(B2"(e)) € B%($e) x R2"~2  Soit
s telque r < s < 1.Puisque P estlalimite uniforme des Py , on a pour K assez grand
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Py(B2"(e)) € B2(4e) x R2"72
ce qui contredit le théoréme 5.1. n]

Remarque. Ce théoréme a une longue histoire : I'énoncé (i) est dans [El 1], mais la preuve
compléte n'a jamais paru. Le cas particulier (V,W) = (T2",wgq) fut démontré par M. Herman
(non publié) en utilisant le théoréme des points fixes de Conley-Zehnder [CZ] et la simplicité de

Diff (T2",wg) dde a A. Banyaga [Ba]. Enfin le cas général de (ii) a ét€ prouvé par [G 2], & partir
du théoréme 5.1 et par une technique & la Nash-Moser. La preuve élémentaire (2 partir du théoréme
5.1) donnée ci-dessus a été rouvée par [E12], et retrouvée par Ekeland et Hofer.

5.3. Homéomorphismes symplectiques
Définitions.  Soient U et U’ deux ouverts de R2" ,et \P un homéomorphisme de U sur
U’. On dit que P préserve la capacité si c((B)) = c(B) pourtout B C U . Onditque P
préserve localement la capacité si tout point de U aun voisinage V tel que Y|V préserve la
capacité.

11 est clair que tout symplectornofphisme préserve la capacité. Réciproquement, onala
Proposition. Un difféomorphisme qui préserve localement la capacité est symplectique ou
antisymplectique. Plus précisément, si un homéomorphisme qui préserve localement la capacité a une
différentieile en un point, celle-ci est symplectique ou antisymplectique.

Démonstration.  Elle résultera immédiatement du lemme suivant.
Lemme. Si ¥ : B2"(1) — R2M est une application continue qui préserve la capacité des
ellipsoides centrés en O etsi P est différentiable en 0, alors P'(0) est symplectique ou

antisymplectique.

Preuve du lemme. Posons A = P'(0) . Supposons d'abord que A¥Wg n'est pas un muliple de

wg . Alors le lemme 5.2 s'applique, et comme dans la preuve du théoreme 5.2 on en déduit qu'il
existe un petit ellipsoide E centré en O tel que ¢(f(E)) < c(E), contredisant I'hypothése. On est
donc ramené au cas oi A¥Wg est un multiple de Wa .

L'hypothése sur P est préservée si on la compose par une application linéaire symplectique ou
anti-symplectique, donc on peut supposer A = oId. Si |otl < 1onala méme contradiction que
plus haut i 1| > 1, la définition de la différentielle et un argument de degré donnent un € > O
tel que P(B2N(€)) D B2"(re) avec r > 1, ce qui donne encore une contradiction. Donc [etl
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= 1, ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire. Si n est impair, un difféomorphisme préservant localement Ia capacité est
symplectique s'il préserve aussi l'orientation. Pour 1 quelconque, il suffitque P X id aussi
préserve localement la capacité.

Question. Pour N pair, peut-on trouver une caractérisation plus agréable ?
Une autre propriété intéressante est la suivante.

Propriété. Soit U un ouvert de R?". Le sous-groupe des homéomorphismes de U préservant la
capacité est fermé pour la topologie C? de Homéa (U).

Démonstration. Soit (P k) une suite de tels homéomorphismes qui converge vers un
homéomorphisme P pour cette topologie : cela veut dire que P (resp. Py =1y converge
uniformément sur tout compact vers Y (resp. Y '),

Soit B C U, il suffit de montrer c(\P(B)) = ¢(B) puisqu'en considérant ensuite P ~' onen
déduira c(\P(B)) = c(B) . On peut supposer B compact, alors pour € fixéona Ug(P(B)) D
P, (B) pour k assez grand. Donc c{Ue(B)) = c(Py(B)) = c(B) , doi le résultat cherché
puisque c(W(B)) = inf ., o c(UeP((B))) d'aprés4.1.

Les homéomorphismes préservant (localement) la capacité sont assez mystérieux, sauf en
dimension deux ol cela équivaut 3 préserver l'aire (8.3). En particulier, on ignore la réponse aux
questions suivantes, ce qui vent dire qu'on n'a pas encore une bonne notion d'homéomorphisme
symplectique :

- Un homéomorphisme qui préserve localement la capacité la préserve-t-il globalement ?
Préserve-t-il le volume 7 Préserve-t-il les capacités supérieures ?

- Siune application continue préserve (localement) la capacité, est-ce un homéomorphisme sur son
image ? Une limite uniforme sur tout compact de telles applications préserve-t-clle encore (localement)
la capacité 7 Notons que le raisonnement du lemme ci-dessus dit seulement que la limite ne diminue
pas la capacité.

- 8'il existe un homéomorphisme enre U et U’ préservant (localement) la capacité, cela
entrafne-t-il que U et U’ sont symplectomorphes ou antisymplectomorphes ?
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6. DOMAINES CONVEXES
6.1. Rappels d'analyse convexe (cf. [Ro])

Soit B € R2™ un domaine compact convexe contenant O dans son intérieur. On note & =
8B son bord. La jauge quadratigue de £ estla fonction h : R2"™ — R positivement homogéne
de degré 2 telle que T soit définie par { h{(z) = 1 ). C'est une fonction convexe, et l'on peut
définir sa duale de Fenchel par

h*(uw) = max ((z,u) - h(z)).
z € R2"

h** = h.Elleestreliée 2la

Elle aussi est convexe et positivement homogene de degré 2 ,etl'ona
fonctionnelle d'appui f(u) = max (z,u) par h* = [2/4.
zZeX
Supposons de plus que £ est de classe C' et strictement convexe. 1l en est alors de méme de h

etde h™,etl'on a les propriéiés suivantes :

(1) L'application gradient Z > Vh(z) est un homéomorphisme de R2™ et son inverse est
Vh*. )
@ h* estla transformée de Legendre de h , clest-a-dire qu'on a h*(u) = (z,u) - h(z) ,

oz = Vh™Nu) = Vh*(u).Deplusonaalors u = Vh(z), et 'homogénéité de degré 2
donne h(z) = g(u) = % (z,u).

3) De l'encadrement alz|2 < h(z) =< blz[? ondéduit (4b)~'|ul? < h*(u) =
(4a)""ul? .
(4 Si T estdeclasse C'*LiP h et h* sontdeclasse C'*L4P sur R2M, la constante de

Lipschitz étant uniforme. Si £ estdeclasse C¥,h et h* sontde classe CX sur R2"\ {0} .
On notera Xy = Xp = iV h le champ hamiltonien associé.
6.2. Principe d'action duale [C]]

Soit H'g € HY(S',€™) Ile sous-espace des lacets A moyenne nulle (w® = 0).8i £ ¢ R2"

est une hypersurface convexe et entourant O , on définit la fonctionnelle

a(w) = [, h*(=iw() dt.
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Propriétés. (1) @ estdeclasse C! et
9'(W).€ = <Vh*(~iw),-i > .

(2)  Tout nombre positif est une valeur régulitre de @ . En particulier @~ (1) est une sous-variété
de classe C' de HYg .

Théeréme (principe d'action duale). Soit £ € R2" une hypersurface de classe C2 et strictement
convexe et entourant O . I1y a une bijection entre

(@) lescouples (z,A) ol z € CAR,Z), A € R et
z = Xg(2)
z(0) = z(A)
(b) les points critiques W de A|g~1(1).
Cette bijection est donnée par: ~ w(t) = (z(\t)- 290/ .
Démonstration.  Soit W un point critique de A|Q ™ (1) . Par la théorie d'exiréma lids, il existe
(multiplicateur de Lagrange) tel que A'(w) = U9'(w) et jl # O puisque W n'est pas
constant. Comme A’'(w).€ = <W,-i£)o,ilvient
AlW) = VW =0 & <KW - UVh*(-iw),~i&> = 0 pourtout £ € H'g
© W - JVh* (-iw) = cste
& Vh*(-iw) = Aw + cste = Aw + 2°
& w=1Vh(w + 29 puisque Vh* = Vh~!,
Notons % = J 7! etposons z(t) = 29 + Aw(t/X), ou ce qui revient au méme z(2\t) =
Vh* (=iw(t)).Ivient z = iVh(z) = X5(z), 2(0) = z()\).Onadonc hsz = cste ,et
cette constante vaut

h(z(At)) = h(Th*(=iw(t))) = g(=TW(t)) = 9(w(t)) = 1.

Ilen résulte que (2,\) estdans l'ensemble (a), et par définition ona w(t) = (z(A)- 2%/ .
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Réciproquement, si (z,\) estdans l'ensemble (2), alors en faisant A l'envers les constructions

précédentes on voitque W défimipar w(t) = (2(7t)- 29}/ estdans (b).
6.3. Egalité action-période
On conserve les notations du § précédent.

Proposition. Soit T > 0. 8i z : [0,T] — T est une majectoire de Xz telle que 2(0) =
z(T),ona

Alz) =T = A(w)~L.

En particulier I'ensemble A(Z) des périodes des caractéristiques fermées (Z) estégald
T'ensemble des inverses des valeurs critiques positives de A9~ (1) . En particulier

min A(Z) = (max Alg~'aN~".
Démonstration.  En effet,ona
T4 .
A2)) = [, 3<z,-12> dt
= [ T4 <z,Vh(2)> dt
= [, <z,
T
= [, h@dt=T,

etle fait que w(t) = (2(At)= 2%)/X - implique A(w) = p St

o

Remargue. Notons que A(Z) est donc formé de nombres positifs. Ceci peut &tre précisé : on a

(z,-i 2) = (2,Vh(z)) > O sur toute trajectoire (fermée ou non) de Kp . Nous verrons une

généralisation de cecidansle § 7.

6.4. Existence d'une caractéristique fermée

Théoreme. Si £ C R2M est une hypersurface de classe C'* LiP compacte et convexe, elle

admet une caractéristique fermée. Autrement dit, I'ensemble A(Z) est non vide. De plus, il a un

élément minimal.

Démonstration. On peut supposer que £ entoure O .

(1) Traitons d'abord le cas oli £ est strictement convexe. D'aprés le principe d'action duale, il suffit
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pour montrer tout 4 la fois de voir que Ia fonction A|G~X(1) atteint sa borne supérieure Puisque A
et G sont homogenes de degré 2 etque A|G™'(1) prend au moins une valeur positive, on a
sup AIG67'(1) = sup AIGTY([0,1]), donc il suffit de montrer que cette dernitre est atteinte.

Ce dernier résultat est une variante du théoréme classique de Tonnelli en calcul des variatons.

Esquissons-en la preuve :

Soit (wn € G™Y[0,1]) ) une suite maximisante pour A .Comme G(w) = Cll Wl o2 ,on
a lwnll{ = cste, et d'aprés la compacité de linclusion de H' dans HY2 (1.1, propriété 2), on
peut supposer Wn, — W dans H'/2 dod A(w) = sup AIG™Y([0,1]).

Reste 2 voir que G{w) =< 1 : les boules fermées de H' étant compactes pour la topologic (H'
faible) (théoréme de Banach-Alaoglu), on peut supposer W, — W dans (H' faible). Enfin, par le
lemme de Tonnelli ([Ak], p.137-139), la convexité de h* implique G{w) = lim inf G{w,) = 1.

(2) Prouvons d'abord l'estimation suivante (cas particulier de l'inégalité de Croke-Weinstein [CW],
voir plus loin) :

Proposition. Si £ C B2™(r) est strictement convexe et de classe C'*L1P I'aire minimale d'une
caractéristique fermée vérifie

A(z) < mrr?
Corollaire. La longueur d'une telle caractéristique vérifie
L(z) = mr?sup 5 | Vh|.
Démonstration. L'hypothdse £ C B2P(r) donne
h=lzI2/r2 = h* = (r2/4) |2|2
= o(w) = (r2/4) | wl o2
= 970, 1D D (w | Iwle? < 4/r2)
= sup Al N[0,1]) = (r/4m2) 4/r% = 1/(1rr2).
Donc pour une caractéristique fermée z correspondant au maximum A(w) de A1G~'([0,1]),0n
a A(z) = Alw)™" = mr? . Pour prouver le corollaire, il suffit d'observer que Z est une orbite de

période T = A(z) duchamp X = iVh sur & .

(3) Si Z estconvexe, on peut l'approximer ¢! par des hypersurfaces strictement convexes Zj .
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Le (2) donne une suite de caractéristiques fermées ¥i C T; dont la longueur est bornée. Il est facile
d'en déduire que '3 converge vers une caractéristique fermée de z. ]

La théorie des caractéristiques fermées sur une hypersurface convexe a €ié beaucoup développée
notamment par I Ekeland (voir son livre [EK]). Comme exemples de résultats, citons les minorations
du nombre de caractéristiques fermées géométriquement distinctes (n = 2):aumoins 2 dans tous
les cas, aumoins N sile convexe est coincé entre deux boules dont les rayons vérifient R/r< «2,
une infinité C2-génériquement. Certains de ces résultats ont été étendus aux hypersurfaces étoilées
[BLMR] [ViZ].

6.5. Capacité d'un domaine convexe et de son bord
Théoréme. Soit B € R2M un domaine compact bordé par une hypersurfaceconvexe Z de classe
C'+LiP _Alors les capacitésde B etde & sont égales, et leur valeur commune est la plus petite
action d'une caractéristique fermée de £ . Autrement dit :

c(B) = (L) = min A(Z).
Démonstration. Par approximation on se raméne au ¢as Strictement convexe.
Posons @ = min A(Z).

Lemme 1. Pourtout % € T',ilexiste X € ¥(S*) telque A(x) < aHn(x).

Démonstration.  D'aprés la proposition 6.3, il existe Y eHlg telque AlY) =a et Gy =1,
dot G(AY) = A? pourtout A . Or

G(u) = sup ((R,—il])g - Hnix) ).
¥ eE

Donc pour tout (¥, A) € E X R ona ¥n(x) = ¢%,-Niy>g~ A% .Pour \ =
%(x.—igh—;, cela donne

(VxeE)  %nx) = ($<x,-11>0)2 .

Soit % € T :ilexiste x € ¥(S*) N (E"@®E’@®RY) d'aprés le lemme 3.1. Puisque
A(Y) > 0 et AIE-®E® = 0, le polyndme du second degré

P(1) = Alx + ty) = A(x) + <x,-10>o t + A(Y) t2
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a une racine réelle, donc
4A(x) A(Y) = (<x,-1y>0)2.
Puisque A(y) = a~ ', il viem
A(x) = a(3<x,~-i10>0)2 = a%h(x). o

Définitions. (1) Pour € > O, on note 83(]112",2) I'espace des fonctions H = feh ,ou f
vérifie

f{s) = O présde 1
fls)=0sis=<l
f'(s) = ot € R\A(Z)) si f(s) = ¢ .
(2) De méme, on note 8¢ (R2",B) l'espace des fonctions H = fsh ,ob § vérifie
fs)=0sis =<
f'(s) = ot € R\A(Z)) sifls)=¢ .

Testclair que &g (R?",E) (resp. 8¢(R2",B)) est un sous-ensemble cofinal de
F(R2",ET).

De plus,ona:
Lemme 2. Si H € §¢(R?",%), Ay vérific (PS).
Corollaire. Si H € 8¢(R?",£), c(H) estune valeur critique de Ay .

Démonstration.  On reprend les notations de 3.4. Soit (xp € H'Y2) une suite telle que
~Xp  + XpT+ V¥Hu(Xp) — 0.Ils'agitde voir que X reste dans un compact.

Comme dans le lemme 1 de 3.4, on montre que = Xp ™ +Xp* + VHn(xp) reste borné
dans HY2 . 8i %, 172 estborné alors V% (xp) reste dans un compact donc Xp aussi.

Raisonnant par I'absurde, on peut donc supposer | X}l 1,2 — o0 . Posons alors Vp =
®p/ I %p |l Quitte 2 extraire une sous-suite, on peut supposer que Vp— Vv dans HY . Alors
VH(ve) — H'K(v) dans H'Y2 etle faitque-vp'+vp"+dV‘J-Bh(vp) — 0 dans H'/2
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implique vp— v dans H'/2 .Donc llvlly;2 = 1 etafortiori v # O.

Parailleursona = V™ +V*+ «V%n(v) = 0 ,clest-d-dire —iV+a&Vh(v) = 0, Ceci
contredit T'hypothese o ¢ A(Z) (cf 1'égalité action-période dans le principe d'action duale). O
Lemme 3. Soit H € &¢(R2",E) . Alors toute valeur critique positive ¢ de Ay vérifie

c > min A(Z) - €.
Démonstration. Soit X un point criique de Ay tel que Ay(X) > 0. On saitque Ay(x) estdela
forme sf'(s) - f(s), f'(s) € A(Z) . La positivité de Au(X) , jointe aux deux premitres
propriétés de [, entraine S > 1, etla demiére propriété de { entraine f(s) < € .Donc c(H) >
f'(s) - e =zmin A(Z) - .

Preuve du théoréme 6.5.

6)) Nous allons d'abord montrer c(B) =< a. Pourcela il faut, pourtout € > O, trouver H €
F(R2",B) telque c(H) < a + £, ouencore:

* (vy el J(3Ixeyw(SH)) Ap(x) = a+ €.

Quel que soit C > O,ilexistt H € F(R2",B) telleque H = C {h - (1+(£/23)) }.
Nous allons voir que pour C assez grand ceci implique (*). Soit ¥ € I', et soit X donné par le
lemme 1. Il y a deux cas :
® Hh(x) = 1 + £/a :alors

Ag(x) = A(R) = a%Bp(x) =a+&.

() %n(x) > 1 + £/a :alors linégalité sur H implique

v

Hux) = C(Hn(x) = (1+(e/23))
= C(e/2a) (1 + £/a)~" %n(x)
= a¥px) si C estassez grand.
On en déduit Ap(x) = A(X) = Hp(x) = A(X) - a¥p(x) < 0.

Dans les deux cas, on a prouvé (*), ce qui achéve de prouver ¢{B) < a.
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(2) D'aprés la monotonie, il suffit pour finir de prouver le théoréme de voir que c(E) = a.
Pour cela, soit K € F(Z) .1l s'agit de montrer c(K) = a.

Etantdonné € > O, on peut majorer K par une fonction H dans 8g(R2",E) . Le lemme 2
ditque ¢(H) est une valeur critique positive de A , donc le lemme 3 donne c(H) = 3 — £ . Donc
Comme c(K) = ¢(H) ,onendéduitc(k) = a - & pourtout £ > O, donc le théoréme est
démontré.

En utilisant la monotonie, on obtient immédiatement Ie tésultat suivant.

Corollaire. Soient B , B’ ¢ R2" deux compacts convexes de classe C'*LiP  de bords £ et
/. On suppose qu'il existe un plongement symplectique de B dans B’ . Alors min A(Z) < min

A(Z') . En particulier :

(@ Si B admet un plongement symplectique dans B2(r) x R2"~2  pas nécessairement d'image
convexe, £ aune caractéristique fermée d'action < Tr2 .

(b) 8l existe un plongement symplectique de B2™(r) dans B , alors toute caractéristique fermée de
T auneaction = Tre .

Rcmargue. Le (b) généralise un résultat de C. Croke et A. Weinstein [CW], qui traitait le cas d'un
plongement d'image convexe.

6.6. Formule du produit

Soient B; C R2Ni,1 < i<k .On considére By X...X By comme un sous-ensemble de
R2" n= § nj . Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant (cas particulier d'une
formule plus générale, cf, [FH]).
Théoréme. Supposons que les B; soient convexes. Alors :
(a) c(By X...X By) = minj c(By) .
(b) Sideplusles Bj sontcompacts et d'intérieur non vide, alors on a aussi

c(dBy x...x 9By) = min i c(B;i).

Démentrons d'abord un cas particulier,

Lemme 1. Si B estconvexe,ona c(B X R2kK) = ¢(B) .
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Démonstration. II suffit de considérer le casolt B est un domaine convexe compact 2 bord £
strictement convexe. Notant h sa jauge quadratique, on a alors (en utilisant la monotonie et
I'homogénéité)

e(B x R?*) = sup , c(Ep)

Er = {(z,2) | h(z) + U2'I/R)Z < 1},

Comme ER est strictement convexe et que son bord £ est de classe C2,ona c(Eg) = min
A(ZR) . Or les équations de Hamilton s'écrivent

% = Xn(x) , %' = 2ix'/R? , ( x(t)) € R?", x'(t) € R%K )
donc on a une solution de période N si et seulement si
(x=0ouXeA(E)) e (x"=0o0uA/R%2emZ).
(cf. 6.3) On en déduit
A(ZR) C ( A(E) U {0}) + TTR®N .
Donc pour R assez grand on a E
c(Er) = min A(ZR) = min A(E) = c(B). o
On déduit de ce lemme
¢(By X...X By) = min c(B; x R2(N=n1)) = min j c(By).
Reste donc 3 minorer ¢(Bq X...X By) etévenmellement c(Zg X...X ).
Lemme2. Soit B € R?" un compact strictement convexe de bord £ de classe C?,etsoit K €
F(R2",T). Alors pour tout € > 0 ilexiste % € " tel que
Ayl (B*\EB*) = c(B) - ¢, Auyly(B*) =0,

ott B* estlaboule bordée par S* dans E* .

Démonstration. Comme on peut remplacer H par une fonction plus grande, on peut supposer que H
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€ Fg/2(R2M,T) . Soit 2 € T ;puisque H = O présde z ilexiste & > O tel que
infAul{z + «S*)>0 , Aul{zo+ aB¥) 2 0.
(cf. La preuve de la proposition 2 de 3.3). Notant (\0) le flotde V Ay , posons
Su = \Pu(zo + ‘XS']')
d’(H) = SUD U= 0 ]n; (AHISu) .

Alors d'(H) est une valeur critique positive de Ay puisqu'il est fini et que la condition (PS) est
vérifiée. Donc le lemme 3 de 6.4 montre que d'(H) = c(B) = £/2 . Ensuite, par définition de
d'(H), lexiste r > O telque AnlS, = d'(H) - €/2, ce quiimplique AulS, = c(B) - E.
Notons que le fait qu'on pousse par le flot entraine

AulSy = AylSp > 0 pourtout u = 0.

Définissons ¥ ¢ E— E par

¥(x) 2o + 2(at/E)x sixeE* et Ixll s 5 €

Yezixli—eyse (2o + «x/Ix) si
xeE* et 3 < Ixll s¢

=Y. (zg + ax/lxl) siXx€E* et Ixl >1.
¥t + %0+ x7) =kt + %0+ x7.

Alorsona ¥(BY\&B*) = Sp et ¥(B*) = (zo+«B*) U g < y < r Su ,doncles
minorations cherchées de Ay sont satisfaites.

Enfin I'homotopie
Fulr) = u™ (¥ (ux) -20) + 20, 0 < u < 1
Yo%) = 2(at/e) x* + x0 + %~
montreque ¥ € I'. o

Remarque. Dans cetie preuve on s'est servi du fait que la définiton de T" ne demande pas que ¥ soir
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un homéomorphisme.
Fin de la preuve du théoréme. D'aprés la continuité, on pent supposer les B;i compacts,
strictement convexes et  bord C2 . Nous allons alors montrer €{Z¢ X...X i) = min j c(Bi).

D'aprés la monotonie, ceci impliquera 2 la fois (a) et (b).

Soit H dans & (R2",£; X...X I}) .On peut Ia majorer par & Hi(zi),ob Hj €
F(R2"1,%;) . D'apres le lemme 2, il existe des €léments ¥'3 € T(R2ZMi) tels que

Ap;1¥i(Bs* \(2k)"'B;* ) = e(B;) - €, Ap;l¥i(Bi*) = 0.

Soit X = (K{y-ee,Xk) € S* ,alors X € B pourtout 1 et il existe i telque X; €
B;*\(2k) " 'B;i* .1l vientdonc, enposant ¥ = Wt X... X ¥k :

(Vxes™) Au(¥(x)) = & Ap,(¥(x:)) = minj (e(By) - €) .
Comme ¥ € TI'(IR?") , ceci achéve la preuve du théoréme. o

Une conséquence immédiate de la formule du produit est le

Corollaire. La capacité du tore standard T" = Sl(ry) X...% S'(rn) C R2" estégaled
inf i 2.

Ouestion. La capacité d'une sous-variété lagrangienne fermée L C R2™M est-clle positive ? Ceci
donnerait une nouvelle preuve de la non-exactirude de L [G1], et impliquerait qu'il n'existe pas
d'engouffrement hamiltonien de L dans un cylindre B2(e) x R?"~2 .Danslecas L est
"rationnelle” ( [i*A\] est un multiple d'une forme entiére), ceci résulte de [G1] (cf. [Si]).
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7. QUASI-EXISTENCE DE CARACTERISTIQUE FERMEE, HYPERSURFACES
DE TYPE CONTACT

Soit £ € R?" une hypersurface fermée lisse, munie d'un voisinage feuilleté W : T X
1-€,el cs R2" . Onnote U = im(y) et I(U), E(U) les composantes bornée et non bornée
de RZ"\ U (cf. figure 3).

7.1. Fonctions adaptées 2 un voisinage fewilleté. Théoréme de Hofer-Zehnder
Définition (cf. [HZ]). Soit H € F . On dit qu'elle est adapiée & V¥ si

H = Cp sur I{U)
H(y(z,u)) = f(u) sur U
H = Cy sur E(U) n B2"(R), ott B2"(R) est une boule contenant

H = h(lz12) sur E(U)\B2™R),oh h vérifie: (¥ s) sh'(s) - h(s) < 0 .

11 est clair qu'il existe toujours des fonctions adaptées 3 Y , et qu'elles forment une famille
cofinale dans F( R2Z™,T) aussi bien que dans F(R2",B), ol B est le domaine bordé par £ .

Lemme. Si X estun point critique de Ay de valeur smictement positve, alors (%(1)) est une
solution 1-périodique de Xy 2 valeursdans U .

Démonstration. Le fait que (X(t)) est une soludon I1-périodique de Xy est le principe de
Hamilton (2.5). De plus, Xy laisse invariantes les régions (i) A (iv) ci-dessus, donc (x(t)) est
entierement contenu dans l'une d'elles. Sice n'est pas U, alors il y a deux possibilités :

(1) x(t) € (W) U (E(U) n B2"(R)) :alors X(t) = cste, A(x) = 0 donc Au(x) < 0.

(2) x(1) € E(W\B2"(R) :alors |x(t)]2 = cste = sq , et d'apres la forme des valeurs
critiques de Ay pour H = h(|2|2) (corollaire 3.4), ona

Ap(x) = sgh'(sg) - hisg) s 0.

Théoréme [HZ]. Il existe toujours une caractéristique fermée sur une des surfaces Ty, U €
] =E [ E[ 3
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Démonstration. 11 existe une fonction admissible H adaptéed Y et telle que ap ¢ MZ .0On
peut de plus supposer ['(u) # O pour u € ]-1,1[ . D'aprés la proposition 3.4, la fonctionnelle
Ay admet une valeur critique positive, et d'aprés le lemme celle-ci correspond 2 une solution
périodique de Xy dans U . Mais puisque Xy = f'(u) Xy , une telle solution se trouve sur une
surface T , et est une caractéristique fermée puisque f'(u) # 0,

7.2. Hypersurfaces de type contact

Définitions [W3] .  Soit (V2", W) une variété symplectique. Une hypersurface g2n-lcy
est de type contact s'il existe une 1-forme N définie sur T telle que

(a) dA = Wy forme induite
(b) N\ ne s'annule pas sur ker Wy (feuilletage caractéristique de T )

On ditque T est de type contact restreint s'il existe une 1-forme X définie sur V telle que dh
= W etdont larestriciona £ vérifie (b).

Remarque. Le champ d'hyperplans ker A est alors une structure de contact sur  (cf. [Ar]) :
ker d\ est de dimension 1 et A |ker d’A ne sannule pas, autrement dit AA(dA)" ™" estune
forme volume.

Autres caractérisations du type contact. Une I-forme A définiesur Z telleque dh =
Wy est toujours induite par une |-forme sur un voisinage (encore notée Atelleque dh = W
Le champ de vecteurs dual X = w ™ '(}\) vérifie alors

(al) Lyw = W

(bl) X estiransversed .

Son intégration fournit un voisinage feuilleté ¢ = T X ]-¢,e] = U telque, si Wy estlaforme
induite sur Ty = Y{(Z X {u}),ona

(a2) Wy = eYWs  enidentifiant £y & T via Y(.u)

(b2) X =9/0u .
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Réciproquement, il est clair que 'existence d'un tel voisinage implique la propriété de contact : il
suffit de poser A = W{(3/8u) . Une équationde I est (U = 0) et le feuilletage caractéristique
est dirigé par le champ hamiltonien Xy .Ona

Ay =1

Xylz,u) = elXy(z,0).

donc toute caractéristique fermée de W(E X {u)) estdelaforme %(t) = Y (y(elUt),u),ob y
est une caractéristique fermée de Z .

Notons une propriété essentielle des hypersurfaces de type contact.
Propriété. Toute hypersurface de type contact admet un voisinage feuilleté tel que les hypersurfaces
parallgles (£, W) soient conformément symplectiquement équivalentes. En pariculier, le
feuilletage caractéristique de Zy; estconjuguéaceluide £g = Z.

Ces propriétés sont parfois suffisantes pour que Z soit de type contact :
Proposition. (a) Supposonsque £ aun voisinage feuillet€ tel que
@ Wy = fuWs
(en identifiant £y & £ via Y(.u), fy étant une fonction positive sur Z)
(if) % a une caractéristique dense.
Alors £ estde type contact.
Démonstration, Le fait que dwy = O etla propriété (i) impliquent que fy doit ére constante le
long des caractéristiques (calcul facile). Done (ii) implique que fy = cste = f(u) ,etla
non-dégénérescence de W donne f'(u) # 0.
Remarques. (1) Supposons que @ admet une primitive hg sur ¥V . Pourque Z soit de type
contact restreint il suffit qu'elle soit de type contact et qu'on puisse trouver A vérifiant (al), (bl) et

telle que X — Ap soit exacte. La dernitre propriété est automatique si H2(V,E) = O, par
exemplesi V = R2" et H(Z) = 0.
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(2) Si T est de type contact restreint, et si elle borde un domaine compact, la forme A est
nécessairement positive sur les caractéristiques orieniées. Aurement dit : le champ dual X est sortant
do domaine B bordé par £ . En effet, le flot de ce champ vérifie Pi*fwg = etwg donc
Yi¥val) = eNt(vol) (forme volume). Si X était rentrant, son flot pour t > O enverrait B
dans Tui-méme ce qui est impossible puisque volP¢(B) = ent vol B > volB.

Ceci s'applique en particuliersi V = R2",

Exemples.

(1) Dans R.2" | une hypersurface strictement étoilée par rapport & l'origine est de type contact
restreint (par rapport 3 A = % (p.dg - g.dp) ).

(2) Dans un cotangent T *M muni de sa structure symplectique canonique, toute hypersurface qui
est strictement étoilée par rapport 4 la section nulle (£q C T*qT‘l est strictement étoilée par rapport
3 0 )est de type contact restreint par rapport 3 la primitive de Liouville A = p.dq .Par exemple,
on peut prendre le fibré unitaire d'une métrique riemannienne : le feunilletage caractéristique n'est autre
que le flot géodésique. ‘

@ SilLcC R2" est une sous-variété lagrangienne fermée, on peut plonger symplectiquement
dans R2" un fibré en boules U C T*L associé A une métrique riemannienne sur L ; Ie bord au
devient alors une hypersurface de type contact (par rapport 2 la primitive de Liouville dans u).

On obtient ainsi de nombreux exemples d'hypersurfaces de type contact non difféomorphes &
§2n=1 Mais il semble que 9U n'est pas de type contact restreint (cf. le théoréme de Gromov [G1]
sur la non-exacttude de L ).

(C))] Faisant une chirurgie d'indice 1, 1 = i = n = 1, sur la sphére standard 52n=1 on
construit une sous-variété & de type contact restreint et difféomorphe a gl x 5ZR=1=1 @,
Laudenbach).

Du théoréme 7.1 et de la caractérisation (b) des hypersurfaces de contact résultent
immédiatement le théoreme de Viterbo, résolvant la conjecture de Weinstein dans R2" (cf.

I'Introduction) :

Théoreéme [Vil]. Sur toute hypersurface de type contact dans R2" il existe une caractéristique
fermée. O

Remarques. (a) La construction de Hofer-Zehnder utilisée pour prouver le théoréme 7.1 permet de
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passer du probléme "a période fixée" au probléme"a énergie fixée" si T est de type contact.

(b) Le théoreme 7.1 a €i€ généralisé & un certain nombre de variétés symplectiques dont 1'infini est le
symplectisé d'une hypersurface compacte de type contact [FV] [FHV]. On en déduit des
généralisations correspondantes du théoréme de Viterbo.

7.3. Discussion de la propriété de comtact

On peut se demander combien restrictive est la condition d'étre de type contact ? Une propriété
satisfaite par une surface 2 de type contact par rapport & h est: Iz A > 0 pour toute
caractéristique fermée % . 51 ¥ est homologue & zéro dans Hy(Z:R) , en particulier si Hi(Z:R)
= 0, alors _j;, A = A(¥) ne dépend pas du choix de 1a primitive A de Wy . Tenant compte
des deux orientations possibles de I , on obtient donc la condition nécessaire suivante pour que
soit de type contact :

(%) Hexiste € = + 1 tel que : pour toute caractéristique fermée ¥ homologue A zéro dans
Hi{Z:R),ona EA(Y) > 0.

- Cas particulier. Si V = R2N et H(Z) = 0 » 1a condition est : pour toute caractéristique fermée
¥ ona A(¥) > O (ici contact équivaut A contact restreint, et I'orientation est imposée puisque

borde un domaine compact).

On en déduit un exemple de surface qui n'sst pas de type contact : il suffit de construire une sphére
S3 ¢, R* ayant une caractéristique fermée ¥ telle que A(E) = O (cf. [W 3]).

Pour formuler une condition nécessaire et suffisante, on a besoin de la notion de cvele du
fevilletage Fy (cf. [Su]) : par définition, un tel cycle % est un courant de De Rham de degré un
tel'que :

- ¥ estfermé

- ¥ est (positivement) tangent au feuilletage, c'est-3-dire * ¥ est une limite de combinaisons
linéaires finies 2 Xi,olt Xi estun courant de Dirac associé & un vecteur tangent positivement
tangentda &5 . 7

L'action A(y) = Ja’ A aencore un sens pour un tel cycle % ,etl'ona:

Théoréme ([McD], Theorem 5.2). = C (V,w) est de type contact si et seulement si -
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Pour tout cycle ¥ non mivial du fenilletage caractéristique 57y qui est homologue & zéro
dans H{(Z,R) ,ona A(¥) # 0.

Si V = R2" et HY(Z) = 0, la condition est :

Pour tout cycle non trivialde Fs5 ,ena A(Y¥) > 0.

7.4. Aire des caractéristiques fermées sur une hypersurface de type contact

Rappelons que si Z C R2" une hypersurface compacte sans bord, on note A(Z)
l'ensemble des valeurs de A(X) ol X est une caractéristique fermée de £ . Notons qu'on ne
demande pas que X soit primitive, mais qu'en revanche les caractéristiques sont orientées : done si
a e A(Z), A(Z) contdentaussi N¥a.

Proposition. Soit £ C R2" une hypersurface de type contact restreint. Alors A(Z) est un
fermé d'intérieur vide, contenu dans ]O, + o[ . Comme il est non vide, il a un plus petit élément
a(Z). :
Démonstration.  Par hypothése, on peut choisir I'équation { H = ¢ )de £ de facon & avoir
A(Xp) = 1. Notant (\Py) leflotde Xy, onendéduitque A(Z) estl'ensemble des périodes des
pointsde X , soit :

AZ)=(T>01(3zex) Yia)=12},
et cet ensemble est fermé car 1a condition (T » O) peut étre remplacée par (T = E£).

Pour voir que A(Z) est d'intérieur vide, considérons un voisinage tubulaire Y : £ X
]-€,e[— U tel que la forme & induite par Wo sur £ vérifie oy = el (propriéié
7.2,(b)). Ensuite, soit H adaptéd ¥ ,avec H = f(u) sur |-€,£[.

Lemme. (a) Si X estun point critique non constant de Ay tel que %(0) € Y (T X {u}), alors
f'(u) € eUA(E)

An(x) = '(u) - f(u).

(b) Réciproquement,si U € ]=€,€[ esttel que f'(u) € eYA(E), alors il existe un point critique
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de Ay telque %(0) € Y(Z X {u}).
Démonstration. (a) X est une caractéristique fermée de Y/ (E X {u}) , donc est de la forme X(t)
=Y(y(t),u), o Y estune caraciéristique fermée de £ : donc A(x) € e¥A(Z) . De plus, on a
i = U)Xy et A(Ky) = 1, diod

A = [T MK dt = 1u) .

Enfin, Ag(x) = A(x) ‘IH dt = f'(u) - f(u).

(b) Par hypothése il existe Y(t) telque Y(0) = y(1) € £ et § = f'(u) Xu(y) . Il suffit alors
de poser x(t) = Y(y(t),u).

Preuve de la proposition. D'aprés le lemme 3.5, les valeurs critiques de Ay forment un
ensemble d'intérieur vide. Donc l'ensemble { §'(u) - f(u) | e~ Uf'(u) € A(S) ) est dintérieur
vide pour toute fonction f sur 1-€,£[. Prenant f{u) = u on en déduit que A(E) est dintérieur
vide.

7.5.Théoréme de représentation

Théoréme. Soit £ C (R2",wWq) une hypersurface de type contact restreint, entourant un
domaine B . Alors :

(0 c(B) € A(E)
@) c(Z) = c(B) .
Démonstration.  On fixe un voisinage feuilleté ¥ vérifiant Ia propriété 7.2.(b).

Pour C assez grand et 7| assez petit on définit H = He,m € F(R2",K) adaptée & Y et
avec les propriétés supplémentaires suivantes :

Co=C=C

I
o

fl["'ﬂ-'ﬂ] =

' alesignede u si M < [u] <27
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fflu) - flu) >c(E) +1siud>0easiN<u)<C -1
flu) = Csi [ul =27.
ay = C/R? .

On vérifie que Hg,n existe et qu'on peutimposer: C = C' = Hc¢,q = Her, . La famille
Hg,m, C— 400, T — O, est cofinale dans F(R2",%),donc ona:

c(2) = lim &) , &)= 1im clHe, 7).
C— +00 n—o0

Notons que &(C) est une fonction décroissante de C .
Supposons provisoiremeni
*) C/TTR2 > 1 etnon entier,
Alors d'apres la proposition 3.4, c(Hc,m) est une valeur critique > O de Ap, , .D'aprésle
lemme 7.1, elle est associée i une solution périodique dans U . En utilisant le lemme 7.4,(a), on en
déduit
clHe,n) = f'(u) = f(w), o f'(u) € eUA(E).

De plus pour C assez grand le fait que c{He, ) < ¢(Z) + 1 implique f(u) < T oubien f(u)
> C—T\ , donc un des deux cas suivants se produit :

clHe,m) = ela - v
c(He,m) =ea-v-C,

avec 0 < U, v < 2T dans les deux cas. Comme A(ZT) est fermé, on en déduit, sous

I'hypothgse (*), que I'on a toujours un des deux cas suivants :
(a) &(C) € A(Z)

(b) 8(C) + C € A(Z).
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Si (b) était vrai pour tout C assez grand vérifiant (*), alors le fait que A(Z) est d'intérieur
vide et la décroissance de & impliqueraient que 8(C) + C est aussi décroissante, d'ot &(C)
— —o00 . Ceci est impossible, donc il existe C arbitrairement grand tel que (a) soit vérifié, d'olt

C(E) = lim C— 400 S(C) € A Z) = A(Z) ’
ce qui achéve la preuve de (1).

(2) La capacité c(B) s'obtient en prenant I'inf des ¢(H'c, ) ot H'c,n a une définition
analogue & Hc, 7 , les seules différences érant

H = 0 sur I{U) (etnon C)
fluy=0siu=0,

On considére alors Hs = sH + (1-s)H',0 = s < 1, etlonpose As = Ay_ . Pour
montrer ¢(Z) = c(B) il suffit de voir que c(Hg) = c(Hy).

Si Ag'(x) = 0 et As(x) > 0,0na (1) € Y(Z X {u}) avec u > 0. Donc on se
trouve dans une région ol Hs = H . Ceci implique que As a pour tout § les mémes valeurs
critiques > O que Ay .L'égalité c(Hg) = c(Hj) résulte alors de Ia continuité de c(H<) en
fonctionde s et du fait que les valeurs crinques de Ay forment un ensemble d'intérieur vide. O

Corollaire. Supposons N = 2 ,etsoit 52"~ (r) la sphére de rayon r dans R2™ . §1l existe
un plongement symplectique de cette sphire dans B2(s) X R?"~2 alors r < s .

Démonstration. II suffit de prouver I = $ . Soit ¥ I'image de ce plongement : c’est une
hypersurface de type contact puisque cette propriété est symplectiquement invariante. De plus HY(Z)
= 0 donc elle est de contact restreint. Le théoréme implique c(Z) € A(Z) . Or, toujours d'apres
HYZ) = 0,0ona A(E) = A(S2" ") = mr2N* :donc c(E) = Tr? . Parailleurs, on 2
e(2) = c(B2(s) X R?""2) doh le résultat.

(4) Quevaut c(Z) si £ estune hypersurface de type contact non restreint, ou n'est pas de type
contact ? En tout cas, elle est positive, car c(E) = e(Z) = e(B) > 0.

7.6. Exemple d'étoilé non " convexifiable"
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On va construire un domaine strictement étoilé B C R2" (n = 2) dbord C* etayant sur
celui-ci une caractéristique fermée d'aire a(3B) < c(B) (cf. figure 4).

Pour simplifier les notations, on suppose h = Z. On considére le domaine de Reinhardt By

c R* définipar f(12z7],l2z2]) < 1) ob f: R.+?2 — R est homogéne de degré un. On se
donne € € 10,1[ et l'on prend | vérifiant

f(s1,82) = sy + S2

fe,1-€/2) =1

91/ds,(e,1-£/2) = 0.
La premiére condition implique que B¢ contient B4(1) donc c(B+¢) est minorée par T . Les deux
autres impliquent que le cercle B¢ N (22 = 1-8/2) est une caractéristique fermée du bord. Or

son aire entourée est TTE2 qui est aussi petit qu'on veut.

Donc le domaine fermé B n'est symplectomorphe & aucun domaine convexe (comparer [(W4]). En
fait, il résulte de [FH] que la méme proprigié vaut pour‘le domaine ouvert.
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8. ENERGIE
8.1. Définitions [H]

(1) Notons % = ¥ <(R?" x [0,1]) l'ensemble des fonctions C*®° sur R2" x [0,1] eta
support compact. On rappelle (cf. § 2.1) que chaque H € ¥ engendre un symplectomorphisme
compactement hamiltonien exp (H) € Ham<(R?™) . L'épergicde Y € Hame(R2") (ou norme
de Hofer) est

e(P)=1inf {osc(H) IHe W erexp(H) =y },

ot osc (H) = sup (H) = inf (H) (oscillation). Conr ¢ i fad pue

[P IR = 7
[ we(H,) &

(2)  Soit B une partie bomée de R2".Si Y € Hame(R2M) et W(B) n B = & ondina
que P disjoint B . Deméme,si H € % et exp(B) n B = & ondiraque H disjoint B .
L'énergie de disjonction de B est

e(B)=inf {e(P) | Yed et WBINB=g ).
=inf {osc(H) |He H et P =exp(B)n B=&}.

Remplagant H par p (H — inf (H)) ol p est une fonction plateau valant 1 sur supp (H), on
peut se limiter aux fonctions H = O . Notant ¥ + ces fonctions, on a donc

e(B) = inf {e(P) | P € Ham(R*) et Y(B)N B =2 ) .
=inf {sup(H) | He %+ et exp(H)(B)n B = &) .
Si B n'est pas borné, on pose

e(B) = sup e(B").
B'cB

Remarques. (1) A prior, la non-nullité de e(B)} (et méme celle de e(\P) ) n'est pas évidente.
(2) Rappelons que l'intégrale JT R2nx] H nedépend quede P :c'est linvariant de Calabi (cf.
[Bal).

Premiéres propriétés. (1) L'énergic e(\P) est un invariant de conjugaison symplectique. En
effet, si (He¢) engendre (W) etsi ¥ € Sump (R2M), alors (Hee Y ) engendre
(YoPeey ™) . Deplusona
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e(yp™h

e{y)

1A

e(Py) = e(y) + ely)

A

e(WY) =/sup (e(¥),e(y)) siles supports de P et Y sont séparés par un

hyperplan.\ b e €(G @Wa\ £ [ eyt

(2) L'nergie de disjonction e(B) vérifie
e((B)) = e(B) pourtout ¥ € Symp (R2")
c(B') = c(B) si B'CB
c{A?B) = A%c(B)
e(B x R?¥) < e(B),on B C R?" &1 B X R2k ¢ R2¢"+K

e(B) = inf_e(U),U ouver.
Uo>B

De plus, il est facile de voir que e(B?(r)) = mr?: en effet, d'aprés linvarance et
Thomogénéité, il suffit de montrer que si B estle carré [0,1] X [0,1] ona e{B) = 1. Pourcela,
fixons € > 0O .Le hamilionien autonome F(p,q,t) = (1+£)p disjoint B puisque exp (F) est
la ranslation par (0,1) . Posons He = pe(Ipl)pe(lq/2]) F olt pe est une fonction plateau
sur R valant 1 sur [0,1] et O horsde ]=€,1+&[ :on obtient un élément de % tel que
osc (H) = (1+£)2 et exp(H)IB = exp(F) . Ceci implique &(B) = (1+£)% dob le résultat.

Il résulte de ce qui précéde qu'on a
e(B2"(r)) = e(B2(r) x R?"~2) < 1r2.
Energie d'une réunion. Soient By et Ba deux compacts séparés par un hyperplan. Alors
e(B1UB2) = sup (e(By),e(B2)).

Démonsiration. L'inégalité = résulte de la monotonie. Dans l'autre sens, soit Hj € 3 4
disjoignant B;,1 = 1,2 .51 T estune wranslation assez grande perpendiculaire A I'hyperplan (de
By vers B2 ), les supportsde Hy etde HpeT sontdisjointset H = Hy + Hoe T disjoint By U
T(B2) . On en déduit d'abord sdp (H) sé?sup (gwp(H¢),9up(H2)) qui peur &tre rendu aussi

. for n s
RA ich &= e feand A
| |
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proche qu'on veut de sup (e(By),e(B2)) . De plus, By et T{B2) sont séparés par I'hyperplan
donc lapaire By U T(B2) estéquivalentd By U By par W € Symp (R?") . Donc e(By U
B2) = e(By U T(B2)) = sup (H), dod le résultat.

8.2. Comparaison avee la capacité
Proposition [H] Pourtout B C R2" ona

e(B) = ¢(B).

Corollaire. Ona e(B2"(r)) = mr2.
Démonstration. On peut supposer B compact. Soit H € %+ tel que exp(H)(B) N B = & .1
s'agit de montrer sup (H) = c(B) , c'est-a-dire de trouver pour tour € > O un F €

8(R2",B) telque c(F) =< sup (H) + £ . Fixons donc un tel € .

Soit U un voisinage compactde B telque Py(U) N U = &, et soit C > O assez grand
(ceci sera précisé par la suite). On construit F € F(R2",B) tel que

F(z) = 3m1z1? + b hors d'un compact

Fest constant prés de la frontigre de U :donc U et R2"\U sont stables par
exp (F)

pourtout Z € R2"\U ona <z,F'(2)> - 2F(z) ¢ - C.

(il est aisé de consmuire un tel F , par exemple en choisissant une boule B2"(R) contenant U eten
imposant F|B2ZN(R)\U = cste et H(2)IR2"\B2"(R) = f(|z]2)).

Considérons ensuite les fonctionnelles sur E :
1/2 1 . ®
Ajp(x) = IG { <, —i%> = 2H2¢(x) } dt
= 1 { 1< i
Az, (k) = [, {3<x,-1%> - F(x) } dt,
A, F(x) = A p(x) + Az w(x)
1/2 1
= A = [T ZHae(x) dt - [0 F(x) dt.

Lemme 1. Onsuppose &p r(x) = O Alors
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6! (1) = Pau(2z) pour 0 < t < %

®(t) = '\}ft_uz(z') pour 1-2- =t =<1,on (Ye) estleflorde X¢

% est continue donc X(La) =yz)=2" et 20} =z = ‘9’1/2(21).
(2) Ag,H(X) = Cq od Cy nedépendquede H.

3 Ap Fr(x) = 0 si C = 204

Démonstration. (a) Comme dans la preuve du principe de Hamilton (cf. 2.5), on a ®(1) =

2XH,(%(1)) pour 0 = t = % et x(1) = Xp(x(t)) pour ’E < t = 1. On en déduit les deux

premigres égalités. La continuité vient de ce qu'un lacet HI/2 ne peut avoir de discontinuité du

premier ordre (cf. 1.2).

(2) Le (1) implique A¢(x) = F(%(0)) ol F est une fonction & support compact et qui ne dépend
que de H, d'oli le résultat.

(3) Daprésle (1)ona ¥, 2°Pi(z) = z.Comme (Yt) laisse U invariantet que U NP1(U)
est vide, ceci implique 2 € R2"\ U . On en déduit x('g) = z donc x(t) € R2"\U pour &
< t = 1.llenrésulte

Az rx) = J,p (3<x,2F(x)> = 2FO0 }dt < - 3 C

doli Ap F(x) < Cy- $C<O. o

On suppose dorénavant C = 2Cy. Alors le lemme 1 implique que Ap,F n'a pas de valeur
critique positive (la condition (PS) est vérifiée 4 cause du choix de 31,

Lemme 2. Soit

d= sup inf Ap F(x) .
¥ el xew(sH)

Alors d = 0.

Démonstration. Supposons au contraire d » O . Alors la preuve de la proposition 3.4 montre que d

est une valeur criique de Ay, F , ce qui contredit le lemme 1.

Fin de la preuve de la proposition. Par définition de c(F) ,ilexiste ¥ € I' tel que
Aplw(S*) = c(F) - £.8i x € ¥(S™),onaalors
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o
v

A F(x)

Ap(x) = J? ZHae(x)dt

v

= c(F) = & = sup (H)

ce qui implique c(F) < sup (H) + €. o

Remarque. Dans la définition de I'énergie de disjonction il est esentiel de demander que le s
équations de Hamilton soient intégrables sur R2" tout entier. En effet, on a

Proposition. Pour tout € > O, on peut construire une fonction H € C®(R2Zn,[0,e]) telle
que, en un temps 1, toutes les trajectoires des équations de Hamilton % = Xyox partent vers
l'infini.

Démonstration. Il suffit de construire I'exemple sur R2 , ensuite on fera un produit. On part d'un
hamiltonien H : R2— [0, €] 2 support compact disjoignant la boule B = B2(¢) . Le champ
Xy | B adonc toutes ses orhites qui partent & l'infini (de B !) en un temps 1, et il en est de méme de
Xu 1B\ (O} . Le revétement universel de B\ {0} étant symplectomorphe 3 R? , on obtient I'exemple
annoncé.

Une application frappante de I'énergie de disjonction est le résultat suivant (cf. [Vi 3]).

Corollaire. Soient (Hj)i ¢ 2 support compact sur R2™ X I et Y; = exp (H;).On
suppose Hi— 0 et Pi— Y ausens cO. Alors Y =id.

Démonstration. Sinon, il existe une boule fermée B derayon € > O que P disjoint. Donc Pj
disjoint B pour i assez grand, ce qui implique e(¥;) > TE? . or I'hypothése H; — O entraine

e(yi) — O, contradiction.

Question. Supposons que les \P; sont & support dans un compact fixe et que P; — P au sens
€O A-t-on e(y;) — 07

8.3. Cas de la dimension 2

Proposition. Soit B C R2. On note B; les compaosantes connexes de B,et ﬁi la réunion de
Bi et des composantes bornées de R2\B; .Onaalors
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c(B) = e(B) = sup A(B;) (mesure de Lebesgue).
Démonstration. On peut supposer B compact.

(a) Supposons d'abord B connexe et bord C® :alors B = B est équivalent 4 un disque par un
symplectomorphisme global, d'ol le résultat.

(b) Si B est un compact connexe quelconque, il admet une suite de voisinages Uj ayant les
propriétés du (a) et telle que c(Ug) — c(B), e(U;) — e(B) et h(U;) — N(B) , don le résultat.

(c) Si B n'a quun nombre fini de composantes, & symplectomorphisme prés on peut supposer que
les ﬁi maximaux (non contenus dans un autre B j) sontdeux & deux séparés par une droite. Donc la

formule sur I'énergie d'une réunion donne e(B) = sup A( Bi) .D'autre part, le (a) implique c{(B)
= sup c( B;) = sup A B1) . Le résultat suit alors de la majoration ¢(B) = e(B).

(d) Le cas général se raméne au cas (c) en utilisant la régularité extérieure de €, € et A.
8.4. Autres propriétés

L'énergie de disjonction du tore standard T" C R2" estégaled T r? (la majoration est claire,
la minoration résulte de la comparaison avec la capacité). La question sur la positivité de la capacité
d'une sous-variété lagrangienne (6.6) peut étre affaiblie :

Question. L'énergie de disjonction d'une sous-varigté lagrangienne fermée est-elle positive 7

La méthode des disques holomorphes de [G1] devrait donner une répense positive dans le cas ol
la sous-variété est rationnelle.

Une autre approche de 1'énergie de disjonction est dfie & C. Viterbo [Vid] via les fonctions
génératrices. La propriété élémentaire suivante a son origine dans un résultat de ce papier et répond a
une question de Hofer et Viterbo.

Proposition. Soit B C R2" boré. Il existe €(B) < +c0 tel que pour toute difféotopie
hamiltonienne ("\P) & supportdans B ona e(Py) = g(B) . Aurement dit: il existe H € % el
que exp (H) = Py et |[Hl= c(B).

Pus précisément : soit ¥ un symplectomorphisme compactement hamiltonien el que B et
Y(B) sont séparés par un hyperplan. Alors e(\¢) =< 8 e(y).

Démonstration. Soit N un entier trés grand. Il existe des symplectomorphismes Y1 = ¥, Y 2...
Yan qui sont tous conjugués et tels que Y 1(B) et Y;(B) sont séparés par un hyperplan si
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i# j.Ondéfinitpour O = i=N:
i = Y2im1PisN Yaio1
Bi= Va2 Pin Yzt
Alors ¢ estdsupportdans Y2i-1(B)et Bi dans V2i(B) doncles supports sont deux 2
deux séparés par un hyperplan. On en déduit qu'ils commutent et que I'énergie de n'importe quel

produit est majorée par le sup des énergies des facteurs. De méme pour les deux produits suivants (cf.
figures Set 6) :

@ 1%

=@ = T, = [aman G105, ()

Comme BN estconjuguéd Y~ ' ona e(P) = e(By) = e(¥~'®) = e(d)+e(¥)
donc il reste & majorer e(®) et e(W) . D'aprés la remarque faite ci-desus il suffit de majorer
e(ali Bi) et (i +1B81) :

(2) Ladécomposition oliBi = Y¥2i—-1. PVisNn (¥2i-1""¥21) Yi;n ™' Y21~ montre

que e(ciRi) estmajorépar 2 E(“jlzl—ﬂ + e("}‘zl)) =4 e(y).
(b) On peut écrire & +18; = ¥¥',on

¥ = W21+1‘Pi+1m‘¥21+1_"J/zi‘Pi/N'1‘Jf21_1
"= Y2 PisynPin T W2
Ona e(¥) < 4 e(y¥) comme dans (a), et e(¥") = E(‘)OHVN‘PUN_‘) = 0(1/N) .
Prenant N arbitrairement grand on en déduit la majoration annoncée.
Remarques. (1) Laconstante 8 peut sans doute étre remplacée par Z (mais pas 17).
(2) Lesupportde H ne peut étre pris dans B : en effet linvariant de Calabi de exp (H) serait alors

borné par ¢{B).vol(B) alors qu'il peut &re arbitrairement grand pour un Py comme dans la
proposition.
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