Table des matières

Introduction 1

1 L’arithmétique flottante 9 1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.2 La norme IEEE 754 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.2.1 Trois concepts essentiels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.2.2 Fonction (( ulp )) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.2.3 Précision machine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 1.3 Développements futurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Conditionnement et analyse d’erreur 19 2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 2.2 Quelques définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 2.2.1 Conditionnement et régularité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.2.2 Stabilité arithmétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 2.2.3 Élimination catastrophique et absorption . . . . . . . . . . . . . . 23 2.3 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 2.3.1 Système linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 2.3.2 Racines d’un trinôme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 2.3.3 Valeurs propres d’une matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 2.3.4 Aire d’un triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 2.3.5 Calcul d’une dérivée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 2.3.6 Test dans un algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 2.4 Analyse d’erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 2.4.1 Analyse mathématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 2.4.2 Portrait spectral d’une matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 2.4.3 Analyse déterministe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 2.4.4 Analyse statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 2.5 Atelier AQUARELS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 2.5.1 Exemple d’utilisation : contrôle de l’arithmétique . . . . . . . . . 39

3 Arithmétique d’intervalles 41 3.1 Pourquoi une arithmétique d’intervalles? . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 3.1.1 Imprécision des données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 3.1.2 Le développement au premier ordre n’est pas suffisant . . . . . . . 42 3.1.3 Une arithmétique d’intervalles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 3.1.4 Remarque sur la complexité des algorithmes . . . . . . . . . . . . 44 3.2 L’arithmétique d’intervalles réelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.2.1 Définition des opérations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 3.2.2 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 3.2.3 Croissance de l’amplitude résultant du découplage . . . . . . . . . 47 3.2.4 Effet enveloppant, ou (( wrapping effect )) . . . . . . . . . . . . . 48 3.2.5 Vers d’autres arithmétiques? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 3.3 L’arithmétique d’intervalles flottante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 3.3.1 En arithmétique virgule flottante . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 3.3.2 Le produit scalaire précis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 3.3.3 Logiciels pour une arithmétique d’intervalles . . . . . . . . . . . 54 3.4 Pour en savoir plus : Application à l’encadrement de résultats . . . . . . . 56 3.4.1 Évaluation de polynômes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 3.4.2 Principe pour la résolution d’une équation . . . . . . . . . . . . . 59 3.4.3 Résolution d’un système linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 3.4.4 Autres problèmes déjà résolus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 3.5 Les intervalles sur Internet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4 L’arithmétique stochastique 65 4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 4.2 Approche stochastique des erreurs d’arrondi . . . . . . . . . . . . . . . . 66 4.2.1 La formalisation des erreurs d’arrondi . . . . . . . . . . . . . . . 67 4.2.2 Interprétation stochastique des erreurs d’arrondi . . . . . . . . . . 69 4.3 La méthode CESTAC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 4.3.1 L’arithmétique aléatoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 4.3.2 Estimation de la précision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 4.3.3 Validation et efficacité de la méthode CESTAC . . . . . . . . . . 72 4.3.4 La notion de zéro informatique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 4.3.5 Implantation synchrone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 4.4 L’arithmétique stochastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 4.4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 4.4.2 Définitions et propriétés élémentaires . . . . . . . . . . . . . . . 78 4.5 Le logiciel CADNA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 4.6 Application aux algorithmes numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 4.6.1 Les méthodes finies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 4.6.2 Les méthodes itératives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 4.6.3 Les méthodes approchées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 4.7 Pour en savoir plus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 4.7.1 Sur l’approximation au premier ordre . . . . . . . . . . . . . . . 88 4.7.2 Application à l’algorithme de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . 90

5 Arithmétique multi-précision 93 5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 5.1.1 Qu’est-ce que la multi-précision? . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 5.1.2 À quoi ça sert? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 5.1.3 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 5.2 Les types d’algorithmes utilisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 5.2.1 Multiplication de grands entiers . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 5.2.2 Division et racines p^e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 5.2.3 Fonctions élémentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

5.2.4 Récapitulatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 5.2.5 Pour en savoir plus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 5.3 Les logiciels disponibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 5.3.1 La bibliothèque MP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 5.3.2 La bibliothèque Gnu MP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 5.3.3 La bibliothèque MPFUN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 5.3.4 La bibliothèque PARI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 5.3.5 La bibliothèque RANGE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 5.3.6 La multi-précision sur Internet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 5.4 Applications et exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 5.4.1 Une formule mathématique pourtant simple. . . . . . . . . . . . . 114 5.4.2 Résolution itérative de systèmes linéaires . . . . . . . . . . . . . 115 5.4.3 Évaluation des sommes d’Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 5.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 6 Arithmétiques exactes 117 6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 6.2 L’arithmétique entière et rationnelle exacte . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 6.2.1 De la multi-précision au calcul exact . . . . . . . . . . . . . . . 118 6.3 Des entiers aux rationnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 6.3.1 Calcul du PGCD par l’algorithme d’Euclide . . . . . . . . . . . . . 121 6.3.2 Améliorations de l’algorithme d’Euclide . . . . . . . . . . . . . . 122 6.4 Optimiser les calculs en précision infinie . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 6.4.1 Méthode de Bareiss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 6.4.2 Méthode p-adique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 6.5 L’arithmétique rationnelle paresseuse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 6.5.1 Les limites des arithmétiques exactes (( pures )) . . . . . . . . . . 126 6.5.2 Principes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 6.5.3 Le point de vue de l’utilisateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128 6.6 L’arithmétique algébrique : la représentation D_5 . . . . . . . . . . . . . . 129 6.7 L’imprécision en géométrie algorithmique . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 6.7.1 Exemples d’incohérence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 6.7.2 Quelques solutions proposées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

7 Arithmétiques dynamiques 139 7.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 7.2 Systèmes de numération d’Avizienis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 7.3 Autres systèmes de numération redondants . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 7.4 Arithmétique en ligne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 7.4.1 Multiplication en ligne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 7.4.2 Division en ligne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 7.4.3 Racine carrée et fonctions élémentaires . . . . . . . . . . . . . . 148 7.5 Systèmes d’arithmétique dynamique déjà réalisés . . . . . . . . . . . . . 148 7.6 Pour en savoir plus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 7.6.1 Arithmétique en ligne et calculabilité . . . . . . . . . . . . . . . 149 7.6.2 Sur la taille des opérateurs et des variables . . . . . . . . . . . . . 149 7.6.3 Un peu de lecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

Conclusion 151 Bibliographie 153 Index 163