MATHEMATIQUES - ECE 1 2019-2020

Correction du DST?2

EXERCICE 1.

1. a) B =[1,222]
b) inv(B)
c) B"2—3% B+ 6xeye(B)
2. B est inversible si ad — be # 0, ici, ad —bc =1x2—2x (—=2) =244 =6 # 0. Donc B est inversible.

L’inverse de la matrice est alors

s L (d —by_1(2 -2
Tad—bc\—c a ) 6\2 1

2 Ix142x(-2) 2x1+2x2 0
3.2 B :<1><(—2)+(—2)><2 2><(_2)+2X2):<_6 0>

8) B <3§<>(<—12) gii)

Donc

2 1
EXERCICE 2.
1. A) La dérivée de v/u est %
Donc Vz > 1, f'(z) = 2\/22967_1 = \/2;7_1

B) La dérivée de e est u'e.

Donc Vz € R, f/(z) = 2ze® 2.
C) La dérivée de u® est au'u®~*.

Donc Vz € R, f/(r) =4 x 2 x 2z + 1)*~1 =8(2x + 1)3.
D) La dérivée de In(u) est %

Donc Vo > —2, f'(z)

E) La dérivée de uv est u'v + uv’.

Donc Yz > —1, f’(x):lxln(x+1)+(l+x)x%H—lzln(x—i—l)l—l:ln(m—&—l).

_ 3
— 3x42°

. , Loy ’
F) La dérivée de ¥ est “2510,
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Donc Vx # —1,

(Ixe*+ae®)(z+1)—ze® x 1
(z+1)?
(e + xze®)(x + 1) — xe®
(x4 1)
ze® 4+ 22e® + e + xe® — xe®
(x+1)2
22e® + ze® + €°
(@ +1)?
e S
(x 1)

/(@) =

2. a) Vx #1,

e(r—1)—e* x1

f(l'): (.13—1)2

re® — et —e”
(x—1)?
xe® — 2e*
(x—1)?
T —2
= —0—e€

(x—1)?

x

b)c) Pour tout = # 1, (x — 1)? > 0 et pour tout = € R, e > 0. Le signe de f’(z) dépend uniquement du
signe de = — 2.

3. Vo #£2, g(x) = (x—2)73
Donc Vz # 2,

=-3(x—-2)""*
- 3
e
Pour tout z # 2, (z —2)* > 0 ie ¢’(z) <0
—00 2 +00
g'(x) ol |
g(x) NN
4. A)
—00 400
f'(x) +
f(z) /
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B)
—00 0 400
f'(z) - |+
f(z) N |
C)
—00 —% +o00
f'(@) - |+
f(z) NS
D)
2 too
f'(z) +
f(@) e
E)
—00 0 400
f'(x) - |+
f(@) NS

F) Le signe de f dépend du signe de 2% + x + 1. Le discriminant de ce polynome est 1 —4 = —3. Le
discriminant est négatif, le polynome est donc de signe constant qui est le signe du coefficient associé

a 22. Donc pour tout z € R, 22 + 2 +1 > 0.

+o0o

EXERCICE 3. a)

w
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b)

@K 4+1) =) (2k) +
0 k

1
k=0 k= 0

Y3
k=0 k=0

nn+1)2n+1)+n+1

(N> +n)2n+1)+n+1

(2n® +n? 4 2n? +n)—|—n+1

2

-l =——n’+ n+n+1

3 3
4
34 n2 +3n+1
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C’est une somme télescopique.

EXERCICE 4.

1. Montrons le résultat par récurrence.

Initialisation : Commengons par montrer le résultat pour n =0, ug = 0 et 0 < 0 < 2. La propriété est
donc vraie pour n = 0.

Hérédité : Supposons maintenant que la propriété est vraie pour un certain n € N ie 0 < u, < 2,
montrons qu’elle est vraie au rang suivant n + 1 : 0 < up41 < 2.
Up41 = 7un +1> % x 041> 1 car u, > 0 par hypothése de récurrence.

1

Up41 = iun +1<5%x2+1<1+1<2caru, <2 par hypothése de récurrence.

On a donc montrer que la propriété est vraie au rang n+1 : 0 < up41 < 2.
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2. a) (un)n>0 est une suite arithmético-géométrique. Cherchons son point fixe ¢.

On a alors ¢ = %E—I— 1.

Donc ¢ — %é =1.

Donc %Z =1.

D’ou ¢ = 2.

Posons alors pour tout n € N, v,, = u,, — 2.

Alors, pour tout n € N,

Un41 = Up41 — 2

La suite (vp,)n>0 est géomeétrique de raison
Ainsi pour tout n € N, v, = —2 (%)n

Par définition de (vy,)n>0, pour tout n € N,
Pour tout n € N, 0 < (%)n <1
2(3)"
2(3)

Donc pour tout n € N, 0 <
Donc pour tout n € N, 0 >
=

Donc pour tout n € N, 2

N

et de premier terme vg =ug —2=0—2=

Up = v, +2=2-2(1)"

Finalement, on retrouve que pour tout n € N, 0 < u,, < 2.

EXERCICE 5.

1. a)

0
Posons Q = é -2 0 8
1 0

Alors

4 0 4
-4 0 4
1 1 1
(—4)
(—4)
—4) +

0x1
+8x1
0x1

(=2)

| =

1

8
1 0 0
0 1 0
0 0 1

I3

De méme PQ = I5.

Donc P est inversible d’inverse Q.

Ix0+(-1)x0+0x1 1x44+(-1)x44+0x1

(—2) x04+0x0+8x1
I1x0+1x04+0x1

(—2) x44+0x4+8x1
I1x44+1x440x1
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b)

D =P AP
L f1 10\ /1 40 4 0 4
:§—208 4 1 0)[|-4 0 4
1 1 0o/ \o 1 1 1 1 1
(1 —1 0\ /-12 0 20
:§—20812020
1 1 0o/ \=3 1 5
L[240 0
:goso
0 0 40
-3 0 0
=0 1 0
0 0 5

La matrice D est bien diagonale, car elle ne posséde des coefficients non nuls que sur sa diagonale.
Montrons le résultat par récurrence.

Initialisation : Commencons par montrer la propriété au rang n =0 : A° = PDP~1,

Pour toute matrice carrée B, BY est la matrice identitée.

Donc PD°P~! = PI3P~ ' = PP~ ! =3 = A,

On a donc montrer la propriété pour n = 0.

Hérédité : Supposons que la propriété est vraie pour n € N : A" = PD"P~!. Montrons qu’elle est
vraie au rang suivant n + 1 je At = pprtip-1

ATl = A" A, or par hypothése de récurrence : A" = PD"P~! et d’aprés la question ¢: A = PDP~!
On a donc A" = PD"P='PDP~! or PP~! = I;.

Donc A"l = PD*"[3sDP~! = PD"DP~! = pprtip—1,

On a donc montré la propriété au rang n+ 1 : A"t = ppr+ip-1

On a donc montré par récurrence que pour tout n € N, A" = PD"P~1,

(=3 0 0 (=3)» 0 0
pr= 0 1 o|l=( 0o 1 o0
0 0 5" 0 0 5"

( 1 1 0
L[ A3 HAXEY —A(=3)" +4 x5 0
—4(=3)"+4x 5" A(=3)"+4x5" 0
(=3)" — 245" —(=3)"+5" 8
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2. a)

c)

d)

Soit n € N,
Un+1
Xn+1 - Un+41
wnJrl
Up + 4vp
= | 4u,, + v,
Up + Wy
De plus
1 4 0 Uy,
AX, =14 1 0 Un,
0 1 1 Wy,
Uy, + 4o,
= | 4u,, + v,
Uy, + Wy,

Finalement, pour tout n € N, X, = AX,,.
Montrons la propriété par récurrence.

Initialisation : Commencons par la montrer pour n = 0 : Xy = A°Xy. On a A° = I3, donc on a
bien Xy = A°X,. La propriété est vérifiee pour n = 0.

Hérédité : Supposons que la propriété est vraie pour un certain n € N : X,, = A" X,. Montrons
qu’elle est vraie pour le rang suivant n + 1 : X, = A" X,.

D’aprés la relation montrée a la question a, X, 11 = AX,.
D’aprés 'hypothése de récurrence, X, 11 = A x A"Xg = A" X,.
On a donc montré la propriété au rang n + 1.

Finalement, on a montré par récurrence que pour tout n € N, X,, = A" X,.

Uug 5
Xo = Vo = 3
wWo 1

En utilisant la question 1.e, 2.b et 2.c, on trouve

X, = A"X,
A4(=3)" +4x 5" —4(=3)"+4x5" 0\ (5
= -4(-3)"+4x5" 4(-3)"+4x5" 0] |3
(=3)" —2+ 5" —(=3)"+5" 8] \1
8(—3)™ + 32 x 5"
32 x 5" — 8(—3)"
2(—3)" 4+ 8 x 5" — 2
(=3)" +4 x 5"
= | 4x5"—(=3)"
(=345 — g

1
8

Up
Comme X,, = | v, | pour tout n € N, on a
wy,
Up = (—3)" +4 x 5"
Uy =4 x 5" — (=3)"
wy, = 3(=3)" +5" — 1



