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Correction DST4

EXERCICE 1.

A)
1. Une main de 5 cartes est une combinaison de 5 cartes parmi les 52 cartes du paquet.
52 . .
Il y a donc mains possibles.
5

4
2. Il y a 4 rois dans le paquet, il y a donc fagons de choisir 3 rois parmi les 4.

48
Il reste alors 2 cartes a choisir parmi les 48 qui ne sont pas des rois. [l y a fagons de les choisir.

48
Au final, il y a X mains contenant exactement trois rois.
2
13 .
3. Il y a en tout 13 cartes de coeur. Il y a donc mains ne contenant que des cartes de cceur.
5

B) 1/ 1l s’agit d’une série géométrique, puisque 4 > 1, elle est divergente.

2/ Pour tout n € N*,

k=

n ~ n
=2
0 k=1
1
3 k

_ n
- 377.71
=1
Or la série géométrique dérivée > ng™ ! converge si |q| < 1.
n=1
Ainsi, la série ) gz converge et sa somme est
n>0
*2“’ n_1. 1
an 9 1\2
=3 (1-3)
1 « 1
=3 %
1 « 9
374
_3
T4
3/ Pour tout z € R, la série Z>:0 2—7,7
nz
syn 400 in
Donc la série Y (7n!) converge et sa somme est Y % =e 5.
n>0 n=0

4/ La somme Y (In(k+ 1) —In(k)) est une somme télescopique.
k=1

n

On trouve alors pour tout n € N*, > (In(k+ 1) —In(k)) = In(n + 1) — In(1) = In(n 4+ 1).

k=1

Or lim n+1=+ocoet lim In(xz)= 400, par composition de limites, on trouve que lim In(n+ 1).
n—-+oo xr—+00 n—-+oo

Finalement, la série Y (In(n+ 1) — In(n)) diverge.

n>1

5/ Pour tout n € N*, on a
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n—1 n 1
P D D B B
k=0 k=0 k=0
" n 1
DA E
k=1 k=0
- —1) n!
Pt (n—1) £ nl
n—1 1 n 1
k=0 k=0
1
Tl
Or lim n!= +o0, par opération sur les limites, lim % =0.
n——+oo n—+oo ™
+oo
La série > "7;1 converge donc et sa somme est » "7;1 =0.
n>0 n=0
6/ Pour tout n > 2, on a
S k(k+1) = k(k—1)+2k
ook T L ok
k=0 k=0

M:

E(k—1) <2k
BT IET
k=0

k=0
" k(k—1) <2k
T tl
k=2 k=1
1 GKk(k—1) < k
= ok—2 + Z ok—1

22

n(n—1)
on—2

Or les séries )

n=2 n>1

o - 1
Ainsi, la série 3 ™2 converge et sa somme est :
n=0

n(n+1)
Qn

C)1/ Pour tout z € R, on a 222 = (22 4 2)e”.

Or lim =z = 400, par opération sur les limites, on trouve que
r—+00

Or lim e” = +oco.
x—+00

Par opération sur les limites, on a lim 269%32 = +o0.

xr—+00

2/ Ona lim+ i = 400, par opération sur les limites,

z—0

k=2 k=1

et > snot sont des séries géométriques dérivées et ‘%‘ < 1, elles sont donc convergentes.

+
3

1 nn—1) X n
922 on—2 +22n71
n=2 n=1

1>< 2 n 1
1 1\3 1\2
(-3 (1-3)

121
17171
4+4

8

lim 2z + 2 = +4oc.
xr—+o00

lim 2+ 1 =

z—0t

—+00.

Or lim In(z) = 400, par composition sur les limites, on trouve lim In(2+ 1) = 4oo0.

T—+o00
3/ Ona li =0et lim <2 = 1.
/ On a Jim, NI et lim <=
Par opération sur les limites, lim MT;l =1

z—0t

z—0t

4/ On a lim x® = 400, par opération sur les limites, lim 2® —2 = 4o0.

Tr— 400

xr—+o00
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. g . . . 3_
Or lim e® = 400, par composition de limites, lim e® 2 = 4o0.
T—+00 T—+00

5/ Les fonctions x — 22—z +1et z — 322 — 5z + 3 sont des polynémes donc continues sur R.
Regardons quand 3z% — 5z + 3 s’annule, pour ce faire, considérons son discriminant A.
A=52—-4x3x3=25-36=—-11<0

Le polynéme 3z% — 5z + 3 ne s’annule donc pas sur R.

w3fz+1

327,53 est continue sur R.

La fonction x —

Donc

. 2 —z+1 33-3+1
lim =
t—=33x2 —bxr+3 3x32—-5x3+3
_2T-3+1
T 27—15+3
%
15
=5
3

6/ Pour tout = € R, (z* — 322 + 2)e® = x%e® — 3z%e” + 2¢”.

Or, pour tout n € N, lim z"e” = 0, donc, par opération sur les limites,
T— — 00

lim (2% —32% +2)e” =0

Tr—r—00

EXERCICE 2. A)
1. La fonction f est définie lorsque x + 1 > 0, donc pour z > —1.

Finalement Dy =] — 1; +o0].

clf

x=[1:00.1 :2]
y=(x+ones(x))."2.xlog(x+ones(x))
plot2d(x,y)

3. 2 — z+ 1 est un polynéme et donc continue sur R. De plus, z + 1 > 0 sur Dy et In est continue sur R} .
Par composition de fonctions continues, z — In(x + 1) est continue sur Dy.
Par produit de fonctions continues, f est continue sur Dy.

4. z+— x4+ 1 est un polyndéme et donc dérivable sur R. De plus, z + 1 > 0 sur Dy et In est dérivable sur R%.
Par composition de fonctions dérivables, x — In(z + 1) est dérivable sur Dy.

Par produit de fonctions dérivables, f est dérivable sur Dy et, pour tout > —1,

fl(@)=2@+1)n(z+1)+ (z+1)*x pooreg
=2(z+1)In(z+1)+ (z+1)

=(z+1)2n(x+1)+1)

Pour z > —1, .+ 1 > 0, donc f'(z) est du signe de 2In(1 + x) + 1.

2In(142)+1>0
2In(1+2z) > -1

In(1+4z) > —%

[NE

1+z>e 2 car la fonction exp est croissante

[N

r>e 2 —1
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On trouve donc le tableau de signe suivant :

5. Regardons la limite de f en —1.
Ona lim 14z=0et pourz>—-1,14+z>0.

z——11

Or lim z?In(x) = 0 par croissance comparée.
z—0+

Donc, par composition de limites, lim (z +1)*In(z +1) = 0.

r——1
La fonction f admet donc un prolongement par continuité en —1 et son prolongement par continuité vaut 0 en
—1.

6. On a lim x4+ 1 = 400 par opération sur les limites.
x—+oo

Donc, par opération sur les limites, lim (x4 1) = +oo.
T —+00

De plus, lirf In(z) = 400, par composition sur les limites, liIJl;l In(z + 1) = +o0.
xr—r oo xr—r oo

Par opération sur les limites, lim f(z) = 4o0.
Tr—+o00

7. lim1 f(z) = 0 et f est strictement décroissante sur ]0; T 1], donc f(z) < 0 sur donc ]0; e 1[ donc I'équation
T——

[N

f(x) = 1 n’admet pas de solution sur ]0;e”2 — 1].

De plus, f(e_% -1)= (e_%)2 ln(e_%) =—1e!

f est continue sur Dy et strictement croissante sur [67% — 1, 4+ oo, de plus 1 est compris entre f(eié —1) et

lim f(x).

x—+oo

Par le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une unique solution a I’équation f(z) = 1 sur
[67% — 1,4+ oo[ et donc sur Dy.
B) 11 peut étre bon de préciser que, pour tout n € N, f est bien définie sur R .

1. Soit n € N, z + " est un polynéme donc continue sur R.
De plus, la fonction In est continue sur R} .

Par produit de fonctions continues, la fonction f, est continue sur RY.

2. Soit n € N, f,, est dérivable sur R} et sa dérivée, pour tout = > 0, est

fr(z) = nz" "n(z) 4+ 2™ x %
=nz" " "In(z) +

=z" ' (nln(z) + 1)

Pour tout x > 0, on a " > 0, donc f,,(z) est du signe de nln(z) + 1.

nin(z) +1>0
nln(z) > —1

1
In(x) > ——
(2) > -
1
x> e 7 car la fonction exp est croissante

On trouve donc le tableau de signe suivant :
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0 e~ 400
n(7) -t
fn(z) NS
3. Par croissance comparée, lim z"In(z) =0 et donc lim f,(z) = 0.
z—0t z—0t

Or la fonction f, est décroissante et donc négative sur ]0; e [.

L’équation f,(z) =1 n’admet donc pas de solution sur |0; e [.

e 1

De plus f((f%) —e I x (_l) - _

n

< 0.

n
lim z" =400 et lim In(z) = 400, donc par opération sur les limites, lim f,(z) = +oo.
T—+o00 T—+o00 T—+oo
Finalement, la fonction f,, est continue et strictement croissante sur [87% ;+oo[ et 1 est compris entre f(efé) et

lim fn(z).

T—+o0o
Par le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une unique solution a I'équation f,(x) =1 sur
[67%;-{-00[ et donc sur RY.
4. Pour tout = > 0, fo(z) = In(x). Donc zo = e.
5. Soitne€N,ona fr,(1) =1"In(1) =1 x0=0 < fn(zn).
. . 1
Or, fn est strictement croissante sur [e” = ; +00].
Donc 1 < zy.

6. Soit n € N,

frsr(@n) = 23" In(an)

=Ty X T, In(zy)

= Tn X fn(mn)

=z, car fo(zn) =1
Or fn+1(nt1) =1 < xn.
Donc fr+1(Tn+1) < fat1(zn).

1 1 1

Or, fn41 est strictement croissante sur [e” 7+1;400[, zp € [e” 7+1; 400[ €t Tny1 € [ 7F1; 400].

Donc Zpt1 < Zn, la suite (zn)n>0 est donc décroissante.

7. La suite (zn)n>0 est décroissante et minorée par 1, d’aprés le théoréme de la limite monotone, la suite (zn)n>o0
converge vers une limite finie £.

8. Or, pour tout n € N, z,, > 1, par passage a la limite, on a ¢ > 1.
Sif#1,onaf>1, alors il existe £ dans le segment |1;¢[ tel que, pour tout n € N, z,, > ¢'.
Puisque ¢/ > 1, on a z* > ¢'™.

Or, puisque ¢ > 1,on a lim ¢ = +oo.
n——+oo

Par comparaison avec une suite divergente vers +oo, on trouve que lim z; = +oco.
n——+oo

Puisque In est continue sur RY , on a, par composition de limites, hr-«I—l In(z,) = In(4).
n— oo

Or ¢ > 1, donc In(¢) > 0.

Par opération sur les limites, lim zj, In(xz,) = 4o0.
n—+oo

Or fn(zn) =1, done, pour tout n € N, z;: In(z,) = 1.

Ainsi  lim zy In(z,) = 1.
n—-+4oo
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C’est absurde.

Donc ¢ = 1.

EXERCICE 3.

1. Chaque boule a la méme probabilité d’étre piochée.

3

_3 _3
3+2+4 — 9

W=

On trouve ainsi que P(V;) =

2. L’événement V signifie qu’on ne tire pas de boule verte au l-er tirage
et qu’on ne tire pas de boule verte au 2-e tirage
et qu’on ne tire pas de boule verte au 3-e tirage

Ainsi V = N Vi
1€EN

3. D’aprés le corollaire du théoréme de la limite monotone, P(V) =P ( N W) = lim P (ﬂ W)
i=1

ieN n—+oo

Les tirages sont effectués avec remise, les événements V; sont donc mutuellement indépendants.

Soit n € N*, on a P ( N Vz> =II]P (VZ) car les événements V; sont donc mutuellement indépendants.
i=1 i=1

Puisque P(V;) = %, on trouve que P(V;) = 2.

Finalement, P(ﬂ VZ> =1I12=(2)"
i=1 i

Or }%} < 1, donc ngm (%)n =0.

—+o00

Finalement, on trouve que P(V) = lim P <ﬂ VZ) 0.

EXERCICE 4.

1. Pour tout n € N, s(n,0) = > ¢ = 171qfq
E=0

11 s’agit de la somme partielle de la série géométrique. Cette série est convergente puisque |g| < 1 et sa somme est

li 0) = ——
n—l>r-ﬂr—loo S(’I’L, ) 1-— q

n=input("Entrer un entier n")

S=0
for k=0 :n
2. a)
S=S+(k+1)xq~k
end
disp(S)

b) Il s’agit d’une forme indéterminée de type "oo x 0”.

Pour tout n € N;onan x ¢" =n x (11)".
q

Or,puisqueO<q<1,ona%>1

Donc lim (l)n:—s—oo.

n—+oo \ 4

Par croissance comparée, on trouve donc lim —75= = 0.
ntoo (1)

Finalement lim ng" = 0.
n—+oo
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3.

¢) Soit n € N,

Or lim ng" =0et

n—-+oo

Par opération sur les limites,

Donc lim s(n,1) = oz

n—-+oo

1

n

(1—q)s(n1)=(1—q)» (k+1)q"

=> (1—q)x (k+1)q"

= zn:((k +1)¢" — (k+ 1)¢"™)

n

=>"(k+1)q" = (k+1)d"""
k=0 k=0

e
3

n n

n+1
_ k" + ¢ — Z kq®
0 k=1

=0xq°— (n—|—1)q"+1 +qu
k=0

=0—(n+1)¢"" + s(n,0)
=—(n+ 1)q"+1 + s(n,0)

lim s(n,0) = ﬁ d’aprés les questions précédentes.

n——+oo

: 1
RE{EOO(l —q)s(n1) = .

d) s(n,1) est la somme partielle d’une série géométrique dérivée, elle converge car |g| < 1 et on retrouve le fait

li 1
que lim s(n,1)

a) Soient n, r > 1,

_ 1
T (-9
" (r+k
(1—gq)s(n,r) =(1-4q) 7"
k=0 r
" [(r+k ) " fr+k
Dol L P ol (A P
k=0 r k=0 r
" [r+k e k-1
_ qk_z 7
k=0 T k=1 r
" fr+k) , K[r+k-1\ , r+mn
=1+ q - q -
k=1 T k=1 r T
~ r+k r+k—1 & r+n
b1 r r T
"fr—14+k r+n
:1+ qk* qn+1
k=1 r—1 T

b) Par croissance comparée, lim n"¢" = 0.
n—+oo

Plus généralement, pour tout o <7, lim n%g"™ =0.

n——+oo
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Initialisation : Pour r = 0, d’aprés la question 1., la suite s(n,0) converge et lirf 5(n,0) = =
n——+0oo

Pour tout n, r > T = (ndr)x(nir— .1)X X(ntl)
Or, (n + r) X (n+r—1)x -+ x (n+1) est un polynéme de degré r, par opération sur les limites, on a
nEToo( r) X (n+r—1)>< - X (n+1)¢" =0.
r+n
Par opération sur les limites, lim q" = 0.
n—-+oo r

Montrons la propriété par récurrence sur 7.

1-q)°
Hérédité : Supposons que s(n,r) converge et que hrf s(n,r) = W
n—r oo
r+1+4+n
D’aprés la question 4.a., (1 — q)s(n,r + 1) = s(n,r) — gttt
r+1
. . r+1+n L .
Or, d’aprés ce qui précéde, lim ¢"™ = 0 et, par hypothése de récurrence, lim s(n,r) =
n—+o0o r+1 n——+oo

(1—g)+1°

Par opération sur les limites, on a donc lirf 1-q)s(nr+1)= ﬁ.
n——+oo

Finalement, par opération sur les limites, on trouve lim s(n,r+1) =

n—-+4oo (1— q)r+2

1

Conclusion : On a donc montré par récurrence que la suite s(n,r) converge et que sa limite est s(r) = T T



