MATHEMATIQUES - ECE 1 2019-2020

Correction TD 14 : Intégrales

I Appliquer le cours

Ces exercices ont pour but de vous aider a revoir le cours. Ce sont soit des applications directes des Définitions/Proposition/Théorémes
vu en cours, soit des exercices dont la structure ressemble a ce que vous avez pu voir en cours. A coté de chacun de ces

exercices est mis la partie du cours a laquelle il est associé. Il vous est donc conseillé de les retravailler avec le cours &

coté si besoin.

EXERCICE 1 (Calcul de primitive).

Cherchons séparément une primitive de ¢t — e’ et ¢ — t°.

t +— e’ est une primitive de t — e’.

t— %t‘l est une primitive de ¢ — 3.

Donc t — e' + it‘l est une primitive de ¢ — e’ + ¢3.

Pour tout t € R, % = %t— %
Cherchons indépendamment les limites de t — %t et t — %
t— %tQ est une primitive de t — %t.

t— %t est une primitive de ¢t — %

t— %t2 - %t est une primitive de t — %t - %

Cherchons indépendamment les primitives de ¢ — t2, t — 1 et t — tV/%.
t— %t3 est une primitive de ¢ — t2.

t +— t est une primitive de t — 1.

Pour tout ¢ > 0, tv/f =t x t2 = t2.

Donc t — %t% est une primitive de t — /1.

Finalement ¢ — %t3 +t+ %tg est une primitive de t — t2 4+ 1 + tV/%.

Pour tout ¢ > 0, I"Et) =1 xIn(t).

Puisque t — % est une primitive de In, on reconnait une forme u'u pour u = In.

In(t)
t

Donc ¢ +— 1 (In(t))? est une primitive de ¢ —

Pour tout t > 0 et t # 1, ﬁ :%m%t) :ﬁ.

. . o . . ’
Puisque t — % est une primitive de In, on reconnait une forme - pour u = In.

Donc ¢+ In (In(t)) est une primitive de ¢ — ﬁ

Pour tout t # —1, =14+t

1
(1+1)2

Pour u(t) = 1 +t, on a v'(t) = 1, on reconnait donc une forme u'u~2.

1 ey
Donc t — — 13 est une primitive de t —

1
(a+82°
Pour u(t) = t?, on a u'(t) = 2t, on reconnait donc une forme u’'e".

+2

. .y 2
Donc t — %e est une primitive de t — te’".

Pour u(t) = v/t, on a /() = 2\17, on reconnait donc une forme u'e".

Donc ¢ — 2eV? est une primitive de t "‘\/;.
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Pour u(t) = t?, on a u'(t) = 2t, on reconnait donc une forme %’

t

Donc t — %ln (1 + t2) est une primitive de ¢t — e

EXERCICE 2 (Calcul d’intégrale par calcul de primitive).
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EXERCICE 3 (Intégration par partie).
Posons u(t) = In(t) et alors v'(t) = ¢.
Ainsi u/(t) = 1 et v(t) = 1¢2.

Par intégration par partie, on a

Posons u(t) =t et alors v'(t) = €.

Ainsi v/(t) = 1 et v(t) = €.

Par intégration par partie, on a

Posons u(t) = In(t) et alors v'(t) = t* — 1.

Ainsi u/(t) = + et v(t) = 5t° —t.

1
3)% dt = / (4t — 1262 +9) dt
0

1 1 1
:4/ t4dt—12/ tht+9/ dt
0 0 0

—a|lp 1712 1y 1+9[t]1
5 371, 0

0
4 12
=-—-"49
53 1
_2
5
1 1
7/ 2¢’(2e" — 3)° dt
2/
= % |:%(26t - 3)3}
1.1 3 1. 3
= Z(2e' — — Z(2e7 =
g2e =3)" — (27 = 3)
1 s 1/2 3
:72— - - -
6(6 3) 6(6 3>

2
:%x22xln(2)f ><121n(1)77/tdt
1
_ 11,12
= 21In(2) 2[215}1
1
=2mn(2) - ;(4-1)
3
=2In(2) — =
n(2) -4
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Par intégration par partie, on a

4—4)ln(4)— <§—2>ln(2)—%/jt2 dt+ [

3
o E) In(4) - <§ - §) In(2) - [;tﬂ: + (113

3 3 3
52 2 1 /64 8
=@ - tmE) - (2 ) -2
P - Sme) -3 (§-F)+a-2)
104 2 1 56
—341n(2)—%

Posons u(t) = t* — 3t 4 2 et alors v'(t) = e’.
Ainsi u/(t) = 2t — 3 et v(¢) = €’

Par intégration par partie, on a
2 ) 2
/ (t* =3t +2)e’ dt = [(t* — 3t +2)e’]| — / (2t — 3)e’ dt
1 1
2
=(4-6+2)*—(1-3+2) —/ (2t — 3)e" dt
1

2
—/ (2t — 3)e’ dt
1

Posons u(t) = 2t — 3 et alors v'(t) = e'.
Ainsi u/(t) = 2 et alors v(t) = e’

Par intégration par partie, on a

/12(152 —3t+2)e’ dt = — ([(Qt N 3)6t}j B /12 * dt)

:—((2><2—3)62—(2><1—3)61—2/126tdt>

= —e+2 [et]i
=’ —e+2 —2¢
=e’ —3e
EXERCICE 4 (Changement de variables).
Le changement de variable est ¢(t) = 1.
L. Par la formule dz = ¢'(t) dt, on trouve que do = — 75 dt.
2. x = % & % =t
3.



MATHEMATIQUES - ECE 1 2019-2020

Rédaction :

Effectuons le changement de variable z = %, on a alors dx = —t%dt.

On trouve donc

2 q 1\* 3 .
/§<1+¥> dt:/ —(1+£) dzr
1 1
1
:/(1+x)4da:
3
1 51"
= [=(1
{5( +x)h

Le changement de variable est o(t) = 1+ ¢.
1. Par la formule dx = ¢'(t) dt, on trouve que dx = dt.
2.z=1+tx—-1=t
3.

4. p(0)=0+1=1letp(l)=14+1=2

Rédaction : Effectuons le changement de variable x =t 4 1, on a alors dz = dt.

On trouve donc

1,2 2 132
/ t dt:/ =1 g4y
o t+1 1 T

Le changement de variable est ¢(t) = In(t).

1. Par la formule dz = ¢'(t) dt, on trouve que do = 1 dt.
2. z=In(t) e’ =t
3.
(n($))? dt = (In(t))? %dt
— #(In(t))? %dt

2
=e"2° dx
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4. (1) =In(1) =0 et ¢(e) =In(e) =1

Reédaction : Effectuons le changement de variable = In(¢), on a alors dz = %dt.

/16 (In(t))? dt = /01 e’ dx

On trouve donc

Posons u(z) = z? et alors v'(z) = €®.
Ainsi v/ (z) = 2z et v(z) = €”.

Par intégration par parties, on a

/16 (In(t)? dt = [m2ex](1)—/012mex da

1
:12X€17026072/ ze® dx
0

1
:e—2/ ze” dx
0

Posons u(z) = z et alors v'(x) = e”.

Ainsi v/(z) = 1 et v(z) = €*.

Par intégration par parties, on a

/le (In(t))? dt = e —2 ([xef];—/olez dx)
:e—2(1><e1—0><e°— [e””];)

:6—26+2(61—60)
=—c+2e—2
=e—2

Le changement de variable est ¢(t) = In(t).
1. Par la formule dz = ¢'(t) dt, on trouve que do = + dt.

2. z=In(t) e =t

3.
1 1 t
dt = St
t(1 + In(t)) t(1+1n(t)) ¢
t 1
Mm@
p— 1 _
 1+In(t) t
1
=11z dx

4. (1) =In(1) =0et p(e) =1n(e) =1
Rédaction : Effectuons le changement de variable z = In(t), on a alors dz = 1dL.

On trouve donc

/E;dtf/l L
Lt @) T S, 14z

= [In(1 + )]
=1In(2) — In(1)
= In(2)
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EXERCICE 5 (Somme de Riemann).
Soit n € N, on a

1

Vi entre 0 et 1.

Il s’agit d’une somme de Riemann & pas constant & gauche de la fonction = —

n—1
. . 1 1
La suite converge donc et lim L = dx.
& n—+oo kgo Vn2—k? fo Vi-z

Or J3 s o= [~3vT=a]} = .

n—1
Finalement lim

Z 1 1
n—+oo 2 \/n2—k2 2°

Soit n € N, on a

n—1 n—1

Z k x2 1 k 1(k)2
—e2n? = — E 765(;)
2 n n

k=0 k=0

2
. . o o . _
Il s’agit d’'une somme de Riemann & pas constant & gauche de la fonction x — ze'2 entre 0 et 1.
n—1 & 12 1 22
La suite converge donc et lim > -He2n? = [Jxe? du.
n——+oo k=0 n

1
Or fol zez dr = [671| =4e—1.
0
n—1 k2

Finalement lim Y %e2n? =, /e — 1.
n—-+4oo k=0 n

Soit n € N, on a

1= 192 (k)2
DL (5)
k=0 k=0

Il s’agit d’une somme de Riemann & pas constant & gauche de la fonction z +— 2% entre 0 et 1.

n—1
. . 1
La suite converge donc et lim -5 Y k% = [ 2? da.
n—+oo ™ k=0

Or fol 2% dx = [%a::g]é = %

n—1
. . 1 2 _ 1
Finalement lim —x kz:o k= 3.

n——+oo

Soit n € N, on a

IR I [k
REONVEEDWIE
ny/n P ni=\n
1l s’agit d’une somme de Riemann & pas constant & gauche de la fonction z — /x entre 0 et 1.
La suite converge donc et lim —1— i Vk = fl VvV dx.
n—-+oo nyv/n k=1 0
1

Or fol\/afdx: [%x%] = %

0
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n
. . 1 _ 2
Finalement . Hrfoo T 1}:1 \/E

II Des exercices classiques

Il s’agit ici d’exercices qui sont classiques par leur structure ou les sujets qu’ils abordent, ou simplement plus technique
que les exercices d’application. C’est & vous de trouver quel partie du cours vous devez utiliser pour parvenir a résoudre
ces exercices.

EXERCICE 6.
dxr = 2tdt

3 _
212 dt = §z+2 dz

N’oubliez pas de changer les bornes de l'intégrale.

Pour le calcul de I'intégrale, vous pouvez montrer et utiliser le fait que zin =1- %ﬁ
t3

1242

Vous devriez aboutir a flm dt =99 — 21n(34).

dr = dt

1
1+¢2
t(t+1) In (t+1) dt = 11n(z) dz

N’oubliez pas de changer les bornes de l'intégrale.

Vous devriez étre capable de calculer I'intégrale ainsi obtenue, ci besoin, reprenez les exercices d’application du cours.

Vous devriez aboutir a f1 t<t+1> In (t+1> dt = 1 ((In(2))* = (In(3))*) = 3 In (2) In(6)

dx = e dt
ln(1+e )

o dt =) gy

N’oubliez pas de changer les bornes de l'intégrale.

Vous devriez étre capable de calculer I'intégrale ainsi obtenue, ci besoin, reprenez les exercices d’application du cours.

1 ln 1+e)

Vous devriez aboutir a f dt =1 ln (He) In(2+e)

_ 1
22 =t
1 _ 2z

N’oubliez pas de changer les bornes de l'intégrale.

Pour résoudre cette intégrale, il est préférable d’utiliser une astuce que je vous ai indiquée dans la premiére intégrale de
cet exercice. Je vous laisse reprendre ce calcul pour trouver comment faire.

Vous devriez aboutir a fol ﬁ dt =2 —2In(2).

EXERCICE 7.

1. Pour trouver les valeurs de a et b, je vous laisse reprendre l'exercice 10 du TD12, nous avons déja vu comment
résoudre cette question.

Vous devriez aboutir & a = —% et b=

SIS

Vous pouvez alors calculer Uintégrale en la séparant en 2, vous devriez alors aboutir a 1 In (2).
) 2 2

2. L’idée est d’utiliser la méme procédure, commencez par chercher a et b tels que

2+ 1 _a b
24 +3 -1 x-3

Vous trouverez a = —% et b= %

Et finalement, vous devriez aboutir au résultat —51In(3) — 1 In(2) + Z In(5).
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EXERCICE 8.

1. Posez le changement de variable x = —t.

Faites attention a ne pas vous tromper en changeant les bornes, c’est une erreur classique que vous avez commise
si vous trouvez un - devant l'intégrale.

2. Si une fonction est paire, alors f(—z) = f(x).
Séparez l'intégrale sur [—a;a] entre [—a; 0] et [0; al.
Vous pouvez conclure en utilisant la question précédente.
3. Si une fonction est impaire, alors f(—z) = —f(x).
Séparez l'intégrale sur [—a;a] entre [—a; 0] et [0; al.

Vous pouvez conclure en utilisant la question 1.

EXERCICE 9.
Pour la suite (un)n>0, commencez par considérer Un+1 — Un.

Vous pouvez alors utiliser la linéarité de I'intégrale et le fait que ¢t — " = "(1 — ).

1

7 et donc au fait que la suite (un)n>o est

Finalement, en calculant 'intégrale, vous devriez aboutir & un+1 — un =
croissante.

Pour la suite (vn)n>0, commencez par considérer vn41 — Un.

Vous pouvez alors utiliser la relation de Chasles. Attention cependant, vous ne pourrez pas calculer explicitement cette
intégrale. Par contre, vous pouvez utiliser le fait que ’exponentielle est toujours positive.

Et vous pourrez finalement montrer que la suite (vn)n>0 est croissante.

EXERCICE 10.
1. Ip se calcule directement.
Pour calculer I, je vous conseille d’utiliser une intégration par parties.

2. Vous pouvez démontrer sur [0; 1], puis intégrer entre 0 et 1 I'inégalité 0 < e < 1.

En calculant chacune des intégrales, vous devriez aboutir & la réponse.

3. Vous pouvez utiliser un théoréme d’encadrement pour montrer que lir_~1_1 I, =0.
n—-+0o0o

4. Vous pouvez montrer cette égalité par intégration par parties.

Cette question n’est généralement pas la fin de I'exercice ui devrait se poursuivre par un calcul d’équivalent
9
que vous verrez lan prochain.

EXERCICE 11.
1. Iy se calcule directement.
Pour calculer I, je vous conseille d’utiliser une intégration par parties.

2. Vous pouvez démontrer sur [0; 1], 'inégalité 0 < 1 — ¢ < 1 puis, par croissance sur [0;1] de ¢ — t", I'inégalité
0 < (1 —1t)"™ <1 et enfin intégrer cette inégalité entre 0 et 1.

En calculant chacune des intégrales, vous devriez aboutir & la réponse.

3. Vous pouvez utiliser un théoréme d’encadrement pour montrer que lirf I, =0.
n—-+0oo

4. Vous pouvez montrer cette égalité par intégration par parties.

10
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5. En utilisant la relation de la question 4, vous pouvez montrer I’'égalité par récurrence.

En utilisant le fait que 1i111 I, = 0, vous devriez aboutir & la réponse.
n——+00

EXERCICE 12.

1. Vous pouvez utiliser ici la décroissance de la fonction ¢ — %
2. Vous trouverez ’encadrement recherché en intégrant I'inégalité de la question précédente entre k et k + 1.

3. En calculant I'intégrale du milieu de ’encadrement, vous devriez aboutir a 1’inégalité recherchée.

EXERCICE 13.

1. Vous pouvez calculer [I,, directement par primitivation. Si vous avez de la peine & faire ce calcul, je vous invite &
reprendre les exercices d’application du cours.

2. Cette question est un peu délicate car elle demande de faire pas mal de choses en autonomie.
Le plus efficace est de regarder les variations de la fonction x +— ﬁ
En calculant sa dérivée et en regardant son signe sur [2; +oo[, vous pourrez montrer que la fonction est décroissante.
Vous pouvez alors montrer que sur [k : k + 1] <

1 1
? zIn(x) kln(k) "

En intégrant I'inégalité entre k et k+ 1 et en calculant l'intégrale de droite (qui ne dépend pas de ), vous devriez
aboutir a la réponse.

3. En sommant 'inégalité sur k, vous aboutirez & S, > Iny1.

En utilisant la relation de la question 1, vous pourrez montrer par comparaison avec une série divergeant vers
400 la réponse a la question.

EXERCICE 14.

1. Vous pouvez calculer directement /.
2. Par intégration par partie et par linéarité de l'intégrale, vous devriez aboutir & I,, = 2T"(In,l —1Ip).
Vous pouvez ensuite retrouver le résultat voulu.

3. En utilisant la relation de récurence, vous devriez trouver I, = 14—5 et Io = %.

III Pour aller plus loin

Ces exercices sont plus difficiles et ont pour but de vous faire réfléchir a des choses plus complexes que ce que 'on a pu
voir en cours. Ce sont d’excellents exercices pour parfaire votre maitrise de ce qui a été vu en cours.

EXERCICE 15. Cet exercice est assez classique et pas particuliérement difficile & part pour la toute derniére question.

1. 1l s’agit d’une étude de fonction classique, en cas de soucis, je vous invite & reprendre ce que 'on a fait sur le
sujet précédemment.

2. Il s’agit d’une étude de suite comme vous avez pu en faire dans les exercices 10 et 11 par exemple.

3. C’est la encore un calcul classique. Cependant la vraie difficulté de ’exercice est le calcul de la limite de la suite
(un)n>o0 ainsi définie qui n’est pas évidente.

EXERCICE 16. Il s’agit d’un taux d’accroissement !

EXERCICE 17. Cet exercice n’est pas évident car la fonction ainsi définie est trés particuliére. Je vous laisse y réfléchir,
vous reverrez cela dans un chapitre dédié a ce genre de fonctions.

11
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