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TD 6 : Convergence d’une suite réelle

I Appliquer le cours

EXERCICE 1 (Limites classiques, opérations sur les limites et croissance comparée).

Déterminez la nature et les limites éventuelles des suites suivantes définies par :

Vn € N*, uy, :%—n‘g Vn eN, v, = n;ﬁ_ﬁl Vn €N, w, =3" — (-2)"
VneN an=(1-21)e™ VnEN*,bnzﬁ% VnGN,cn:%

¥n € N°, a, = (o VneN, yo=vnZtnt1—vnZ —n+1 Vn €N, zn = (—3)"
Vn e N, a, = "oV VneN, B, = > 2t (3)" " Vn e N*, y, = 2L

n+\/n2+1 k=0 nmn

EXERCICE 2 (Monotonie et théoréme de la limite monotone).

Soit (un)n>1 la suite définie pour tout n € N* par :

1. Montrer que (un)n>1 est strictement croissante.

2. Que peut on en déduire sur I'éventuelle limite de la suite (un)n>0?

EXERCICE 3 (Suites adjacentes et théoréme d’encadrement).

Soient (un)n>1 €t (vn)n>1 les suites définies pour tout n € N* par :

unngl etvnzl-&-n%
1. Montrer que les suites (un)n>1 €t (Un)n>1 sont adjacentes. Que pouvez vous en déduire sur la nature des suites
(un)n>1 €t (Un)n>1 et leurs éventuelles limites ?
2. Montrer que pour tout n € N*, u, <1 < vy,.
3. En déduire que les suites (un)n>1 €t (vn)n>1 ont pour limite 1.

EXERCICE 4 (Monotonie et Scilab).
Soient (an)n>0, (bn)nz0 et (cn)n>o0 les suites définies par :

n bo = 0 2 1
* =2z v N* ¢, = e
Vn € N*, an = 2 W¥n € N, buir = bn(bn + 1) neN*, c kz:jl e
1. Etudier la monotonie de chacune de ces suites.

2. Ecrire un programme Scilab qui demande & I'utilisateur d’entrer une valeur pour n et affiche alors a.,.

3. Méme question pour b, et c,.

II Des exercices classiques
EXERCICE 5. Soit (un)n>0 la suite définie par :

u=1letVneN, upt1 =up +2n+3

1. Ecrire un programme Scilab qui demande a lutilisateur d’entrer une valeur pour n et affiche alors w,,.
2. Etudier la monotonie de la suite (Un)n>0-
3. Montrer que pour tout n € N, u, > n?.

4. En déduire la limite de la suite (un)n>o0.
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EXERCICE 6 (Moyenne de Césaro).

Soit (un)n>1 une suite réelle croissante de limite £ € R. On pose, pour tout n € N* :

ui + -+
n

VUp =
1. Montrer que (vy)n>1 est croissante.

2. Montrer que (vn)n>1 converge.

3. Montrer que, pour tout n € N*, va,, > ”"T*v"

4. Montrer que (v, )n>1 tend vers £.

EXERCICE 7. Soit (un)n>0 la suite définie par :

2
uozletVnGN,unH:%Jr%

1. Ecrire un programme Scilab qui demande a lutilisateur d’entrer une valeur pour n et affiche alors w,,.
2. Montrer que pour tout entier naturels, 0 < u,, < 1.
3. Etudier la monotonie de la suite (un)n>o0-

4. En déduire la convergence de la suite (un)n>0 et donner un encadrement de sa limite.

EXERCICE 8. Soit (un)n>0 la suite définie par :

ug = 1; uy = —10 et Vn S N, 2'll,n+2 = 7un+1 — 3un

1. Donner ’expression de u, en fonction de n pour tout n € N.

2. En déduire la limite de (tn)n>0.

EXERCICE 9. On considére les suites (un)n>0 €t (vn)n>o0 définies par

Un+Vn

uo = 2, vo = 12 et pour tout n € N, upt1 = “23

et Vpi1 = %

1. Posons la suite (wn)n>o0 telle que w, = vn, — up pour tout n € N.
Montrer que (wn)n>0 est géométrique et préciser sa raison et son terme général.
2. Etudier la monotonie de (un)n>0 et de (vn)n>0.

3. Montrer que les suites (un)n>0 €t (VUn)n>0 convergent vers un méme réel.

EXERCICE 10 (Approximation décimale d’un réel).

Soit & un réel. On définit les suites (un)n>0 €t (Un)n>0 déterminées pour tout n € N par :

_ |10™z]
- 1077,

_ [107z 41
= T 1on

Un et vy,

Montrer que les suites (un)n>0 €t (vn)n>0 sont adjacentes et convergent vers x.

EXERCICE 11 (Somme harmonique).

Pour tout n € N*, on pose

3

H, =
k=1

—1+1+ +l
- 2

=
3

1. Vérifier que Hay,, — Hy, > % pour tout n € N*.

2. Montrer par récurrence que Hor > g
3. Montrer alors que (Hy,)n>0 n’est pas majorée.

4. Montrer que (Hp)n>o0 tend vers +oo.
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IIT Pour aller plus loin
EXERCICE 12. Soient (tn)n>0 €t (vn)nzo0 deux suites réelles.

1. On suppose que les suites (un)n>0 €t (un + vn)ns0 convergent vers respectivement £ et £'. Montrer que la suite
(Vn)n>0 converge et donner la limite.

2. On suppose que les suites (un + Vn)n>0 €t (Un — Vn)n>0 convergent respectivement vers £ et £'. Montrer que les
suites (un)n>0 €t (Un)n>o convergent et donner leur limites.

EXERCICE 13. Soient (un)n>0 €t (vn)n>o deux suites telles que

O0<u, <1;0<v, <let lim wupv, =1

n—-+4oo

Montrer que les suites (un)n>0 €t (vn)n>0 convergent et donner leur limite.

EXERCICE 14. Soit (un)n>0 une suite de réels non nuls vérifiant

Déterminer la limite de la suite (un)n>o.

EXERCICE 15 (Critére spécial des séries alternées).
Soit (un)n>0 une suite décroissante de réels positifs et de limite nulle. Pour tout n € N, on pose, pour tout n € N :

n

Sp =Y (=1)"tuy

k=0
Posons, pour tout p € N, o, = Sap et B, = Sopt1.-
1. Montrer que les suites (ap)p>0 et (Bp)p>0 sont adjacentes.

2. Montrer que la suite (Sn)n>0 converge.

EXERCICE 16 (Moyenne arithmético-géométrique).
1. pour tous a et b réels, montrer que 2v/ab < a + b
2. On considére les suites de réels positifs (un)n>0 €t (vn)n>o définies par
U =a,vo =bet Vn €N, uni1 = \/Unn, vn“:“"T”".
Montrer que pour tout n > 1, un < vn.
3. Montrer que la suite (un)n>0 est croissante et la suite (vn)n>o décroissante.

4. Montrer que les suites (un)n>0 €t (Un)n>0 ont méme limite.

Cette limite commune est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b et est notée M (a,b).
5. Calculer M(a,a) et M(a,0) pour a € Ry.

6. Exprimer M (Aa,\b) en fonction de M (a,b) pour A € Ry.
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