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Correction du TD 7 : Systémes linéaires et composition de foncti

I Appliquer le cours

La correction de ces exercices est rédigée entiérement pour vous aider & voir la rédaction que I'on attend de

vous pour ces exercices.

EXERCICE 1.
L fog(z) = f(2a? +3) = 2" +3 foglw) = f(2a* — 4z +3)
= 111(21’2 — 4z + 3)
foglx)=f(Va)=e"" fog(x) = f2z+1) = (2z+1)?
fla)=e¢" fla) =20+ fla) =
2. g(z) = 2? g(z) = In(x) g(z) = 322
foglx)=e" fog(z) =2In(zx)+1 foglx) =
ou
)= L
g(w) = V322
fog(x)=
f(z) = Werzw
g(z) = 2?
foglx) =
ou

EXERCICE 2. Soit y € R,

Montrons qu’il existe un unique z tel que f(z) =y.

g(z) =z
fog(x)=
f(x)

f@)=y&3r-2=y

S35 -24+2=y+2

= -

S3r=y+2

3 y+2

37 3

_y+?
3

On peut remonter les calculs, f est donc une bijection d’inverse

f—l

( R—-R )
+2
y=




MATHEMATIQUES - ECE 1 2019-2020

Soit y € R*,
Montrons qu’il existe un unique x de R\ {2} tel que g(x) = y.

f(x):y@m:y

1 ,
& —— = — on peut passer a l'inverse car y # 0

r—2

1
& — 2 = — on peut remonter le calcul car x # 2
Y

1
Sr—242=-—+2
)

1
Sr=-—+42
Y

On peut remonter les calculs pour = # 2, g est donc une bijection d’inverse

g <R*%R\{2}>

= 1

EXERCICE 3. 1. Vrai, si (S) est homogene, le vecteur (0,0,...,0) est solution du systéme.

=0
2. Faux, le systéme ¢ = =0 est constitué de p = 1 inconnue et de n = 3 équations et admet une solution
z=0
z=0.
=0 . . .
3. Faux, le systéme { ;iziz 1 est constitué de p = 3 inconnues et de n = 2 équations et n’admet

aucun solution.

4. Faux, si on regarde le systéme constitué par l'équation = + 2y = 1, les couples (1,0) et (O,% mais
1+ 2% =14+1=2+#1, le couple (1,%) n’est pas solution.

y + z = 2
5. Faux, le systéme y + 2z = 3 n’admet pas de solution et est pourtant un systéme triangu-
z =1
laire.
EXERCICE 4.
Pivot de Gauss
_ 2 1, _ 1
2r + y = 1 Li QCL’ + §y = 5
3r + Ty = -2 'Y 3z 4+ Ty = -2
r  + %y = %
{ 3. + Ty = -2
— T 4+ 3y = i
Lo<+Lo—3L71 35E + 7y _3($ + %y) — _2 _ 3 X %
r + %y = %
{31‘ + Ty —3x—%y = —%—%
r 4+ Ly - 1
— el 3, _ 43
{ 2Y T2Y = T3
r + : = 1
<~ { 142_:% _27
2 Y 2
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1 1
T + 3y = 3
={"rT 8z
2 Y 2
1 1
PO S 2
Loy—frLs 21 2 (=D
1129 11 2
1 1
r + 5Y 5
2 2
<:>{ ox11, _  2x(=7)
ix2¥ — TTix2
1 1
r + 35y 5
2 2
— { (=7
¥y = 1
1., 1
={r T
Y 1
— 1, _ 1, _— 1_1,(E0
L1<—L1%L2{ r + 2Y 2Y B 2 2>; 11
Y 11
x _ 1 _ (=7
<:>{ - 2 27><11
Yy = —11
11, 7
<:>{ z = =t
¥y = 11
1147
x — 1147
<:>{ %z
Y 1
18
x — 18
<:>{ 3
Yy i
_ 2x9
<:>{ x 2x11
y = —11
9
x = =
<:>{ _
y = —11

L’ensemble des solutions de ce systéme est donc {(%, —%) }

Inversion de matrices Le systéme s’écrit sous la forme

6 H6-(

Pour résoudre le systéme suivant, il faut inverser la matrice (; 7).
2x7—1x3=14—-3=114# 0, la matrice est donc inversible.

L’inverse de la matrice s’écrit alors

La solution du systéme est alors
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L’ensemble des solutions de ce systéme est donc {(%, —1—71) }

EXERCICE 5.

8 8 8

+ 1+

<

W~
NS

S
[ A PO |
—N— —— m}_‘ﬁ ——
8 S

!

Li<+Lj—Lo

L3« Lz—3Ly

X
<

X
<

X
<

X
<~

xr
<~

<>

L3<—%L3

X
<

r + vy - z
r o~y - (@+y-—2)
x + 4y + =z (x+y—2)
+ y - z = 0
-y —r—y+z = 0
+ 4y + z —zrz—y+z = 0
+ v - z =0
- 2y + z =0
3y + 2z = 0
r + Y z
— (—%)x2y + (—%)z
3y 2z
+ vy - z =0
2 —
2y — g2 = 0
3y + 2z = 0
+ vy - 2z =0
Yy — %z = 0
3y + 2z = 0
r + vy - z —(y—%z)
y - 3z
3y + 2z —1z)
+ v - z -—y+ = 0
y — iz =0
3y + 22 “3y+3z = 0
+ (—1—1—%)2
y - 37
3
y - 2% =
(1+3): -
1
_ 1, —
I S
Yy 3% =
() -
— %z = 0
y - ?Z = 0
52’ = 0
x — %z = 0
v 2527 _ 20
7X§Z = 7)(0
— %z = 0
y — 5z =0
2X7.,
=5z = 0

o O

|
o o

o

o

)><0

o N [=
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T — %z = 0
— y — 52 =0
z =0
(:>1 x — %z +%z = 0+% x 0
LIFL1+?L3 Yy - EZ +§Z = 0+ 5 x 0
Lp«Ly+3Lsg -
z = 0
T =0
= Y = 0
z = 0

L’ensemble des solutions est donc {(0;0;0)}.
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2 + 2y + 2z =1 %x?x + %x?y + %z = %xl
r + y — z = 0 i, x + y - z = 0
r + 2y + z =1 T + 2y + z = 1
%x + %y + %z = %
= z + vy z 0
r + 2y + z =1
r + y + %z = %
=<z + y — z =0
r + 2y + 2z = 1
r + y + %z = %
_ ey —y— 1L — _1
<~ r + 2y z ] %z : 72,
r + 2y + 2z —x—-y— 3z 573
r + Y + %z = %
(=1-3): = =
< 2 2
2-1)y + (1—5)2 = 21
r + y + %z = %
= -3 = -4
v o+ 32 = 3
r + y + iz = 1
i, _ 1
LoeLg Yy + 2?;2’ = 21
2% T T2
r + oy + %z —(y+32) = %T%
Li<+Ly—Lo Yy + §Z = 5
s, -
2 2
r + y + %z —y—%z = 0
= y + 5z = 3

D=

!

——
8
|
)

S
|
= O

~
T
|
Wi
=
w
N
+
N[ =
W
I

N
|
[SJ[eY
—
I\

Il
/
I
wlro
——

!

———— ——
8
<
+
X[
w
Il
Xwl= O

3x2% = 3x2
T = 0
1, 1
T3
T = 0
1 1 1 — 1 _ 1.1
Lo+ Ly—5Lg y + 2% T3 = 53— % X3
o = 3
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x 1

0
1x3 _ 1x1
y X3 T 3
: :
0
3 _ 1
Yy 6.6
2 3
0
o 3
0
v i
z 3
0
v =
o 3
L’ensemble des solutions du systéme est donc {(0; 35 %)}
Tty B Lo+Lg—L t 2 =
x + 2y = P - 3z —(z+y+z2) = 0-1
2r + 3y = bacham2i - 2z 2@+y+z) =
x z
= T 3z —r—Yy—=z —1
2z + 2z —2x—2y—2z —-1-2
x = 1
= = -1
= -3
C’est impossible, les équations y — 4z = —1 et y — 42 = —3 ne peuvent étre vérifiées en méme temps.

L’ensemble des solutions de ce systéme est ().

EXERCICE 6. Pour des réels a, b etc quelconques, le systéme associé a la matrice A est

a

b
c

Le systéme (S4) est triangulaire, on va le résoudre pour trouver 'inverse de A.
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r + y + z = a r + vy + 2z —-y—z = a—y—=z
y + 2z = b & y + oz —z = b—=z
z = c z = c
x = a—y—=z
& Y = b—=z
z = c
x = a—y—c
& Y = b—c
z = c
x = a—(b—¢c)—c
& Y = b—c
z = c
x = a—b+c—c
& Y = b—c
z = c
x = a—>
& Y = b-c
z = c
T a — b
& y = b — ¢
-
Cette équivalence se réécrit sous la forme matricielle
1 1 1 T a T 1 -1 0 a
0 1 1 yl=10l<ely]l=10 1 -1 b
0 0 1 z c z 0 0 1 c
La matrice A est donc inversible d’inverse
1 -1 0
Att=10 1 -1
0 O 1

B n’est pas une matrice carrée, elle n’est donc pas inversible. (Vous pouvez montrer que le systéme associé a la
matrice a une infinité de solutions.)

Pour des réels a, b etc quelconques, le systéme associé & la matrice C' est
y — z = a

(Sc): x =
x + z =

On va résoudre le systéme (S¢) pour trouver l'inverse de c.
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Yy — z = a x = b
=
T = b Lo, y — z =
x + z = x + z = c
T = b
L3«»L3—Lq y — Zz = a
T + 2z —x = c¢—b
T = b
=3 y — z = a
z = ¢—b
T = b
L2<—><EZ+L3 y — 2z +z = a+c—b
z = c—b
T = b
& Y = a+4+c—>
z = c—b
T = b
= y = a — b +
z = - b

Cette équivalence se réécrit sous la forme matricielle

0 1 -1 T a T 0O 1 0 a
1 0 O yl=1lblely]l=11 -1 1 b
1 0 1 z c z 0 -1 1 c
La matrice C est donc inversible d’inverse
0 1 0
cl=(1 -1 1
0 -1 1

II Des exercices classiques

Vous trouverez pour ces exercices le détail de la procédure a suivre pour résoudre ces exercices ainsi que le
résultat final. Il ne s’agit cependant pas d’une correction précise; en cas de probléme, n’hésitez pas & venir me
voir pour en discuter.

EXERCICE 7. Je vous donnerai seulement dans ce corrigé les opérations a effectuer, je vous laisse donc faire
les calculs.

1. Pour simplifier les calculs, il est préférable de commencer par inverser la ligne 1 et 3 afin de ne pas avoir
de fractions dés le début.

L+ L
Lo+ Ly —214
L3 — L3 —3L1
Ly<+ Ly —414
L2 %%LQ

L1 < L1 +L2
L3 < L3 — 3L
L4 < L4 — 5L2

Vous remarquerez alors que la ligne L3 est impossible.

L’ensemble des solutions est alors 0.
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2. L1 — %Ll

L2 — L2 —3L1
Ly« L3 —2L,

Lo + %LQ

L1 — Ll + %LQ
L3 < L3 — 3L

L3 «— %Lg

Ly + L1+ %Ld
Lo+ Lo+ %L;;

L’ensemble des solutions est alors {(3; 3;0)}.
3. L1 <y racl2Ly

LQ%LQ*Ll
Ly« L3 —4L,

Les lignes Ly et L3 sont alors incompatibles.

L’ensemble des solutions est alors (.

4. L2(—L2—L1
L3+ L3 — Ly

L2 — _%LQ

Ly« 11— Ly
L3 <+ L3+ 2Ly

L3+ —%Lg

LQ(‘LQ"’L:}

Il y a une infinité de solution, ’ensemble des solutions est alors {(%, y;—y —1; —%)|y € R}.

5. L1+ Lo

L2(—L2—3L1
Ly <+ L3+ Ly

Lo+ _%LQ

Ly« 11— Ly
L3%L3—3L2

L3+ %Lg,

LQ(‘LQ"’L?’

L’ensemble des solutions est alors {(3; 1; 31)}.

1
6. Ly + L3 —2IL,

L3 < L3+ 3L

L3 «— 7%[/3

L1+ Ly —TL3
Lo+ Lo+ 2Lg

L’ensemble des solutions est alors {(3z3 + %7375; —x3 — §x5;aj3; éx5;x5)\(x3;x5) € R?}.

10
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EXERCICE 8. A) Le systéme associé a A est

r + vy + =z
-r + y +
- + z +
-y - z -
Pour le résoudre, effectuez les opérations suivantes :
Lo+ Lo+ Ly
L3 <+ L3+ Ly
L2 «— %LQ
L1 — L1 — L2
L3 <+ L3 — Ly
L4 < L4 + L2
L3 + %Lg,
L1 — L1 — ng
L2 «— L2 — *Lg
Ly<+ Ly+ §L3
Ly —3L4
Ll < Ll —+ 2.[/4
Lo+ Lo — 2Ly
L3+ L3 — §L4

L’inverse de A est

Le systéeme associé & B est

r + y + 2z
r + 2y + 3z
-y + 3z

Pour le résoudre, effectuez les opérations suivantes :
L2 — L2 — L1

Ll(—Ll—LQ
L3(*L3+L2

L3+ iLg

Ll(—Ll—Lg
Lg(*LQ*L:;

L’inverse de B est

1 9 -5 -1
1 -3 3 -1

-1 1 1

Le systéme associé a C' est
r + y +
- 2z
r + 2y +
y _

Pour le résoudre, effectuez les opérations suivantes :

L3FL3—L1

11

2t

3t
3t

L O T

QL O T
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Lo < L3

L1+ L1 — Loy
Ly« Ly— Lo
Lg(——%Lg
L4<——%L4
L1 (—Ll—L4
L2 (*LQ*L;;

L’inverse de C' est

9 0 -5 1
1/-3 0 3 1
410 -2 0 0
1 0 -1 1

EXERCICE 9. Je vous laisse trouver par vous méme les opérations a effectuer pour résoudre ces systémes.
) : : N 3—4z.2—=z.
L’ensemble des solutions du premier systéme est {(*==; %5%; 2)[z € R}.

L’ensemble des solutions du deuxiéme systéme est {(1 — 2y — t;y; —t; —1 — 2¢;¢)|(y,t) € R?}.

EXERCICE 10. Pour le premier systémes, il faut distinguer 4 cas :
+x m = 0 : L’ensemble des solutions est {(1;1)}

x m=1:1Ily a une infinité de solutions, 'ensemble des solutions est {(1 — y;y)|ly € R}
* m = —1: Il y a pas de solutions, I’ensemble des solutions est ()

m # 0, m# 1 et m# —1: L’ensemble des solutions est {(#H, ﬁﬂ)}

*

Pour le deuxiéme systéme, il faut distinguer deux cas :
* m # 5 : Il y a pas de solutions, ’ensemble des solutions est ()

ttat)(zt) €

* m =5 : Il y a une infinité de solutions, ’ensemble des solutions est {(% - %z — g; %-l— %z — 5

R?}.

EXERCICE 11. Le systéme associé & cette matrice est :

r + vy = a
3. + my — z =
mr + 3y — 2 =

Il faut alors distinguer deux cas :

* m = 3 : 'ensemble des solutions du systéme est (). La matrice n’est donc pas inversible.

(2m—3)a—2b+c, (m—6)a+2b—c, (m+3
3m—9 ) 3m—9 ’ 3

x m # 3 : 'ensemble des solutions du systéme est {( Ja + %b + %c. La

matrice est donc inversible et son inverse est

2m—3 —2 1
3(m—3 3(m—3 3(m—3
(m—6 ) ( 2 ) ( -1 )

3(721;33) 3(T13) 3(r_ni3)
3 3 3

III Pour aller plus loin

Ces exercices sont destinés a ceux ayant déja acquis une maitrise certaine du cours, le but est donc que vous
passiez du temps & réfléchir a la réponse. Je vais vous indiquer a la suite quelques indices pour vous aider a
arriver a la solution et le résultat final, et pour le reste, c’est a vous de jouer !

EXERCICE 12. Il faut comme dans l'exercice 10 distinguer différents cas pour résoudre le systéme. Com-
mencez par utiliser le pivot de Gauss, les différents cas apparaissent lorsque vous devez diviser par une quantité
qui peut étre nulle en fonction de la valeur de m. Commencez par supposer que ces quantités sont non nulles
puis regardez les cas particuliers ou elles sont nulles.

12
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EXERCICE 13. 1. Commencez par noter les points Ay, ..., A, et leurs coordonnées (a1;b1),...,(an;by).

Un point est milieu de deux points si son abscisse est au milieu des abscisses des deux points et de méme
pour les ordonnées. Vous aboutirez & un systéme de 2n équations.

2. 11 s’agit d’une résolution classique a résoudre de proche en proche. Il existe une unique solution.

3. Vous devez trouver une condition sur les a; et b; qui conditionne ’existence d’une solution. Il y a alors
aucune ou une infinité de solutions.

4. Inspirez vous des questions précédentes pour répondre & celle ci. Cette question est particuliérement
délicate.

EXERCICE 14. 1l s’agit d’un exercice classique et avec une astuce, trouvez ’astuce et vous aurez la réponse
en quelques lignes. Je vous laisse chercher.

13
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