CORRIGE MATHS D ULM 2018
paT

Laurent Berger & Sandra Rozensztajn

Commentaires sur le probleme

Weierstrass a montré en 1885 que si [a, b] est un intervalle de R, alors toute fonction
continue f : [a,b] — R est limite uniforme de polynoémes. IL’essentiel du probléeme est
inspiré par la question : quelles fonctions continues sur [a,b] sont limites uniformes de
polynomes a coefficients entiers? Le premier résultat dans cette direction est di a Pal,
qui a montré en 1914 que si 0 < a < 1, alors une fonction continue f : [—a,a] — R est
une limite uniforme de polynomes a coefficients entiers si et seulement si f(0) € Z. La
méme année, Kakeya a traité le cas de I'intervalle [—1,1] (voir la question 4.12) et des
intervalles de longueur > 4 (question 3.6). Apres d’autres résultats partiels dus a divers
auteurs, le résultat général (qui fait 'objet des questions 4.11 et 7.7) a été démontré
par Hewitt et Zuckerman en 1959 dans [HZ59]. Nous renvoyons a [HZ59], a l'article
de survol [Fer06] et a la monographie [Fer80] (en particulier les notes historiques et
remarques) par Le Baron O. Ferguson pour plus de références, ainsi qu’a [Ber00] dont

le probleme est en grande partie inspiré.

1. Existence et unicité d’une meilleure approximation

Remarque : cette partie est directement inspirée du 11.4.12 de [GT96].

1.1. La définition de m implique qu'il existe p € R, [X] tel que ||f —p|l; < 1+m, et C
est donc non vide. Si g € C, alors ||g|l; < 1+m+ || f||; et C est donc borné. Enfin, C est
I'image réciproque de l'intervalle fermé [0, 1 +m] par I'application continue p — || f —p||;-
Ainsi I’ensemble C' est une partie fermée et bornée du R-espace vectoriel de dimension

finie R,,[X], et est donc compact.
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1.2. La fonction p — ||f — p||; est continue sur le compact C, et y atteint donc un
minimum en un point p, qui vérifie alors ||f — pl|; = m étant données les définitions de

C et dem. Sim =0, alors f = p sur [I.

1.3. Ceci résulte du théoreme d’interpolation de Lagrange; le polynome ¢ est alors de

degré au plus k — 1, et £ —1 < n.

1.4. Comme f(z;) = q(x;) et comme f et g sont des fonctions continues, pour tout 7 il

existe ¢; tel que |f(z) — q(x)| < € si |z — x;] < ;. On prend alors 6 = min,; ;.

1.5. Six € Uy, alors |f(z) —pi(2)| = |(1=8)(f —p)(x)+t(f —q) ()| < A —t)m+t|(f —
q)(x)| < (L =t)m +te. Six ¢ Us, alors [f(x) — pi(x)] < |f(z) — p(2)] + tlp(z) — ()] <
tl +supyepp, [f(y) — p(y)l-

1.6. La fonction y — f(y) — p(y) est continue sur I\ Us qui est compact, et elle y admet
donc un maximum m’. On a m’ < m, comme Us contient tous les ;. Prenons ¢ < m/2 et
0<t<ltelquetl+m’ <m. Sixz € Uy, alors |f(z)—pi(z)| < (1—t)m+tm/2 = m(1—t/2)
et siz ¢ Uy, alors | f(z) —pi(x)| < td+m'. On voit donc que || f —p:||; < m, contradiction.

L’équation |f(x) — p(x)| = m admet donc au moins n + 2 solutions distinctes dans 1.

1.7. Soit p = (p1 + p2)/2. On observe que || f — p||r = m. L’équation |f(x) — p(z)| =m
admet au moins n 4 2 solutions distinctes dans I par la question précédente. Si x est une
telle solution, alors I'inégalité |(f — p1)(x)/2 + (f — p2)(x)/2] < |(f — p1)(x)/2] + |(f —
p2)(2)/2| est une égalité et donc (f —p1)(x)/2 = (f —p2)(x)/2 = £m. Ceci implique que
p1(z) = pa(x). Les deux polyndmes p; et py sont de degrés au plus n et coincident en au

moins n + 2 points, ils sont donc égaux.

2. Capacité d’un compact

2.1. Soit f la fonction f(z) = z™. Le méme raisonnement qu’en 1.1 montre que la
fonction g — || f—g||x, de R,,—1[X] dans R, admet un minimum en un point g € R,,_1[X].
On peut alors poser p = f — g, qui est un polynoéme unitaire de degré n. Si K = [a, ],

alors g (et donc p) est unique par le résultat principal de la partie précédente.

2.2. Supposons que ¢ € R. Quitte a remplacer ¢, par ¢, — ¢, on peut supposer que
¢ =0 et donc que ¢, > 0 pour tout n. Si a,q > 1, alors lyy < lig-1ya- (¢ —1)/q + la/q
et donc par récurrence sur a, on trouve f,, < f,. Si0 < r < a—1, on a gy, <
loo - qaf(qa+r)+ L -1/(ga+71) < Ll,+{./q. Soit € > 0. Il existe a tel que ¢, < /2. Soit
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M = maxo<,<q4—1 ¢, €t qo tel que M/qy < /2. On a alors {41, < €/2+ M/q < € pour
q > qo et donc ¢, < € pour tout n > qpa en écrivant n = qa + r.

Le raisonnement pour ¢ = —oo est similaire.

2.3. Sit, = ||ullx et tm = |lgmllx, alors ¢,q, est un polyndéme unitaire de degré
m + n et donc t,,, < t,t,. Le résultat suit alors de la question précédente en posant
¢, = log(t,)/n (notons que t, > 0 car K est de cardinal infini ce qui fait que si ¢ est un

polyndéme tel que ||¢||x = 0, alors ¢ = 0).

2.4. Soient x1,...,Tn41 € K et P = T1}121 [licj, sy |2 — 7. Ona P < wit (pour
chaque k, le produit intérieur vaut au plus w,). Par ailleurs, dans le produit qui définit
P, le terme |z; — x| apparait n —1 fois. On a donc sup,, ., . cx P = w71, Ceci montre
que w!';1 < w't! et donc que wiﬁnﬂ)n) < 2/ (n=1),

2.5. La fonction zy,..., 2, = [li<icj<n|zi — 25| de K™ dans R est continue sur le
compact K™ et y admet donc un maximum, ce qui montre I'existence de zy,...,x, € K
tels que wy, = [T1<;<j<n |7i —x;|. Prenons p comme suggéré. De méme, il existe z,1; € K
tel que [p(zas1)] = lpllic. On a alors b, < [pllic = [p(Enss)] = Mhcicyenss 2 — 25]/wn <

W1 /Wy

2.6. Quel que soit p unitaire de degré n, le déterminant de la matrice est, par opérations
élémentaires sur les colonnes, le méme que pour p(X) = X". Ce déterminant est alors de
Vandermonde et vaut [T;<;j<,11(2;—2;). On en déduit 1'égalité demandée en choisissant
les x; de sorte que wpi1 = [T1<icjcni1 |20 — 5]

L’inégalité suit en développant le déterminant par rapport a la derniére colonne, et en
observant que |p(z;)| < t, et que chaque sous-déterminant n x n est aussi de Vandermonde

et est borné par w,.

2.7. C’est le théoreme de Cesaro, dont la démonstration est classique.

2.8. Par la question 2.5, on a t; < wy/w; et t§/2 < wép/w%/2 :Lér"l/wi/" et

done t,£5/? -- i < wyF w3 -qt/mn=1) wiﬁ La question précédente implique que

,...,t}/”gw

si {u,}n>1 est une suite de réels strictement positifs qui tend vers une limite u, alors la

suite {(uy -+~ u,)""}n>1 tend aussi vers u. On a
1/n . . 1/n n
(tuts? - 11/) "< (1 -y w2l I wn

Ceci implique que d;(K) < dy(K)Y? - dy(K)'/? = dy(K).
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Par ailleurs, on a w,41 < (n+ 1)w,t, par la question 2.6 et ceci implique par le méme

genre de raisonnement que do(K) < di(K).

3. Polynémes de Tchebychev

3.1. Le polyndme est unique car cos() parcourt 'intervalle [—1;1] et deux polyndmes
qui coincident sur [—1; 1] sont égaux.

Montrons 'existence; on a cos(nf) + isin(nf) = (cos(f) + isin(#))™ et donc cos(nf) =
T2 cos(0)m—2k (= 1) sin(6) % (2@ = S22 cog(0)" 2 (cos(0)2 — 1) ( ) On peut donc
prendre T,,(X) = Z,EZ/OM X2k (X2 — 1)’“(2?)

Ce polyndme est de degré au plus n et le coefficient de X™ est ZW 2] ( ) > 0. Le

2%k
polynoéme 7,, est donc de degré n.

3.2. Le coefficient de X™ est ZWQJ ( ) On a 37, ( ) = (14+1)" et X7 _(—1) (?) =
(1—1)" =0 ce qui fait que Etn/ 2] <2k) = 2""1. Le polynéme 2'~"T, est donc unitaire.
Six € [—1, 1], alors on peut écrire x = cos(f) avec 6 € [0, 7] d’une et une seule maniere.
On en déduit que [|T,[/-1,) = 1, et que si & € [—1,1], alors T,,(z) = %1 précisément
quand z est de la forme cos(kw/n) avec 0 < k < n. La restriction du polyndome 2'~"7T,, &

I'intervalle [—1, 1] admet donc n + 1 extrema dans cet intervalle.

3.3. Siz € [-1,1], alors T,,(x) = =1 quand z est de la forme cos(km/n) avec 0 < k < n.
On en déduit que si ||f — q||7 < 2'7", alors 27T, (z) — (f — q)(x) est strictement positif
quand = = cos(f) avec 6 = 0,27/n,... et strictement négatif quand = = cos(f) avec
0 = 7/n,3m/n,... Ceci implique que 2'™"T,, — (f — q) change de signe au moins n fois
dans [—1, 1], et admet donc au moins n racines distinctes dans [—1, 1].

Comme 2'7"T,, et f — ¢ sont unitaires de degré n, le polyndéme 2'="T;, — (f — q) est de
degré au plus n—1. S’il a au moins n racines, c’est qu’il est nul. Comme |27, ||; = 27",
on a une contradiction. Donc ||f — ¢|[; > 27"

On déduit de ceci que ||TE||; > 2" Comme par ailleurs, ||2!7"T,,||; = 2}, on en
déduit que ||T!||; = 27", et par unicité de T/, on a T = 27T,

3.4. L’application z — 2x/(b—a)—(b+a)/(b—a) donne une bijection entre les intervalles
[a,b] et [—1,1]. Si Q(X) est unitaire de degré n, alors ((b —a)/2)"Q(2X/(b—a) — (b+
a)/(b—a)) lest aussi. On en déduit que

b—a\" 2X b+a b—a\" 2X b+a
[avb] — [_171] - — -
TX) ( 2 ) T (b—a b—a) 2( 4 ) Tn(b—a b—a>‘
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Ceci implique [|T/%¥y =2 (452)" et di([a, b]) = lim, 100 2Y7(b — @) /4 = (b — a) /4.

3.5. Sip(X)=po+- -+ p, X" avec p, # 0, alors p/p, est unitaire de degré n. On a
done [lp/pal = 2((b — a) /4" > 2 ce qui fait que [lpl > 2pa] > 2.

3.6. Siona ||f—pnllr — 0, alors il existe ng tel que ||p, — pw|lr < 1/2 si m,n > ng. Par
la question précédente (et comme un polynéme constant non nul a coefficients entiers est

de norme au moins 1), on a p, = p,, pour m,n > ng et donc f = py,.

4. L’approximation par des polyndmes a coefficients entiers

4.1. Si lon avait [|p||; > 1 pour tout polynéme unitaire, alors on aurait ¢, > 1 pour
tout n et donc (b — a)/4 = di([a,b]) = lim,_, ;o t1/™ > 1.

4.2. Montrons ceci par récurrence sur le degré de s. Si deg(s) < d — 1, il suffit de
prendre n = 0 et by(X) = s(X). Sinon, par division euclidienne de s(X) par r(X), on
peut écrire s(X) = bo(X) + r(X)t(X) avec deg(t) = deg(s) — d. Si on écrit t(X) =
co(X) + -+ + cpn(X)r(X)™, on peut alors prendre n = m + 1 et b;(X) = ¢;_1(X) pour
1> 1.

4.3. Montrons par récurrence sur n le résultat suivant: si ¢ est un polynome de degré n,
il peut s’écrire ¢ = r + z + t, ou chacun des polynomes r, z, t est de degré < n, r est de
la forme Ygcica 1, r54, b1 X 'p(X)" avee les by, dans [0,1] (la condition sur le degré de r
revient alors a demander que b; , = 0 pour dl+i > n), z est a coefficients entiers, et ¢ est de
degré au plus m—1 et a coeflicients dans [0, 1]. Lorsque n < m, il suffit de décomposer les
coefficients de ¢ en leur partie entiere et leur partie fractionnelle, et de prendre r = 0. Si
n > m, écrivons n = dl+iavec 0 <1 < d—1et { > {y, et soit a,, le coefficient dominant de
q. On peut alors écrire a, X" = (a,—|an)) X p(X) + [an] X" —(an—a, ] ) (X p(X) = X").
On écrit ¢ — a, X™ — (a, — |an])(Xp(X)* — X™) = r + 2+t en appliquant ’hypothese de
récurrence, et on obtient la décomposition ¢ = ((a, — |an |) X p(X) +7)+ (| an] X" +2) +t.

Pour obtenir le résultat demandé, on applique ceci & ¢ = p(X)* — X* et on pose

re=1, 2 =2+ Xk pp =t

4.4. Onallzw — zllr < llrw = rulls + 19" = p¥[lr + lpw — pallr.

Comme [jp|l; <1, on a [|rilly < (L + [ X [r + -+ IXHD Ul + P +--0) <
(T4 |1 X[+ -+ [|IXYD) - Iplle/(1 = |lpll;). 11 existe donc € tel que |7y < 1/6
et donc ||rp — rlr < 1/3. Ensuite, il existe ko tel que ||p*||; < 1/6 si k > ko et donc
1P —p¥||; < 1/3 si k, k' > ko. Enfin comme p;, est de degré au plus m —1 et & coefficients
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dans [0, 1], le principe des tiroirs implique qu’il existe &’ > k > ky tels que les coefficients
de pyr et py sont suffisamment proches pour que ||pp — prllr < 1/3.
On en déduit que ¢ = z — z; est un polynome unitaire non constant a coefficients

entiers vérifiant ||¢||; < 1.

4.5. Dans le premier cas, le polyndéme p(X) = X est a coefficients entiers et vérifie
Ip|lr < 1. On adonc J(I) C {0}. Réciproquement, si p est a coefficients entiers et vérifie
Ipllr < 1, alors p(0) € Z et |p(0)] < 1, ce qui fait que p(0) = 0. On a donc J(I) = {0}.

Dans le deuxieme cas, le polynome p(X) = X?(1 — X?) est a coefficients entiers et
vérifie ||p|]l; = 1/4 < 1. On a donc J(I) C {—1,0,1}. Réciproquement, si p est a
coefficients entiers et vérifie ||p||; < 1, alors p(—1) = p(0) = p(1) = 0 comme ci-dessus et
donc J(I) ={-1,0,1}.

4.6. Sion a | f —pallr = 0, alors il existe ng tel que ||p, — pmllr < 1/2 si m,n > ny.
Sixz € J(I), alors (p, — pm)(z) = 0 et donc p,(z) = py(x) pour m,n > ny. On a donc
f(z) = pny(x) pour tout x € J(I).

4.7. Par la question 4.4, on a un polynéme ¢ qui est unitaire non constant a coefficients
entiers et qui vérifie ||¢||; < 1. L’ensemble J(I) est un sous-ensemble des racines de ¢. Si
on a égalité, c’est terminé. Sinon, soit m le nombre de racines de ¢ qui ne sont pas dans
J(I). Soit ¢, = q et x tel que g,,(z) =0 et x ¢ J(I). Il existe donc un polynéme p, a
coefficients entiers tel que ||p.||; < 1 et p.(z) # 0. Si n > 1, alors le polyndome ¢2" + p?
est & coefficients entiers, vérifie |¢*" + p2||; < 1 pour n > 0, et est unitaire pour n > 0.
Fixons un tel n et posons ¢, 1 = ¢>" + p2. L’ensemble des racines de g, ; est inclus
dans celui des racines de g, privé de x. Ceci permet de construire le polynéme ¢ = qq

par récurrence descendante sur m.

4.8. Si b(X) est un polynome, soit |b](X) le polyndme dont les coefficients sont les
parties entiéres des coefficients de b et {b}(X) = b(X) — |b](X). Ecrivons p(X) =
bo(X)+b1(X)g(X)+- - +b,(X)g(X)™ comme dans la question 4.2. Sip(X) = (|bo(X)+
161 ] (X)g(X) + -+ 4+ b ] (X)g(X)™), alors p(X) est a coefficients entiers et p(X) =
P(X) + {0 }(X) + {01 }(X)qg(X) + - - + {bn }(X)g(X)™. Par ailleurs, si n = deg(q), alors
{00 }(X) + {b1 HX)g(X) + -+ + {bn HX)q(X)™ [ < (L4 [1X]r + -+ X)L +
lallr + llg?lls +--+) = L+ [ X[+ -+ [ X"1) /(1 = llglls) et on peut donc prendre
M=+ [X]r+ -+ 11X/ = llall).
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4.9. Remarquons que f/q* n'est pas définie aux zéros de ¢ mais s’y prolonge par 0
en une fonction continue. Si k& > 1, alors par le théoréeme de Weierstrass, il existe un
polyndme 7y, tel que ||f/¢* —ri||; < 1. Dans les notations de la question précédente, on a
If/a" —7rllr < 1+ M et donc || f — ¢"7|lr < (14 M)||q||%. Pour e > 0, il existe k tel que
(1+ M)||q||¥ < e. Le polynome p = ¢*7}, est alors & coefficients entiers, et ||f — pl|; < e.

4.10. Etant donnée la question précédente, il suffit de montrer que pour tout e > 0, il
existe f. telle que ||f — f-||1 < € et telle que pour tout x € I vérifiant g(z) = 0, il existe
d > 0tel que fo(y) =0siy €I et |r—y| <. Le polyndbme g admet un nombre fini
de racines ,...,x, dans I. Pour tout 4, il existe ; tel que si x € I et |x — x;| < 24;,
alors |f(z)| < /3. Quitte a rapetisser d; on peut de plus supposer que les intervalles
[; —20;, x;420;] sont disjoints. Soit u la fonction affine par morceaux définie par u(z) = 0
six € [x;—0;,x;4+6;], u(x) = 1si |x—x;| > 20; pour tout i, et u(z) =t si |[x—x;| = 0;(1+¢)
avec t € [0, 1] (faire un dessin!). On a |(f —uf)(z)| = 0 si |x — x;| > 26; pour tout ¢ et
|(f —uf)(x)|] < 2¢/3 sinon et donc f. = uf convient.

4.11. Le fait que si f est une limite uniforme de polynomes a coefficients entiers, alors
il existe un polynoéme p a coefficients entiers tel que f(z) = p(x) pour tout = € J(I)
a été montré a la question 4.6. Réciproquement, soient f et p vérifiant ces conditions.
La fonction f — p est nulle en tout x € J(I), c’est-a-dire nulle en tous les zéros de
q¢. On peut donc lui appliquer la question précédente. Si f — p = lim, . p, alors

J=1limy, o0 P+ p.

4.12. On a vu a la question 4.5 que J(|—1,1]) = {—1,0,1}. Une fonction f €
C°([—1,1],R) est donc une limite uniforme de polynémes a coefficients entiers si et
seulement s’il existe un polyndéme p a coefficients entiers tel que p(z) = f(z) pour tout
x € {—1,0,1}. Si un tel polynome existe, alors f(—1) € Z, f(0) € Z, f(1) € Z et f(—1)
et f(1) sont de méme parité car p(1) = p(—1) mod 2. Réciproquement, si ces conditions
sont vérifiées, alors on peut prendre

p(X) = X? (W - f(O)) L X (W) L J(0).

5. Polynémes symétriques

5.1. Sinil'une ni Pautre de “soit 4 est plus petit que j, soit j est plus petit que 7” n’est
vérifiée, alors ij, = j, pour tout 1 <k < n et donc i = j.
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5.2. Si j est plus petit que 4, alors ;. ji, < Y ik et 'ensemble des n-uplets (j1,. .., Jn)

d’entiers positifs dont la somme est bornée par Y, 7 est déja un ensemble fini.

5.3. Soit (i1,...,i,) le degré de p. Si i; < i alors, comme p est symétrique, il con-
tiendrait aussi un monoéme dont le degré est (i1, .. .,14,) avec i; et i échangés, et ce degré
serait plus grand que (i1,...,4,). Ceci montre que i; = max;(i;), puis le résultat par

récurrence.

5.4. Le polynéme S; = T} + --- + T}, est de degré (1,0,...,0). Le polyndéme Sy =
Yie; TiT; est de degré (1,1,0,...,0), etc, jusqu'a S, qui est de degré (1,...,1). Le
polynéme S ... Sdn est donc de degré (iy,...,i,), ce qui fait que les monomes de plus
grand degré de p et de dom(p) - S S ont le méme degré et le méme coefficient. On

en déduit le résultat.

5.5. Par récurrence sur le degré de p, en utilisant la question précédente et la question
5.2.

6. Entiers algébriques

6.1. Il est clair que tout élément de Z est un entier algébrique. Réciproquement, soit
xr € Q qui est un entier algébrique. Ecrivons © = a/b avec a et b premiers entre eux, et
p(X)=po+- +p X"+ X" Onapd®+ - +p_1a”b+a” =0. Silestun
nombre premier qui divise b, il divise alors a” et donc a, ce qui n’est pas possible. On en

déduit que b = +1 et donc que x € Z.

6.2. Comme c(na) = c(a)n si n € Z, il suffit de montrer que si c¢(a) = ¢(b) = 1, alors
c(ab) = 1. Soit £ un nombre premier. Soit i et j tels que ¢ ne divise pas a; mais divise
Qit1,- -, an et € ne divise pas b; mais divise bji1, ..., by. Le coefficient de X7 dans ab
est alors la somme de a;b; et de multiples de ¢. Ceci montre que ¢ ne divise pas c(ab), et

donc que c(ab) = 1.

6.3. Soit p(X) € Z[X] un polynéme unitaire de plus petit degré tel que p(z) = 0. Sip
est réductible dans Q[X], alors p = ¢r avec ¢,r € Q[X] unitaires, de degré strictement
inférieur a celui de p. 1l existe qo, 79 € Z tels que qoq, ror € Z[X] et c(qoq) = c(ror) = 1.
On a alors ¢(qoq)c(ror) = c(qorop) = qoro et donc ¢,r € Z[X]. Comme z annule g ou r
et que le degré de p est minimal, ceci n’est pas possible et donc p est irréductible dans

Q[X]. On peut donc prendre p, = p.
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Si p, avait des racines multiples, alors le pged de p, et p!, serait un polynéme de Q[X]

qui annule x et divise p,, et p, serait alors réductible dans Q[X].

6.4. Le pged de r et p, dans Q[X] est non trivial et divise p, dans Q[X]. Comme p,
est irréductible dans Q[X], ce pged vaut p, et donc p, divise r dans Q[X].

6.5. Soit r(X) =p (X —T1) - po(X = T,)) = S en(Th, ..., Tr) X*. Les (T, ..., Tp)
sont des polynomes symétriques en T7i,...,T,, et peuvent donc s’écrire sous la forme
qx(S1, ..., Sm) par la question 5.5. Le nombre complexe (—1)"S;(y1,...,Ym) est le co-
efficient de X" dans p,(X) et appartient donc & Z. On en déduit que c(y1, ..., Ym)
appartient aussi a Z et donc que p,(X —y1) -+ ps(X — y;n) est un polyndme unitaire a

coefficients dans Z. Comme il annule z 4+ y, 4+ y est un entier algébrique.

6.6. Méme raisonnement en considérant (y - - - ¥ )P p (X /y1) - - - po(X/ym) (siy #

0; si y = 0, le résultat demandé est trivial).

6.7. Le polynome ¢(T3)---q(T,) est symétrique et s’écrit donc sous la forme
r(S1,...,S,) avec r a coefficients entiers par la question 5.5. Les (—1)'S;(z1,...,x,)
sont les coefficients de X" dans p,(X) et appartiennent donc & Z. On en déduit que
q(z1) - q(z,) € Z.

Comme |q(z;)| < 1 pour tout 4, on a |g(x1)---q(z,)| < 1 et comme g(xq)---q(x,) est
un entier, on a g(xy)---q(x,) = 0. Il existe donc i tel que ¢(z;) = 0 ce qui fait que
q(z) = 0 par la question 6.4.

Six € F(I), on a donc g(z) = 0 pour tout polynéme ¢ & coefficients entiers tel que
lg|lr < 1. Par définition de J(I), on a x € J(I) et donc F(I) C J(I).

6.8. On voit que 0, £1, ++/2 appartiennent & F'([-3/2,3/2]). Comme ce sont les racines

de X (X% —1)(X?—2), et comme F(I) C J(I) par la question précédente, on voit que si

on peut montrer que || X (X2 —1)(X? —2)||(_3/23/9 < 1, alors J(I) = I N {0, %1, +/2}.
Le fait que || X(X? —1)(X? — 2)|||3/2,3/2) < 1 résulte d'une étude de fonction.

7. Le noyau de Fekete

7.1. Soit d le diametre de P (la plus grande distance entre deux points de P) et M un
entier positif. Soit Cyy = {x € Z" tels que 0 < x; < M — 1 pour tout i}, de sorte que le
“cube” Cys contient M™ points. Si h+ P et h' + P sont disjoints pour tous h # h' € Z",
alors Y_,cc,, b+ P est de volume M™ vol(P). Par ailleurs, cet ensemble est contenu dans
[—d, M + d]|"™ dont le volume est (M + 2d)". On a donc M" vol(P) < (M + 2d)™ et donc
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vol(P) < (1 4+ 2d/M)"™. En laissant M tendre vers 400, on trouve que vol(P) < 1. Si
vol(P) > 1, c’est donc qu'il existe w # w' € P tels que w — w' € Z"™,

7.2. Ledéterminant de M est le déterminant de Vandermonde construit sur x1,...,x,_1,1
et donc M est inversible. Soit P, = 1f7'(B(r)). Clest un pavé, de volume
vol(P,) = rvol(Py), ce qui fait que vol(P.) > 1 si r > 0. Par la question précédente, il
existe alors w # w' € P, tels que h = w —w' € Z". On a alors h € P. — P, = f~Y(B(r)).

7.3. On a f(h) € B(r) et comme M - *(hy,...,h,) = "(s(x1),...,s(x,_1),s(1)), on a
|s(z;)] < 1/2si1 <i<n-—1. Sis(x;) =0, alors p, divise s par la question 6.4. Le

polyndéme s est de degré au plus n — 1, ce qui donne une contradiction.

7.4. Soit k > 1. Par le théoreme d’interpolation de Lagrange, il existe ¢, € R[X]

tel que lp(x;) = yz/s(xz)k

0k () — i /s(2:)*] < M et done |0 () s(z:)* — | < M|s(x;)*| < 27FM < e si k est assez
grand pour que 27¥M < . On peut alors prendre p = 05k,

Par la question 4.8 (et dans les notations de celle-ci), on a

7.5. Regroupons les x par classes de conjugaison et écrivons S = S; U... S, avec S; =

(29, ,a)} pour 1 < j < k. Observons que pour tout j, n; est strictement inférieur
Z.(j) les y correspondants et pt¥)
le polynéme minimal commun des xgj). Soit ) = [ ; p'¥) et €V = min, 5/|r(j)(xz(j))|'

Par la question précédente, il existe ¢¥) € Z[X] tel que |¢V) (xl(j)) - y§j)/r(j)(x§j))| < el

au nombre de conjugués de a:gj ) par hypothese. Notons y

pour tout 1 <7 < nj;. Posons p=3}; ¢Wr0). Cest un polyndme & coefficients entiers et
p(af) = ¢ (@ )r@ (@) de sorte que p(af’) — | < eDrO(a)] < e.

7.6. Soit r le produit des p, pour x parcourant F'(I). Observons que r(z) # 0si xz € S.
Par la question précédente, il existe p € Z[X] tel que |p(x) — f(x)/r(z)| < mingege/r(y)
pour tout z € S. On a donc |pr(z)— f(z)| < € pour x € S. Par ailleurs, pr(z) = f(z) =0
si x € F(I). Par le méme raisonnement qu’a la question 4.10, il existe f. continue telle
que f. est nulle et plate autour de tout x tel que g(x) = 0, et ||f — fo||r < e. Il existe
alors (par la méme question) un polynéme p,. a coefficients entiers tel que ||p. — f.||; < .

On a donc ||f — pe||r < 2e. Ceci implique le résultat.

7.7. Une fonction continue f est limite de polynomes a coeflicients entiers si et seulement
sil existe un polyndme p a coefficients entiers tel que f(x) = p(z) pour tout x € J(I)
(par la question 4.11) et si et seulement s’il existe un polynéme p a coefficients entiers
tel que f(x) = p(z) pour tout = € F(I) (par la question précédente). Si x € J(I)\ F(I),
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une fonction continue nulle en F(I) et valant 1/2 en x vérifie le deuxiéme critere mais

pas le premier (par les questions 6.1, 6.5 et 6.6), ce qui est une contradiction.
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