SUR LA REDUCTION DES REPRESENTATIONS
CRISTALLINES DE DIMENSION 2 EN POIDS MOYENS

par

Laurent Berger & Christophe Breuil

Résumé. — On calcule la réduction modulo p des représentations cristallines de dimension
2 dont les poids de Hodge-Tate sont O et k — 1 avec k € {p+2,--- ,2p —1}.

Abstract. — We compute the reduction modulo p of 2-dimensional crystalline representa-
tions whose Hodge-Tate weights are 0 and k — 1 with k € {p +2,--- ,2p — 1}.
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Introduction

Soit p un nombre premier et L une extension finie de Q,, dont on note O, my, et

kr I'anneau des entiers, 'idéal maximal, et le corps résiduel. Si k est un entier > 2 et
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a, € mz on définit le p-module filtré Dy o, par Dyo, = Le @ Lf ou :

_ Dk,ap Sl < 0,
ole) = '] M e
() Caf et Fil Dia, = { Le sil<i<k-—1,
=—e+a
14 v 0 sii> k.

Ce g-module filtré est admissible, et on sait (par le théoreme principal de [CF00]) qu’il
existe alors une représentation cristalline V4., de Gal(Q o/ Qp) telle que D (V! ap) =
Dy, o, (on passe au dual pour que les notations soient compatibles avec celles de [Bre03b]
et [BLZ04] ; remarquons tout de méme que 'on a V7, = Vj o, (1—k)). Toute représentation
cristalline absolument irréductible de dimension 2 de Gal(Q,/Q,) est la tordue par un
caractere cristallin d’une Vi o, avec k > 2.

Si Tjq, est un Op-réseau de V; 4, stable par Gal(Q »/Qp), alors la semi-simplifiée de
kr ®o, Ty, ne dépend pas du choix du réseau et nous la notons V;mp. La question se
pose alors de donner une formule pour Vk,ap en termes de k et a,. Dans [Bre03b], une
formule conjecturale est donnée pour V, ap, quand 2p > k > 2.

Quand k < p, cette conjecture suit immédiatement de la « théorie de Fontaine-Laffaille »
(cf. [FL82]). Quand k¥ = p+ 1 ou bien quand 2p —1 > k > p+ 2 et val(a,) > 1 (la
valuation « val » étant la valuation p-adique) ou bien encore quand k = 2p et val(a,) > 2,
la conjecture est démontrée dans [BLZO04|. L'objet de cet article est de démontrer la
conjecture pour 2p —1 > k > p + 2 quand 0 < val(a,) < 1 ce qui en complete la
démonstration pour k£ < 2p — 1. Notons w le caractere cyclotomique modulo p et uy le
caractére non-ramifié¢ de Gal(Q »/Qp) qui envoie Frob sur A\. On a alors le théoreme

suivant qui vient compléter [Bre03b, proposition 6.2] et [BLZ04, theorem] :

Théoréme. — Pour2p—12>k > p+2, la réduction modulo p des représentations Vi q,
est donnée par les formules ci-dessous.
1. Pourk=p+2:
(a) si 1> val(a,) >0, alors Vi, = ind(w3).

(b) sival(a,) =1, et si A est une racine du polynéme N\* — a,/pA +1 =0, alors
—  [wyy 0
Via, = ( 0 w,u,\1) '

2. Pour2p—1>2k>p+3:
(a) si 1> val(a,) >0, alors V;w = ind(w];_p)-

(b) sival(a,) =1, et si A= a,/p- (k—1), alors

k2
v, _ pr 0
Via, = ( 0 w,uA1> '
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Ce théoreme est la réunion des corollaires 2.2.4, 2.2.7 et 3.3.7. La démonstration est
différente selon que val(a,) = 1 ou que 1 > val(a,) > 0. Dans le premier cas, on se borne a
étendre les calculs de [BLZ04] qui traitaient du cas val(a,) > 1. Dans le deuxieme cas, on
utilise les idées de [Bre03a, Bre03b] qui consistent a associer a Vj, ,, une représentation
admissible de GLy(Q,) et a vérifier, grace aux résultats de [Col04] et de [BB04], que
cette association (la « correspondance de Langlands p-adique continue ») est compatible
avec la réduction modulo p (dans tout cet article, on fait I’abus de langage qui consiste
a parler de « réduction modulo p » quand on devrait plutot parler de réduction modulo

mL).

1. Rappels et notations

Comme 'objet de cet article est de calculer la réduction modulo p de certaines représen-
tations cristallines, nous supposons que le lecteur est familier avec la notion de représenta-
tion cristalline et de ¢-module filtré. Nous faisons quelques rappels sur la théorie des
(i, I')-modules, qui est essentielle pour la suite, et sur quelques uns de ses prolongements.

Pour des rappels beaucoup plus détaillés, nous renvoyons a [Col04, §4,5]

1.1. Représentations p-adiques et (p,I')-modules. — Soit I' = Gal(Q, (=) /Qp)
a; X'} ou a; € Op
et a_; — 0 quand ¢ — oco. On munit cet anneau d’un frobenius O -linéaire ¢ défini par
©(X) = (1+ X)? —1 et d’'une action Op-linéaire de I' donnée par v(X) = (14 X)*) —1
siy € I'. Un (¢,I')-module étale est un Og-module D de type fini muni d’un frobenius

et € : I' — Z le caractere cyclotomique et &g I'anneau Os = {} .,

semi-linéaire ¢ et d’une action de I' semi-linéaire continue et commutant a ¢. Rappelons
que Fontaine a construit dans [Fon90, A.3.4] un foncteur 7' — D(T') qui a toute Of-

représentation de Gal(Q,/Q,) associe un (¢, I')-module étale et que ce foncteur est une

équivalence de catégories.

1.2. Modules de Wach. — Un module de Wach est un Op[X]-module N muni d’un
frobenius ¢ et d'une action de I' semi-linéaire continue et commutant a ¢, satisfaisant les

conditions suivantes :
1. N est libre de rang fini sur O [X];
2. le groupe I' agit trivialement sur N/X ;
3. il existe h > 0 tel que N/¢*(N) est tué par ¢" ott ¢ = o(X)/X.

Le plus petit entier h vérifiant (3) ci-dessus est appelé la hauteur du module de Wach N.
Si T est une Op-représentation sans torsion telle que V = L ®p, T est cristalline a

poids de Hodge-Tate < 0, alors I'un des principaux résultats de [Ber02] est qu’il existe
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un (unique) module de Wach N(T') tel que D(T) = O¢ ®p,x] N(T'). Posons alors
N(V) =L ®o, N(T) et Fil'N(V) = {z € N(V) tels que ¢(x) € ¢/N(V)}. Le L-espace
vectoriel N(V)/X hérite de la filtration induite et du frobenius ¢, ce qui en fait un ¢-
module filtré. Le théoreme I11.4.4 de [Ber02] nous dit alors que N(V)/X =~ Ds(V). On

en déduit facilement le fait suivant :

Lemme 1.2.1. — Si N est un module de Wach et si V' est une représentation cristalline
telle que Deis(V) = N/X, alors le (¢,I")-module D(V') associé a V est isomorphe a
& QoL [X] N.

1.3. L’opérateur ¢ et le module D*(V). — L’anneau 0 est un ¢(&)-module libre
de rang p, dont une base est donnée par {(1 + X)'}ocicp_1- Si @ € Og, on peut donc
éerire = SV (1 4 X)ip(z;) et on définit un opérateur ¢ : Op — O par la formule
Y(x) = wo si = Y05 (1 + X)'p(ay).

Si D est un (¢, I')-module étale sur &g, alors Colmez a défini dans [Col04, §4.5] un
sous-Op[X]-module D* de D. Si D = O ®o,x] N ot N est un module de Wach de
hauteur h, alors DF est caractérisé par les propriétés suivantes (cf. [Col04, §4] et [BB04,
§3]) -

1. D Cc X 1N,

2. quels que soient z € D et j > 0, il existe n(x,j) = 0 tel que ¥"(z) € D* + p' D si

nzn(z,j);

3. 'opérateur v induit une surjection de D! sur lui-méme.

Le Or[X]-module D* est donc stable par ¢ et aussi sous I'action de I'. Nous 'utiliserons

un peu plus loin, au paragraphe 3.1.

2. Calcul de la réduction : le cas val(a,) = 1

Dans ce chapitre, on construit les modules de Wach associés aux représentations kaap
pour 2p—1 >k > p+2 et val(a,) = 1 puis on utilise les formules explicites ainsi obtenues

pour calculer Vi, .

2.1. Construction du module de Wach. — La construction des modules de Wach
associés aux représentations Vira, €st la méme que celle que I'on a donnée dans [BLZ04|
(mais attention au fait que les notations sont légerement différentes). Nous en rappelons
ici les points essentiels. Pour n > 1, on pose ¢, = ¢" ' (p(X)/X) ce qui fait en particulier
que ¢; = q¢ = p(X)/X et on définit deux séries Ay et A_ par les formules :

2n+1 2n
A+:H¢—(Cl>:@x%xﬁx... et )\:HSOT@:EX@X%X

p p p D p p D

n>0 n>0
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Puisque I'on suppose que val(a,) = 1, la proposition suivante résulte du (4) de [BLZ04,

proposition 3.1.1] :

Proposition 2.1.1. — Si l'on écrit a,(A_ /Ay )" =37 ) a; X", alors val(a;) > 0 pour
i€ {0, k—2).

On pose alors a = apg+a; X +- - -+ X* 2 ainsi que g+ = Ay /v(A\+) et on définit une
matrice P € My(OL[X]) et, pour tout v € T', une matrice GFVerd+ Xx- Mo (OL[X])

par les formules :
0 -1 oo
(k—1) 9+
P (qkl a) et G (0 glil>'

Proposition 2.1.2. — Si~y € I, alors il existe une unique matrice G, € My(Op[X])
telle que :

L. Pe(Gy) = Gyy(P)
2. G, =GP mod X1 My(OL[X]).

Démonstration. — Montrons tout d’abord l'unicité de la matrice G. Si G, et G, sont
deux matrices satisfaisant les conditions de la proposition et si 'on pose H = G/ G ! alors
un petit calcul montre que HP = Pp(H) ce qui fait que si 'on écrit H = Id+ H, X'+ - -
avec Hy € My(Op) et Hy # 0 et que Py dénote le coeffcient constant de P, alors on a
HyPy = p*PyH, ce qui implique que Py a deux valeurs propres dont le quotient est p’.
Comme ¢ > k — 1 par la condition (2) de la proposition, ce n’est pas possible et H = Id
et donc G, = G,

La démonstration de l'existence de G., est semblable a celle qui est donnée dans la
preuve de [BLZO04, proposition 3.1.3|, nous en rappelons ici les points essentiels. Un

calcul direct montre qu'il existe R*~1 € My(OL[X]) telle que :

ng—l) . PQO(G,(Yk_l))'Y(P_l) _ Xk_lR(k_l).

La fin de la démonstration consiste a montrer par récurrence sur £ > k qu’il existe deux
matrices R® et G a coefficients dans O [X] telles que :

1. G =G mod X1,
2. G\ — Po(G)y(P~1) = X'R®.
Ceci se démontre par approximations successives, et il suffit alors de prendre G, =

limy. oo GY. O

On définit alors un module de Wach Ny o, = Op[X]e @ O[X]f en décidant que les
matrices de ¢ et de v € I' dans la base {e, f} sont données par P et G,. Le (2) de la

proposition 2.1.2 montre que G, = G,v(G,) et donc que cela définit bien une action
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semi-linéaire de I', et le (1) de la proposition implique que ¢ commute a cette action du

groupe I'.
Proposition 2.1.3. — Le (p,I')-module & ®o,[x] Ni,a, est isomorphe a D(V;, ).

Démonstration. — Par le lemme 1.2.1, il suffit de vérifier que le p-module filtré Ny, /X
est bien isomorphe a Dy ,, ce que nous laissons en exercice au lecteur (c’est [BLZ04,

proposition 3.2.4]). O

2.2. Calcul de la réduction. — L’objet de ce paragraphe est d’utiliser les formules ex-
plicites du paragraphe précédent pour calculer la réduction modulo p des représentations
Viea, quand 2p —1 > k > p+ 2 et val(a,) = 1.

Lemme 2.2.1. — Si f = a,/p- (k — 1), alors il existe u(X) € 14+ X - kp[X] tel que
a=p -uX)  Xr1L

Démonstration. — Rappelons que a a été défini comme la partie de degré < k — 2 de la
série :
. ((ql/p) ~(g3/p) - (g5/p) -- ->“ . (@)“ ((qg/p) ~(g5/p) - -)“
' (a2/p) - (a1/p) -+~ " A\p (a2/p) - (a1/p) -+~
On sait que ¢;(0) = p et que ¢ = XP~! mod p et donc que si n > 1, alors ¢,(0) = p et

G = X7 @D mod p ce qui fait que la partie de degré < k — 2 de la série (g, /p)*" est
a coefficients dans Z, si n > 2. On en conclut qu'il existe une série v(X) € 14+ X - Z,[X]

telle que a est la partie de degré < k — 2 de la série :

a, <1 + le)k_l v(X) = a, (1 + (k- 1)X;1) v(X) + O(X*P=D)y,

Le lemme en résulte immédiatement, puisque k — 2 < 2(p — 1). O]

Nous allons maintenant passer au calcul proprement dit de la réduction modulo p.

Lecas2p—1 2>k > p+ 3. — Le cas k = p+ 2 se comporte de maniere 1égerement
différente du cas k > p+3, et nous commencons par traiter ce dernier. Nous allons montrer
que le (¢, I')-module D(Tz’ap) contient un sous-objet de rang 1 que nous identifions. Dans

ce paragraphe, on pose A = = a,/p- (k —1).

Lemme 2.2.2. — Si k > p+ 3, alors il existe une unique série z € 1 + X - k[ X] telle
que :
kapr

v ©*(2) =0

z—up(z) +
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Démonstration. — Un calcul immédiat montre d’une part que I'application z — up(z) —
(XHFP=2/X2)%(2) préserve 1+ X - k[ X] (c’est 1a quon utilise le fait que k —p — 2 >
1) et d’autre part que si r > 1 est tel que X" divise z, alors X?" divise up(z) —
(XHFP=2/X2)0%(2). Ceci implique que I'application z — up(z) — (X*7P72/A2)p?(2) est
contractante pour la topologie X-adique sur 1+ X - k. [X] et donc qu'elle y admet un

unique point fixe. O

On pose alors :
5= vl) e | f
A Xr X
Proposition 2.2.3. — La ki(X))-droite engendrée par § est un sous-(¢,I')-module de

+ 25 € D(Ty,)) = k(X)) ®k,1x] Nea,.

— . \ P . _ =%
D(Tk;,ap) qui correspond d la sous-représentation w™ 'y C T a,-

Démonstration. — Un calcul immédiat montre que ¢(d) = \d. Si v € I, alors rappelons
que y(e) — g" e et y(f) — ¢" ' f appartiennent & X*71 -k, [X]e® X 1 k. [X]f et donc
que si x,y € k,[X], alors :

f e
7( Xp+yX =4 Y %

avec
¥ =v(x) X g =aw(y)™ mod X
y(XP)7F
et
Y = 1(y) =gl = (1) mod X.
(X))
Si P'on pose . = —p(2)/A et y = z, et que 2’ et 3 sont définis comme ci-dessus, alors :

o (v55+1%) = por(d) =700(6) =100 =2 (#5544 )
ce qui fait que w(7)y’ satisfait les conditions du lemme 2.2.2 et donc que y' = w(y)~
que 7' = —w(y)"p(2) /A ce qui fait que y(d) = w(y)~14.
La droite kr(X))0 est donc un (p,I")-module de rang 1 avec p(J) = A et v(d) =

w(7)71d; ce (p,T)-module correspond au caractere w™! juy. 0

1o et

o e 7 . , . N
La proposition 2.2.3 montre que T, ap contient comme sous-représentation le caractere
w™ iy et donc que Vi, (étant semi-simple) contient comme sous-représentation le ca-

k-1

ractere wyy-1. Comme det Vk,ap = w" ", on en déduit finalement que :

Corollaire 2.2.4. — Si2p—12>2k>p+3 etvalla,) =1 et A=a,/p- (k—1), alors :

o wk72u>\ 0
Vk’a”_( 0 w1 )
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Classe de l’extension pour k = p+ 3 et A\ = +1. — On conserve les notations du
paragraphe précédent ; quand k = p+ 3 et A = £1, on a Vlaap = (wd1) @w2uy et
la question se pose alors de savoir si, avant semi-simplification, la réduction modulo p
de Vi, est peu ramifée ou tres ramifiée. La réponse a cette question est donnée par le

théoréme suivant :

Théoréme 2.2.5. — Sik=p+3 et A\ ==+1, alors :

= W x _
Tk,ap - (0 1> Bw ZMA’
ou * est non-trivial et peu ramifié.

Démonstration. — Nous ne donnons ici que les grandes lignes de la démonstration de ce

théoreme. Rappelons que si 'on pose comme ci-dessus :

_ v e [
6= 3 Xp—l—zX,

alors p(6) = Ad et y(8) = w(y)~1d. Un calcul montre que :

( e > 1 fowlz) e N 1 e
= Z— — i -~
X o(2)zX X AXp Az Xptl’
et donc que la matrice de ¢ dans la base (§,e/2XP™!) est donnée par :
A =1
Mat(p) = [ =@ X
o) =y #7%)

De méme, on vérifie que la matrice de v est donnée par :

o= (47 XY,

ou v, (X) € kL[ X].
Apres torsion par w?jy, on obtient donc une extension du (¢, T')-module trivial par

celui de F,(1), extension donnée par la classe :

cl (%(A +o ), X (14 )) € H' (Cp1(Qp, Fy(1)))

dans les notations de [CC99, §1.4]. Cette classe est non-triviale par les lemmes 1.5.2 et
L.5.5 de [CC99] car I'image de —¢p(X " 1(A+ ---)) est non-nulle dans D(F,(1))/(¢ — 1).
Pour terminer, il faut faire le calcul explicite de I'image de I'application de Kummer en
termes de (¢, ')-modules, ce qui est fait en partie dans [CC99, §V.3] et en partie dans
[Ben00, §2.1]; on en conclut notamment que les extensions tres ramifiées correspondent
aux classes cl(x,y) telles que la série formelle y a un résidu non-nul en X = 0, ce qui

n’est pas le cas ici. O
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Le cas k = p+ 2. — Revenons au calcul de V;wp ; dans le cas k = p + 2, 'analogue du
lemme 2.2.2 du paragraphe précédent est faux (parce que X*P=2 = 1) et il faut procéder
un petit peu différement.

Remarquons que le k;[X]-module engendré par e/ X? et f/X est stable par ¢ et que
la matrice @ de ¢ dans cette base vérifie Q@ € GLy(kL[X]) (ce qui n’était pas le cas si
2p—1>k>p+3).

Lemme 2.2.6. — Si Q € GLy(k[X]), alors il existe M € Id+ X - My (kL[ X]) telle que
M1Qp(M) = Q(0).

Démonstration. — Si on éerit Q = 3, QX" et M = 37 M; X" avec My = 1d,
alors on vérifie aisément que les M; sont donnés par récurrence par la formule M; =
(28 Qi M)Q5 m

Un calcul facile montre que :

0 —1
Q(0) = (1 3 ) :
Si \ est une racine dans ky, du polynoéme A —3A+1 = 0 (on suppose que kz, contient cette
racine, ce qui est possible quitte a agrandir L), alors le lemme 2.2.6 ci-dessus montre que le
kr[X]-module engendré par e/ X? et f/X a une base ¢, f dans laquelle on a ¢(e’) = \e/
et p(f) =A"1f"

Le fait que si v € T, alors y(e) — g% e et (f) — g* ' f appartiennent & X 1.k, [X]e®
XF1. k[ X]f implique par ailleurs que la matrice de v dans la base €', f’ est scalaire
et diagonale. Comme 7(e/X?) — w(y)'e/X? et v(f/X) — w(y)~'f/X appartiennent a
X k[ X](e/XP) @ X - kr[X](f/X), on voit que v agit par w(y)™!, et donc finalement

que T;% = w ) ®wpy-1 et done que :

Corollaire 2.2.7. — Si k = p+ 2 et val(a,) = 1 et X est une racine du polynome

N —a,/pA+1=0, alors :
= [(wyx 0
Via, = ( 0 w,uA_1) '

3. Calcul de la réduction : le cas 0 < val(a,) <1

Le calcul de Vk,ap quand 0 < val(a,) < 1 se fait par des méthodes completement
différentes de celles du paragraphe précédent. On utilise ici la « correspondance de Lan-

glands p-adique continue ».
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3.1. Une représentation du Borel supérieur. — Soient N4, le module de Wach
du dual T, dun réseau Ty 4, de Vig,, Dﬁ(Tkyap) le sous-Op[X]-module de X %Ny,
défini au paragraphe 1.3 et lim y D¥(T, k.a,) I'ensemble des suites {vy,},>0 d’éléments v, €

Dﬁ(Tk,ap) telles que 1 (v,41) = vy,. On écrit @w Dﬁ(Vkﬂp) pour L ®p, liinw Dﬁ(T;wp). On
définit une action du sous-groupe de Borel supérieur B(Q,) de GL2(Q,) :

B(Q,) = {(0 )} C GLy(Q,)

sur lim y D*(Vj,q,) de la maniere suivante. Tout élément g € B(Q,) peut s’écrire comme

C(z 0\ (1 0 (1 0\ (1 z
9780 «) \o ») \0 a) \0 1)
onr €Q),j€Z,acZ)et z€Q, Siv={vfnx0 € liinw D*(V}q,), alors on pose pour
n>0:
z 0)
0 =z
1 0 ;
(6 9 )
L 0)
0 a
1 =z

((o 1> ' “>n =" (1+ X)), ntm > —val(z).

produit :

val(x)

<

k—2 N )
> =2y Up,0UuT =D o
n

<

> - /Ya(vn) ol Yo € I" est tel que 5('ya) =a;

Si x est un caractere cristallin de Gal(Q,/Q,), on note Viga,, = Via, ® x. Dans
[Bre03b], il est construit des représentations localement algébriques de GL2(Q,) sur L
notées Iy, ., ainsi que des O-réseaux Oy q, \ C i 4, , stables par GLy(Q,) pour k£ < 2p.
Soit I1(Vj,a,..) le complété p-adique de Il 4, par rapport a Oy, 4, . La notation II(Vyq, )
est justifiée par le fait que dans [BB04] il est démontré, en utilisant 'idée principale de
[Col04], que, lorsque le Frobenius sur Dy, est semi-simple, alors on a un isomorphisme
topologique B(Q,)-équivariant entre le Banach dual II1(V 4, )" (muni de sa topologie
faible) et lim D*(Viap . )-

D’autre part, les réductions kr ®o, Ok, ont été déterminées explicitement dans
[Bre03b] : dans les cas qui nous intéressent (p+2 < k < 2p et 0 < val(a,) < 1) ce sont
des représentations supersingulieres de GL3(Q,). Ce sont ces formules explicites et le lien

entre I1(V},q,,) et lim . D¥(Via,x) qui vont nous permettre de calculer Vi, .

3.2. Représentations modulaires et supersingulieres. — Rappelons que dans
[Bre03al, on donne la liste de ces représentations supersingulieres de GL3(Q,), que nous

allons rappeler pour la convenance du lecteur. Si r € {0,---,p—1} et si x : Q) — kf
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est un caractere continu, on pose :

7(r,0,x) = [(mdgi2 gpQXSymrkL> /T} (x o det),
P

ou T est un certain opérateur de Hecke. Par [Bre03a, théoreme 1.3], les entrelacements
entre les m(r,0, x) sont les suivants :

7T(T’, 07 X) 271’(7’7 07 X,u—l)

7T(’I", Oa X) Zﬂ'(p - 1- r, 07 pr)

7(r,0,x) ~m(p—1—1r,0,xw" pu_1).

On peut d’autre part faire une liste des représentations absolument irréductibles de

Gal(Q,/Q,) de dimension 2 sur k. Sir € {0,---,p— 1} et si x : QX — kJ est un

caractere continu, que l’on identifie a un caractere continu de Gal(ﬁp /Q,) via le corps

de classes (normalisé pour que p € Q, s’envoie sur Frob, 1), alors on pose :

p(r,x) = (ind(wp™")) ® x.

On obtient ainsi toutes les représentations absolument irréductibles de Gal(Q ,/Qp) d
dimension 2 sur ky, et les entrelacements entre les p(r, x) sont les suivants :

p(r, x) =p(r, xpi-1)

p(r,x) ~p(p =1 =7, xw")

p(r.x) =p(p — 1 = r, xw"pi-1).

On en déduit une bijection « naturelle » entre les deux classes de représentations.

3.3. Application aux représentations V;, . — On suppose que le Frobenius sur
0 de T (Vi)
(i.e. d’une boule unité stable par GL3(Q,) de ce Banach) et donc de II(Viq, )" =~
liﬂlw Dﬂ(Vk,awx) détermine un réseau Tj,,, de Vi, , stable par Gal(Qp/Qp) tel que
()~ @w D¥ (T, ) -

Dy q, est semi-simple. Commengons par voir que la donnée d'un réseau 110

k7ap7X

Lemme 3.3.1. — Si M est un Op-réseau de lim D*(Via, ) qui est stable par B(Qy),
alors il eziste un Op-réseau Ty, de Via,, stable par Gal(Q,/Q,) et tel que M =
l&lw Dﬁ (Tkrapvx) .

Démonstration. — Soit pry : liin¢ D*(Viay) — D*(Via, ) la projection {v,} — vy et
My = pry(M). Par le lemme 4.57 de [Col04], on a M = lilnw My ce qui fait que M,
est un Op[X]-réseau stable par ¢ et I' de D*(Vi,, ) et donc que Op ®o,x] Mo est
un Og-réseau de D(Vj 4, ). Par fonctorialité des (¢, ')-modules, il existe un Op-réseau
Thapy de Via, stable par Gal(Q ./ Qp) tel que O¢ @0, 1x] Mo = D(T}q,,) et donc tel
que M = lln¢ D¥(Tyap)- O
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Par [Col04, proposition 4.50] on a un isomorphisme topologique B(Q,)-equivariant :

kL ®0L (Hg,ap,x)* = @Dﬁ(kL ®OL Tk:“an)'
Y

Remarque 3.3.2. — Par [Bre03b], k;, ®0, (112, )* est un k;[GLy(Z,)]-module de

k,ap,x
type fini, donc muni d’une unique topologie séparée telle que l'action de ki[GL2(Z,)]
soit continue (déduite de la topologie d’anneau noethérien compact de ki[GL2(Z,)]).
Par ailleurs, k;, ®o, H%%X
sur k7, (donc finis) fixes sous 'action de sous-groupes ouverts de plus en plus petits de

est limite inductive d’espaces vectoriels de dimension finie

GLy(Z,). On vérifie facilement que la topologie de k ®¢, (TII2 , . )* s’identifie alors & la

k#lp,X

topologie de la limite projective du dual algébrique (k; ®o, Hg’%x

@w Dk, ®0,, Th.a,x) est la topologie de la limite projective, chaque D*(k; ®o, Tk.a,.x)

)*. La topologie de

étant muni de la topologie X-adique.

0
kﬂp&('

irréductible, alors V', ., correspond bien a Ilj,, , sous la bijection naturelle du para-

On pose M4, = ki ®o, 11 Si2 <k < pet Vig,, est telle que Vi, . est
graphe précédent et on obtient toutes les représentations supersingulieres de GL3(Q,) de

cette maniere (voir [Bre03b]).

Lemme 3.3.3. — SiU est une représentation irréductible de Gal(Q,/Q,) de dimension
2 sur ky, et si M est un sous-Op[X]-module non-nul de D*(U) stable par 1 et T', alors
M = D¥U).

Démonstration. — Commengons par remarquer que pour tout polynoéme P € ki[X], on

a D(U)P®)= = 0 parce que (cf. la preuve du (iii) de la remarque 5.5 de [Col04]) on a :
DUYP@=0 ¢ (F, @p, U)C4@/Uln=) « F, gp USIQ/%) =,

Le lemme suit alors de la proposition 4.47 de [Col04] (ou plus exactement de sa démonstration,

en remarquant que la démonstration n’utilise pas le fait que ¢ : M — M est surjectif). O

Proposition 3.3.4. — Si U est une représentation irréductible de Gal(Q,/Q,) de di-
mension 2 sur kr, alors la représentation @w D*(U) de B(Q,) est topologiquement

rréductible.

Démonstration. — Soit pr; : lim D*({U) — D*(U) la projection {v,} — v;. Si M est un
—

sous-espace fermé et stable par B(Q,) de liinw D¥(U), on note M; I'image de pr; : M —

D*(U). On voit que M; est un sous-Or[X]-module non-nul de D#(U) stable par ¢ et T

ce qui fait que, par le lemme 3.3.3, M; = D*(U). On en déduit que M est dense dans

. ﬁ . . ﬁ . . . ﬁ .

linw D*(U) et donc finalement que M = linw D*(U) ce qui fait que linw D*(U) est bien

topologiquement irréductible. O



REPRESENTATIONS CRISTALLINES EN POIDS MOYENS 13

Proposition 3.3.5. — Sill est une représentation supersinguliére de GL2(Q,) sur kr,

alors sa restriction a B(Q,) est irréductible.

Démonstration. — Par ce qui précede et par la remarque 3.3.2, le dual algébrique IT* de II
avec sa topologie profinie est topologiquement et de facon B(Q,)-équivariante isomorphe
a @zp Dﬂ(VmM) pour un Vk,ap,x convenable avec 2 < k < p. Par la proposition 3.3.4,
IT* est donc une représentation topologiquement irréductible de B(Q,). On en déduit que
IT est irréductible (un quotient strict de II stable par B(Q,) fournirait par dualité un
sous-espace fermé strict de II* stable par B(Q,)). O

Proposition 3.3.6. — SiU,, Uy sont deuz représentations irréductibles de Gal(Qp/Qp)
de dimension 2 sur kg, et sil existe une application B(Q,)-équivariante continue et non-
nulle f - @w D¥U,) — @w D¥(Us), alors Uy ~ Us.

Démonstration. — La démonstration est analogue a celle de la proposition 3.4.3 de
[BB04|. Notons comme ci-dessus pry : @¢ D*(U) — D¥(U) la projection {v,} — vp.

Commengons par montrer que si v = {v,} € @w D¥(U,), alors pry o f(v) ne dépend
que de vy = pro(v). Soit K, 'ensemble des v € lim . D*(U,) dont les n premiers termes
sont nuls, ce qui fait que pour n > 1, K, est un sous-Op[X]-module fermé et stable
par ¢ et I' de liinw D¥Uy) et que ¥(K,) = K,y1. On en déduit que pry o f(K,) est
un sous-Op [X]-module fermé et stable par ¢ et I' de D*(Us,). Le lemme 3.3.3 implique
alors que soit pry o f(K,) = 0, soit pry o f(K,) = D*(U,). Enfin, on voit que 1 (pr, o
f(K,)) = pryo f(Knq1) et que pryo f(K,) = 0 si n > 0 par continuité. Cela implique
que pry o f(K,) =0 pour tout n > 1 et donc que si vy = 0, alors pryo f(v) = 0.

Pour tout w € D*(Uy), soit @ un élément de @w D(U,) tel que wy = w. Les calculs
précédents montrent que application b : D#(U;) — D*(U,) donnée par h(w) = proo f(w)
est bien définie, et qu’elle est O [X]-linéaire et commute & v et a l'action de I'. Par les
propositions 4.7 et 4.55 de [Col04], elle s’étend en une application de (p,I")-modules
h : D(Uy) — D(Us) et par fonctorialité, on en déduit qu’il existe une application non-
nulle et Gal(Qp /Qp)-équivariante de U; dans Us, ce qui fait que par le lemme de Schur,
on a U; ~ Us. O

Corollaire 3.3.7. — Si2p >k >p+2 et 0 <val(ay) < 1, alors Vi, = ind(wh 7).

Démonstration. — Notons d’abord que, sous les conditions de 1’énoncé, le Frobenius sur
Dy, o, est toujours semi-simple (vérification facile). La proposition 5.8 de [Bre03a] montre

que :

ﬁk,ap = 7T(2p - ka ijk—l—p) = W(k —p— ]., 0, 1)
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et la proposition 3.3.5 (ou plutot sa preuve) entraine que la restriction de ﬁ;ap ~
lim y Dﬂ(Vk,ap) a B(Q,) est topologiquement irréductible. On en déduit que V;C’ap est elle-
méme irréductible (il existait une sous-représentation stricte U de V4, on en déduirait
'existence d'un sous-espace fermé @w D*(U) de lilnqp D¥(V'ka,) stable sous B(Q,)).

On a d’autre part un isomorphisme @¢ Df(p(k—p—1,1)) ~n(k—p—1,0,1)* (par la
proposition 6.2 de [Bre03b] par exemple) et donc un isomorphisme topologique et B(Q,)-
, . . . ﬁ _ _ ~ 13 u Y7 . . oy .
équivariant llnw_D (p(k—p—1,1)) ~ linw D*(V,q,) ce qui fait, par la proposition 3.3.6,
que l'on a bien Vi, ~p(k—p—1,1) = ind(wh 7). O

Remarque 3.3.8. — Ce corollaire est un cas particulier de la conjecture selon laquelle
lorsque 'on réduit modulo p, la correspondance Vi 4, \ < Il 4, €st compatible avec la

correspondance modulo p rappelée plus haut (et étendue aux cas réductibles).
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