NOMBRES DE TAMAGAWA DE CERTAINES
REPRESENTATIONS CRISTALLINES

par

Laurent Berger

Résumé. — L’objet de ce texte est de montrer la conjecture Cgp (V) pour certaines
représentations semi-stables, et la conjecture dz, (V') pour certaines représentations cristallines.
Les deux ingrédients principaux sont d’une part le calcul de nombres de Tamagawa en util-
isant une variante des résultats de Fontaine-Laffaille et de Bloch-Kato, et d’autre part les
résultats de continuité de I’exponentielle de Bloch-Kato montrés par Perrin-Riou.

Abstract. — The purpose of this article is to give a proof of the Cgp (V') conjecture for
some semi-stable representations and of the dz, (V') conjecture for some crystalline repre-
sentations. There are two major ingredients: first, the computation of Tamagawa numbers
using a variation on results of Fontaine-Laffaille and of Bloch-Kato, and second some con-
tinuity results for Bloch-Kato’s exponential which were proved by Perrin-Riou.
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Introduction

Soit p un nombre premier # 2 et F' une extension finie non ramifiée de Q,. L’objet
de ce texte est de montrer les conjectures Cgp (V') de Fontaine et Perrin-Riou pour les
représentations semi-stables V', dont tous les sous-quotients irréductibles W satisfont les
propriétés suivantes:

(1) W est cristalline;

(2) la longueur de la filtration sur Dggr (W) est < p — 1;

(3) W satisfait au moins une des deux conditions ci-dessous:

(a) les poids de Hodge-Tate de W sont dans [—(p — 2);p — 1];
(b) ¢ : Deig(W) — Deis(W) est semi-simple ) en p~ pour tout j € Z (on dira
dans la suite que W est ¢-semi-simple).
Comme corollaire et ingrédient de la démontration, on montre la conjecture éz, (V') de
Perrin-Riou pour les représentations cristallines V', dont tous les sous-quotients irréductibles
W satisfont les propriétés suivantes:

(1) W est cristalline;

(2) la longueur de la filtration sur Dy (W) est < p — 1;

(3) W est ¢-semi-simple.

Rappelons le contenu de la conjecture Cgppr(V). Si V' est une représentation semi-
stable de Gp, soient Deis(V), Dar(V) et t(V) = Dgr(V)/Fil’ Dgg(V) les invariants
associés a V par la théorie de Fontaine, via les anneaux B et Bqr. Dans la suite, T’

dénotera un Z,-réseau de V. Comme ¢(V*(1))* ~ Fil° Dgr(V), on a une suite exacte:
0 — t(V*(1)) —— Dgr(V) —— (V) —— 0

qui permet d’identifier detq,D4r(V) a detq,t(V) ® detéit(v*(l)), et une suite exacte
(cf. 1.1 (1))

»
eXpp v XPp v (1)
SEEELLEN 5

0 —— HYE,V) — Doi(V) —22Y% Do(V) @ (V)
Doais(V*(1))* @ t(V*(1))* Dais(V*(1))* —— H*(F,V) —— 0

provenant de la suite exacte fondamentale et de sa duale, qui définit des isomorphismes
g\/ . AF<V) ~ AEP,F(V)y ou

Ap(V) = detéiDdR(V) ® detq, Indgp V,

HY(F,V)

1-te™ L Ay ()

et
AEP,F(V) = ®0§i§2det§l)iHi(F, V) & detQp Indgp V.

(USi F est un K-espace vectoriel, on dit que f : E — E est semi-simple en a € K si ker(f—a)Nim(f—a) =
0.
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Soit
Apprz, (V) =& (Sozisadetly) H'(F,T) @ detq, Ind§ T) |
c’est un sous Z,-module de rang 1 de Ag(V), et la conjecture Cgp (V') propose une
formule qui permet de le calculer. Posons h;(V) = dimp(Fi/ Dag(V)/Fil ™ Dgr(V)),
ta(V)=25ez7 - hy(V), et
—1)! ij>1
(j) = G-Dt sig=1
(C1P/(=j)! sij<0.
Siw e Ap(V), soient &y (w) € Q, le coefficient de t~#(V) dans I'image de w par I'isomor-
phisme de comparaison Ap(V) — t7#V)Q, et ny(w) = ]gv(w)|p (si V est semi-stable, la
définition de 7y est plus compliquée, mais nous n’utiliserons que le cas cristallin).

La conjecture Cgp (V) de Fontaine et Perrin-Riou peut alors s’énoncer ainsi:
Congecture 0.1 (Cgpr(V)). — Pour tout w € Ap(V), on a

Apprz,(V) = Zy - det (=¢ | Deris(V*(1 H (=) Ol (w)w.
jEZ
Le résultat principal de cet article est que la conjecture ci-dessus est vraie pour une
représentation cristalline irréductible, dont la longueur de la filtration est < p — 1, et
qui est soit p-semi-simple, soit a poids de Hodge-Tate dans [—(p — 2); p — 1]. Comme la

conjecture Cgp (V') est stable par suite exactes, on en déduit:

Théoréme 0.2. — La conjecture Crpp(V') est vraie pour les représentations semi-
stables V' de G, telles que tous les sous-quotients irréductibles de V' sont des représentations

cristallines dont la longueur de la filtration est < p — 1, et qui sont soit p-semi-simples,
soit a poids de Hodge-Tate dans [—(p — 2);p — 1].

Comme ingrédient et corollaire de nos calculs, nous montrons aussi la conjecture dz, (V)
de Perrin-Riou (on renvoie a I11.2 pour des rappels sur les constructions de Perrin-Riou)
pour les représentations cristallines irréductibles (p-semi-simples dont la longueur de la
filtration est < p — 1. Comme la conjecture 0z, (V) est stable par suite exactes, on en
déduit:

Théoréme 0.3. — La conjecture dz,(V) est vraie pour les représentations cristallines
V' de G, telles que tous les sous-quotients irréductibles de V' sont des représentations

cristallines p-semi-simples dont la longueur de la filtration est < p — 1.

Remarquons que 'on conjecture que les représentations qui “viennent de la géométrie”
sont p-semi-simples. Disons quelques mots sur la démonstration. Ces résultats sont déja

connus pour les représentations V' qui n’ont qu’'un poids de Hodge-Tate, et on suppose



4 LAURENT BERGER

donc que V' n’a pas de sous-quotient qui est une tordue d’une représentation non-ramifiée.
On commence par calculer les nombres de Tamagawa de V', pour de telles représentations
V' satisfaisant de nombreuses restrictions sur leurs poids de Hodge-Tate. On en déduit
certains cas de la conjecture Cgpp. Ensuite, on utilise la construction de Perrin-Riou
pour déterminer comment se comporte Cgp (V) quand on twiste V. Ceci nous permet

de démontrer simultanément Cgpp(V) et dz, (V).

I. Représentations cristallines

I.1. Rappels et notations

On se donne un nombre premier p # 2, et F' est _une extension finie non-ramifiée de
Q,. Soit Qp une cloture algébrique de Q, et C, = Qp sa complétion p-adique. On pose
Gr = Gal(Q,/F). On pose aussi F, = F(p,n) et F est défini comme étant la réunion
des F,. Soit Hp le noyau du caractere cyclotomique x : Gp — Z et T'p = Gp/Hp le
groupe de Galois de F,/F qui s’identifie via le caractere cyclotomique a Z;.

Dans la suite, V' sera une représentation p-adique de Gr. Soient B et Bgr les
anneaux de périodes construits par Fontaine. Rappelons que B, est une F-algebre munie
d'un Frobenius ¢ et que Bgg est une F-algebre munie d'une filtration. Les principales
propriétés dont nous ferons usage sont le fait que ’'on a une inclusion A : B.;s — Bagr, et
la “suite exacte fondamentale”:

0 Qp Bcris 1*_907)‘) cris D BdR/Bji_R — 0.

Gr cest un F-

Si V' est une représentation p-adique, on pose Des(V) = (Bais ®q, V)
espace vectoriel de dimension < d = dimg, (V) et on dit que V' est cristalline s’il y a
égalité. On définit de méme Dyr(V') et les représentations de de Rham. Le F-espace
vectoriel Des(V') est muni d’un Frobenius ¢, et Dgg(V') est muni d’une filtration Fil (qui
définit une filtration sur De;s(V) via inclusion Ay : Deis(V) — Dgr(V)). Les entiers
j € Z tels que Fil ™/ Dyg (V) # Fil /"' Dyr (V) sont appelés les poids de Hodge-Tate de
V.

On dira que V est p-semi-simple si ¢ : Deis(V) — Des(V) est semi-simple en p~7
pour tout j € Z.

Dans tout cet article, a et b seront deux nombres entiers tels que a < 0, 1 < b et
b—a < p—1. On s’'intéressera aux représentations cristallines dont les poids de Hodge-

Tate sont dans [a; b].
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1.2. Construction de réseaux

Nous aurons besoin de rappeler et préciser certaines des constructions de [1]. Les
résultats que nous obtenons sont de légeres variantes de “Fontaine-Laffaille” (cf. [4]).

Pour a < b € Z, soit MF[(,‘;;)] la catégorie (abélienne) des Op-modules D libres de type
fini, munis d’une filtration décroissante {Fil D}, telle que Fil™> D = D et Fil™**' D = 0,

et d’'une application ¢ : D — D telle que D = Ziezp_igp(FiliD). On dira que D est
fortement divisible. Soit MF[g;*] la sous-catégorie pleine de MF%;] constituée des objets

D tels que ¢ : D — D est de pente > —b (il est équivalent de demander que le p-module

]

sous-jacent a D n’a pas de partie de pente —b). De méme, MF[Oa:b est la sous-catégorie

pleine de MF[(S;)] constituée des objets D tels que ¢ : D — D est de pente < —a et

MF " = MFG n MFG,

]

Ensuite, on définit Repgﬁg comme étant la catégorie des Z,-modules libres de type

fini T" qui sont des réseaux d’une représentation cristalline V' a poids de Hodge-Tate dans
[asb]

[a; b]. Soit Repgﬁg*} la sous-catégorie pleine de Rep,,;, constituée des objets 1" tels que
[ax*;b]

V' n’a pas de sous-objet isomorphe a V;(b) avec V non-ramifiée. De méme, Rep,,;." est

la sous-catégorie pleine de Repgﬁz]

constituée des objets T' tels que V' n’a pas de quotient
N Rep[a;b*]

cris  °
Si AL = Op[[r]], muni d’un Frobenius ¢ et d'une action de I'r semi-linéaires et définis

[ax;bx]
cris

[ax;b]

isomorphe a Vy(a) avec V non-ramifiée, et Rep = Rep,,..

par les formules

o(m) =147 -1 et ~(r)= 147z -1,

[a;0]

s dans la

rappelons que l'on a construit dans [1] un foncteur T — N(T), de Rep
catégorie des Af-modules libres de type fini, munis d’une action de I'r triviale sur N(T') /7
et d’'une application ¢ : 7°N(T) — 7°N(T) telle que N (T)/o*(7°N(T)) est tué par
¢ (
de Hodge-Tate sont négatifs, et on I'étend par la formule N(T) = 7="N(T'(h))).

On a défini pour i € Z, Fil' N(T) = {z € N(T), ¢(x) € ¢ N(T)}. Revenons au cas ol
b—a<p-—1.

ce foncteur est défini dans [1] pour les représentations V' = Q, ®z, T" dont les poids

Lemme I.1. — Le p-module D = N(T)/7, muni de la filtration induite, est un objet
de MF".

Démonstration. — C’est un résultat de Wach (cf [7, théoreme 3]). Donnons-en une
démonstration rédigée un peu différemment. Quitte a tordre, on se ramene au cas ou
b = 0. Il est trivial que p(Fil’ D) C p'D, et il suffit donc de voir que la filtration est
admissible ou, ce qui revient au méme, que la filtration Fily induite par celle de N (V') /7
coincide avec celle de N(T')/x. Nous allons donc montrer que Fili, D C Fil' D (I'autre

inclusion est triviale), pour 1 <i < p—1 (si i > p, alors Fil,, D = 0).
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Si v est un générateur de I'p, posons

Ti(v) = (L= x(3) ') @ = x(1) ) -+ (1= x(9) V).

Si T € N(T) est dans Fili, N(T), c’est donc qu’il est I'image modulo 7 de x € N(V)
tel que p(x) € ¢!N(V), et tel que I'on puisse écrire x = x¢ + 7y, avec g € N(T) et
y1 € N(V). On a Ty(y)z = Ti(y)xe + 7'y; avec y; € N(V). Comme Tj(y)z € Fil' N(V),
et comme 7'y; € Fil' N(V) trivialement, on a T;(y)zo € Fil' N(V) N N(T) = Fil' N(T),
ce qui fait que Tj(7)T € Fil' D. Sii < p — 1, alors Tj(7) agit par une unité p-adique sur
D et donc on a bien z € Fil' D. O

Lemme 1.2. — SiT € Repgilj est un réseau d’une représentation cristalline V' et D =
N(T)/x, alors le déterminant de 'isomorphisme de comparaison Beis®z,T ~ Bais®o, D

appartient o (V) O

Qyr
Démonstration. — Tout d’abord, par [1], le déterminant de I'inclusion A™ ® A N(T)
A" g, T appartient a 7#()(AT)*, et donc & 7'#(V)(A})*OF

Qpr
Ensuite, rappelons que Deis(V) = (Bf, p ®as N(T))'r, et donc que D C Des(V)
s'identifie & I'ensemble des z € (B, » DAt N(T)'r tels que z(0) € N(T)/m. Le
déterminant de I'inclusion Bf, » ®o, D C Bf,  ® 5+ N(T') calculé dans des bases de D

et N(T) est donc égal & (log(1 + 7)) /7)) (V)d() ot d(w) € (BL)* et d(0) € Of. On en
déduit le résultat. O

Proposition 1.3. — Si D € MF[gf*], alors il existe T € Rep™! tel que N(T)/m ~ D.

Démonstration. — Commengons par remarquer que si u = (p/(qg — 7*~1)) € A}, alors p
est inversible dans A}, et pour tout s > 0, u®¢® = p* mod 7P~ 1.

Quitte a tordre D, on se ramene au cas ou b = 0 et donc Fi’D=D. Si0<nr <
«oo < rg < p—1sont les sauts de la filtration, alors dans une base de D adaptée a la
filtration, la matrice de ¢ est égale & PyA ou Py = Diag(p™,--- ,p") et A € GL(d, OF).
On pose P = Diag(q™u", -+ ,q"u")A ce qui fait que P est une matrice a coefficients
dans A}, égale modulo 77! & la matrice de  sur D. De plus, siy € T'g, alors y(P~1)P €
Id +7P~ M(d, A}). On écrira y(P~1)P = 1d +771Q.

Pour terminer la preuve, il suffira de construire pour v € I'p une matrice H = H,, €
M(d, A}) telle que P'on puisse définir 'action de v sur N(T) par G, = Id+#""'H,,
c’est-a-dire telle que v(P)G, = p(G,)P. Cette équation est équivalente a:

(PP —-1d

1

H — ¢ 'y(P~)p(H)P = Q-
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1l suffira donc de montrer que I'application X — X — ¢~ 1y (P~1)p(X)P de M(d, A})
dans lui-méme est surjective. Il est clair que si Y € 7w M(d, A}), alors la série
Y+ ¢ (P (V)P + ¢ (P )e(d" v (P))e*(YV)p(P)P + - -

converge vers X € 7wM(d, A}) tel que X — ¢ 'y(P7H)p(X)P = Y. 1l suffit donc de
montrer que I'application X +— X — pP~(PyA) tp(X)PyA de M(d, OF) dans lui-méme
est surjective. Le fait que ¢ : D — D n’a pas de partie de pente 0 implique que
[Ty " “(PyA) — 0 quand n — oo et donc que si Y € M(d, Op), alors la série

Y+ " (R A) T o(Y)RoA + p~ (R A) (0" (PoA) )@ (Y)p(RoA) oA + -+

converge vers X € M(d, Op) tel que X — pP~ Y (PyA) ' p(X)PbA=Y. O

Remarque 1.4. — La méme démonstration montre que si D € MF[(,C;;;b], alors il existe
T € Rep[a;b} tel que N(T)/m ~ D. En effet, dans la démonstration ci-dessus, si D n’a

cris

pas de partie de pente p — 1, alors [/, ¢’ (p* 1 (PyA)~*) — 0 quand n — oc.

Corollaire 1.5. — Le foncteur T +— N(T)/m est une équivalence de catégories de
Repg;:*] dans MFEZ;)*] et de Repg‘:f] dans MF[OCL:I’].

Démonstration. — La proposition 1.3 ci-dessus en construit un quasi-inverse. O
Définition I.6. — On écrira abusivement D,(7) = N(T) /7.

Corollaire 1.7. — Si T € Rep[a;b*] est un réseau d’'une représentation cristalline V,

cris

alors on a des isomorphismes canoniques

Deris(T) /(1 = @) Fil'Deyis (T) = Excty iy (Idp, Deris(T))) = H(F, T).
Of
Démonstration. — Rappelons que 0 € [a;b] ce qui fait que l'objet trivial Idp est dans

MF[(‘;;] et que b > 1, ce qui fait que Idp € MF[Oalf*] Le fait que T € Repgﬁg*] implique
que D(T) est aussi dans MF[gﬁ*] Le corollaire résulte alors de ’équivalence de catégories

ci-dessus. O

II. Calculs de nombres de Tamagawa

I1.1. L’exponentielle de Bloch-Kato

Rappelons que les anneaux de Fontaine B, et Bqr sont reliés par la “suite exacte

fondamentale”:

0 Qp Bcris 1_—W> Bcris S BdR/BgR 0’
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et que si 'on tensorise par V' et que I'on prend la suite exacte longue de cohomologie
associée & (-)F, on trouve le début de la suite exacte de I'introduction:

exppy

(1) 0 —— HYF,V) — Dai(V) —22% Do(V) @ H(V) HY(F,V)
L’image de expp est
Hi(F,V)=ker (H'(F,V) — H'(F,Beuis ®q, V)) ,

et la deuxieme moitié de la suite exacte de l'introduction s’obtient en dualisant, et en
utilisant un théoreéme de Bloch et Kato qui dit que H;(F,V) et H;(F,V*(1)) sont or-
thogonaux.

Si V est une représentation cristalline, alors Des(V)/(1 — ©)Fil®D s (V) =~ H;(F,V)
et par [2, lemma 4.5]:
Proposition I1.1. — L’application que l'on déduit de 1 — p:

Deis(V) /Fil’Deio(V) 2 Deig(V) /(1 = 9)Fil' Doy (V) = HHF, V)

coincide avec Uezponentielle de Bloch-Kato exppy : Deig(V) /Fil’Dey(V) — H{(F,V).

Ceci nous donne une suite exacte
(2) 0 —— HF.V) — Des(V)?™! —— Deis(V)/Fil'Desis(V)
= Dae(V)/(1 = @)Fil' Do (V) —— Deis(V)/(1 = 9) D (V) —— 0.
On a aussi une suite exacte béte:
(3) 0 —— Dais(V)?~" —— Deis(V)
% Dae(V) —— Des(V)/(1 = ¢)Deris( V) —— 0.
I11.2. Nombres de Tamagawa

On suppose toujours que 0,1 € [a; b] et que b—a < p—1. Rappelons que par définition,
si wi(yy est une base de detz, (Deys(T)/Fil’Deyis(T)), alors Tamg(V) est le coeflicient de
w};‘l,) dans I'image de detz, H°(F,T) @ dety H}(F,T) dans dety’ (Deyis(T)/Fil’Deyis(T))

par la suite exacte
0 —— HYF,V) —— Dgy(V) —22%
Dcris(v) @Dcris(v)/FﬂODcriS(V) — H}(Fa V) — 0.

Si 'on combine le corollaire 1.7, la proposition II.1, et les suites exactes 2 et 3, on trouve

que:

Proposition I1.2. — SiT ¢ RepLZ;S*] est un réseau d’une représentation cristalline V.,
alors Tam)(V) € Z3.
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Rappelons la proposition [6, C.2.6] qui fait le lien entre les nombres de Tamagawa et

la conjecture Cgpr:

Proposition I1.3. — Siw = wyy+1)) ® wt’(‘l,) e Ap(V), alors

Tam) (V)

AEP,F,ZP(V) =7, - det (—¢ | Deris(V*(1))) mw

La proposition ci-dessus et le lemme 1.2 nous permettent de montrer Cgpp(V):

Proposition I1.4. — SiT € Rep[a*;b*] est un réseau d’une représentation cristalline

cris

V', alors la conjecture Cgp (V) est vraie.

Démonstration. — Comme les poids de Hodge-Tate de V' sont tous dans [—(p—2); p— 1],
les facteurs I'"(—j) qui interviennent dans la définition de Agppz, (V') sont des unités
p-adiques. La conjecture Cp,p(V) suit alors du fait que Tam, (V) et Tam)(V*(1)) € Z;,
puisque si V' est cristalline a poids dans [a;b] C [—(p—2); p—1], alors V*(1) est cristalline

et T*(1) € Rep‘[:(rlis_b)*;(l_a)*} avec [l —b;1 —a] C [—(p—2);p—1]. O
Corollaire IL.5. — Si T € Rep”" " est un réseau d'une représentation cristalline
V', alors la conjecture Cgpr(V (i) est vraie pour tout i € {0,—1,---, —(p —2)}.

ITII. L’exponentielle de Perrin-Riou

II1.1. Rappels sur ’exponentielle de Perrin-Riou

Soit A le sous-groupe de torsion de I'p et Iy = x (1 + pZ,) ce qui fait que I'p ~
ApxI'y. Onpose A = Z[[I'r]] et H(I'p) = Qp[Ar|®q, H(I'1) ott H(I';) est I'ensemble des
f(m —1), avec v € 'y, ou f(T) € Q,[[1]] est un série formelle de rayon de convergence
> 1.

Rappelons que le résultat principal de Perrin-Riou dans [5] est la construction, pour

une représentation cristalline V', d’une famille d’applications
Qvn s H(TF) ®q, Deis(V) — H(Tr) @1 Hy, (F,V) VI

dont la propriété principale est qu’elles interpolent les applications “exponentielle de
Bloch-Kato”. Plus précisément, pour h,j > 0, le diagramme

Qv ),h
—_—

(H(Tr) ®q, Dan(V(j))) > H(Tr) ©n Hhy (F,V(5))/V ()

Enlv(j)l Pan,vml

h+j—1)ex .
F, ®p Das(V) s Wledrn v H\(F,,V(5))
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est commutatif, o A et =n,v sont deux applications un peu compliquées a décrire.
Nous utiliserons le fait que Tw; Qup(Twy ®d_1) = —Qu )41 ol d_; est une base de
Dcris<zp<_1))'

Perrin-Riou a proposé une conjecture relativement au déterminant de €2y,. Posons

5(9\/) _ H (gij)fdime Fil! Deyis (V)

j>1—h

x Qi [deta (A ®q, Deris(V)) @4 dety Hy}, (F, V) @4 deta H7, (F, V)] .

Perrin-Riou a montré que 6(2y) ne dépend pas de h, et [5, théo 3.4.2] que J(Qy) €
Q, ®z, A; elle a de plus conjecturé que 0(€2y) est une unité de Q, ®z, A. Ceci a été
montré par Colmez [3]. Colmez a en fait montré la conjecture Réc(V'), qui affirme que
pour les accouplements naturels sur H}, (F, V) x H}, (F,V*(1)) et sur H(I') ®q, Dexis (V) X
H(I') ®q, Dais(V*(1)), I'adjoint de Qy;, est essentiellement I'inverse de Qy«(1)1-. Cela
implique que 6(£2y)d(Q2y+(1))" est une unité de Q, ®z, A, et donc de méme pour §(£2y) et
S(Qy=1))-

ITI.2. La conjecture 6z, (V)

Soient 7" un réseau de V et M un réseau de Dgs(V), tels que le déterminant de
I'isomorphisme de comparaison entre Beis ®z, T' et Beis ®o, M appartient a o (V)Oam,
P

et w la base de Ar(V') que 'on en déduit. Posons:

oz, (Sv) = H (0_;)~ dimay Fil/ Dyis (V)

j>1-h

X QV,h [detA(A ®Zp M) XA detXIH}w(F, T) SN detAHIQw(F, T)} .
On peut alors énoncer la conjecture dz,(V):
Conjecture II1.1 (6z,(V)). — On a dz,(Sy) € A*.

On voit que A%, le dual de A, est composé des @*, 0 <7 < p—2 olt w est le caractere
de Teichmiiller. Pour i € Z/(p — 1)Z, on notera ¢; 'idempotent associé a @’. Le fait que

TW1 QV,h<TW1 ®d,1) = _QV(I),h—H 1rnphque

Lemme II1.2. — On a Tw,6z,(Qv) = 0z,(Qv)). En particulier, on a e;110z,(Syv) =
€i5Zp<QV(1))'

L’ingrédient principal dont nous avons maintenant besoin est une formule qui relie
0z,(Qv) et Cpprp(V), formule qui est montrée sous une forme un peu différente dans [5]
(il faut faire attention au fait que les notations de [5] et de [6] ne sont pas vraiment

compatibles, la définition de &, n’est par exemple pas la méme):
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Proposition II1.3. — Si V' est une représentation cristalline, et si ¢ est semi-simple

en 1 et p~! sur Deys(V), alors

Apprz,(V) = det(—¢ | Des(V7(1)) [ [ T (=)l g, () (0)] - .

JEZ

En particulier, la conjecture eg - 0z, (V') est équivalente a la conjecture Cppp(V).

Démonstration. — Comme la conjecture Réc(V') est maintenant démontrée, le théoreme
[5, 3.5.4] est vrai en tout généralité (il n’y a plus de “grain de sable”). En prenant la
ep-composante de la formule [5, 3.5.4] de Perrin-Riou, on trouve la formule ci-dessus (si
f€Q,®z, A, alors f(0) est par définition la projection de f dans eg-Q,®z, A/(1—71) ~
Q). .

On en déduit donc que si V' est p-semi-simple, alors la conjecture dz, (V') est équivalente

a la réunion des conjectures Cgpr(V (7)) pour i € {0, —1,---,—(p — 2)}. En particulier:

Corollaire II1.4. — SiT € Rep[o*;p_l*] est un réseau d’une représentation cristalline

cris

@-semi-simple V', alors la conjecture dz,(V) est vraie.

Le fait que Tw; 0(Qv) = §(y (1)) montre que dz,(V) et dz,(V (1)) sont équivalentes.
De plus, Perrin-Riou a montré oz, (V') pour les tordues de représentations non-ramifiées.

Ceci implique donc:

Proposition II1.5. — SiV est une représentation cristalline p-semi-simple et irréductible,

dont la longueur de la filtration est < p — 1, alors 6z,(V') et Cgprp(V) sont vraies.

Finalement, Perrin-Riou a montré que les conjectures dz, (cf [5, 3.4.9]) et Crpp (cf [6,

C.2.9]) sont stables par suites exactes, ce qui fait que 'on a:

Théoréme III.6. — La conjecture Cgpr(V) est vraie pour les représentations semi-
stables V de G, telles que tous les sous-quotients irréductibles de V' sont des représentations
cristallines dont la longueur de la filtration est < p — 1, et qui sont soit p-semi-simples,
soit a poids de Hodge-Tate dans [—(p — 2);p — 1].

Théoréme III.7. — La conjecture dz,(V') est vraie pour les représentations cristallines
V de G, telles que tous les sous-quotients irréductibles de V' sont des représentations

cristallines p-semi-simples dont la longueur de la filtration est < p — 1.

Remarquons que l'on conjecture que si V' “vient de la géométrie”, alors ¢ est semi-

simple sur Ds(V).
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