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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

La géométrie algébrique fournit de nombreux exemples d’actions du groupe de Galois
Gal(Q/Q) sur des espaces vectoriels p-adiques. Par exemple le module de Tate T,(E)
d’une courbe elliptique F définie sur Q, ou les groupes de cohomologie étale H* (X, Q,)
d’une variété X propre et lisse sur QQ sont munis de telles actions.

Soit p : Gal(Q/Q) — GLn(Qp) une telle représentation. Fixons un groupe de

décomposition D, ~ Gal(Q,/Q,) au dessus de p, et considérons pp, : D, — GL,(Q,).
Il s’agit alors d’une représentation galoisienne p-adique.

L’étude de telles représentations s’avere tres différente de celle des représentations
(-adiques, avec ¢ # p. En effet, si les topologies de Gal(Qp/Qp) et de Q sont <in-
compatibless>, ce n’est pas le cas des topologies de Gal(Qp/Qp) et de Qp. Ainsi, si
la théorie des représentations f-adiques est essentiellement de nature algébrique, celle
des représentation p-adiques est plutot analytique, et il existe beaucoup plus de telles
représentations.

Un outil central dans I’étude des représentations galoisiennes p-adiques est la théorie
des (p,I')-modules, introduits par Fontaine dans [Fon90|. Il s’agit de modules libres de
type fini sur des anneaux de séries, munis d’un Frobenius ¢ et d’une action semi-linéaire
continue de I', le quotient de Gal(ap/ Q,) par le noyau du caractere cyclotomique

p-adique Xyl : Gal(Qp /Qp) — Z;. De plus, on demande a l'action de I' de commuter a
©. On dispose alors de foncteurs V' +— D(V'), qui a une représentation p-adique (respec-
tivement modulo p) associent un (@, I')-module sur un anneau de caractéristique nulle
(resp. de caractéristique p). Ces foncteurs sont en fait des équivalences de catégories entre
la catégorie des représentations p-adiques (respectivement modulo p) de Gal(Qp/ Q,) et
la catégorie des (¢, ')-modules étales sur un certain corps de caractéristique nulle (resp.

la catégorie des (¢, I')-modules sur un certain corps de caractéristique p).

La théorie de Hodge p-adique, initiée par Tate dans les années 60 et développée par
Fontaine et de nombreux autres auteurs dans les années 80 permet de faire un premier tri
dans les représentations galoisiennes p-adiques. On introduit ainsi différentes catégories
de représentations galoisiennes, qui sont les catégories des représentations cristallines,
semi-stables, de de Rham et de Hodge-Tate. Chacune de ces catégories est alors une
sous-catégorie pleine de la suivante. Cette classification permet également de caractériser,
au moins conjecturalement la composante locale en p des représentations <provenant de



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

la géométries.

Le lien entre (¢, I')-modules et théorie de Hodge p-adique a été étudié, dans le cas des
représentations cristallines, par Berger dans [Ber04]. Il y est décrit une équivalence de
catégories entre la catégorie des représentations cristallines, et celle des modules de
Wach, qui sont des sous-modules des (¢, I')-modules.

Une autre approche dans ’étude des représentations galoisiennes, développée initia-
lement par Langlands, est de relier les représentations de groupes de Galois p-adiques
avec celles de groupes réductifs p-adiques. La philosophie générale du programme de
Langlands est de mettre en bijection des classes d’isomorphisme de représentations
de dimension n de Gal(ap/ Q,) avec des classes d’isomorphisme de représentations de
GL,(Q,). Par exemple, pour n = 1, une telle bijection est fournie par la théorie du corps
de classes.

Pour ¢ # p, de telles correspondances entre des représentations f-adiques de Gal(ﬁp /Qp)
et des représentations (-adiques de GL,(Q,) sont connues depuis la fin des années 1990
et les travaux de Harris-Taylor et Henniart.

Pour ¢ = p, il s’agit du programme de Langlands p-adique, initié par Breuil au début des
années 2000. Dans [Bre03a], Breuil définit une bijection entre certaines classes d’isomor-
phisme de représentations modulo p de GLy(Q,) et certaines classes d’isomorphisme de

représentations modulo p de Gal(ﬁp /Q,) de dimension 2.

Une correspondance entre des représentations p-adiques de dimension 2 de Gal(Q,/Q,)
et des représentations de GL3(Q,) sur des espaces de Banach, permettant de retrouver
la correspondance précédente par réduction modulo p, fut ensuite conjecturée par Breuil
d’abord pour les représentations cristallines puis pour les représentations semi-stables.
Par la suite, des travaux de Berger, Breuil, Colmez et Pasktinas ont permis d’établir que
cette correspondance avait les propriétés attendues. Leurs travaux utilisent intensivement
I'équivalence de Fontaine entre représentations galoisiennes et (¢, I')-modules.

Les résultats de cette these forment deux parties indépendantes, qui sont les parties
et {4 du présent manuscrit. La partie |2 contient les définitions et les rappels sur les (p, T')-
modules nécessaires au deux parties suivantes.

1.1. Réduction des représentations cristallines

Dans la partie [3 nous nous intéressons au calcul de la réduction modulo p des
représentations cristallines de dimension 2 de Gal(Qp /Q,). Par les travaux de Fontaine
et I’équivalence entre représentations cristallines et ¢-modules filtrés faiblement admis-
sibles, il est possible de décrire toutes les représentations cristallines irréductibles de
dimension 2 : a torsion par un caractere pres, elles sont paramétrées par un entier k > 2
et un entier p-adique a, € my, et on note Vi, la représentation correspondante. Plus
précisément, si L est une extension finie de Q,, telle que a, € L, le p-module filtré associé
a Via, est Dy, = Le; © Ley, avec

Osit>k

_ k-1 .
{902615 p 12 et Fil'Dyo, = ¢ Leysi 1 <i <k —1
e = —e a,e
ple2 17 Cp&2 Dy q, sii < 0.
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Si T est un réseau de Vj,, stable sous I'action de Gal(Q,/Q,), alors sa réduction modulo
p, notée T, est une représentation modulo p de Gal(Qp/ Q,), dont la semi-simplifiée

ne dépend pas du réseau T, par le principe de Brauer-Nesbitt. On note V;wp cette
représentation.

Le probléme qui nous intéresse est de décrire Vi, en fonction de k et de a,. Les
motivations a 1’étude de telles représentations sont diverses, citons par exemple le fait
que sous certains hypotheses (rappelées a la section , la représentation galoisienne
locale associée a une forme modulaire est cristalline, et ’étude de sa réduction modulo p
possede alors un intérét en vue de la conjecture de modularité de Serre.

Notons w : Gal(Qp /Qp) — FJ le caractere cyclotomique modulo p, uy le ca-
ractere non ramifié de Gal(Qp /Qp) qui associe A aux Frobenius géométriques, et
w, © Gal(Q,/Qp) — F un caractere fondamental de Serre de niveau n. Soit alors
ind(w”) I'unique représentation F,-linéaire, de dimension n, semi-simple, de déterminant
wh et dont la restriction & l'inertie est isomorphe & w" G Wk @ --- @ wﬁnilh.

Les représentations F_p—linéaires, semi-simples et de dimension 2 de Gal(Qp /Q,) sont de
deux types : ce sont les sommes de deux caracteres ou les ind(w!) @ p.

Seuls des résultats partiels sont connus sur V;wp, et ont été obtenus essentiellement
de deux facons : soit en utilisant la correspondance de Langlands locale p-adique (c’est
I'approche de Breuil (|[BB05|) et Buzzard-Gee (|[BG09|,|[BG12])), soit par des techniques
purement galoisiennes utilisant les (p,I')-modules et leur raffinement dans le cas des
représentations cristallines : les modules de Wach. Il s’agit la de ’approche développée
par Berger, Li et Zhu dans [BLZ04], et c’est cette méthode que nous cherchons a exploiter
un peu plus afin d’améliorer les résultats connus.

A Theure actuelle, nous ne connaissons totalement Vk,ap que pour k£ < 2p + 1

(IBLZ04),|BB05],[Ber10b]), pour v,(a,) > L%J (IBLZ04]) ou pour 0 < w,(a,) < 1

([BG09|,[BG12]). Pour une synthese des différents résultats connus, le lecteur pourra se
reporter a la section [3.3] B
Des travaux en cours de rédaction de Yamashita et Yasuda ([YY12]) déterminent V4,

pour k < ’% et presque toutes les valeurs de a,.

La méthode de Berger, Li et Zhu consiste en la construction, pour un poids k fixé, d'une
famille analytique Dy (X) de (¢, I')-modules étales, définie sur un voisinage p-adique de 0,
telle que pour a, dans ce voisinage de 0, Dy(a,) soit isomorphe au (¢, I')-module associé
a Via,- L’étude de ces (¢,I')-modules permet ensuite de calculer V;mp.

Cette construction passe par l'introduction de deux séries A, \_ € 1 + 7Q,[x], et le
voisinage de 0 ou est définie cette famille de (¢, I")-modules est la boule centrée en 0 et
de rayon p~", avec r le plus petit entier tel que

I k-1 -
P — (modulo 7°7%) € Z,[x].
At
Nous appelons valuation de convergence cet entier r, dépendant de k, et il est montré
dans [BLZ04] que si v,(ap) > 7, alors Vi, ~ V. Cette derniere représentation dépend
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de k, mais est parfaitement connue, ce qui permet de déterminer totalement V;wp pour
des valeurs de a, proches de 0. De plus, Berger, Li et Zhu donnent une borne sur r : si

on note m = L’Z QJ alors r < m.

Pour des poids k < p, la méthode de [BLZ04] permet de répondre totalement a la
question posée, puisque la valuation de convergence est nulle, de sorte que pour tout a,
dans my, Vi ap = Vk 0. Dans la section 3.6, nous déterminons explicitement la valuation
de convergence pour des poids k 1nferleurs a p?. Nous y montrons alors que la borne de
[BLZ04] est presque toujours optimale :

P’r’oposztzon — Pourk < p?, r = m si et seulement siv, ((k 1)) =0. Stv, ((k 1)) > 0,
alorsr=m — 1.

Pour des poids k supérieurs a p?, le calcul de la valuation de convergence semble
demander plus d’efforts, et nous ne connaissons pas de formule générale pour exprimer r
en fonction de k.

Si la méthode de [BLZ04] permet de déterminer V,,, pour a, a I'intérieur du disque de
convergence, elle permet également de construire un (¢, I')-module isomorphe a D(V},,)
lorsque v,(a,) = r. Plus précisément, nous disposons du module de Wach d'un réseau
Ty.a, de Via,, tel que, dans une bonne base, la matrice du Frobenius ¢ de ce module de
Wach soit donnée par

( k071 _1> , ouq= #(m) et z = (—) modulo %71,
q apz s )\Jr

Il suffit alors de réduire ce module de Wach modulo p pour en déduire le (¢, I')-module
associé a T/, .y, €t apres semi-simplification, le (¢, I")-module associé a V;wp

Puisque nous connaissons completement la classification des représentations modulo
p, semi-simples de dimension 2, ainsi qu'une description de leurs (¢, ')-modules, il est
possible d’en déduire V;mp.

Afin de déterminer Vk,ap, il reste a identifier la classe d’isomorphisme des (¢, T')-
modules de caractéristique p ainsi obtenus. Nous utilisons a cette fin la théorie des
polygones de Newton de Kedlaya (rappelée dans la section pour des anneaux de
polynomes non commutatifs. En appliquant les résultats de Kedlaya a des polynomes
de degré 2 issus de l'action de ¢ sur T;wp, nous donnons un critere permettant de
déterminer s'il existe des droites stables par ¢ dans le (p,I')-module de Ty, . Il est
possible de raffiner un peu ce critere afin d’obtenir directement 1’existence ou non de sous
(p,I')-modules de dimension 1, ce qui permet déja de savoir si V;wp est réductible ou
non, et dans le cas réductible, d’obtenir immédiatemment Vk,ap. Le critere en question
est détaillé dans la section |3.6.1}, et son énoncé précis fait 'objet de la proposition |3.6.3]

Dans les cas ou Vk,ap est irréductible, nous appliquons de nouveau la théorie des poly-
gones de Newton de Kedlaya au p-module D(T;Wp), ce qui ne permet pas totalement de

déterminer V;wp, puisqu’il reste alors deux candidats possibles. Ceci n’a rien de surpre-
nant car les deux (¢, I')-modules correspondants sont isomorphes en tant que p-modules,
et il faut utiliser ’action de I' afin de déterminer totalement V' , . Ces calculs font I'objet



1.1. REDUCTION DES REPRESENTATIONS CRISTALLINES 13

de la section Nous y montrons que lorsque Vk,ap est irréductible pour a, sur le bord
du disque de convergence, alors ¢’était déja le cas pour a, a I'intérieur du disque, et Vk,ap
ne change pas : c¢’est la méme représentation irréductible pour tout a, dans le disque de
convergence fermé.

L’ensemble des résultats obtenus est synthétisé dans le théoreme [3.6.9, dont ’énoncé est
le suivant :

Théoréme. — Soit2 <k <p*—1,a,€ myz, et soit m = Uﬁ%ﬂ Alors :

(1) sik—1=1(p+1),
(a) sivy(a,) > 1, alors
Vk,ap = (Iu\(]i1 0 ) ®wl
P =T

(b) sivy(a,) =1, alors
Viay = (WISLX Wll?)\—l) avec \* + %/\ +1=0.
(2) si p+1 ne divise pas k — 1,
(a) si (k;) # 0 modulo p, alors Vi, = ind(ws ") si vy(a,) >m et
(i) sik—1>m(p+1) etvy(ay) =m, alors V., = ind(ws™),
(i1) sik—1<m(p+1), et vy,(a,) =m, alors

— (wmy 0 (@ (k-1
Vk,ap—< 0 Wk_l_mMA—1> avec A = (pm>< . )

(b) si (kn_ll) = 0 modulo p, alors Vi, = ind(ws ") lorsque vy(a,) >m —1 et
(1) sik=m(p+1) et v,(a,) =m—1, alors

7 (W 0 _ Ap
Via, = ( 0 wm—llu)\1> avec X = (pm—1>'

(ii) si k #m(p+1) et vy(a,) =m —1, alors Vi, = ind(wh ™).

Enfin, si k = p?, alors Vi, = ("7

u_m) pour vy(a,) = p.

Il apparait notamment que la réduction ne change pas toujours sur le bord du disque
de convergence, et peut étre la meéme sur le bord du disque et a 'intérieur du disque. De
plus, si la réduction change sur le bord, alors deux cas peuvent se produire :

— soit V;wp est réductible a I'intérieur du disque, et reste réductible sur le bord

— soit V;wp est irréductible a l'intérieur du disque, et devient réductible sur le bord.

De plus, les calculs de Breuil dans le cas k = 2p + 1 prouvent que r n’est pas toujours
le rayon du plus grand disque ouvert centré en 0 tel que Vk,ap soit constante pour a, a
I'intérieur de ce disque.

Dans la section [3.7, nous donnons quelques informations supplémentaires sur le réseau
Tlaap construit précédemment, et précisons (lorsque cela a un sens) s'il s’agit d'une
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extension peu ramifiée ou tres ramifiée.

La méthode de [BLZ04] utilisée pour calculer Vk,ap est basée sur le fait qu’il est possible
de construire explicitement le module de Wach d’un réseau de V4. Le module de Wach
ainsi construit possede une base adaptée a la filtration, qui permet d’identifier le p-module
filtré associé a celui de V4 4,. Nous prouvons dans la section que cela n’arrive que pour
a, dans le disque de convergence. De maniere précise, 1'énoncé suivant est celui de la

proposition [3.8.7 :

Proposition. — Soit L une extension finie de Q,, k > 2 et a, € O, tels qu’il existe un
réseau de Vi’ = Vi, ® Xi;;]f dont le module de Wach posséde une base dans laquelle la
matrice de p est de la forme

k—la b
M = Matyp = (gk—lc d)

avec a,b,c,d € Op[r]. Alors soit v,(a,) = 0, soit vy(a,) > r(k).

1.2. Représentations modulaires de B»(Q,)

Dans la partie [4 nous classifions les représentations k-linéaires lisses irréductibles de
B = B»(Q,), le sous-groupe de Borel standard de GL3(Q,), lorsque k est un corps de
caractéristique p.

Afin de construire la correspondance de Langlands locale p-adique, Colmez (|Col10b])
a décrit un moyen d’associer une représentation de By(Q,) a un (¢,I')-module. Sa
construction fonctionne aussi bien pour des (¢, [')-modules de torsion que pour des
(p,I')-modules de caractéristique nulle, mais seul le cas des (¢,I')-modules en ca-
ractéristique p nous intéresse ici.

Si k est un corps fini et D est un (@, ')-module sur k((7)), il existe un opérateur
¢Y:D— D, quidx=3""1(147)kp(x;) associe z5. Cet opérateur 1 est un inverse a
gauche de ¢ et il existe un réseau de D, noté D?, qui est stable par v, sur lequel v est
surjectif et qui est minimal pour ces deux conditions.

Pour tout caractere lisse x : Q; — k™, Colmez a défini une action de B, (Q,) sur
I’ensemble

@Dh = {(@n)nen 1 Y(Tn+1) = 20 },
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de la maniere suivante :

()
(G 2)
(o)

(((1) i) I>n = (L4 7)) sin 4 2 —v(2).

"L xnv

8

i = ’ya—l xn 01\1 chcl(’ya) = a,

) =
) — iz sin>
),

Avec P'action contragrédiente de By(Q,), (D) = (@w DR)* = Homcont(@w D k)
devient une représentation lisse irréductible de By(Q,), de caractere central x.

L’idée de Colmez est alors de <recoller> deux telles représentations de sous-groupes de

Borel de GLy(Q,) afin d’obtenir une représentation de GLy(Q,) tout entier. En général,
la représentation de GL2(Q,) ainsi obtenue est trop grosse. On ne peut en extraire une
représentation possédant les propriétés attendues de la correspondance de Langlands
locale p-adique (c’est-a-dire admissible au sens de Schneider-Teitelbaum) que dans le cas
de (¢, I')-modules de dimension 2.
En revanche, la construction que nous venons de décrire permet d’associer des
représentations irréductibles de By(Q,) & des (p,I')-modules irréductibles de toutes
dimensions, et pas uniquement de dimension 2, ce qui permet de construire une infinité
de représentations lisses irréductibles de By(Q,). Il est alors naturel de se demander s’il
en existe d’autres, ou si toutes (du moins toutes les représentations de dimension infinie,
puisque €, (D) est toujours de dimension infinie) sont obtenues par cette construction.

Cette question a déja été étudiée par Schneider et Vignéras dans [SVO§| pour des
représentations de torsion d'un sous-groupe de Borel d’un groupe réductif p-adique
quelconque. 11 y est alors prouvé qu’a partir de telles représentations, il est possible
de construire des <(¢, I')-modules généralisés>, qui ne vérifient pas nécessairement une
hypothese de finitude.

La nouveauté dans ce qui suit est d’utiliser des résultats d’Emerton [Emell|, afin de

prouver que ces (¢, I')-modules sont bien de dimension finie dans le cas de représentations
modulo p de B2(Q,).

Dans la section nous rappelons la notion d’espace de prodimension finie (ou espace
linéairement compact) introduite par Lefschetz, ainsi qu'une dualité semblable a la
dualité de Pontryagin V — V* entre ces espaces et les k-espaces vectoriels topologiques
discrets. Cette dualité s’étend en une une dualité entre les représentations k-linéaires
lisses d'un groupe topologique et les représentations k-linéaires de prodimension finie
du meéme groupe. Ceci nous permet par la suite de travailler avec un corps k de ca-
ractéristique p quelconque, et pas nécessairement fini.

La notion de (¢, I')-module sur k(7)) possede un intérét particulier lorsque k est fini
puisqu’on dispose alors de ’équivalence de Fontaine et donc d’une interprétation en
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termes de représentations galoisiennes.

Si k n’est pas fini nous pouvons définir des actions k-linéaires de ¢ et I' sur k((m)),
prolongeant celles de F,((7)). On obtient alors une notion de (¢, I')-module sur k((7)),
généralisant celle de (¢, I")-module sur F,((7)). Cette notion présente un intérét tout
particulier si k est algébriquement clos, puisqu’il est prouvé dans [BV12] qu’on dispose
d’une bijection entre les (p,T')-modules irréductibles sur k(7)) et les représentations
k-linéaires irréductibles du groupe de Weil de Q,.

Si D est un (¢, I')-module sur k((7)), il est possible de définir un opérateur ¢ : D — D,
inverse a gauche de ¢, de la maniere habituelle. Comme dans le cas d’un corps fini, nous
prouvons a la section I'existence de deux réseaux de D, notés D! et D!, stables par
1, sur lesquels ¢ est surjectif, et qui sont respectivement le plus grand et le plus petit
réseau de D avec cette propriété. Les preuves sont tres similaires a celles de Colmez (a
ceci pres que dans [Coll0b| elles sont généralement données pour des (¢, I')-modules de
torsion sur un anneau Qg de caractéristique nulle) lorsque celles-ci ne font pas appel a
I’équivalence de Fontaine.

Tous ces résultats permettent d’étendre a moindre cotlit la construction de Colmez en
une application (D, x) — Q,(D") qui, & un caractére lisse de Q¥ et un (¢, I')-module
irréductible sur k((7)), associe une représentation lisse irréductible de B3(Q,,) de caractere
central x.

Nous prouvons qu’en fait toutes les représentations lisses irréductibles de B(Q,), de
dimension infinie et admettant un caractere central sont de la forme Q, (D?).
Appelons (¢, T')-module un k[r]-module M de type fini muni d’une action semi-linéaire
de I', et d'un opérateur k-linéaire ¢ : M — M tel que ¥ (p(N)x) = Mp(z), commutant a
I’action de I'.
Par exemple, si D est un (o, T')-module, alors Df et D sont deux (¢, T')-modules qui
sont libres sur k[r]. De plus, si D est irréductible en tant que (i, I')-module, alors D% est
irréductible en tant que (¢, I')-module.
Etant donné un (¢, T')-module M, il est possible sous certaines hypotheses de construire
un opérateur ¢ sur D ®pprp k(7)), qui dans le cas oi M est un réseau d'un (¢,I')-

module correspond bien a 'opérateur ¢ de départ. L’énoncé suivant découle de la propo-
sition [4.3.24] :

Proposition. — Si M est un (¢, I")-module libre sur k[r], irréductible, tel que v # 0,
alors il existe une unique structure de (p,I')-module sur D := M Q) k(7)), tel que
M = D",

Si II est une représentation k-linéaire lisse irréductible de By(Q,) admettant un
caractere central x, nous souhaitons prouver qu'il existe un (¢, I')-module D sur k((7)),
irréductible, tel que IT = €, (D).

Puisque la donnée d’un (¢, I')-module irréductible est équivalente & celle d'un (¢, T')-
module irréductible par ce qui précede, il suffit de construire un (¢, I')-module irréductible
a partir de II.

Pour cela, nous utilisons 'action de B2(Q,), et plus particulierement du sous-monoide
Pt = (Z?’_O{O} le ) Si V' est un sous k-espace vectoriel de II stable sous l'action de P¥,

alors son dual V* est stable sous I'action de P~ = ( (1) zp%zf[o})- Or, sur V*, nous pouvons
utiliser I'action de P~ pour définir une structure de k[r] = k[(} % )]-module, ainsi
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qu'un opérateur ¢ : V* — V* défini par ¢ (v) = ((1)2) v et une action de I' définie par
70 = (00 ) V-

Les actions de ¢ et I' ainsi définies commutent, et on a bien ¥ (p(X)x) = A\p(x). Ainsi,
lorsque V* est un k[r]-module de type fini, il est muni d’une structure de (¢, I')-module.
Mais V* est de type fini sur k[r] si et seulement si V*/7V* est un k-espace vectoriel de
dimension finie (c’est le corollaire [4.2.33)). Par définition de la structure de k[r[-module
de V*, V*/mV* est 'ensemble des coinvariants de V sous N = ((1) Zf’) Mais la dualité
V — V* fait correspondre les invariants de V' sous NN avec les coinvariants de V* sous
N. Ainsi, lorsque V est un sous-k-espace vectoriel de V, stable par P*, et tel que V¥
soit de dimension finie, alors V* est un (¢, I')-module.

Nous prouvons dans la section que si II est une représentation lisse irréductible
de B2(Q,), de dimension infinie, admettant un caractere central x, et telle qu’il existe
un sous-k-espace vectoriel V' vérifiant les conditions précédentes, alors il existe un (¢, I')-
module Dy, libre sur k[r], irréductible, qui est un sous-quotient de V*, tel que

II ~ QX(D())

Afin de prouver que toute représentation II irréductible et de dimension infinie est de

la forme €2, (D), il reste & prouver que Il admet un sous-k-espace vectoriel stable par
P* et dont les invariants sous N sont de dimension finie sur k.
Or IT est un quotient d'une induite compacte indg,o, ot K = By(Q,) N GLy(Z,), Z
est le centre de By(Q,) et o est un caractere lisse de KZ. Soit (indg,0)t C indg,o
I'ensemble des [g],g € P*, et TI* I'image de (indg,o)" par la surjection indg,o — II.
Alors ITt est un sous-k-espace vectoriel de II, stable par PT, et en utilisant la théorie des
k[r] {¢}-modules admissibles d’"Emerton ([Emell]), on prouve que les invariants sous N
de IT* forment un k-espace vectoriel de dimension finie.

En regroupant tous les résultats énoncés précédemment, on en déduit un théoreme de
classification des représentations irréductibles de B2(Q,) (c’est le théoreme [4.6.11]) :

Théoréme. — Soit 11 une représentation k-linéaire lisse irréductible de B, admettant
un caractere central. Alors :

— soit Il est de dimension finie,

~ soit il existe un (¢, T)-module D sur k((r)), irréductible, tel que 11 = Q,(D"Y).
De plus, les représentations du second type sont de dimension infinie, et il n’existe pas
d’entrelacements non nuls entre 0, (D) et Q. (D)) si x # X' ou D # D'.

Dans le cas ou le corps k est fini, nous disposons d’une interprétation en termes
de représentations galoisiennes. Si V' est une représentation k-linéaire irréductible

de Gal(Q,/Q,), on mnote Q (V) = Q(D(W)%), et alors I'énoncé suivant est le
théoreme [4.6.13 :
Théoréme. — Soit k un corps fini de caractéristique p, et 11 une représentation k-

linéaire lisse irréductible de Bo2(Q,), admettant un caractére central. Alors :
— soit Il est de dimension finie,
— soit il existe une k-représentation irréductible W de Gal(Q,/Q,), de dimension
finie, tels que II = Q, (W).

De plus, (W) =~ Qv (W') si et seulement si x = x" et W ~ W',
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De méme, lorsque k est algébriquement clos, grace a la bijection de [BV12] entre (¢, I')-
modules irréductibles et représentations irréductibles du groupe de Weil de Q,, on dispose
d’une interprétation galoisienne (c’est le théoreme [4.6.15)) :

Théoréme. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p, et II une
représentation k-linéaire, lisse, irréductible de B2(Q,), admettant un caractére central.
Alors :

— soit I est de dimension finue,

— soit il existe une représentation k-linéaire W, irréductible, de dimension finie, du

groupe de Weil de Q, telle que 1 = Q, (D(W)?).

Dans la section[4.5.2] nous donnons une description explicite de certaines représentations
Q, (D) comme quotients d’induites & support compact de caracteres.
Si 01, 09 sont deux caracteres de Q;, avec 03(p) = 1, soit 0 = 01 ® 09 le caractere de KZ
défini par

o ((§3)) = or(a)o(d).

Pour b € B, notons [g] € indg, o la fonction [g] : B — k* définie par [g](h) = o(hg) si
h € KZg! et [g](h) = 0 sinon. Pour A € k*, soit S(\, o) la sous-By(Q,)-représentation

de indg,0 engendrée par
-1
10 4 1 —jpt
(o260

=

et soit II(\, o) le quotient indg, o /II(\, o).

Proposition. — Soit k un corps fini de caractéristique p, x : Q) — k™, A € k™ et
h€{0,...,p—2}. Alors en notant D = D(w"uy), on a un isomorphisme

Q (D" = T(Ax(p™), xw™ @ wh).

De méme au théoreme[4.5.14] nous donnons une description explicite des représentations
2, (D) pour certains (¢,I')-modules irréductibles D de dimension supérieure ou égale a
2.80itn >2, 1< h<pt!—1, \Ne€k* eto:KZ— kX un caractere lisse de KZ. On
note S, (h, A, o) la sous-By(Q,)-représentation de indg,o engendrée par

n_1
1 0 g j 1 —jp™m
{6 A2 Gl (6 71))
0 p —\hp-1))[\0 1
Notons alors II,,(h, A, o) le quotient indg,0 /S, (h, A, o). Dans le cas ot le corps des coef-
ficients est fini, le théoréeme s’énonce alors de la sorte :

Proposition. — Soit k un corps fini de caractéristique p, n > 2, et 1 < h < p* ! -1
tel qu’il n’existe pas d’entier d diviseur strict de n tel que h soit multiple de Zz:i. Pour
Aek*etse{0,...,p—2}, notons D = D(ind(w}!)) ® pw®. Alors pour x : QF — k*,
on dispose d’un isomorphisme

Q(D*) = T, (h, (= 1)"IA™ yw™ @ w?).
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Lorsque k est algébriquement clos ou fini, ceci nous permet de décrire toutes les
représentations de dimension infinie de By(Q,), prouvant ainsi que toutes possedent une
présentation finie : ce sont des quotients d’induites indgza par un sous-espace engendré
en tant que Bo(Q,)-représentation par un nombre fini d’éléments.

Enfin, le théoreme prouve qu’aucune des représentations de la forme QX(D“)
n’est admissible, ce qui grace au théoreme de classification des représentations de B2(Q,)
permet de prouver que les seules représentations lisses admissibles de By(Q,,) sont les
représentations de dimension finie.
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Nous rappelons dans ce chapitre un certain nombre de résultats, et en profitons pour
fixer les notations qui nous seront utiles par la suite. Tous les résultats de cette partie
sont classiques.

2.1. Théorie de Galois

Soit p un nombre premier, et Q, le corps des nombres p-adiques, muni de sa valuation v,
normalisée par v,(p) = 1, Z, = {z € Q) : v,(z) > 0} son anneau d’entiers et mz, = pZ,
son idéal maximal. Si L est une extension finie de Q,, on note Oy, son anneau d’entiers,
my, son idéal maximal et k;, = Op/my, son corps résid_uel.

On fixe une fois pour toutes une cloture algébrique Q,, de Q,, C, sa complétion, et on
note Z, et Oc, les anneaux d’entiers respectifs de Q, et C,,.

On note Gq, = Gal(Qp /Q,) le groupe _de Galois absolu de Q,,, qui s’identifie & un sous-
groupe de décomposition en p de Gal(Q/Q).

Soit p, = {x €Q,: 2" = 1} le groupe des racines n-iemes de 'unité de Q,,, et ppo =
U,en tpr - Fixons une fois pour toutes une suite compatible de racines primitives p"-iemes
de I'unité, c’est-a-dire e® = 1 et £ € pn avec e #£ 1 et (eMTD)P = £ Soit alors
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F, = Que™) et Fro = U, cn Frn : Clest une extension abélienne totalement ramifiée de
Q,, et on note Hq, = Gal(Q,/Fx) son groupe de Galois.
Le caractere cyclotomique de Gq, est 'unique caractere xeya : G, — Z, tel que

9(¢) = O Y € pye, Vg € G,

On note w : Gq, — F, le caractere cyclotomique modulo p, c’est-a-dire la réduction
modulo p de Xcyel-

Le noyau de Xy est Hq, = Gal(Qp /F), et donc par surjectivité du caractere cyclo-
tomique, on obtient un isomorphisme I' := Gal(F/Q,) ~ Z). Si a € Z), on note v,
I’élément de I' correspondant a a via cet isomorphisme. Si K est une extension finie de Q,,
on note Hy le noyau de Xeya : Gal(Q,/K) — Z, cest-a-dire Hx = Gal(Q,/K) N Hg,.

Soit Q" I'extension maximale non ramifiée de Q,, : c’est I'extension de Q, engendrée
par les p,, pour n premier a p.
Soit Frob, € Gal(F,/F,) le Frobenius arithmétique, c’est a dire 'application x + z?. On
dispose d’un morphisme Gal(Q,/Q,) — Gal(F,/F,) donné par g — Frob dee(9)  avec
deg(g) € Z . Le sous-groupe d’inertie Zq, = Gal(Qp /Qp") est le noyau de ce morphisme,
et on dispose d’une suite exacte courte :

O—>IQPAGQP—>2—>O,

ainsi que d’un isomorphisme Gal(Q;’/Q,) =~ 7 = @n Z/nZ. Cet isomorphisme peut
s’expliciter de la maniere suivante : pour chaque entier n, il existe une unique extension
Q,~/Q, non ramifiée de degré n, avec Gal(Q,n/Q,) = Gal(F,»/F,) = Z/nZ. Alors
Q" = U,en Qpr, de sorte que Gal(Q,*/Q,) = ILHn Z/nZ.

On appelle groupe de Weil et on note Wgq, le sous-groupe de Gq, : Way,

{ g € Gq, : deg(g) € Z}

Par la théorie du corps de classes local, 'extension abélienne maximale de Q, est
Qab Q)" - Fix, et puisque Q)" N Fiy = Qp, on a

Gal(Q?/Q,) = Gal(Q¥/Q,) x Gal(F../Q,) = Z x Z).

Notons qu’avec les choix faits précédemment, cet isomorphisme est normalisé de maniere
a envoyer les uniformisantes sur les Frobenius géométriques.

De méme, on dispose d’un isomorphisme W ~ Z x Z* ~ QX.
P p P

2.2. Représentations galoisiennes

Une représentation p-adique de Gq, est un Qp-espace vectoriel de dimension finie
muni d’'une action continue de Gq,, ou de maniere équivalente, un morphisme continu
p:Gq, = GL,(Qp). Si L est une extension finie de Q,, alors il est pertinent de s’intéresser
également a des représentations L-linéaires de Gq,, c’est-a-dire des L-espaces vectoriels
de dimension finie munis d’une action continue de Gq,.

Comme d’habitude, une représentation est dite irréductible si elle ne contient pas de sous-
représentation stricte non triviale. On dit que V est absolument irréductible si V ®, Qp
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est irréductible. La proposition suivante montre que I'étude des représentations V &1 Q,
se ramene en fait a I’étude des représentations L-linéaires, pour L extension finie de Q,,.

Proposition 2.2.1 (|[BM02, Lemme 2.2.1.1]). — Soit p : Gq, — GL,(Q,) une
représentation continue de Gq,. Alors il existe une extension finie L de Q, telle que
limage de p soit incluse dans GL,(L).

Démonstration. — Si L est une extension finie de Q,, alors GL, (L) est un fermé
de GL,(Q,), et par continuité de p, p~'(GL, (L)) est un fermé de Gq,, et Gq, =
U p~'(GL,(L)). Les extensions finies de Q, formant un ensemble dénombrable, Gq, est
une union dénombrable de fermés. Comme Gq, est compact, c’est un espace de Baire,
et donc |J; Int (p~! (GL,(L))) est un ouvert dense de Gq,. Par définition de la topologie
de Gq,, il existe donc une extension finie F' de Q,, qu'on peut supposer galoisienne
quitte a l'agrandir, telle que Gal(Q,/F) C |J;Int(p™' (GL,(L))). Mais Gal(Q,/F)
est compact, et il suffit donc d’un nombre fini d’ouverts pour le recouvrir, de sorte
qu’il existe une extension finie L de Q, telle que p(Gal(Q,/F)) C GL,(L). Puisque
Gal(Q,/Q,)/ Gal(Q,/F) = Gal(F/Q,) est fini, quitte & agrandir un peu L, on peut
supposer que p(Gq,) C GL,(L). O

Sin o Gal(Q,/Qp) — Q) est un caractere continu de Ggq,, on note Qu(n) la
représentation de dimension 1 sur Q,, de base e, et telle que g - e = n(g)e,Vg € Gq,.
De plus, si n € Z, on note Q,(n) = Q,(X¢ya), et pour toute représentation V', on note
V(”) =V ® X?ycl =V ® QP(”)

Si V' est une représentation L-linéaire, on note V* la représentation duale dont l'espace
sous-jacent est Homy (V, L) muni de l'action

(g- )= f(g~'-v),Vg € Gq,,Vf € Homy(V,L),Yv € V.
Une représentation est dite non ramifiée si Zq, est inclus dans son noyau, de sorte
qu'elle se factorise en une représentation de Gal(Q,/Q,)/Iq, = Gal(Q,'/Q,) ~ Z.
En particulier, un caractere non ramifié¢ n : Gq, — Q; est uniquement déterminé par

I'image d’un générateur de Z. Pour \ € Z_px, on note uy le caractere non ramifié qui
envoie g € Gq, sur A~ 48,

Si V' est une représentation L-linéaire de Gq,, on appelle réseau de V' un sous Op-
module 7" de V/, de type fini, stable sous I'action de Gq, et tel que T'®p, L =V, ou O,
dénote 'anneau des entiers de L.

Proposition 2.2.2. — Toute représentation L-linéaire de Gq, admet un réseau.

Démonstration. — Notons p : Gg, — GL(V') le morphisme continu définissant ’action de
Gq,- Soit Ag un sous-Or-module de type fini de V' tel que Ay®p, L = V. Alors Autp, (Ao)
est un sous-groupe ouvert de Auty(V), et donc sa préimage Gy = p~'(Autp, (Ag)) est
un sous-groupe ouvert de Gq,, et par conséquent d’indice fini car Gq, est compact. La

somme
Z p(7) Ao

’YGGQP / Go

est alors stable par Gq, et est donc un réseau de V. [
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En particulier, si T est un réseau de V, il est possible de réduire 7" modulo 'idéal
maximal de Oy, c’est-a-dire de considérer la représentation T = T ®p, kr, qui est une
représentation kp-linéaire de Gq,. On parle aussi de représentation modulo p ou de
représentation modulaire. On note kz(n) := kz(w™).

Une représentation p : Gq, — GL, (F,) est d’image compacte dans GL,(F,) qui est dis-
cret. Elle est donc finie, et il existe m € N telle que p se factorise en p : Gq, — GL,(Fpm).

Les réductions modulo p de deux réseaux d’une méme représentation V' n’ont a priori
pas de raison d’étre comparables. Toutefois, la proposition suivante prouve que leur semi-
simplifiées (c’est-a-dire la somme directe de leurs facteurs de Jordan-Hélder) sont iso-
morphes :

Proposition 2.2.3 (Principe de Brauer-Nesbitt). — Soit V' une représentation L-
linéaire de Gq, et T1, T, deuz réseaux de V. Alors les représentations modulaires

(Tl ®(9L k’L)Ss et (T2 ®(9L k‘L)SS

sont isomorphes. On note V' la représentation semi-simplifiée de la réduction d’un réseau
de V.

La proposition suivante, aussi appelée lemme de Ribet (c’est la proposition 4.2 de
[Rib76]) montre que méme dans le cas de représentations irréductibles de rang 2, il existe
des réseaux dont les réductions ne sont pas isomorphes avant semi-simplification.

Proposition 2.2.4. — Soit V une représentation L-linéaire de Gq,, irréductible, telle
que V soit somme directe de deux caractéres x1,Xa : Gq, — k. Alors il existe un réseau
T de V tel que T soit une extension non triviale de x, par Xs.

Remarque 2.2.5. — Dans la proposition précédente, x; et xo jouent des roles
symétriques, de sorte que si y; # X2, alors il existe un réseau dont la réduction est
une extension non triviale de y; par xs mais aussi un réseau dont la réduction est
une extension non triviale de y, par x;. Ces deux réseaux ne peuvent donc pas étre
isomorphes, alors que les semi-simplifiées de leurs réductions le sont, conformément au
principe de Brauer-Nesbitt.

2.3. (p,I')-modules et représentations galoisiennes : la théorie de Fontaine

Fontaine a établi dans [Fon90] une stratégie tres féconde pour étudier les représentations
p-adiques de Gq,, consistant a décrire les représentations galoisiennes a I'aide de struc-
tures d’algebre (semi)-linéaire : les (¢, I')-modules. Il existe a la fois une théorie modulo
p pour I'étude des représentations modulaires, et une théorie en caractéristique nulle
pour I'étude des représentations p-adiques, et ces deux constructions sont <compatibles
a la réduction modulo p> en un sens que nous détaillerons plus tard.

L’article original de Fontaine utilise pour les différents anneaux des notations différentes
de celles utilisées actuellement par la plupart des auteurs. Celles que nous utilisons ici
sont par exemple celles de Colmez et Berger. Il n’existe pas a ’heure actuelle de référence
exhaustive sur le sujet, on pourra par exemple consulter larticle de Berger [Ber04], les
livres en préparation de Fontaine et Ouyang [FO09|, de Berger [Berl0a], ou encore les
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notes de cours de Brinon et Conrad [BC09).

Par souci de simplicité, et puisqu’il s’agit du seul cas dont nous aurons besoin dans la
suite, nous n’expliquons que le cas de représentations de Gal(Qp /Q,), mais les construc-
tions en jeu sont bien plus générales et s’appliquent également aux représentations de
Gal(Qp /K), pour K extension finie de Q,, bien qu’il faille alors un peu plus de forma-
lisme.

2.3.1. Anneaux de caractéristique p et corps des normes. — Nous rappelons
dans cette section la construction d’un certain nombre d’anneaux, souvent appelés
anneaux de périodes ou anneaux de Fontaine.

Soit~ C, le complété d’une cloture algébrique de Q,, et O¢, son anneau d’entiers. Soit
alors ET I’ensemble

Et = m Oc, = {(:E(O),a;(l), ) EON (gt = x(”)}.
TP g
On peut le munir d’une structure d’anneau de la maniere suivante : si (), (y¥) sont
deux éléments de ET, on pose :
(2y)D = 2DyD et (24 y)@ = lim (204 4 y(i+j))pj_
j—00
L’anneau E* est alors un anneau parfait de caractéristique p, et valg(z) := v,(z(¥) est
une valuation pour laquelle il est complet.
Soit ¢ I'élément de ET défini par ¢ = (¢™),,, ot les €™ sont les racines de I'unité définies
précédemment. On note alors 7 = € — 1, de sorte que
=) — T; (n) _ 1wy — &
valg(7) nll_>n010 vp((e 1)P) PR
On pose E:=E*f [771], et il est possible de montrer que E est un corps, isomorphe a la
complétion de la cloture algébrique de F, (7)) dans E.
Le groupe de Galois Gal(Q,/Q,) agit sur Oc,, donnant une action continue de Gq, sur

E. Enfin, on note ¢ 'endomorphisme z + 2P de E.

Soit EQp le sous-corps des points fixes de E sous Hq, : Eqp = EH . 11 contient
Eq, := F,((T)) car Hq, fixe 7. On pose également E := Eg” C E la cloture séparable
de Eq,. Pour K extension finie de Q,, on note Ex = E!'x . (Cest une extension finie de
Eq,, qui ne dépend en fait que de K, = K - F, et on a bien Eq, = EX.

On dispose alors d'un isomorphisme entre Gal(E/Eq,) et Hq,. Ce résultat est assez
surpenant : le groupe de Galois du corps local Eq,,, de caractéristique p, est isomorphe au
groupe de Galois d'une extension totalement ramifiée de corps locaux de caractéristique
nulle. Il s’agit la d'un cas particulier de la théorie du corps de normes de Fontaine et
Wintenberger ([FW79],[Win83]). Explicitons un peu plus cette construction : soit Nq,
I’ensemble @n F,,, ou les applications de transition sont les applications norme Ng, ., /r,,
de sorte que Ng, est 'ensemble des suites (xo, 21, ...) avec z,, € F, et Ng,_ /5, (Tn1) =
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T,. On peut définir une structure d’anneau sur Ng, en posant
(wy)i = (xayi) et (@ +y)i = Im Nie,a (Tig + Yis).

Alors Ng, est un corps, qu’on appelle corps des normes de Fy,/Q,, et dont on montre
que le groupe de Galois absolu est isomorphe a Hq,.

D’un autre coté, une étude fine de la ramification permet de prouver que les applications
de norme Np,,/F, sont <prochess de I’élévation a la puissance p, permettant de définir
un morphisme de N, dans E en envoyant (z,) € Ng, sur I'élément (y™) de E défini
par

) — 3 P
y'" = lim 2,
m—0o0

Cette application est en fait un isomorphisme entre N, et Eq,, et donc les deux groupes
de Galois Hq, = Gal(Ng"/Ng,) et Gal(E/Eq,) sont isomorphes.

La construction de Fontaine-Wintenberger fonctionne dans un cadre beaucoup plus
général que celui de l'extension F.,/Q,, ce qui est nécessaire lorsqu’on étudie des
représentations p-adiques de Gal(Q,,/K) avec K extension finie de Q,.

2.3.2. Anneaux de caractéristique nulle. — Puisque E est un corps parfait de
caractéristique p, il est possible de construire I'anneau des vecteurs de Witt de E. Notons
A= W(E) cet anneau, et B = A[1/p] son corps des fractions. On note comme d’habitude
[z] € A le relévement de Teichmiiller d’un élément z de E, de sorte que

o8] 400
A= {Z[xn]p”,xn € E} et B = { Z [z,)p", @), € E} .
n=0 n>>—00

Par construction, A est un anneau local d’idéal maximal pg, et de corps résiduel E.

Puisque A est un anneau de vecteurs de Witt, il est complet pour sa topologie p-adique.
Mais E étant valué, il existe une autre topologie pour laquelle A est complet. Il s’agit de
la topologie faible, qui fait de I'application ) _n[%x]p" — (Zn)nen un homéomorphisme
de A sur EN muni de la topologie produit. De plus, cette topologie permet de munir
B = U, p “"A de la topologie limite inductive de la topologle faible de A.

Le corps B est muni d’'un morphisme de Frobenius ¢ : B — B déduit de celui de E
par fonctorialité des vecteurs de Witt. Il est également muni d’une action continue de
Ggq, qui prolonge celle de E, avec g - [x] = [g - z]. De plus, cette action commute a ¢.
Notons 7 I'élément de A défini par m = [¢] — 1, de sorte que la réduction modulo p de
Test T =c—1€E. Il est alors aisé de vérifier que les actions de ¢ et Gq, sur 7 sont
données par

o(r) =1 +r) —letg-m=(1+m)Xval® _ 1,

Si k est un corps de caractéristique p, on appelle anneau de Cohen de k£ un anneau
A, de valuation discrete, complet, d’idéal maximal pA et de corps résiduel k. Il existe
toujours un anneau de Cohen de k, unique a isomorphisme pres, mais en général cet
isomorphisme n’est pas unique. Dans le cas ou k est parfait, 'anneau des vecteurs de
Witt de k est un anneau de Cohen de k, unique a unique isomorphisme pres.

Détaillons ici la construction d’'un anneau de Cohen de E.
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Soit Agq, la complétion p-adique de Z,[n][1/7] a lintérieur de A. De manicre
équivalente,

Aq, = {Za,ﬂr”:anezp et Jlrgoa_n:0}.

neZz

Alors Bq, = Aq,[1/p] est un corps local de corps résiduel Aq,/pAq, = Eq,.

Si K est une extension finie de Q,, alors il existe une unique extension finie non
ramifiée Bx/Bq, contenue dans B et de corps résiduel Ex. Soit alors B la complétion

p-adique de I'extension maximale non ramifiée de Bq, a l'intérieur de ]§, et A=BnN A,
de sorte que A/pA = E. Le corps B est stable sous ¢ et sous 'action de Gq,. De plus,
BQ = BHQP .

P

On dispose alors d’un analogue du théoréme 90 de Hilbert : H'(Hq,, A) = {0} et si

d>1, H.,,(Hg,, GLs(A)) = {0}, les cocycles étant continus pour la topologie p-adique
de A.
2.3.3. (p,I')-modules en caractéristique p. — Si V' est une représentation F,-

linéaire de Gq,, E®F,V est une représentation semi-linéaire de Hq,. Mais par le théoreme
90 de Hilbert, H'(Hq,, GL4(E)) = {0}, de sorte que toute représentation semi-linéaire
de Hq, est isomorphe a E?. En particulier c’est le cas de E ®r, V.

Si on pose D(V) = (E ®p, V)"er, alors D(V) est un Eq,-espace vectoriel de dimension
d, muni d’une action semi-linéaire de I' = Gq, / Hq,. De plus, D(W) est muni d’un en-
domorphisme ¢, semi-linéaire, provenant de ¢ ® idy,. Comme ¢ commute a ’action de
Gq, sur E, ¢ commute a I'action de I' sur D(V/).

Définition 2.3.1. — On appelle (p,I')-module sur Eq, = F,((7)) un espace vectoriel
D de dimension finie d sur F,((7)), muni d’une application semi-linéaire ¢ : D — D, telle
que Mat(p) € GL4(F,((7)) et d'une action semi-linéaire continue de I', commutant a
celle de .

Ainsi, le foncteur V — D(V) est défini sur la catégorie des représentations F-linéaires
et a valeurs dans celle des (¢, I")-modules sur F,((7)). Inversement, si D est un (¢, I')-
module de dimension d sur F,((7)), alors E ®p, () D est muni d’une application semi-
linéaire p := pg ® @p, et Fontaine a prouvé qu’il existe alors une base formée d’invariants
sous ¢. Par conséquent V(D) = (E @, () D)?~" est un E¥=' = F-espace vectoriel de
rang d, muni d’une action linéaire de Gq,, héritée de I'action de I' sur D et de celle de
Hgq, sur E. On vérifie que D(V (D)) ~ D et V(D(V)) ~ V, et que ces constructions sont
fonctorielles, établissant le théoreme suivant, qui est un premier cas de ’équivalence de
catégories de Fontaine :

Théoréme 2.3.2 (Equivalence de Fontaine pour les représentations modulo p)

Les foncteurs V — D(V') et D w— V(D) réalisent une équivalence de catégories entre
la catégorie des représentations Fy-linéaires de Gq, et la catégorie des (¢, I')-modules sur
F,(7)). De plus, ces foncteurs sont exacts, préservent la dimension et sont compatibles
au produit tensoriel.



28 CHAPITRE 2. RAPPELS

2.3.4. (p,I')-modules en caractéristique nulle. — Les mémes méthodes que
précédemment permettent de traiter le cas des représentations de Gq, a coefficients dans
Z, (resp. Q,), a condition de remplacer E et Eq, par A et Aqg, (resp. B et Bq,).

On appelle représentation Z,-linéaire de Gq, un module libre de rang fini sur Z,,
muni d’une action linéaire continue de Gq,, par exemple un réseau d’une représentation
p—adique. Un (¢,I')-module sur Aqg, est un Aqg,-module libre de type fini, muni
d’'un endomorphisme ¢, semi-linéaire et tel que Mat(¢) € GL4(Aq,), et d'une action
semi-linéaire continue de I' commutant a ¢.

De la méme maniere que précédemment, on associe a une Z,-représentation V'
de Gq, le (¢,I')-module D(V) := (A ®z, V)", qui est de méme rang que V car
H!,,(Hq,,GL4(A)) = {0}. Inversement, si D est un (¢,I')-module de rang d sur Aq,,

en utilisant le fait que A soit complet pour la topologie p-adique et que A /pA = E soit
séparablement clos, il est possible de montrer que A ® Aq, D possede une base formée

d’élément fixés par ¢. Ainsi T(D) := (A ®aq, D)Her est un Ag?p = Z,-module libre de
rang d muni d’'une action linéaire continue de Gq, héritée de l'action de I' sur D et de
celle de Hq, sur A.

Les deux foncteurs 7'+ D(T') et D +— T(D) sont alors quasi-inverses 1'un de I'autre, et
on a l’équivalence de Fontaine suivante :

Théoréme 2.3.3 (Equivalence de Fontaine pour les Z,-représentations)

Les deuz foncteurs T — D(T) et D — T(D) réalisent une équivalence entre la
catégorie des Zy,-représentations de Gq, et la catégorie des (p,1")-modules sur Aq,. De
plus ces foncteurs sont exacts, préservent le rang et le produit tensoriel.

De plus, puisque Aq,/pAq, = Eq,, cette équivalence de catégorie est compatible a la
réduction modulo p : si T' est une Z,-représentation de Gq,, alors

D(T) ®aq, Eq, = D(T @z, F,).

Enfin, il est possible d’en déduire une équivalence de catégories similaire pour les
représentations p-adiques de Ggq,. Pour cela, il faudra tout de méme restreindre la
catégorie de (p,I')-modules que I'on considere.

Définition 2.3.4. — On appelle (¢, ')-module sur Bq, un Bq,-espace vectoriel de di-
mension d, muni d'un endomorphisme semi-linéaire ¢ tel que Mat(¢) € GL4(Bgq,) et
d’une action continue et semi-linéaire de I' commutant a celle de .
Un (¢,T')-module D est dit étale s'il existe une base de D dans laquelle Mat(p) €
GL4(Aq,). De maniere équivalente, un (¢,I")-module sur Bq, est étale si et seulement
si il existe un (¢, I')-module Dy sur Aq, tel que D ~ Bq, ®aq, Do.

Si V est une représentation p-adique de Gq, de dimension d, alors il existe un réseau T’
de V, et d’apres ce qui précede, A ®z, V' est isomorphe a A% en tant que représentation
semi-linéaire de Hq,. Alors B®z V ~ B?, et donc D(V) := (B®q, V)" est un (¢, T)-
module de rang d sur Bg, = BHer. De plus, on a D(V) = Bq, ®aq, D(T), et donc D(V)

1. 1l s’agit d’ailleurs du seul cas puisque si 1" est une représentation Z,-linéaire, alors T" est un réseau
de T Rz, Qp.
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est un (¢, I')-module étale.

Si D est un (¢, I')-module étale de dimension d, alors en utilisant I’équivalence entre Z,,-
représentations de Gq, et (¢, I')-modules sur Aq,, on prouve que V(D) := (B®pq, D)#=1
est une représentation p-adique de Ggq, de dimension d, et les foncteurs V' — D(V) et
D — V(D) sont quasi-inverses I'un de 'autre.

Théoréme 2.3.5 (Equivalence de Fontaine pour les représentations p-adiques)

Les foncteurs V +— D(V) et D — V(D) réalisent une équivalence de catégories entre
la catégorie des représentations p-adiques de Gq, et celle des (¢,I')-modules étales sur
Bq,. De plus, ces foncteurs sont exacts, préservent la dimension et sont compatibles au
produit tensoriel.

L’intérét des (¢, I')-modules est que ’étude des représentations galoisiennes est ramenée
a celle d’objets dont I’étude releve de l'algebre (semi-)linéaire. En particulier, pour se
donner un (¢, I')-module, il suffit de se donner deux matrices P = Mat(p) et Q) = Mat(7)
ol 7 est un générateur de I' = Z; (qui est procyclique des que p # 2) telles que

Pe(Q) = Qy(P).

Notons toutefois qu’en pratique il n’est pas facile de construire de telles matrices.

2.3.5. (p,I')-modules a coefficients. — Comme expliqué précédemment, nous
pouvons étre amenés a considérer des représentations de Gq, a coefficients dans une
extension finie de F), ou de Q,,. Dans ce cas il est possible de modifier un peu la définition
des (p,T')-modules afin d’obtenir des équivalences similaires a celles que nous venons de
rappeler.

Si k7, est un corps fini de caractéristique p et V' est une représentation kj-linéaire de
Gq, de dimension d, alors V' est également une représentation F-linéaire de dimension
|kr, : F,]d, munie d’une structure kp-linéaire. Alors D(V') est un F,((7))-espace vectoriel
de dimension [k, : Fpld, muni d’une structure kp-linéaire : c’est un (¢, I')-module sur
kr((m)), ou les actions de ¢ et I' sur kp (7)) sont kp-linéaires et prolongent celles sur F, (7).
Ainsi, les foncteurs V +— D(V') et D — V(D) réalisent une équivalence de catégorie entre
la catégorie des représentations kz-linéaires de Gq, et celle des (¢, I')-modules sur k(7).

De la méme maniere si L est une extension finie de Q,, alors on prolonge les actions
de pet I'a Op ®z, Aq, et L ®q, Bq, en les faisant agir trivialement sur L. On a alors
deux foncteurs quasi-inverses 7' — D(T') et D — T(D) qui réalisent une équivalence de
catégorie entre représentations Op-linéaires de Gq, et (¢,I')-modules sur O, ® Aq,, et
de méme on dispose d’une équivalence de catégories entre les représentation L-linéaires
de Gq, et les (p,I")-modules étales sur L ® Bq,.

2.3.6. Représentations de hauteur finie. — Les (p,I')-modules sont définis sur
des anneaux de séries dont la manipulation peut s’avérer délicate en raison de la
présence d’éventuels dénominateurs en m. On appelle représentation de hauteur finie
une représentation dont le (¢, I')-module ne possede pas de dénominateurs. De maniére
précise, posons AT = AN ATt =BnNA* et Bt = A*[1/p].

On note alors Ag, = (AT)" et BE, = (BY)" = AL [1/p], de sorte que A, = Z,[]
et BY, = Z,[][L/p]
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Définition 2.3.6. — Si V est une représentation p-adique de Gq,, on pose
D (V) = (B* ®q, V)"er.
On dit que V est de hauteur finie si D(V') possede une base sur Bq, formée d’élément

de DT(V).

Si V est de hauteur finie et T est un réseau de V, alors DH(T) = (A" ®z, T)"e
est un Aap—module libre de rang dim V', et il contient une base de D(7T") sur Aq,, cf
[Fond0, B.1.4.2].

2.3.7. (p,I')-modules irréductibles en caractéristique p. — Si k est un corps fini

de caractéristique p, nous savons décrire toutes les représentations k-linéaires irréductibles
de Gal(Q,/Qy), et expliciter leurs (o, T')-modules.

Le cas le plus simple est celui des représentations de dimension un : une telle
représentation est de la forme V = w"puy, avec A € k*. Alors son (¢,I')-module D(V)
possede une base e, dans laquelle les actions de ¢ et I' sont données par :

p(e) = Xe et y(e) = w"(7)e.
Sin est un entier supérieur ou égal a un, on définit un caractere w, de Zq, comme suit.
Commencons par choisir m, € Q, une racine (p" — 1)-itme de p, et pour g € Zg,, posons

g\Tn = =
wn(g) = % € Mp"—l(zp> = FpX‘

Cette définition ne dépend pas du choix de m,, mais dépend par contre du choix

d’un plongement /_,Lpn_l(z_p) — F_px. Les différents plongements possibles donnent alors

P pt ) ' i tant la suite, et fi d
Wp,wh oo WP , ce qui ne sera pas important pour la suite, et nous fixons donc une

fois pour toutes un tel plongement et donc w,. Un tel caractere est appelé caractere
fondamental de Serre de niveau n, et a été introduit par Serre dans [Ser72|. De plus il
est clair sur la définition qu’un caractere fondamental de niveau n peut se prolonger en
un caractere de Gal(Qp/ Q,r), et on a wy = WP TDIP=Y — ) le caractere cyclotomique
usuel.

Définition 2.3.7. — Si 1 < h < p" — 1, h est dit primitif s’il n’est pas multiple d’un

n__ . . .
f} Li pour d diviseur strict de n.

Lemme 2.3.8. — Si1 < h<p*!—1, ete, 1...e1e estle développement en base p
de h, alors h est primitif si et seulement Uapplication i — e; de Z/nZ dans {0,...,p— 1}
n’admet pas de période strictement inférieure a n.

Démonstration. — Remarquons juste que gZ:} = Z?:/g_l p’, et quedonesil < k < p?—1,
];Zj est celui de k répété n/d fois. En particulier,

alors le développement en base p de k
il est périodique de période d.

Inversement, si le développement de h est périodique de période d, alors en notant

k=ey+pes + - +pileq_y, alors h = k:f;j. O
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h

n—1 N
b wP"h sont deux A deux

Sil < h < p"—1 est primitif, alors les caracteres w

h

" est une représentation irréductible de dimension n

- e
distincts, de sorte que deZ" w
pn

p'h
n b

de Gal(ﬁp/ Q,). Sa restriction au sous-groupe d’inertie est alors @?:_Olw et son
déterminant est w" multiplié par un caractére non ramifié. On note alors ind(w") la
tordue de cette représentation par un caractere non ramifié choisi de sorte que le
déterminant de ind(w”) soit w”. Notons que cette définition est indépendante du choix
du caractere fondamental de niveau n. Ces représentations décrivent alors toutes les
représentations absolument irréductibles de dimension n de Gal(ﬁp /Qp) (une preuve se

trouve par exemple dans [BerlOc, corollaire 2.1.5]).

Proposition 2.3.9. — Sik est un corps fini de caractéristique p, une représentation k-
linéaire absolument irréductible de dimensionn de Gal(Q,/Qp) est isomorphe d ind(w))®

iy, avec 1 < h < p™ — 2 primitif et A € F_pX tel que \* € k*. De plus, ind(w?) @ uy ne
dépend que de \", et pas de \.

Berger a également décrit les (¢, I')-modules qu’on obtenait de la sorte :

Proposition 2.3.10 ([BerlOc, théoreme 2.1.6]). — Soit n > 2 et 1 < h < p* — 2

primatif. Alors le (¢,T')-module D(ind(w!)) est défini sur F,(7)) et posséde une base
hp? (p—1)/(p"—1)

w(vﬁ)

v(7)

n—2etpen_) = (—=1)"Ta~hlr=e,,

€o, ..., en_1 dans laquelle y(e;) = ( sivel, plej) =ejp1 510< 5 <






CHAPITRE 3

SUR LA REDUCTION DES
REPRESENTATIONS CRISTALLINES DE
DIMENSION 2

Sommaire

[3.1. Théorie de Hodge p-adique].................... 33
13.1.1. Représentations de Hodge-Tate]................... 34
13.1.2. Formalisme des représentations admissibles|............. 35
13.1.3. Le corps B4gr et les représentations de de Rham|.......... 36
13.1.4. L’anneau B;s et les représentations cristallines|........... 37
13.1.5. Représentations cristallines et ¢-modules filtrés)........... 38
[3.1.6. Modules de Wachl.......................... 40
|3.2. La théorie des pentes de Kedlayal................ 41
13.3. Réduction des représentations cristallines de dimension 2[... 47
[3.4. La méthode de Berger-Li-Zhul.................. 49
3.5. Le calcul de la valuation de convergencel............. 53
3.6. Le calcul de V. lorsque v,(a,) =7 et k<p.......... 56
[3.6.1. Un critere de réductibilitd. ..................... 56
[3.6.2. Calcul de la réduction dans le cas ou p+ 1 divise K —1....... 60
3.6.3. Calcul de la réduction dans le cas ou p + 1 ne divise pas £ —1]... 61
3.6.4. Les cas ot Vo est irréductiblel................... 62
[3.6.5. Tableau récapitulatif]........................ 64
|3.7. Quelques résultats sur Tk,apl .................... 66
[3.7.1. Rappels sur la théorie de Kummer]................. 66
[3.7.2. Cocycles et extensions|....................... 67
13.7.3. Détermination de I'application de Kummer en termes de
| (p,I')-modules|........................... 67
|3._7.4. Application a I’étude de Tk,apl .................... 69
[3.8. Les limites de Ia méthode de Berger-Li-Zhul........... 70
[3.8.1. Le cas ou ¢ n’est pas une unité.. .................. 71
3.82. le casou cest une unitél...................... 72

3.1. Théorie de Hodge p-adique

En toute généralité, I’étude des représentations galoisiennes p-adiques peut étre tres
complexe. Initiée par Serre et Tate, puis développée par Fontaine et de nombreux autres
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auteurs, la théorie de Hodge p-adique a pour but de classifier ces représentations en
différentes catégories : les représentations de de Rham, semi-stables, cristallines, etc.
Les motivations de Fontaine et son école étaient de pouvoir caractériser la compo-
sante locale des représentations provenant de la géométrie algébrique, essentiellement les
représentations obtenues en considérant la cohomologie étale des variétés propres et lisses
sur un corps p-adique. Une telle caractérisation est encore essentiellement conjecturale a
I’heure actuelle : c¢’est 'objet de la conjecture de Fontaine-Mazur.

Nous ne rappelons ici que les constructions dont nous aurons besoin par la suite, qui
concernent principalement les représentations cristallines, le détail des constructions en

jeu peut se trouver par exemple dans [Fon94a], ou sous une forme plus moderne dans
[BCO9].

3.1.1. Représentations de Hodge-Tate. — Le groupe Gq, agit continument sur
C,, et si V est une représentation p-adique de Gq,, alors C, ® V' est une représentation
semi-linéaire de Gq,, de méme dimension que V.
Les représentations semi-linéaires de Gq, ont d’abord été étudiées par Serre et Tate, dans
le but d’étudier les représentations p-adiques provenant de variétés abéliennes a bonne
réduction sur un corps p-adique.

Si W est une représentation semi-linéaire de Gq,, et ¢ € Z, notons

W{q} = W(q)GQP ~ {w e W:g(w) = Xeyalg) w, Vg € GQp} )

W {q} est un sous-Q,-espace vectoriel de W (q), mais n’est pas canoniquement un sous-
espace de W, l'isomorphisme précédent dépendant d'un choix d'une base de Z,(1). De
plus, W {q} ne contient pas de C,-droite.

On dispose d'un morphisme Q,-linéaire et Gq,-équivariant :
Qp(—9) ®q, W{q} = Qp(—q) ®c, W(q) =W
et donc, apres extension des scalaires a C,, on dispose d'une application
Cp(—q) ®q, WH{q} = W.

Il est facile de prouver que ’application

w : EP(Co(—q) ®q, W{q}) = W

est injective. En particulier les W {q} sont tous de dimension finie, presque tous nuls, et
> dimg, W {q} < dimg, W, avec égalité si et seulement si (y est un isomorphisme.

Définition 3.1.1. — Soit V' une représentation p-adique de Gq, et W = C, ®q, V
la représentation semi-linéaire de Gq, associé¢e. On dit que V' est une représentation de
Hodge-Tate, si (y est un isomorphisme. On appelle alors poids de Hodge-Tate de V' les
entiers ¢ tels que W {q} soit non nul, et on appelle multiplicité du poids ¢ la dimension

sur Q, de W {q}.

En particulier, si V' est une représentation de Hodge-Tate, de poids ¢i,...,q,, de
multiplicités respectives hy, ..., h,, alors il existe un isomorphisme (non canonique) de
représentations semi-linéaires de Gq, :

Cy e, V= @ Cyla)"

=1
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Toutes les représentations p-adiques provenant de la géométrie sont des représentations
de Hodge-Tate, bien que la réciproque ne soit pas vraie.

3.1.2. Formalisme des représentations admissibles. — Afin de classifier les
représentations p-adiques, Fontaine a mis au point une stratégie utilisant différents
anneaux de périodes Bggr, B, Beris, dont nous rappelerons brievement les constructions
et les principales propriétés. Bien que ces anneaux soient différents, il existe un méme
formalisme utile pour classifier les représentations.

Soit B une Q,-algebre munie d’une action linéaire de Gq,, de corps des fractions C'
(qui est également muni d'une action linéaire de Gq, telle que :

(A1) les invariants sous Ggq, forment un corps, noté £,
(A2) C%» = BY%a,

(A3) tout élément non nul b € B tel que la Qp-droite engendrée par b soit stable sous Gq,
est une unité de B.

Si V est une représentation p-adique de Gq,, alors on pose Dg(V) = (B®q, V)% ot
Gq, agit sur les deux cotés du produit tensoriel. Ainsi, Dp(V') est un E-espace vectoriel,
qui vient avec une application canonique

ay : BpDg(V) - B®g (BRq, V) = (B®g B)®q, V — B®q, V.

Cette application est B-linéaire et Gq,-équivariante, ot Gq, agit trivialement sur Dg(V").
De plus, ay est toujours injective, de sorte que dimg Dpg(V) < dimg, V, avec égalité si
et seulement si ay est un isomorphisme.

Définition 3.1.2. — Une représentation p-adique V' de Gq, est dite B-admissible si
ay est un isomorphisme, c’est-a-dire si dimp D (V) = dimq, V.

On peut prouver que V +— Dpg(V) est exact, quune sous-représentation ou un
quotient d’une représentation B-admissible est encore B-admissible, et que le pro-
duit tensoriel de deux représentations B-admissibles est encore admissible, avec
Dp(Vi ®q, V2) = Dp(V1) @ Dp(Va).

En revanche, il n’est pas toujours vrai qu'une extension de deux représentations admis-
sibles le soit encore.

Ezemple 3.1.3. — Soit Bur = P, C,(q), ot la multiplication est définie par les ap-
plications naturelles C,(q) ® C,(¢') ~ C,(q + ¢'). Alors By vérifie toutes les hypothese
précédentes, et une représentation V' est Byr-admissible si et seulement si elle est de
Hodge-Tate.

L’intérét du formalisme des représentations admissibles est que lorsque B est muni de
structures additionnelles (une filtration, un endomorphisme ¢, etc), alors Dg(V') est un
E-espace vectoriel muni de ces structures additionelles, et donc I’étude des représentations
B-admissibles peut se faire via I’étude des Dg(V'), étude qui releve plutot de 'algebre
linéaire.
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3.1.3. Le corps Bgr et les représentations de de Rham. — Rappelons que l'on
a défini précédemment A comme étant 'anneau des vecteurs de Witt de E. Soit alors
0 : AT — Oc, le morphisme défini par

9 (sz[xl]> _ Zpixz(O)'

iEN iEN
Il s’étend naturellement en un morphisme surjectif 6 : Bt — C,. Toutefois, 0 n’est pas
injectif, par exemple car O(7) =0([¢] — 1) =1—-1=0.

Il est toutefois possible de montrer que le noyau de 6 : A* — Oc¢, est principal. Un
générateur en est construit de la facon suivante : soit &1 = (¢, ...), de sorte que £} = ¢,

et soit w = [La]__l . Alors
1]-1

el —1
e—1
de sorte que w € Kerf, et il est en fait possible de prouver que Ker() = (w).

On définit alors BY; comme étant le complété séparé de B+ pour la topologie ker(6)-
adique : B
B == lim B /ker(0)".
h

L’anneau B est un anneau de valuation discrete, complet et de corps résiduel C,. De
plus il est naturellement muni d’une action de Ggq,, et d'une application 6 : Bj; — C,.
Tout élément de B, d’image non nulle par 6 est inversible dans B, et en particulier le
noyau de 6 : Bjz — C, est principal, engendré par [¢] — 1. Soit ¢ Pélément de B, défini
par

(=1 (le] = 1)*

t= .
Nous pouvons penser a ¢ comme étant un logarithme de [¢]. En particulier, on peut
prouver que 'action de Gq, sur t est donnée par g(t) = xeya(9)t, Vg € Gq,.
L’élément ¢ est alors tel que ¢/([e] — 1) est une unité de Bz, de sorte que le noyau de
6 : Bi; — C, est également engendré par ¢. Tout élément z € BJ; peut s’écrire de
maniere unique x = "z, avec Ty € Bl tel que 0(zg) # 0, de sorte que Byr = B;[1/1]
est un corps. Sur Bygr, on met la filtration Fil'Bgg = ‘B, et en vertu des formules
décrivant 'action de Gq, sur t, cette filtration est stable sous Ggq, .

Disons quelques mots de la topologie de Bggr, qui ne possede pas de topologie p-adique.
Si h > 1, alors on définit une valuation v, sur Bt /ker()" comme suit : il existe une
application A* — B™ /ker(6)" et on pose alors

vp(z) = sup {n €Z:p "€ Im(AJ“)} :

ce qui définit bien une valuation. En fait, ker(6)" est un sous-espace fermé de ]§+, qui est
un espace de Banach pour sa topologie p-adique, et la norme définie par v, est équivalente
3 la norme quotient. En particulier, Bt /ker(6)" est un espace de Banach, et on met
sur Bl = @h ]§+/ker(0)h la topologie de la limite projective, qui en fait un espace
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de Fréchet. La topologie sur Bqr = [J,, t "Bl est alors la topologie de la limite inductive.
. . . G
L’action de Gq, sur Bgr est continue pour cette topologie, et Bdf?” =Q,.

Par ce qui a été dit précédemment, et car Byr est un corps, il vérifie les hypotheses
(A1 — A3) de la section de sorte qu’il est possible de parler de représentations
Bgar-admissibles : de telles représentations sont appelées représentations de de Rham, et
en particulier, on peut prouver que ce sont des représentations de Hodge-Tate. Faltings
a prouvé que toutes les représentations provenant de la géométrie (plus précisément, la
cohomologie étale p-adique d’'une variété propre et lisse sur une extension finie de Q,)
sont de de Rham.

3.1.4. L’anneau B, et les représentations cristallines. — L’anneau Bl; que
nous venons d’introduire est en un certain sens trop gros, par exemple il n’existe pas de
prolongement naturel de  : B¥ — B* B, notamment car ker) C B* n’est pas stable

par . En effet, si  est un élément de E* tel que (0 = p, alors 0([p"/?]—p) # 0, et donc par
ce qui a été dit précédemment, [*/?] —p est inversible dans B, avec 1/([p/?]—p) € Bl
Mais si ¢ : BJ; — B2y, prolonge ¢ : BY — B, alors o(1/([5"/?]—p)) = 1/([p]—p) € Bl
Or 0([p] — p) = 0, et donc 1/([p] — p)) € Bix

Pour pallier a ce probleme, Fontaine a introduit dans [Fon94a] un sous-anneau B/, de
BIR, formé de limites de suites de B;{R satisfaisant certaines conditions de croissance.
Rappelons qu'un élément de B}, peut s’écrire (de maniére non nécessairement unique)

n +
Y nen Tnw™, avec T, € B, On pose alors

o0 n
W ~
Bf. = {xEB:RZ:E:ZInW, avec x,, — 0 dans B+}.

cris
n=0

Il est possible (voir [Fon94a] pour les détails) de munir B!, d’'un morphisme ¢ qui

cris
prolonge celui de B*. En particulier, 'élément ¢ € B, vérifie p(t) = pt. Si 'on pense
a t comme a un logarithme de [g], alorsLa encore, il faudrait connaitre les détails de
la construction de ¢ pour le prouver rigoureusement, mais une bonne heuristique est
que t = log([e]), ¢([e]) = [e]P et donc log([e]?) = plog([e]). De plus, I'endomorphisme
¢ : B, — B est injectif et commute & Paction de Gq,.

On pose B 1= Bjns[l /t]. 1l s’agit d’un sous-anneau de Bgr, muni d’un Frobenius ¢ et

d’une action de Gq, qui commute a . De plus, il hérite de la filtration de Byr :
FilZ'Bcris = FllleR N Bcris;

pour laquelle (Fil'B.;)?~! = Q,.

De plus, B vérifie toutes les hypotheses de la section |3.1.2) “ En effet, c’est une Q,-
algebre topologique munie d'une action linéaire de Gq,, On appelle alors représentation
cristalline une représentation Bs-admissible, et si V' est une représentation p-adique de
Ggq,, on note

Dcris(V) = (Bcris ®Qp V>GQP7

de sorte que V' est cristalline si et seulement si dimq, Deis(V) = dimg, V. En particulier,
il est aisé de voir qu'une représentation cristalline est de de Rham, et donc de Hodge-Tate.
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En effet, puisque Bis C Bgr, on a
diHlQlO Dcris(v) S dime (BdR ®Qp V)GQP S diIIlQp Vv,

et donc si dimq, Deis(V) = dimg, V, alors dimg, (Bar ®q, V) = dimq, V.

Les représentations cristallines ont été introduites pour étudier les représentations pro-
venant de la géométrie algébrique. Ainsi, elles fournissent par exemple un critére pour
déterminer a quelle condition une variété abélienne A sur Q, possede bonne réduction :
c’est le cas si et seulement si son module de Tate V,(A) est une représentation cristalline
de Gq, (critere de Coleman-lovita). De nombreuses autres représentations provenant de
la géométrie sont en fait cristallines, ¢’est par exemple le cas des représentations associées
a des formes modulaires, comme nous le verrons a la section [3.3]

3.1.5. Représentations cristallines et p-modules filtrés. — Sur I'anneau B,
nous disposons d’'un endomorphisme ¢ et d’une filtration, que nous pouvons utiliser afin
d’enrichir un peu la structure de D¢,(V).
Sur Bgis ®q, V/, on définit un endomorphisme ¢ par ¢(b ® v) = ¢(b) ® v, qui commute
alors a l'action de Gq,. Il est également possible de munir D;(V') d’une filtration en
posant

Fil'(Deyis (V) = (Fil'Beris ®q, V)99,
Il s’agit alors d’une filtration par des Q,-espaces vectoriels de dimension finie, séparée et
exhaustive. De plus, lorsque V' est cristalline, les poids de Hodge-Tate sont exactement
les opposés des entiers i tels que Fil'De(V) # Fil't'D (V). Enfin, si i est un poids de
Hodge-Tate de V, alors la multiplicité de i est la dimension sur Q, de gr'De;s(V) =
Fil "Dy (V) /Fil ™ Doy (V).

Définition 3.1.4. — On appelle p-module filtré sur Q, un Q,-espace vectoriel D de
dimension finie muni d’une application linéaire ¢ et d’une filtration décroissante par des
sous-Q,-espaces vectoriels Fil'D, séparée et exhaustive, c’est-a-dire tels que Fil'D = D
pour i < 0 et Fil'D = {0} pour i >> 0.

Remarque 3.1.5. — On ne demande pas de condition de compatibilité entre ¢ et la
filtration sur D, notamment la filtration n’a pas de raison d’étre stable par ¢, ce qui
en général n'est pas le cas pour le g-module filtré D,;s(V) associé a une représentation
cristalline V.

Le foncteur V' +— Dgys(V) est donc un foncteur tensoriel exact de la catégorie des
représentations cristallines de Gq, dans celle des ¢p-modules filtrés sur Q,, qui préserve
la dimension. Il n’est pas essentiellement surjectif, mais il est tout de méme possible de
décrire son image essentielle.

Si D est un p-module filtré de dimension un, et si d en est une base, soit A € Q, tel
que ¢(d) = Ad. On pose alors ty (D) = v,()), et ty(D) = max {i € Z: Fi'D = D}.
Si D est un p-module filtré de dimension supérieure, alors det D est un p-module filtré de
dimension un, ou la filtration sur det D est celle déduite de la filtration sur D ® --- ® D,
la filtration sur un produit tensoriel étant celle définie par

Fil'(Dy® Do) = ) (Fil'"Dy) ® (Fil?Dy).

i1+12=1
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Ainsi, det D est un ¢-module filtré de dimension un, et on pose ty (D) = ty(det D) et
tH<D) = tH(det D)

Définition 3.1.6. — Un p-module filtré D est dit faiblement admissible si :
—  est bijectif,
- tN(D) :tH<D)>
— pour tout sous-objet D’ (c’est-a-dire un sous-espace vectoriel stable par ¢ et muni
de la filtration induite) de D, ty(D") < ty(D’).

Si V' est une représentation p-adique de Gq,, alors Fontaine a prouvé dans [Fon94b]
que Des(V) est un ¢g-module filtré faiblement admissible, et on appelle p-module filtré
admissible un p-module filtré D tel qu’il existe une représentation cristalline V' telle que
D ~ Dg;s(V). Cette terminologie, qui est la terminologie originelle de Fontaine a été
rendue osboléte par le théoreme suivant prouvé par Colmez et Fontaine dans [CFO00] :

Théoréme 3.1.7 (Faiblement admissible implique admissible)
Un p-module filtré faiblement admissible est admissible. En particulier, le foncteur V —
D.is(V) est une équivalence de catégories entre représentations p-adiques cristallines et

w-modules filtrés faiblement admissibles. De plus, un quasi-inverse au foncteur Deys est
donné par D +— Vi5(D) = Fil’(Beyis ®q, D)¥~".

Remarque 3.1.8. — Si D est un @p-module filtré faiblement admissible, alors
Homy, pii(Beis, D) est une représentation galoisienne, isomorphe a V(D)*.

Comme il est beaucoup plus facile de manipuler des p-modules que des représentations
galoisiennes, cette équivalence de catégories permet de travailler plus facilement avec les
représentations cristallines.

Nous aurons par la suite besoin de manipuler des L-représentations cristallines de
Gq,, ou L est une extension finie de Q, : si V' est une représentation L-linéaire de Gq,,
on dit que V est cristalline si elle I'est en tant que représentation Q,-linéaire. Dans ce
cas, Dgis(V) est en fait un L-espace vectoriel, avec une filtration par des sous-L-espaces
vectoriels et ¢ est L-linéaire : ¢’est un p-module filtré sur L. Il s’agit encore d’un ¢-module
filtré faiblement admissible (c’est-a-dire admissible en tant que ¢-module filtré sur Q,,),
et le théoreme de Colmez-Fontaine s’étend en une équivalence de catégories préservant
la dimension entre représentations L-linéaires cristallines et p-modules filtrés faiblement
admissibles a coefficients dans L (voir [BM02, Corollaire 3.1.1.3]).

Remarque 3.1.9. — On pourrait également considérer des p-modules filtrés a coeffi-
cients dans Qp, mais il n’est pas difficile de voir qu'un tel objet est toujours obtenu par
extension des scalaires d’un p-module filtré a coefficients dans L, avec L extension finie
de Q,. Ce résultat fait écho a la proposition cOté galoisien.

Il est aisé de décrire les caracteres cristallins de Gq,, c’est-a-dire les représentations
cristallines de dimension un : ce sont les produits d’une puissance entiere du caractere cy-
clotomique par un caractere non ramifié. En particulier, les Qp(n) sont des représentations

cristallines. De plus, si n = xg, /., alors Dcris(ép(n)) = Qpe avec

O0siz>-—n

=A"1p e et Fil'Dis(Q S
o(e) p "e et Fi (Q,(m) {Qpe sii< —n.
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Dans la suite nous nous intéresserons plus particulierement aux représentations cris-
tallines absolument irréductibles de Gq,, de dimension 2. La remarque m permet de
se ramener a une classification des ¢-modules filtrés faiblement admissibles a coefficients
dans Qp, irréductibles et de dimension 2. Ceci a été fait par Breuil et Mézard dans
[BM02, 3.1.2].

Il y est montré que si D est un ¢-module filtré faiblement admissible, irréductible, de
dimension 2 tel que les poids de Hodge-Tate de Vs(D) soient 0 et —(k — 1), avec k > 1
(ce qu'on peut toujours supposer quitte a tordre par une puissance de Xcy, puisque les

Q,(n) sont cristallines) alors k > 2 et il existe une base ey, e, de D, p € Z, et v € my -
tels que

) — e Dsii<0
{¢( 1):p . e FID=(Qasil<i<hk-1
AT maTre 0sii>hk—1

Quitte a tordre par un caractére non ramifié, on peut supposer que p = 1.

Pour k > 2 et a, € Z,, on note Dy, le p-module ﬁltré de dimension deux de base
ey, ey SUr Qp, défini par

(1) o1 0sii>k
e1) = e . _
{9"( 1) P N ot Fil' Dyo, = { Qer sil <i<k—1
e) = —e1 + aye
e L Dy, sii < 0.
On note Vi, = Homg pi(Beris, Dia,) la représentation cristalline telle que Dy, =

Daris(Vir,, )- Remarquons qu'alors Vi', = Vi q, (1 — k).
Par ce qui vient d’étre dit, on a prouvé la proposition suivante :

Proposition 3.1.10. — Les représentations Qp—lméaires de Gq,, cristallines, irréductibles,
de dimension 2, sont exactement les Vi, ® x, pour k > 2,a, € my - et X caractere
cristallin de Gq, .

Remarque 3.1.11. — La définition que nous avons donnée de V; o, autorise a, a étre
une unité p-adique. Dans ce cas, Vj o, n'est plus irréductible. Il est montré dans [BMO02],
section 3.1.2 et proposition 4.1.1, que V., est réductible non scindée, et que V;wp =
W g1 @ iz

3.1.6. Modules de Wach. — Afin d’étudier les représentations cristallines, nous dis-
posons de deux types d’objets d’algebre linéaire : les p-modules filtrés admissibles et les
(¢, I')-modules. 11 est naturel de se demander s’il existe un lien entre ces deux objets, et
si le fait qu'une représentation soit ou non cristalline puisse se lire sur son (¢, I')-module.
Une réponse affirmative a été apportée par des travaux de Wach ([Wac96]), complétés
plus tard par Colmez (|Col99]), puis par Berger ([Ber04]).

Rappelons que Ag = Z,[7] et que Bg = Z,[7][1/p]. Dans la suite, on note g I'élément
de Aap défini par ¢ = elm) =p+--- 4P h

™
m

1. La notation a, vient du fait que de telles représentations sont les représentations associées a des
formes modulaires, ne dépendant que du p-ieme coefficient du ¢-développement de f.
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Le point de départ est un théoreme de Colmez, qui affirme que toute représentation
cristalline est de hauteur finie, résultat qui avait déja été prouvé par Wach en utilisant
les résultats de Fontaine-Lafaille si les poids de Hodge-Tate de la représentation appar-
tenaient tous a un intervalle de longueur p — 1.

Ainsi, si T est un réseau d’une représentation cristalline V', alors D(T) = Aq, ® Al

D*+(T).

Berger a montré dans [Ber04] qu’en précisant une construction déja faite par Wach,
on pouvait trouver dans le (p, I')-module d’une représentation cristalline un BJr -module
possedant de bonne propriétés, I'intérét d'un tel objet étant qu’il est bien plus facﬂe a ma-
nipuler qu'un (¢, I')-module, de par I’absence de dénominateurs en 7. Plus précisément,
si V est une représentation L-linéaire de Gq, a poids de Hodge-Tate dans [a,b], alors V'
est cristalline si et seulement si il existe un L ®q, Bap—module N(V) inclus dans D(V)
tel que

— N(V) est libre sur L ®q, Bap, de rang dimy V,
— N(V) est stable sous 'action de T', et cette action est triviale sur N(V)/7N(V),
— p(7®N(V)) € 7®N(V) et ®N(V)/p* (7N (V)) est tué par ¢*—¢

Un module vérifiant ces propriétés est appelé module de Wach sur Bap ®q, L, a poids
dans [a, b], et est unique lorsqu’il existe.

De plus, le foncteur V' — N(V) est une équivalence de catégories entre la catégorie
des représentations cristallines et celle des modules de Wach sur Bap ®Rq, L, et cette
équivalence préserve les poids.

Si V' est une représentation cristalline a poids de Hodge-Tate dans [a,b], et si T est
un réseau de V, alors N(7') = D(T) " N(V) est un Of ®g, Aap—module libre de rang
dimy, V' vérifiant les mémes propriétés que N(7') : on dit que N(7") est un module de
Wach sur Op ®z, Aap, et c’est 'unique sous-Of, ®z, Aap—module de N(V') vérifiant ces
propriétés. De plus, 'application T+ N(T) est une bijection entre les réseaux de V' et
les modules de Wach sur Of ®z, Agp inclus dans N(V).

Berger a prouvé le résultat suivant, qui montre que le p-module filtré d'une
représentation cristalline est encodé dans son module de Wach.

Proposition 3.1.12 ([Ber04, Corollaire I11.4.5]). — Si V' est une représentation cris-
talline de Gq,, et si on munit N(V') de la filtration

FiI'N(V) = {z e N(V) : p(z) € ¢'N(V)},
alors les p-modules filtrés Deus(V) et N(V)/mN(V) sont isomorphes.

3.2. La théorie des pentes de Kedlaya

Dans [Ked08], Kedlaya a développé une théorie des polygones de Newton pour des an-
neaux de polynomes tordus par un Frobenius sur un corps de caractéristique positive, qui
nous permettront par la suite d’avoir un critére simple pour savoir si une représentation
modulo p est réductible ou non. La plupart des résultats de cette partie sont dis a Ked-
laya.
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FI1GURE 1. Polygone de Newton d’'un polynome a cinq monémes

Dans toute cette partie, on se fixe un corps k de caractéristique p, et on note F' = k((7Q))
Ianneau des séries de Hahn sur k, c’est-a-dire ’ensemble des fonctions f : Q — k a
support bien ordonné. On note a = ZTGQ a,m" un élément de F. Alors F' possede une
structure de corps une fois muni de ’addition composante par composante et du produit

de convolution (Z aqﬂq> (Z b#) ¥ ( 3 aqbr> .

q s€Q \gqtr=s

On munit F de la valuation m-adique, c’est a dire celle qui envoie a sur vp(a) =
min {r € Q : a, # 0}, et F' est complet pour cette valuation.

Soit ¢ un automorphisme de F' de la forme ¢(> a,7") = > a, 79", avec ¢ rationnel
supérieur ou égal a 1, de sorte que vp(¢(a)) = qup(a).

Soit F'{T'} I'anneau des polynomes sur F’ tordus par ¢, ¢’est-a-dire tels que T'a = ¢(a)T.
Il est alors bien connu que F {T'} est muni d’'une division euclidienne a droite :

Proposition 3.2.1 (Ore). — Soient P,QQ € F{T}. Alors il existe un unique couple
(@1, R) € F{T}2 tel que P = Q1Q + R, avec deg R < deg ().

Définition 3.2.2. — Pour ¢ € N, on pose [i] = Zj;t ¢’, de sorte que [0] = 0,[1] = 1
et [i+j] = [i] +¢'[j]. Si P = >, .nyaT" € F{T}, on définit le polygone de Newton
homogene de P comme étant 1'enveloppe convexe inférieure de I’ensemble des points

{(=[i], vr(a;)),i € N}.
On appelle alors pentes (homogenes) de P les pentes du polygone de Newton de P.

Remarque 3.2.3. — Multiplier P a gauche par un élément de F' de fait que décaler le
polygone vers le haut ou vers le bas, mais ne change pas I’ensemble de ses pentes.

Cette définition est plus pratique pour les calculs, mais il existe également une autre
normalisation des polygones de Newton :
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Définition 3.2.4. — Soient P = Y, a;T" € F{T} non nul, et z € F. On appelle
polygone de Newton inhomogene de (P, z) I'enveloppe convexe inférieure de ’ensemble
des points

{(—qi,vp(ai)),i S N} U{(0,vp(2))}.

Remarque 3.2.5. — Les pentes du polygone de Newton inhomogene qui ne contiennent
pas le point {0, vr(2)} sont égales & (¢—1)~! fois la pente correspondante du polygone de
Newton homogene de P. En particulier les pentes inhomogenes de (P,0) sont les pentes
homogenes de P divisées par g — 1.

Comme dans le cas des polygone des Newton <classiquess, il existe un lien entre les
pentes du polygone de P et les valuations des éléments x de F tels que P(¢)(z) = 0. Le
résultat suivant est di a Kedlaya (proposition 2.5.7 de [Ked08]).

Proposition 3.2.6. — Soient P(T) € F{T} non nul et z € F. Sir € Q est une pente
du polygone de Newton inhomogeéne de (P,z), alors il existe x € F avec vp(x) = r et

P(o)(x) = z.

Ce résultat tres général nous intéressera uniquement dans le cas z = 0, nous garantis-
sant 'existence d’une solution de valuation r & P(¢)(x) = 0 deés que 1'une des pentes de
P est égale a r . Toutefois, il serait intéressant d’avoir une réciproque : si P(¢)(z) = 0
avec vp(z) = r, est-ce qu’une pente de P est égale a r 7

En réalité, nous n’aurons besoin d’une telle réciproque que dans le cas ou P est de
degré 2, nous ne donnons donc la preuve que dans ce cas-la (mais un tel résultat doit étre
valable dans un cadre bien moins restrictif).

Soit donc P € F {T'} de degré 2, et x € F tel que P(¢)(x) = 0. Par le lemme de division
euclidienne a droite, on peut écrire P = (aT'—1)(bT—1) ou b = 3067 et a € F. 1l sagit alors
de montrer que vp(x) est une pente inhomogene de P. Notons que vg(x)(g—1) = —vp(b)
est bien la pente de bT — 1. Avec les notations précédentes, on a P = (aT —1)(bT — 1) =
a¢(b)T? — (a+b)T + 1, et pour calculer les pentes, il nous faut différencier plusieurs cas :

— si vp(a) < vp(b), alors les points dont on prend l’enveloppe convexe sont

(—(g + 1), vp(a) + quep(b)); (=1, vr(a)) et (0,0).

Le polygone de Newton possede donc deux pentes qui sont —vg(b) et —vp(a).
— Si vp(b) < vp(a), alors on considere I'enveloppe convexe de (—(¢ + 1),vp(a) +
qur(b)); (—1,vr(b)) et (0,0). La encore, le polygone possede deux pentes qui sont

vr(a) + (¢ — vr(b)
—q
— s vp(b) = vr(a), alors le polygone est 1’enveloppe convexe de
(=(g+1),vr(a) + qur(b)); (=1,vr(a + b)) et (0,0).

Dans ce cas, le polygone ne possede qu'une seule pente, qui est égale & —vp(a) =
—’UF(b).

et —vp(bh).

2. Et non multipliées par ¢ — 1 comme affirmé dans la définition 2.5.6 de [Ked08].
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Dans tous les cas, on a bien prouvé que vp(z)(¢—1) = —vp(b) était une pente homogene
de P, et donc vp(x) est une pente inhomogene de P.
En combinant ce résultat avec celui de Kedlaya, on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.2.7. — Si P € F{T} est de degré 2, alors il existe x € F de valuation
r vérifiant P(¢)(x) = 0 si et seulement sir est une pente (inhomogéne) de P.

Les pentes homogenes sont surtout utiles pour faire des calculs, mais le lien entre
pentes et valuations est plus clair avec les pentes inhomogenes (qui rappelons-le ne
different des précédentes que par multiplication par la constante (¢ — 1)~!). Dans toute
la suite, lorsqu’il sera question de pentes de polygones de Newton sans plus de précision,
cela désignera les pentes inhomogenes.

Les polygones de Newton permettent également d’obtenir d’autres informations sur
les polynémes non-commutatifs de F' {T'}, nous montrons ici comment obtenir un critére
d’irréductibilité, annoncé dans [Ked08, Corollary 2.4.6].

Soit F' un corps muni d’un endomorphisme ¢ et d'une valuation vy pour laquelle F' est
complet et telle que vr(¢p(x)) = qup(z), pour tout z € F, avec ¢ > 1. On pourra par
exemple prendre pour F'le corps des séries de Hahn comme précédemment, mais aussi
un corps de séries de Laurent k((7)) muni de la valuation m-adique.

Considérons I’ensemble des polynomes de Laurent non-commutatifs F' {T+}. Contraire-
ment & F {T'}, ce n’est pas nécessairement un anneau car ¢ n’est pas toujours inversible,
de sorte que la multiplication & gauche par T—! n’est pas toujours définie. En revanche,
il est possible de multiplier & droite un élément de F {T'} par un élément de F' {T*!}.

Définition 3.2.8. — Pour i € Z, on pose [i] = %. Ainsi, [—1] = —é, et la formule
[i + j] = [i] + ¢'[J] reste toujours valable pour i,j € Z.

Si0#P =3, ,aT € F{T*}, et r € R, on pose
v,-(P) = min;(vp(a;) + r[i]).

On pose v,(0) = +oo. On définit comme précédemment le polygone de Newton de P
comme étant la frontiere de I’enveloppe convexe de ’ensemble des points

Ep = {(=li],vr(a:)),i € Z}.
v, N'est pas une valuation, mais vérifie tout de méme l'inégalité ultramétrique

vr(P 4+ Q) = min(v.(P), vr(Q)).

Nous rencontrerons un peu plus tard (lemme d’autres propriétés de v,. On dit
que 7 € R est une pente du polygone de Newton de P (ou de maniére abrégée une pente
de P) si le polygone de Newton de P possede un segment de pente 7.

La fonction v, représente la plus petite distance (algébrique) entre les points de Ep et la
droite d’équation y = rz. Pour des raisons de convexité, il est en fait possible de se limiter
aux seuls points formant les sommets du polygone de Newton. On peut aussi interpréter
v,.(P) comme la plus grande ordonnée b telle que tous les points du polygone de Newton
de P soient au dessus de la droite d’équation y = rx + b. Un réel r est une pente du
polygone de Newton de P si et seulement si le minimum définissant v,.(P) est atteint en
au moins deux points.
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vr, (P)

vr, (P)

FIGURE 2. r; est une pente du polygone, r3 ne I'est pas

Remarque 3.2.9. — 1l est difficile de décrire de maniere générale la forme du polygone
de Newton d’un produit de polyndémes en fonction des polygones de Newton de chacun
des facteurs, mais on peut tout de méme le faire dans quelques cas simples :
— multiplier a gauche P € F'{T'} par un élément de F ne fait que décaler I'ensemble
des points de Ep par la valuation de cette constante. En particulier, ¢ca ne change
pas la forme du polygone, ni I’ensemble de ses pentes.
— La multiplication a droite par un monome de la forme 7™, n € N ne fait pas que
décaler le polygone vers la gauche, elle a aussi pour effet de multiplier les pentes par
q".
— La multiplication a droite par 77", n € N a l'effet inverse : elle multiplie les pentes
par q".

Le lemme suivant, essentiellement diu a Kedlaya ([Ked08| 2.4.3) nous permet toutefois
d’obtenir des informations sur les pentes d’un produit, au moins dans quelques cas.

Lemme 3.2.10 (Kedlaya). — Soient P € F{T}, Q € F{T '}, et r € R tels que
v.(Q) > 0. Alors v,.(PQ) > v,(P) 4+ v,(Q).

Démonstration. — Notons P =3 a;T" et Q = > i<o b;T7. Alors
PQ=>" ( > aiqﬁi(bj)) T*.
ko \itj=k
Or vp(a;d'(b;)) + [i + j]r = ve(a;) + ¢'ve(b;) + [i]r + ¢'[§]r

= (vr(ai) + [i]r) + ¢'(vr (b)) + [i]7) = ve(P) + ¢'v,(Q).

Puisque ¢ > 1, i > 0, ce dernier terme est supérieur ou égal a v,(P) + v,.(Q), et donc si
v.(Q) > 0, alors
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vp(aig' (b)) + [i + jlr = v, (P) + v:(Q).
Mais puisque vg (Eiﬂ.:k aiqﬁi(bj)) > inf {vr(a;¢'(b;))}, on en déduit que
v (PQ) = v (P) +v,(Q).
[

Proposition 3.2.11. — Soit R € F{T*!'}, et soit r € R tel que v,(R — 1) > 0. Alors
il existe P € F{T} et Q € F{T™'} de coefficient constant 1 tels que R = PQ. De plus,

on a degy(P) = degp(R) et degr-1(Q) = degr—1(R).

Démonstration. — On va construire P et () comme limites de suites (P;);en et (Qz)zeN

Posons Py = Qo = 1, et une fois P; et @; construits, notons R — P,Q; = > . ez b;T On
pose alors
Piyi =P+ ) W1 et Qi = Qi+ ) HT,
>0 <0
et nous allons prouver par récurrence que v,(R — P;Q;) > iv,(R—1). On a :
R—PiyQin = R - (H > b}Tﬂ‘) (Qi Y b;iTj)
>0 <0
-y - (Tir)o-n (Sir) - (Sar) (Sar)
7>0 <0 7>0 <0 i>0 i<0

~ P) (Z b;‘TJ’) + (Z b;’Tﬂ‘) (1-Qi) - (Z bZT9> (Z b;’TJ‘) .

Naturellement, on a
<Zb‘TJ) > v, (ZbZTJ) = u,(R— P,Q,),
7>0 JEZ

et de méme, v,(>
On en déduit que

BTI) > v.(R — P,Qy).

7<0 "7

vy ((Z b;‘TJ’) (Z b;‘TJ’)) > 2v,(R — PQ;).

YO BTI) = 0,(1 = P) +v,()_WT) > 0,(R = PQ;) + v,(R — 1).
3<0 7<0
De méme, on majore v, ((Zpo b; ) (1— QZ)>, et ainsi,
(R — Pi11Qiy1) > inf(v.(R — PQ;) +v.(R — 1), 2UT(R — PQ;)) > (i + v (R—1).
Au passage, on a alors v,(1 — Piyy) = v,(1 — P, = 300 biT7) > v.(R — 1) (et de méme
U-(1 = Qiy1) > v.(R— 1)), ce qui permet d’appliquer le principe de récurrence.

Ainsi, (R — P,Q;); tend vers 0, et donc (FP;); et (Q;); possedent deux limites P € F {T'}
et Q € F{T'} vérifiant R = PQ.

Mais
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La construction montre que @) est de coefficient constant 1 puisqu’il s’agit du coefficient
constant de Q).
De plus, le coefficient constant de P est b =14 bj.

Or, vp(by) > wvr (Zjez bé-Tj> > (R —1). On en déduit donc que vp(b) = 0. En

particulier, b # 0.
De 1a, on en déduit aisément que deg, P = deg, R et degy—1 Q@ = deg;—1 R. O

Proposition 3.2.12. — Soit P € F{T}, irréductible. Alors le polygone de Newton de
P posséde une seule pente.

Démonstration. — Soit P = 3" a;T7 € F{T}, dont le polygone de Newton possede
au moins deux pentes. Alors soit —[i] la plus grande abscisse d'un point de rupture du
polygone de Newton. En particulier, ¢ > 0 et a; # 0.

Considérons alors R = PT~% € F {T*'}. Le polygone de Newton de R posséde un point
de rupture d’abscisse zéro. De plus, le coefficient constant de R est a; et est donc non
nul.

Soit 7 € F tel que vp(m) > 0 et notons alors R = X% R. Le coefficient constant de R’ est
14 7, et puisque la multiplication a gauche par une constante ne fait décaler le polygone
de Newton vers le haut ou le bas, le polygone de R’ possede encore deux pentes. Soit
alors r la plus grande pente de la partie du polygone de Newton située a gauche de ’axe
des ordonnées. Comme le coefficient constant de R’ est 1 + 7, celui de R’ — 1 est 7. Or,
Er, 'ensemble des points dont I'enveloppe convexe est le polygone de Newton de R ne
differe de Er/_1 que par le point associé a leur coefficient constant. Ainsi le polygone de
Newton de R’ — 1 est situé au dessus de celui de R', et donc v, (R’ — 1) > 0.

On peut donc appliquer la proposition précédente pour en déduire que R’ = Q1Q)2, avec
Q1 € F{T}, degy Q1 = degy R’ = degy P — i, Qo € F{T'}, de coefficient constant 1 et
degT_1 QQ = degT_1 R = —i.

On en déduit que P = ({2-Q1)(Q21"), avec @y et Q2 non constants, et donc P n’est pas

T+
irréductible dans F' {T'}. O

Ce résultat est par exemple utilisé dans [BV12, Proposition 2.6] afin de construire la
représentation du groupe de Weil associée a un (¢, I')-module irréductible sur k((7)).

3.3. Réduction des représentations cristallines de dimension 2

Pour de nombreuses raisons, les représentations cristallines de dimension 2 sont des
objets dont I’étude mérite d’étre approfondie.
Une raison naive est qu’il s’agit des représentations les plus faciles a manipuler et a
décrire grace a leur description en termes de p-modules filtrés, et dont 1’étude ne soit
pas triviale. Malgré tout, 1’étude leur réduction modulo p montre que ce ne sont pas
des objets aussi simples, puisqu’on ne connait cette réduction que dans certains cas.
Les quelques résultats connus, bien que tres partiels font apparaitre une combinatoire
compliquée, et laissent a penser qu'un résultat déterminant la réduction de toutes les
représentations cristallines de dimension deux serait nécessairement d’énoncé complexe.

De maniere moins terre-a-terre, les représentations cristallines de dimension 2 possedent
un intéréet en vue de la correspondance de Langlands locale p-adique, puisque c’est par
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leur étude que Breuil a initié la quéte d’une telle correspondance dans [Bre03b]. De
plus, ces représentations sont Zariski-denses dans l’espace rigide analytique associé a
I’anneau des déformations universelles d’une représentation modulaire de dimension 2
([Nak11]), de sorte qu'une correspondance de Langlands pour ces représentations s’étend
par continuité en une correspondance de Langlands pour toutes les représentations
galoisiennes de dimension 2 (|Coll0al).

Une motivation plus ancienne est le fait que ces représentations cristallines appa-
raissent naturellement dans 1’étude des représentations galoisiennes globales associées a
des formes modulaires, comme nous l’expliquons brievement ici.

Soit f = ) a,g" une forme modulaire parabolique sur I'i(N), de poids k& > 2, de
caractere 1, propre pour les opérateurs de Hecke T}, et telle que T;(f) = a;f. Alors, pour
p premier, Deligne a associé¢ a f, par des méthodes géométriques, une représentation

pr: Gal(Q/Q) — GL2(Q,).

En identifiant un groupe de décomposition au dessus de p a Gal(Q,/Q,), la restriction

de py a Gal(Qp /Q,) est une représentation p-adique de dimension 2 de Gal(Qp /Q,), et
si N est premier a p et v,(a,) > 0, alors

- 1/2
(Pf)|Ga1(6p/Qp) - Vk,apw1/2(p) ®Y .

Pour un panorama des résultats connus sur cette représentation, on pourra par exemple
consulter I'introduction de [BG09).

Il est alors intéressant d’essayer de déterminer la réduction modulo p de (p f)‘ Gal(@, /Q,)"
P
Le cas out f est ordinaire en p ne pose pas de probleémes, puisqu’alors V., est déja

réductible, et donc il en est de méme pour V3 ,,. Nous nous intéressons donc dans la
suite au cas ol v,(a,) > 0.

Dans |[BLZ04], il est montré que lorsque a, est suffisamment proche de 0, alors

- 37 - s . k2| 17 I
Via, = Vio. De maniere précise, pour vy,(a,) > L’TlJ’ Via, = Vio-

Ce résultat détermine entierement V;mp lorsque k& < p, car alors UZ%%J =0.

Pour p+ 1 < k < 2p — 1, des résultats non publiés de Breuil et Berger ([BB05|)
décrivent Vo, pour tout a, dans mg. Ici, les résultats de Berger-Li-Zhu ne suffisent

plus car L%J = 1. Si la méthode de [BLZ04] peut s’étendre au cas ou v,(a,) = 1, elle

ne fonctionne plus pour 0 < v,(a,) < 1, et les méthodes employées par Berger et Breuil
font alors appel a la correspondance de Langlands p-adique.

Il est alors prouvé que pour p+2 < k < 2p — 1, Vk,ap est toujours irréductible pour
0 < wy(ap) < 1, et réductible pour v,(a,) = 1.

Des lors, il était tentant de conjecturer que le fait que Vk,ap soit réductible ou non
ne dépendait que de la valuation de a,, méme si dans le cas réductible, on savait que la
réduction dépendait de la valeur exacte de a.

Le premier résultat véritablement surprenant est alors un calcul non publié de Breuil,
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énoncé dans |[BerlOb|, utilisant une fois encore la correspondance de Langlands et qui
traite le cas ot k = 2p + 1 et p # 2. Le résultat est le suivant :
Proposition 3.3.1. — Pourk=2p+1etp#2:
(1) sivp(a2+p) < 3/2, alors Vi, = ind(w3),
(2) sivp(az +p) > 3/2, alors
— a? +
Via, = (“F 0 odAQ—p—p)\—l—l:U.
P 0 WH)-1 2pap
Ainsi, il existe deux disques fermés centrés en 4+,/—p a l'intérieur desquels Vk,ap est
réductible, et en dehors desquels V. est toujours égale & ind(w3).

Ces calculs ont été le point de départ des calculs de Buzzard et Gee (|[BG09], [BG12])
qui, en utilisant des méthodes similaires a celles de Breuil, déterminent Vy,, lorsque
0 < vp(a,) <1 et ce quel que soit le poids k. Leur résultat est le suivant :

Théoréme 3.3.2 ([BG12, Theorem A]). — Soit k > 2, [k — 2] le reste de la division
euclidienne de k — 2 par p — 1 et soit a, € Z, avec 0 < v,(a,) < 1. Alors Vi, est

k—2]+1
Jeethy

irréductible, égale d ind(w , sauf dans le cas ot k = 3 modulo p — 1 et

vp(k—3)+1+v,(ay) < vp(af? — (k —2)p),

auquel cas Vk,ap est réductible et

_ k—2)p—a?
Vk,ap:(MAw 0 > 011)\2—w/\+120.

0 m-w app(k — 3)
Des calculs récents de Yamashita et Yasuda ([YY12]) déterminent entiérement (ou
du moins pour presque toutes les valeurs de a,) les réductions kaap pour k < 7% en

n’utilisant que des techniques de (¢, I')-modules.

Enfin, citons les résultats de Berger ([Berllb]) qui prouvent que, & poids fixé, les
réductions Vk,ap sont les mémes pour des valeurs proches de a, (avec une borne explicite,
cf le théoreme A de [Berllb]).

De méme, il est prouvé (|Berllb, Theorem B]) que a a, fixé, I'application k — Vk,ap est
localement constante lorsque k varie dans l&nn Z/p" p—1)Z.

Dans tout ce qui suit, nous essayons d’étendre au maximum les méthodes de Berger-Li-
Zhu afin de déterminer le rayon maximal du disque ouvert centré en 0 a 'intérieur duquel
la méthode de [BLZ04] s’applique toujours de sorte que V;mp = Vo et de déterminer
si la réduction change ou non sur le bord de ce disque, que nous appelons disque de
convergence.

3.4. La méthode de Berger-Li-Zhu

Dans [BLZ04], Berger, Li et Zhu construisent les modules de Wach associés aux
représentations Vk”"(zp pour a, <petit>, puis les utilisent pour calculer la réduction modulo
p de Vi ,,. Nous rappelons ici les éléments clés de cette construction.
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Dans toute la suite, nous notons k un entier supérieur ou égal a 2 et L une extension
finie de Q,, qu’on supposera toujours suffisamment grande pour que a, € L et v/—1 € L.

Pour n > 1, on pose g, = " *(¢(r)/7), et en particulier ¢; = ¢ = p(w)/m. On définit
alors deux séries dans 1 + 7Q,[x] par :

2n+1 2n
A+:H¢—@:@x%x%x...et)\_:H@T@ZﬂX@X%X

p P P P 220 p P P

n>0

En particulier, on a ¢(A_) = Ay et p(A\y) = A_p/q.

Notons p'(A_/Ap)Ft = 3.0 27, 20 = a0 +4am A+ 21 k—2m % sa réduction
modulo 7571, et z = z(g).

Définition 3.4.1. — On note r(k) (et quand il n’y a pas de confusion possible sur k,
on note r) le plus petit entier positif I tel que zq) € Z,[r]. On appelle r la valuation de
convergence, et on note alors z = z(,). De maniere équivalente,

r(k) = —inf{v,(20:),i=0,...,k —2}.

Il est prouvé dans [BLZ04, Proposition 3.1.1.(4)] que r(k) < |(k—2)/(p—1)], et nous
chercherons dans la suite a calculer plus précisément la valeur de r.

Soit P(X) = ( qko_l ;(i) € Ms(Z,[X,n]). Par approximations successives, on prouve

([BLZ04, Proposition 3.1.3]) que pour tout v € I il existe une unique matrice G, (X) €
Id +7M(2,Z,[m, X]) telle que

P(X)p(G4(X)) = Gy (X)y(P(X)).

De plus, cette matrice G, (X) vérifie

k1
(555) 0
G, (X) = N modulo 7" My(Z,[r, X])
0 (565)
( A )k—l .
et ny( ) _ Y(A4)

k—1
A
0 (T(L))

Si o € my, alors les matrices P(«) et G, () sont a coefficients dans Oy [r]. De plus, si
aemypety,nel, alors

Gon(@) = Gy ()7(Gyla)) et P(a)o(Gy(a)) = Gy (a)y(P()).

Ces relations permettent d’utiliser les matrices P(a) et G, (a) pour définir un module de
Wach sur Op[n] : soit Ni(a) le Or-module libre de base (e, e3). Sur N (a), on définit
un endomorphisme semi-linéaire ¢ et une action semi-linéaire de I" dont les matrices dans
la base (e, ez) sont P(«) et G, () pour v € I', et on peut vérifier qu’alors Ny («) est un
module de Wach sur Aap ® Or.
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Proposition 3.4.2 (|[BLZ04, Proposition 3.2.4]). — Si a« € my, posons a, = p'a.
Alors le p-module filtré L ®o, (N(a)/mNg(a)) est isomorphe au @-module filtré Dy, q,
décrit précédemment, de sorte que L®o, Ni(a) = N(Vy7, ). On note alors Ty, le réseau
de Via, tel que Nj(a) = N(T,;ap).

La combinaison des deux résultats suivants permet de décrire V., dans le cas ol a,
est <a l'intérieur du disque de convergences.

Proposition 3.4.3 (|BLZ04, Theorem 4.1.1]). — Si vy(a,) > r, alors les deuc
représentations modulaires Ty o, ®o, kr et Tro o, ki sont isomorphes.

Remarque 3.4.4. — Ce résultat est en fait prouvé dans [BLZ04| pour v,(a,) > m, avec
m = L%J , et non wv,(a,) > r. Les preuves restent toutefois valables, 'essentiel étant que
ap(A—/Ay)* " modulo k—1 soit a coefficients dans mz (cf la remarque 4.1.2 de [BLZ04]).

Proposition 3.4.5. — On a
(1) sip+1 fk—1, alors Vo = ind(wh ™),
(2) sip+ 1|k —1, alors

Vo= (P10 ) g =0/,
’ 0 p_y=1

Démonstration. — Ce résultat est déja prouvé dans [Bre03b| ; mais nous en donnons une
autre preuve, plus similaire aux techniques que nous utiliserons par la suite, a base de
(i, I')-modules en caractéristique p. Pour cela, nous utilisons le module de Wach de Viios
qui est N (0) ®z, Qp. Nous savons qu’il possede une base (e, f) dans laquelle la matrice
de ¢ est ( qko,l Bl). Sa réduction modulo p est donc (W(k_&p_l) _01), et par construction,
nous savons que la réduction de 'action de v € I' est donnée par

k—1
At
(wm)) 0

Or, modulo p on a

() =) o () -G&)

. A "
Puisque -5 = [Lso ™! (%), alors

A (WW)W) (p—1)(1+p*+...)

YO
(55) - (5)

On en déduit que
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Dans le cas ol p+ 1 ne divise pas k — 1, alors prenons comme base du (¢, I')-module
D(Tio) = (Ni(0) ®o, ki) @4, k(7)) la base formée de eg = 7= * Ve et 1 = p(eg).

On a p(e;) = —r~*=D@=Ve; et en notant f,(r) = %(5’73; on a

—p(k—1)

Ayt (£ W)

(
= A(m) " E D () () 6D Dy te
)

— w(y) ¢V £ (m) P e

v(eo)

pv

’tik‘ S

(=1 _
et y(e1) = o(y(eo)) = w(y) " *V L (7 ) b1 7+ Pey. Alnsi, par la prop081t10n 2.3.10lona T}y =
ind(wh™1), et alors puisque T est irréductible, Vo aussi et Vk,(] = ind(wi ) @ w'*.
Puisque V', = Vio(1 — k), on a bien V¢ = ind(w} M1,

Dans le cas ou p + 1 divise k£ — 1, fixons v/—1 une racine de —1 et considérons
ey = T Prre + \/—lwﬁ%f.
On a alors p(eg) = +/—1leg et

—p(k—=1) —(k=1) —(k=1)

Y(eo) = —y(m) » i f’y(ﬂ-) ”+1 6—1—\/_’}/( ) ;i_ll)f,y( ) f =w(y) P e,

—(k=1)

De méme, on peut trouver e; tel que p(er) = —v—1ley et y(ey) = w(y) »1 ey, de
sorte que

Vio= <,uﬁ 0 ) ®w 11 et done Vio = VZ}O R wk ! = (“ﬁ 0 ) ® Wi,

0 poy=t 0 poy=t
O]

Dans la suite, nous allons nous intéresser a un calcul plus précis de la valuation
de convergence, pour laquelle nous n’avons pour linstant qu’'une majoration, mais
également au calcul de la réduction modulo p de Vj 4, lorsque a,, est sur le bord du disque
de convergence, c’est-a-dire lorsque v,(a,) = r.

Dans ce cas, la méthode décrite plus haut ne fonctionne pas telle quelle, puisque les
séries définissant les matrices G (a,/p") ne convergent pas nécessairement. Toutefois, en
posant 8 = a,(A_/A;)*! modulo 7%71, et

ngglgq

alors on peut montrer de la méme maniere que précédemment (c’est 1'objet de la propo-
sition 2.1.2 de [BB05]) qu'il existe tout de méme une unique matrice G, € My(O[r]),

3. Quitte a agrandir L
~ e . 7 . . 7 7 . I7* .
4. Méme si ici ce n’est pas nécessaire, puisque nous avons trouvé une sous-représentation de V', ,, qui
est semi-simple et dont nous connaissons le déterminant.
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telle que Py(G,) = G,v(P) et congrue a

k-1

(555) 0

T o \k-l modulo 7'My (OL[7]).
0 (v(/\_—)>

De méme, on montre que le module de Wach Ny (a,/p") défini par P et G, est celui d'un
réseau de Vi, .

3.5. Le calcul de la valuation de convergence

Dans cette partie, nous cherchons a calculer précisément r, au moins pour certaines
valeurs de k. Pour cela, il nous faut connaitre précisément les valuations p-adiques des

k—1
coefficients de (i—;) modulo 7%~!. En effet, par définition 7 est I'opposé de la plus
k—1

petite valuation des coefficients de degré strictement inférieur a k£ — 1 de (A_/\;)
Notons m = L%J la borne donnée dans [BLZ04| de sorte que r < m.

Rappelons que

(1) (epiamimy

Nous savons que ¢;(0) = q(0) = p, que ¢; = 7%~ modulo p, et que pour n > 2, ¢,(0) = p
et g, = 7@V modulo p. Ainsi, pour k < p, on peut déja affirmer que r = 0, puisque
chacun des termes du produit (modulo 7%71) est entier.
Les premiers pas vers le calcul exact de r ont été effectués par Hanfeng Li dans une série
de courriels envoyés a Laurent Berger en octobre 2003.

Remarquons que ¢ = 20 = UL — (1 4 Py (7)) + 7P L, avee Py € XZ,[X].

Par récurrence, on prouve que g, = p(1 4+ Py (7)) + p*Qn(7) + 72" = avec P,,Q, €
Z,[X] et P,(0) = 0.

2n .
Ainsi, on a qz;% =14+ P2n+1(71'p) +pQ2n+1(7T) + 7P ;(717 1) ot
s . 7Tp2n—1(p_1) i
i - Z(_l)l Pzn(ﬂ'p) +pQ2n(7r) + — .
q2n =0 D

Si on note 2~ =37, doy, 47", alors la formule précédente prouve que pour jp*~!(p—1) <
i < (j+1)p™ (p—1), on avy(dan,) > —j. En particulier, si jp(p—1) < i < (j+1)p(p—1),
alors v, (da, ;) > —j.

Notons ¢; les coefficients de i—;, de sorte que ;\\—; =Y G
Puisque tous les gan11/p €t p/qa, sont dans 1 + 7Q,[7], il est clair que ¢y = 1. Ensuite,
les estimations donnée précédemment permettent de voir que :
— ) >1si1<i<p-—2
- Cp—1 S % + Zp,
~ () 2 0sip<i<2(p—1),
“ule) > —1sip—1<i<p(p—1),
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Jsijplp—1) <i<(j+1plp—1).

k-1 e ,
Alors (’\—*> =% ) = Yoo zim'. En identifiant les coefficients, on a

Zi = § Bi,..ig_1Ciy = Cir_y s

i1 Sig < <ig g
i1+"'+ik71:i

ou Bj, . ., est le produit de coefficients binomiaux suivant : si on note j; le nombre
d’entiers 7 tels que ¢, soit égal a s, alors

B; = (k,_l)(k_l._jo)...(k_l_JO‘—"'—]i—l)‘
Jo J1 Ji

Dans la suite, sii = (i1, ..., 4,_1) est une partition (ordonnée) de i, on note B; = By, i, .,
¢ = ¢y -+ ¢,_,. On note s; le nombre de « tels que i, > 2(p — 1) et ¢; le nombre de «
tels que 1, = p — 1.

Il a été prouvé dans [BLZ04] que r < m, autrement dit que v,(z;) > —m pour
i € {0,...,k—2}. Il est facile de retrouver cette borne avec les estimations sur les ¢;
données précédemment. En effet, m est le quotient de la division euclidienne de k — 2
par p — 1, et v,(c;) > 0si j < p—1, de sorte que pour i < p — 2 et ¢ une partition de i,
up(cy) = —m.

Dans la suite nous ne nous intéressons qu’au cas ou k < p?. Dans ce cas, pour i < k —2
et 7 une partition de i, les termes de valuation négative de ¢; proviennent de c¢,_; ou des
cj pour k —2 > j > 2(p — 1). Les estimations données précédemment sur ¢; permettent
alors d’affirmer que chacun de ces termes est de valuation supérieure ou égale a —1.

Proposition 3.5.1. — Pour k < p?, si (k;Ll) € Zy, alors v = m et pz €
(k;bl)ﬂ.m(Pfl) + ﬂm(p71)+1Fp[7T]'
Démonstration. — Commencons par remarquer que sii < m(p—1), alors v,(z;) > —m+1.

En effet si 7 est une partition de 4, si s; est nul, on a ¢;, < m — 1, et donc
vp(e;)) > —t; > —m + 1. Si s; est non nul, alors t; < m — 1 — 2s, et donc
vp(e)) > —(m—1—-2s) —s>—m+ 1.

Montrons que 2y, -1) € (k;l) me + #Zp, ce qui suffit a prouver les deux affirmations
de I’énoncé, puisqu’on sait déja que r < m.

Soit ¢ une partition de m(p — 1).

Sii=(0,...,0,p—1,...,p—1), alors B; = (k;Ll) et donc B,c; € (’;1)# + zﬁzp.
Sii# (0,...,0,p—1,...,p— 1), on at; < m et méme t; + 2s; < m, de sorte que
vp(e;) > =t — s, > —m.

Ceci prouve bien que zp,p—1) € (k:)p%n + #Zp. O
Remarque 3.5.2. — Ce résultat était déja connu de Li ([Li]).
Proposition 3.5.3. — Pour k < p?, si (k;) € pZ, et (:;_11) € pZy,, alorsr =m — 1,

k—1
et pmlz € (] o )’/Tm(p_l) + amP=DHE (7]
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Démonstration. — Puisque k < p? on a 0 < v, ((k;ll)) < 1. Donc si (kn_ll) € pZ,, c’est
que v, (%)) =1.

Commengons par prouver que pour ¢ < m(p — 1), v,(2) > —m + 2. Soit donc i une
partition de .
Sis; > 0, alors t; < m — 2s — 1, de sorte que v,(¢;) > —(m —2s —1) —s > —m + 2.
Sis; = 0, alors t; < m — 1. Dans le cas ou s; < m — 2, alors v,(¢;) > —(m — 2). Par
contre, si s; = m — 1, alors v,(¢;) > —(m — 1), mais alors B; est multiple de (:L:l)v et
donc v,(Bic;) > —(m —1)+1=—m+ 2.

A présent, prouvons que pour i > m(p — 1), vy(z) > —m+ 1.
Soit donc ¢ une partition de i. Si s; > 0, alors ¢; < m — 2s;, de sorte que v,(¢;) >
—(m—2s) —s>—-m+ 1.
Sis; =0, ¢ <m. Dans le cas ou t; < m — 1, alors v,(¢;) > —(m —1). Et si t;, = m — 1,
alors B; est multiple de (121) et donc v,(B;c;) > —m + 1.

Il reste a prouver que zpyp—1) € (k;)p% + Z%Zp.

Soit i une partition de m(p —1). Si¢ = (0,...,0,p—1,...,p — 1), alors B; = (kil) et
C; € me + #Zp
Sii#(0,....,0,p—1,....p—1):

—si s; > 0, alors t; < m — 2s, de sorte que v,(¢;) > —(m —2s) +s > —m+ 1, donc

vp(c;) > —m + 2.

—sis;=0ett; <m—2 onauv(g)>—t;>—m+2.

— sit; =m—1, alors B; est multiple de (k;l), de sorte que v,(B;) > 1. On en déduit

que v,(Bic;)) > —(m—1)+1=—m+2.

[

Reste un dernier cas a traiter pour compléter le calcul de r pour k < p? :

Proposition 3.5.4. — Pourk < p?, siona (kn_ll) € pZ, et (:;11) € Z;, alorst =m—1
et P71z € (EL)rm-De-) | plmDe-DHE [X].

Démonstration. — Sii < (m —1)(p— 1), alors on prouve aisément que v,(z;) > —m+ 2.
Sii > (m—1)(p—1), soit ¢ une partition de 4. Si t; = m, alors B; est multiple de (k;ll),
de sorte que v,(B;c;) > —m~+1. Sit; < m, alors on t; +2s; < m et donc v,(¢;) > —m+1.

Il reste a prouver que z(m_1)p-1) € (k_l) L4 #ZP. La preuve est la méme que

m—1/ p™
dans la proposition [3.5.1 en changeant m en m — 1. O
Remarque 3.5.5. — En particulier, nous avons prouvé que pour k < p?, on ar = m
sl vy, ((k;bl)) =0etr=m-—1sivy, ((k;ll)) = 1.

I serait tentant de conjecturer par exemple que r = m — v, ((knzl)), mais malheureuse-
ment des calculs informatiques montrent qu’une telle formule n’est pas valable en toute
généralité, des contre-exemples se trouvent déja pour p? < k < p?.
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3.6. Le calcul de V,,, lorsque v,(a,) =1 et k < p?

Lorsque k < p?, nous avons expliqué comment calculer précisément la valuation de
convergence dans la section précédente, et le résultat de Berger, Li et Zhu nous permet
d’en déduire V,, lorsque v,(a,) > r. Lorsque v,(a,) = 7, ce résultat n’est plus valable,
mais nous disposons tout de méme d’un module de Wach pour Tz’ap, que 'on peut étudier

afin de calculer la semi-simplifiée de sa réduction modulo p, et donc d’en déduire V;wp.

3.6.1. Un critére de réductibilité. — Le (¢, ')-module associé a V;;ap est donné
par la semi-simplification de la réduction modulo p du module de Wach construit
précédemment : D(T;ap) = (Ni(ap/p") ®o, ki) @k, x k(7). La premiere étape est
donc de décrire I'action de ¢ sur ce (p,I')-module de caractéristique p. Rappelons que
le module de Wach N(Ty, ) = Ny(a,/p") a été défini comme étant un module libre de

base (e, f), et que la matrice de ¢ dans cette base est (qko,l a_plz)

En réduisant modulo p, on obtient une base (qu’on note toujours (e, f)) de N(T;ap),

et la matrice de ¢ dans cette base est alors donnée par (ﬂ(k_&p_l) %) € My(kr((m)).
Notons que le calcul de @,z, qui est trivial lorsque v,(a,) > r (puisque @,z = 0) n’est
plus aussi simple lorsque v,(a,) = r, et que c’est la une des raisons pour lesquelles nous
nous sommes restreints a & < p?. Pour des poids plus grands, le calcul serait toujours

possible a a, fixé, mais il est plus compliqué de donner des formules générales.

Nous nous attachons a présent a déterminer si la représentation Vk,ap est irréductible
ou non. Si elle est réductible, alors il doit exister un sous (¢, I')-module de rang un de
D(T,:yap), de base 4, et isomorphe a D(uyw"), pour A € kS et h € {1,...,p — 1}. Notons

= ae + [f. On doit alors avoir ¢(d) = Ad, ce qui signifie que « et 5 doivent vérifier :

A= —p(p)
A3 = p(a)a®=DED + g z0(5).

On peut méme ramener ce systéme a une unique équation satisfaite par 5 € kr (7)), a
savoir

(1)

AB = —isf(ﬂ)w(’“‘”(p‘” + o(B)ayz.

Il est alors possible d’utiliser la théorie des pentes de Kedlaya pour F' = k(7)) et ¢ = ¢.
Le résultat s’applique au polynome Py, = XA — @,zT + 1x-=D@=DT2 et I'équation
Py()(5) = 0 possede une solution de valuation entiére si et seulement si 'une des pentes
du polygone de Newton de P, est entiere. Remarquons que les pentes de Py ne dépendent
pas de A € kj, puisque seules les valuations des coefficients de P interviennent dans la
définition des pentes, et non leurs valeurs exactes.

Si on note P = P; I'un de ces polynomes, les pentes de P, sont donc les mémes que celles
de tous les P.

Les résultats de la section fournissent une solution [ de pente entiere a I’équation
P(9)(B) = 0, mais a priori dans kr (7)), et pas nécessairement dans kr,((7)). Toutefois,
le polynéme P étant a coefficients dans kp (7)), il est possible d’améliorer ce résultat
comme suit :

Lemme 3.6.1. — Notons z le coefficient du terme de plus bas degré de a,z.
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(1) Si le polynome P posséde deux pentes distinctes et que la plus grande pente est

r € Z, alors l'équation P\(¢)(B) = 0 posséde des solutions § dans kr(7)), de valuation

r, si et seulement si A = %

(2) Si le polynéme P posséde deux pentes distinctes, et que la plus petite pente est

r € Z, alors l’équation P\(¢)(B) = 0 posséde des solutions B dans kr (7)), de valuation

r, si et seulement si A = %

(8) Si P posséde une seule pente r € Z et que les trois points du polygone de Newton ne

sont pas alignés, alors l’équation P\(¢)(5) = 0 posséde des solutions B dans ki (7)), de
valuation r, si et seulement si A est une racine carrée de —1.

(4) Si P posséde une seule pente r € Z et que les trois points du polygone de Newton sont
alignés, alors 'équation Py(p)(8) = 0 possede des solutions B € ki ((m)) si et seulement
st A% — 2o\ +1=0.

Dans tous les cas, lorsque l'ensemble des solutions de Py()(8) = 0 dans kp(7)) et
vérifiant v, (B) = r est non vide, alors c’est un kr-espace vectoriel de dimension 1.

re’
'ﬂ\o \/4>
rel
Le cas (1) Le cas (2)

reZ reZ

Le cas (3) Le cas (4)

FIGURE 3. Les différents cas de figure de la proposition [3.6.1

Démonstration. — Dans chacun des cas, il s’agit d’identifier quels sont les points du
polygone de Newton qui sont reliés par un segment de pente entiere r, et dans le cas ot une
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solution existe, d’identifier les coefficients de plus bas degré de I’équation Py(p)(5) = 0.
Commencons par montrer que les A annoncés sont bien les seuls pour lesquels une solution
B € kr((m)) avec v, (B) = r peut exister.
— Dans le premier cas, si on a P\(¢)(8) = 0, avec v.(3) = r, alors v.(¢(B)a,z) =
vr(AB) < v (@?(B)r*=DP=1))  Donc en comparant les termes de plus bas degré de
A3 et p(B)a,z, nécessairement % = 2.
— Dans le second cas, on a v, (3*(8)r*"DE=V) = v (p(8)a,2) < ve(AB), et donc
A= L.
20
— Dans le troisieme cas, on a v:(AB) = v (39*(B)mr*=DE=D) < v (¢(8)@,z), et donc
A+ % = 0, de sorte que A est une racine carrée de —1.
— Enfin, dans le cas ou les trois points sont alignés, les valuations des trois termes
sont égales, et en comparant les termes de plus bas degré de I'équation Py(y)(5) = 0,
on obtient A\ — zoA +1 = 0.

Nous avons ici prouvé que seules ces valeurs de A pouvaient donner lieu a des solutions
qui sont des séries de Laurent (et non pas des séries de Hahn comme prévu par le
théoreme de Kedlaya).

Il reste donc a prouver que de telles solutions existent. Nous n’en donnons la preuve que
dans le premier cas, la preuve étant essentiellement la méme dans chacun des autres cas.

Ecrivons donc 8 = Yoo Bim" une éventuelle solution avec 3, # 0. Alors Py()(3) =0
s’écrit

i Aimt = —% i B =01 Wi By

Si ¢ > r, puisque p*i+ (k—1)(p—1) > i et pi +v.(a,z) > 4, alors 3; est une combinaison
linéaire des 3;, pour j < ¢. Ainsi le choix de 8, impose tous les autres [3;, prouvant
a la fois 'existence d’une solution et I'assertion sur la dimension de l'espace des telles
solutions. O]

Notons que l'existence d'un 8 € kp (7)) solution de Py(¢)(8) = 0 permet immédiatement
de construire un élément § de D(szap) tel que ¢(0) = Ao : il suffit de prendre
0= —%cp(ﬁ)e + [ f. Dans le cas ou un tel élément ¢ existe, il reste encore a prouver que
kr((m)) - 0 est bien un sous-(p, I')-module de D(T;aﬁ), c’est a dire que I'action de T" laisse
la droite kz (7)) - d stable.

Lemme 3.6.2. — Soient k,a, comme précédemment, X\ € kr, et n € Z. Supposons que
Uensemble des éléments § = ae + [f de T;% solutions de ¢(0) = A0 avec v,(B) = n
soit un kg -espace vectoriel de dimension 1. Alors kr((7)).0 est un sous (p,1")-module de
D(T,:yap), isomorphe a D(w™uy).

Démonstration. — Puisqu’on sait déja que ¢(d) = AJ, il reste a prouver que k(7)) - 6 est
k-1 k-1
stable sous I'action de I'. On sait que pour v € ', y(e)— (ﬁ) eety(f)— <ﬁ> f

sont tous deux dans 7 (kz[[n]]e @ ki [[x]].f). Soit donc § = xwP"e + yr" f, avec z,y €
ko{[]].
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Alors v(6) = a'mP"e + y/'n" f, avec

o= 401 (5 )) = ()" mod 7

e\ (At
et
k-1
NG ( A > _ n
Y =~z — = yw(vy)" mod 7.
@72 (5 )

Mais ¢(7(9)) = v(p(d)) = Ay(d). Or, par hypothese sur la dimension de 'espace des
solutions, et puisque ' = w(y)"y mod 7, ceci impose Y(d) = w(y)"d, ce qui acheve de
prouver le résultat. O

Combinant tous ces résultats, nous disposons d’un critere de réductibilité qui nous sera
tres utile par la suite :

Proposition 3.6.3. — Soient k € N et a, € Z, avec vy(a,) = r(k). Alors Vi, est
réductible si et seulement si ['une des pentes de P est entiére. De plus, si n € Z est
une pente entiere, X € k; est tel que P\(¢)(B) = 0 posséde des solutions non nulles de

valuation n, alors
- . ,u,\fmfn O
Vkvap - ( 0 ’u)\wk—l—n) .

Démonstration. — Il s’agit de combiner les résultats|3.2.7} 13.6.1| et [3.6.2] pour voir que la
représentation modulaire T:,ap est réductible si et seulement si I'une des pentes de P est
entiere. Dans le cas ou elle est bien réductible, la preuve nous en donne un sous (@, I')-
module, isomorphe a pyw™. Mais alors on peut déterminer entierement V;;ap qui en est

la semi-simplifiée, et de déterminant w'~*. Enfin, en dualisant[%)] on retrouve I'expression
annoncée pour Vi, . O

Dans le cas ou V est réductible, nous la connaissons intégralement grace a la pro-
k,ap )

position Par contre, si V., est irréductible, nous ne connaissons a priori que son

déterminant, et nous reviendrons sur la détermination totale de V3 4, a la section m

Remarquons que la méthode proposée afin de calculer la réduction au bord du disque

de convergence est algorithmique. En effet, pour une valeur donnée de k, il n’y a aucune
difficulté a calculer le rayon du disque de convergence en tronquant & un ordre suffisam-
ment élevé les produits infinis définissant A\, et A_.
Ce calcul fournit en méme temps z € F,[n], et pour a, sur le bord du disque de conver-
gence, il est possible de calculer les pentes du polygone P. Si aucune des pentes n’est
entiere, alors nous pouvons conclure a l'irréductibilité de Vk,ap, mais la méthode que
nous proposons par la suite pour déterminer Vk,ap dans le cas ol k < p? ne permet pas
de conclure pour k quelconque. Par contre, si P possede des pentes entieres, alors le
lemme et la proposition permettent d’expliciter entierement V;wp.

5. Ce qui ici se ramene & tensoriser par w1,
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3.6.2. Calcul de la réduction dans le cas ou p + 1 divise £ — 1. — Nous nous
plagons toujours dans le cadre ou k < p? et olt v,(a,) = r(k), avec en prime 'hypothese
que p+ 1 divise k — 1 (d.e. pour k=p+2,2p+3,3p+4,....(p—D(p+1) + 1 =p?).
La premiere étape est le calcul de r, et de @,z pour vy(a,) = 7.

p—1 p—1
p+1l—-1>U+2)(p—1)=Ilp+2p—1—2et donc 2p < 20+ 1. Or p < [ n'est pas
possible car k < p? et 2p = 2] + 1 est impossible par parité. Les seuls cas possibles sont
donc m =1 ou m =1+ 1, le premier cas correspondant a 2] < p et le second a p < 2I.

3.6.2.1. Sim=10. — Alors
(k—l) <k—1>_(lp+l)...(lp+l—l+1)

m )\ 1 Il

Notons £ — 1 =I(p+ 1). On a alors m = LQJ = {MJ > 1. Sim > 1+ 2, alors

=1 mod p.

Ainsi par la proposition [3.5.1, on peut déja affirmer que r = m, et que @,z €
<§—,ﬂ>7rm(p_1) + 7P~ DHE T7]. Alors le polynome P vaut 1 — a,zT + 7*=D@=1DT2 Son

polygone de Newton possede une seule pente qui est égale a —I[, et les trois points du

polygone sont alignés.
Par 'assertion (4) du lemme et la proposition nous concluons que

V. — Wiy 0 _ Wiy 0
k,ap 0 wkilfl,uA 0 wlﬂ)\*l

oll A est une racine de I’équation A% 4 (“p—ﬁ’))\ +1=0.

Remarque 3.6.4. — Dans le cas ol les deux racines de I’équation A2 + <2—7>)\ +1=0
sont distinctes, alors on a directement deux sous-(¢, I')-modules distincts de D(T;ap) :

la réduction modulo p de Ty ,, est déja semi-simple.

3.6.2.2. Sim=1+1 etk # p?>. — Comme expliqué précédemment, ce cas correspond &
2l > p. On a alors

kE—1 k—1 l -1 -
_ :(p—l—l) (lp+1-—1 1+1)EO mod p
m [+1 (I+1)!
ce qui permet déja d’affirmer que r = [. De plus (kjl) = 1 mod p, et donc par la

oL — _ ap _Il(p—1 I(p—1)+1 . A o
proposition 3.5.4, @,z = “fm =) 4 %, x € 7l=U+1E; [7]. Ainsi, méme si @,z n’est pas
exactement le meme que dans le cas ou m = [, on peut en tirer les mémes informations car
le polygone de Newton de P possede les mémes pentes, ce qui nous suffit pour conclure :

= Wiy 0
Via, = ( 0wy

ol \ vérifie \? + ;‘f A+1=0.
La remarque est encore valable dans le cas ou les racines de ce polyndéme sont
distinctes.
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3.6.2.3. Si k= p?. — Ce cas est un peu particulier car m = p alors que tous les autres

(P*—1)...(p*~p)
p!

p. On en déduit (grace a la proposition [3.5.1)) que le rayon est égal a p, et que pour

v,(a,) = p, @yz € PP~ 4 gPP=D+1L, [7] Le polygone de Newton de P ne possede alors
qu’'une seule pente —(p — 1), et le troisieme point est situé au dessus des deux autres. On
peut donc appliquer la proposition pour en déduire que :

e pr 0
Via, =
oo <0 m—1>

., ;. . -1
cas que nous avons traités vérifient m < p. Ici, on a (km ) = = 1 modulo

ol \2 = —1.

Remarque 3.6.5. — Si p # 2, il existe deux racines distinctes de —1, et alors la
représentation T o, est déja semi-simple.

3.6.3. Calcul de la réduction dans le cas ou p + 1 ne divise pas k£ — 1. — Le
méme principe s’applique toujours : la premiere étape étant de voir si (k;l) est nul ou
non modulo p pour en déduire le rayon. Une fois le rayon connu, il faut expliciter @,z afin
de mener les calculs plus loin et savoir si le polygone de Newton de P possede des pentes

entieres.
3.6.3.1. St (k;) # 0 modulo p. — Alors dans ce cas, par la proposition , on a

r=m, et G,z € (%) (-1 ame=b 4 rm=U+1E, [1]. Les pentes de P sont alors :

° —%%Zsik—1<m(p+1),

o —F=Lom oot —msik—1>m(p+ 1), et ces deux pentes sont distinctes.

Dans le premier cas, on conclut immédiatement a 'irréductibilité de V;wp. Nous verrons
plus tard (section comment déterminer quelle est cette représentation irréductible.
Dans le second cas, nous avons déja une pente enticre —m, a laquelle nous pouvons
appliquer la proposition |3.6.3| pour en déduire que

= [T 0 [\ (k-1
Via, = ( 0 M,\lw’flm) avec \ = <pm)( . >

Remarque 3.6.6. — Si k — 1 = m modulo p, alors la seconde pente est également
entiere et les deux pentes sont distinctes. On en déduit que T4, est déja semi-simple.

3.6.3.2. St (knzl) = 0 modulo p. — Dans ce cas, on peut conclure que la valuation de
convergence est r = m — 1, mais pour v,(a,) = m — 1, le calcul de @,Zz est un peu plus
complexe, et il va de nouveau falloir distinguer deux cas suivant que k = m(p + 1) ou
non.

3.6.3.2.1. Sik=m(p+1). — Cette condition est en fait équivalente a k& = m modulo
p. En effet, si & = m, en écrivant k = m(p — 1) + b, 2 < b < p, on obtient b = 2m
modulo p, et donc b = 2m ou b+ p = 2m, puisque 0 < m < p. Le premier cas équivaut a
k =m(p+ 1), alors que le second équivaut & k —1 = (m—1)(p+1), ce qui est impossible
ici par hypothese.
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Ainsi, (:@:11) = 1 modulo p, et alors par la proposition [3.5.4} @,z € <pi”_1)7r(m_1)(p_1) +

gm=Dr-D+1E, (7], Les pentes de P sont alors —(m — 1) et —m. On en déduit que

Via :(w HA Om_l) avec)\:< % )
»ap 0 Pa-1w pmfl

Remarque 3.6.7. — De plus, les deux pentes ¢tant distinctes, on a comme a la re-
marque le fait que T4, est déja extension triviale de deux caracteres.

3.6.3.2.2. Si k # m(p+1). — Dans ce cas, on a (kil) = (kil) X = avec m < p et

m—1 m k

k —m # 0 modulo p. Donc on a également (k 11) = 0 modulo p. Par la proposition ,

N\ k—1
on a alors @,z € ( m”1> (w)wm(pl) + =D+ g 7).

p

Alors P est 'enveloppe convexe des points (—1,0); (—p, m(p— 1)) et (—p?%, (k—=1)(p—1)).
La pente du segment joignant les deux point extremaux est +1 L alors que celle joignant
les deux premiers points est —m. Aussi, P possede deux pentes distinctes si et seulement
si —u > —m.

Mals alors k—m>mp+1,etcommek—-1< (m+1)(p—1)+1=mp+p—m,le
produit (k —1)...(k —m) est non nul modulo p. Il en est alors de méme pour (“~'), ce
qui contredit nos hypotheses. Ceci prouve donc que P possede toujours une seule pente :

— +1 L' ¢ Z, et donc Vk a, st irréductible.

3.6.4. Les cas ou Vk,ap est irréductible. — Nous avons pu conclure a plusieurs
reprises a l'irréductibilité de Vhap. Or, les représentations modulaires irréductibles de
dimension 2 sont bien connues : elles ont été décrites a la proposition [2.3.9] et ce sont les
ind(wh) ® py; pour 1 < h < p? — 2 primitif et A\ € k. Puisqu’on sait que le déterminant
de VZ,G,, est w1, V,:’ap est donc de la forme ind(w?), et il s’agit ici de déterminer h.
Nous allons prouver qu’en fait h = —(k — 1).

Comme le déterminant de ind(wh) est w", on peut déja affirmer que h = —(k — 1)
modulo p — 1, puisque le déterminant de V;% est w1,

La description du (i, I')-module de ind(w%) donnée & la proposition prouve que
dans D(ind(wh)), il existe un élément 2 non nul tel que p?(z) = 7~ "P~Yy

Notre premiere étape sera donc de chercher quelles sont les éventuelles valeurs de h
pour lesquelles il existe x € D(T;ap) tel que p?(z) = 7~ "P~Yx. Soit x = ae + Bf un tel
élément. Alors :

p*(ae+Bf) = P*(a) (=g e + Tzas ' f) + 0 (B)(—p(@2)e — 4" f + @z (@2) ).
Et donc
—r -l = <PQ<O‘>CLPZQ2 — @*(B)d" ' + ?*(B)apze(ayz).
On en déduit Wﬂ*h(p*”a = —nMP=DB 4+ p2(3)g" ! et donc
¢2(B) ¢4(B) k—1 hp (p—1)

@) )= T P "

{—whw Vo = g (@) — $(P)p(m7)
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qu’on peut utiliser pour en déduire une seule équation vérifiée par [ :

2 i h(p=1) _ k—=1_h(p—1) _ k—1_ WZ 1)
B+ () (%Z@O(%Z)?T ¢ Cl e )

4 k=1 k-1 W% ppP+1)(p-1) =0
s <q2 b P |

Une fois de plus nous pouvons utiliser la théorie des pentes de Kedlaya : s’il existe
r = ae + Bf vérifiant ¢?(x) = 77"~z alors B est une solution de valuation enticre de
I'équation Q(¢)(8) = 0 avec ¢ = p? (et donc g = p? dans les notations de la section
et

Q=1+ (mgo(m)ﬂh(pl) — g g qlgl—_)ﬂ,h(pl)) T

k=1 k=1 D% pp241)(p-1) T2
(e |

Ainsi, une des pentes de () doit étre entiere, et nous devons donc calculer ces pentes,
qui dépendent de k. Les deux cas oul nous savons que V,wp est irréductible sont ceux ou
k — 1 n’est pas divisible par p 4 1 et

. (k:) #0etk—1<m(p+1),
o (kn;l) =0etk#m(p+1).

Dans le second cas, nous avons également £ — 1 < m(p + 1) : en effet, si k — 1 =
m(p—1)+b, le fait que (k;l) = 0 modulo p implique que b < 2m, et donc k—1 < m(p+1).
Enfin, dans les deux cas nous avons déja calculé @,z, qui est de valuation m(p — 1).

Alors les pentes de @) sont : m(p?—1) +h plk=l) o =k +11) h, et nous avons réduit le
probleme a la détermination des valeurs de h telles que 'une de ces pentes soit entiere. Il
est évident que h = k — 1 est une solution possible, et nous souhaitons montrer que c’est
la seule possible.

Mais puisque ind(wh) ~ ind(wgh), dans le cas ou la premiere pente est entiere, quitte a
changer h en ph, on peut supposer que la seconde pente est entiere, et on en déduit que

= —(k — 1) modulo p + 1.

Afin de prouver que h = k — 1, nous disposons déja d’une congruence modulo p — 1
et d'une congruence modulo p + 1, obtenues en regardant uniquement le déterminant et
I'action de ¢ sur D(ind(w})). Toutefois, ceci ne suffit pas & obtenir h de maniére unique,

sans surprise car par exemple D(ind(wh 1)) et D <1nd <wk L= 1)/2>> ont méme

déterminant et méme p-module sous-jacent. Il reste encore a exploiter ce que 'on sait
sur l'action de T'.

Or, dans D(ind(w%)), non seulement il existe un élément z non nul tel que p*(z) =

_h_
7"~V mais en plus I'un de ces tels éléments doit vérifier y(z) = <%> m
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Nous savons par les rappels de [BLZ04| effectués a la section que la matrice de
v € I" dans la base (e, f) est

( e >k—1 0
") w1 | modulo %71,
o (%)
Supposons donc que r = % € Z soit une pente entiere de @), et soit x = ae+ [f
dans D(T;ap) vérifiant ¢*(r) = —7"P~Vz avec B € k(7)) de valuation 7. Dans ce

cas, d’apres I'égalité (2), la valuation de av est alors v’ = p>r —m(p—1) + h(p — 1) < r.
Comme nous ne connaissons I'action de 7 que modulo 7*~!, nous allons donc travailler
sur la composante en e (puisque v () < v.(f)). On peut sans restriction supposer que
="+, . Alors la composante suivant e de y(z) est w(v)"” +7" o, x € kr[r].

h
Mais si y(z) = (%) " &, ceci impose w(y)” = 1, pour tout y € I'. Or ' = r modulo

p—1, et donc r = 0 modulo p — 1. On en déduit que h = —(k — 1) modulo p* — 1, et
donc Vo, = ind(wj ™).

Nous avons donc finalement prouvé le résultat suivant :

Théoréme 3.6.8. — Soit k > 2 tel que p+ 1 ne divise pas k — 1.

(1) Si (kn_ll) 20 [pl et k—1<m(p+1), alors r(k) = m, et pour vy(a,) = m, Vi, ~
ind(wh™1).

(2) Si (k;ll) =0 [p] et st k # m(p+ 1), alors r(k) = m — 1, et pour v,(a,) = m — 1,
Vk,ap ~ ind(wh ™).

3.6.5. Tableau récapitulatif. — Résumons ici les résultats obtenus dans la section
précédente.

Théoréme 3.6.9. — Soit 2 <k <p*—1, a, € Z_p, et soit m = Uﬁ%ﬂ Alors :
(1) sik—1=1(p+1),

(a) sivy(a,) > 1, alors

Vk = 'u\/?l 0 ®wl
7(11) O /’L—\/jl

(b) sivy(a,) =1, alors

. 1
Via :(w,uA 10 ) avec)\2+<%>)\+1:0.
P 0 W -1 pl

(2) sip+1 ne divise pas k — 1,
(a) si (k;) # 0 modulo p, alors Vy,,, = ind(ws ') si vy(a,) >m et
(i) sik—1>m(p+1) et vy(ay) =m, alors Vi, = ind(ws "),
(i1) sik—1<m(p+1), et vy,(a,) =m, alors

- (W 0 _ (@ \ (k-1
Via, = < 0 wklmﬂ)\1> avec \ = (pm>( . )
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(b) si (k;) = 0 modulo p, alors Vy,,, = ind(ws™") lorsque vy(a,) >m —1 et

(i) sik=m(p+1) et v,(a,) =m —1, alors

- _ (W 0 _ [ %
Via, = ( 0 wml,u,\1> avec X = (pm_1>.

(ii) si k #m(p+1) et vy(a,) =m —1, alors Vi, = ind(wh™).

Enfin, si k= p?, alors Vi, = (“‘F ;Lg) pour v,(a,) > p.

Tous ces cas apparaissent bien pour k compris entre 2p et p? (nous laissons de coté les
cas ou k < 2p — 1, puisque le résultat de [BB05| traite déja tous les cas). Par exemple,
pour des valeurs de p suffisamment grandes :

e Sim = 2, c’est-a-dire pour 2p < k< 3p—2:
— si k = 2p, alors (knzl) #0etk—1<m(p+1),
si k =2p+1, alors (k:) =0,
—sik=2p+2, alors k =m(p+ 1),
sik=2p+3,alors k—1=m(p+1),
-sike{2p+4,...,3p— 2}, alors (kn_ll) #0etk—1>m(p+1).
e Sim=23, cest-a-dire3p— 1<k <4p—3:
—si ke {3p—1,3p—2,3p}, alors (k;bl) #0etk—1<m(p+1),
~sik e {3p+1,3p+2}, alors (") =0,
—sik=3p+3,alors k=m(p+1),
—sik=3p+4,alors k—1=m(p+1),
~-sike{3p+5,...,4p — 3}, alors (k;ll) #0etk—1>m(p+1).
e Sim=p—1, cest-d-dire p* — 2p + 3 < k < p* — p+ 1, alors (knzl) =0.
e Sim = p, alors ("’;1) #Z0etk—1<m(p+1).

Les résultats que nous venons d’énoncer prouvent que Vk,ap n’est pas forcément la
méme sur le bord du disque qu’a I'intérieur du disque de convergence : dans certains cas
elle reste la méme, dans d’autres elle change.

Dans l'intervalle 1 < k < p?, lorsque la réduction change sur le bord du disque de
convergence, deux cas de figure sont possibles :
— soit Vk,ap est déja réductible a I'intérieur du disque, et reste réductible sur le bord,

— soit V;wp est irréductible a I'intérieur du disque, et devient réductible sur le bord.
Dans ces deux cas, la réduction n’est pas constante sur le bord du disque de convergence
(mais reste localement constante), et dépend de a,, et pas uniquement de v,(ay).

Enfin, notons que les résultats de Breuil dans le cas ou k = 2p + 1 prouvent que
la méthode de Berger-Li-Zhu ne fournit pas toujours le plus grand disque centré en
0 a l'intérieur duquel V;wp est constante. En effet, les calculs de Breuil prouvent que
Ve, = ind(wh™') pour v,(a,) > 1/2 alors que la valuation de convergence de la méthode
de Berger-Li-Zhu est égale a 1.
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3.7. Quelques résultats sur T;wp

Par construction, la représentation V;C’ap est semi-simple, et nous avons remarqué que
c’est parfois également le cas de Tk,ap, le réseau de Vi, a partir duquel nous calculons
la réduction. Notons bien que par le lemme de Ribet, dans le cas ou Vk,ap est réductible,
les réseaux de Vi o, ne sont pas tous extension des mémes caracteres. Les résultats qui
suivent ne s’appliquent donc qu’a Ty,,, le réseau contruit grace au module de Wach
précédemment décrit.

Dans certains cas ou Tk,ap n’est pas semi-simple, la théorie de Kummer nous per-
met d’obtenir quelques informations supplémentaires, sans toutefois nous permettre de
déterminer exactement Tk,a;r La méthode que nous proposons possede tout de méme
I’avantage de donner un résultat indépendant du réseau que nous réduisons, a condition
que celui-ci soit extension des mémes caracteres que Tmp.

Nous nous limitons en pratique a I'étude des représentations qui sont extension de
kr par kr(w). En effet, si x : Gq, — kj est un caractere, alors Ext'(kr,kr(x)) =
HY(Qy, k(X)) est de dimension un, sauf si Y = w, auquel cas Ext'(kp,kz(1)) =
HY(Q,, k(1)) est de dimension deux sur k. Alors il est possible de distinguer un peu
plus subtilement les extensions possibles de kj, par k7 (1) (alors que pour x # w, la seule
véritable distinction étant entre extension scindée ou extension non scindée).

3.7.1. Rappels sur la théorie de Kummer. — Pour tout n > 1, on dispose de la
suite exacte courte suivante

0 Lpn \Q;LQ;—>O

qui induit la suite exacte longue de cohomologie

0 — 0 Q o QF —— HYQuu) — HYQ,. Q).

Ainsi, on dispose pour tout n d’une application Q) — H Y(Qy,, ppn), qui en passant &
la limite donne lieu a une application

Q) — HI(QPJ&nﬂp”) = H'(Qp, Zy(1)).

De plus, Hl(Qp,G:) = 0 par le théoreme 90 de Hilbert, de sorte qu'on dispose
d’un isomorphisme H'(Q,, i) =~ Q, /(Q,)P. De plus, en tant que Gal(Qp/Qp)—module,
pp = Fp(1), d'ott un isomorphisme Q) /(Q,)? =~ H'(Q,,F,(1)), appelé application de
Kummer.

En outre, Q/(Q, )P = (p) x (1 +p) = F, x F}, car p et 1+ p sont tous deux d’ordre p
et indépendants dans le quotient.

En tensorisant par kr, on obtient un isomorphisme explicite : k3 — H'(Q,, k1(1)).

Définition 3.7.1. — Un cocycle non nul de Z*(Q,, k.(1)) est dit peu ramifié si son
image par lapplication de Kummer est dans {0} x k. Dans le cas contraire, il est dit
tres ramifié.
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3.7.2. Cocycles et extensions. — Soit V' une représentation p-adique de Gq, telle
que V= (‘g (1)) Soient T} et T, deux réseaux de V', de sorte que Tlss = Tgss =V.Ona
alors T; = (4 §), ot ¢1, ¢2 sont des 1-cocycles & valeurs dans F,(1) = F,(1).

On peut en outre supposer (grace au lemme de Ribet) que T'; et Ty ne sont pas semi-
simples, de sorte que ¢y, c5 sont tous deux non nuls.

Proposition 3.7.2. — Sous les hypothese précédentes, les classes de ¢ et co dans
HY(Q,, Fy(1)) sont colinéaires.

Démonstration. — Par hypothese, il existe des bases (eq, e3) de Ty et (fi, fo) de Ty telles
que dans les bases (€1,) et (fy, f,) on aie T; = (§ ).

Quitte a échanger T7 et Ty, a les multiplier par une puissance de p et a changer les bases
(autant d’opérations qui ne changent pas les classes des cocycles dans H*(Q,, F,(1))), on
peut supposer que Ty C Ty, e; = fi1, et que ea = afy + B[, avec § € Z; et o € pZy,.

Dans ces nouvelles bases, I'action de Gq, sur 7T; est donnée par :
Xeyel + pail [Cl] + pal2 i
( pdi 1+ pai avec a; : Gq, — Zy.

Alors la composante en e; de g(ey) est [c1(g)] + pai(g).
Un calcul dans 715 donne

g(e2) = g(afi+Bf2) = a((Xeya(9)+paz(9)) fi+pa3(g) f2)+6(([c2(9)]+pa3(9)) f1+(14+pai(g)) f2).
On en déduit

(Xeyel(9) + pai(9)) + B(lea(9)] + paz(9)) = [e1(9)] + pas(g)
ce qui apres réduction modulo p donne ¢;(g) = Bea(g). O

Puisque H'(Q,, F,(1)) est de dimension 2 sur F,, dans I'espace projectif P(Ext'(F,, F,(1))
il y a p+ 1 classes d’extensions de la représentation triviale par F,(1) : la classe de
I’extension triviale, une classe correspondant aux extensions peu ramifiées, les p — 1
autres correspondant aux extensions tres ramifiées.
Notons que le fait que la réduction d’'un réseau soit peu ou tres ramifiée ne dépend que
de la représentation p-adique V, et pas d'un réseau extension de Z, par Z,(1) de V par
la proposition précédente.

3.7.3. Détermination de l’application de Kummer en termes de (p,I)-
modules. — Dans cette partie, nous cherchons un critere permettant de déterminer si
un (¢, I')-module sur k. (7)), extension non triviale de k(7)) par D(k.(1)) correspond
a une extension peu ramifiée ou tres ramifiée. Nous utilisons a cette fin des résultats de
Benois et de Colmez.

Colmez a construit dans [Coll0a, Proposition VII.3.7], pour tout couple (o, 8) € k?,
un (¢, I')-module D, s = ki(7))e1 ® kr((7))e2 extension de D(k) par D(kL(1)), tel que
les actions de ¢ et I' sont données par :

p(e1) = e1,p(e2) = ex + xq pe1,y(€1) = w(y)er, v(e2) = ex + 70(7)Ya,pe1
avec To(y) = 7%1 10g(Xeyel (7)) € Z)Yap € 2ki[7] et xap € k(7). 1 prouve alors que
Papplication (o, 3) = D, g est un isomorphisme entre k2 et Ext'(kr, k7 (1)). Nous allons
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ici étudier le lien entre cette application et 'application de Kummer.

Soit C'= C(Z,(1)) le complexe de Herr associé a Z,(1), donné par :
0 —= D(Z,(1)) = D(Z,(1)) © D(Zy(1)) = D(Z,(1)) = 0
ou les deux fleches du milieu sont données par
a = ((p—1Da, (v = Da) et (a1, a2) = (v = Dax + (1 = p)a,

avec vy un générateur de I'. Herr a prouvé dans [Her98|] que la cohomologie de ce complexe
est isomorphe a la cohomologie galoisienne de Z,(1).

De plus, la réduction modulo p de ce complexe fournit un isomorphisme entre la co-
homologie du complexe de Herr associé¢ a D(F,(1)) et la cohomologie galoisienne de F,(1).

A une extension de F, par F,,(1) correspond un élément de la cohomologie du complexe
de Herr de F,(1), qui est défini de la maniére suivante : si 'extension est telle que

et = (3 1) et i) = (44 9)

alors on lui associe cl(f,g) € H'(C(F,(1))). On vérifie aisément que cette application
est bien définie, c’est-a-dire qu'un changement de base de modifie le cocycle que d'un
cobord, et donc ne change pas la classe dans la cohomologie.

De méme, il est aisé de vérifier que le résidu en 0 de y ne dépend que du choix d'un
représentant de cl(x,y).

Pour la suite, nous avons besoin de résultats de Benois ([Ben00|]) sur Iapplication de
Kummer en caractéristique nulle, que nous rappelons ici.

Soit R =1+ (p,m)Z,[r], | Vapplication [ : F(r) € R — <1 - %) log(F(m)) et 7 =
On note & une base de D(Z,(1)) et D l'opérateur D = (14 m)-L.

1,1
> T3

Lemme 3.7.8 (|Ben00, Lemme 2.1.3]). — Soit F(w) € R et f(w) = I(F(w)). Alors
pour tout v € T', il existe un unique ap~(m) € Zy[r] tel que :

- (v = Dlary(m)e) = (v = D(f(m)7e),
— ap (1) = (1 = Xeya(7))D(log F(m)) modulo .

Proposition 3.7.4 ([Ben00, Proposition 2.1.5]). — Soit + : R — HY(C) le mor-
phisme F(m) — cl(f(m)7 - €,ap,(7) - €) ou f(w) = I(F(n)), et soit p : F +— F(0) le
morphisme d’évaluation en zéro. Alors le diagramme suivant commute :

R———= H'(0)
ok
5
Q) —> H'(Qy, Zy(1))
ot h' est lisomorphisme de Herr en degré 1 et § est lapplication de Kummer.

Nous utilisons ce résultat ainsi que celui de Colmez décrit plus haut pour en déduire
le résultat suivant :
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Proposition 3.7.5. — Soit V une représentation p-adique de dimension 2 de Gq, telle
que la réduction d’un réseau de V' soit une extension non triviale de ¥, par F,(1), pour
laquelle la matrice dun générateur v de I' est donnée par (“5 ?f) Alors cette extension
est peu ramifiée si et seulement si le résidu de y en 0 est nul.

Démonstration. — Partant d’'un élément peu ramifié¢ non nul (0,b) € F3 = (p) x (14+p) =
Q, /(Q, )7, on peut le relever dans Q) en (1 +p)b. Puisque p est I'évaluation en zéro, on
peut le relever dans R par la série constante F(7) = (14p)! ot [b] désigne le relévement
de Teichmuller de b. Alors [(F(7)) = f(7) = —[b]’%l log(1+p), et ap~(m) = 0 modulo .
Ainsi, (') (F(n)) = cl(f(7)T &, ap,(7) - €). En réduisant modulo p, I'image réciproque
par 7' de (0,b) € F2 ~ H'(Q,, Fp(1)) est donc un élément cl(x,y) avec y de résidu nul.
Le résultat de Colmez permet de conclure par cardinalité puisqu’il y a exactement p — 1
extensions non triviales telles que le résidu de y soit nul. O

La encore, ce résultat reste valable apres tensorisation par ky,.

3.7.4. Application a I’étude de T;wp. — Ce qui a été dit précédemment peut étre

utilisé afin d’étudier un peu plus finement le réseau Tk,ap, lorsque cela a un sens que de

parler d’extension peu ou tres ramifiée. C’est le cas lorsque T;ap = (“’TO+1 J’“) & Hrgy -
Par les calculs de la section [3.6| ceci ne se produit que dans deux cas :

—sik=m(p+1), vy(a,) =m —1et A\ = =£1, mais par la remarque m, Tk, est
semi-simple, donc nous excluons ce cas.
~sik—1=m(p+1)+1, v,(a,) =met (%) = +1.
Nous nous placons donc dans le second cas. Alors en reprenant les notations de la
section nous avons un sous-(y, I')-module de D(T;ap) dont une base est 0 = —e +
o f, avec x = amP™ et y = B, et donc z,y € k[7].

On peut alors prendre (5, W+“> comme base de D(T;ap). Dans cette base, on a bien

évidemment v(6) = w™™J, mais aussi

! (yﬂpi“) - v(y)v(lﬂ)pm“ <7(/\A++))k_1 i WW“

avec * € kp[r]e @ kp[r]f.
La composante en f est donc de la forme Wﬂk_l*.

Or, puisque m > 1, v <yﬂp—fn+1> = wmkL(y).e+%- f, avec x € 7171k, [x]. Toujours

—k

dans la méme base de D(T', , ), on peut donc écrire

Mat(p) = (3 *;) ot Mat(y) = (“’Wg_m ”:E;:T?).

Apres torsion par w™ !y, on obtient une extension du (¢, I')-module trivial par celui de

k1 (1), extension dont la classe dans la cohomologie du complexe de Herr est donnée par
cl(xy, 7~ 1=mP=1)) . Par la proposition [3.7.5 cette extension est peu ramifiée. On a donc
prouvé le résultat suivant :
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Proposition 3.7.6. — Sik—1=m(p+1)+1, v,(a,) =m et A= (;—,ﬁ) = =+1, alors

— W x i
Ty, = (0 1) ® paw ™"

ot x est non-trivial et peu ramifié.

Remarque 3.7.7. — On retrouve la le résultat du théoreme 2.2.5 de [BB05| qui traite
le cas k =p+ 3.

3.8. Les limites de la méthode de Berger-Li-Zhu

La méthode que nous avons utilisée pour déterminer Vk,ap repose sur le fait qu’il est
possible de construire un module de Wach d’un réseau de V', sur lequel I'action de ¢ est
suffisamment compatible avec la filtration pour simplifier des calculs. En particulier, le
fait qu’il existe une base du module de Wach telle que la premiere colonne de la matrice
de ¢ dans cette base soit a coefficients dans qk_lAap facilite grandement les calculs. Il est
donc légitime de se demander s’il existe toujours une telle base. La réponse est négative,
et nous prouvons qu’essentiellement, cela n’arrive que dans les cas que nous avons traités
précédemment, c’est-a-dire pour v,(a,) > r(k), ou si a, est une unité p-adique.

Dans tout ce qui suit, s’il n’y a pas d’ambiguité, on note x; les coefficients d’un élément
T € Aap ® L. Commencons par un lemme facile mais que nous utiliserons a plusieurs
reprises par la suite :

Lemme 3.8.1. — Soit x € Aap. Alors x est divisible par m si et seulement si p(x) est
divisible par q.

Démonstration. — Rappelons que ¢(m) = gm. Alors, si ¢ = wb, p(z) = @(m)p(b) =
qrp(b).
Inversement, si xo # 0, alors p(z) = x¢ + g(mx1 + ... ) n'est pas divisible par ¢. ]

Soit donc k > 2, a, € Z_p, et L une extension finie de Q,, telle que a, € Oy, et supposons
que le module de Wach Ny d’un réseau de Vj,,, possede une base (e, f) sur Aap ® O,
telle que la matrice de ¢ dans cette base soit

k—1
B (¢ a b
M = Matyp = (qk_lc d)
avec a, b, c,d € Aap ® Op.

Puisque det(Viq,) = wF1 et que le déterminant de la matrice de ¢ est bien défini

a multiplication par un élément de 1 + W(Aap ® Op) pres, le déterminant de M est
¢ x T, avecT €1+ WAJ(SP ® Op,. C’est donc que ad — be € 1 + W(Aap ® Oy).
Comme 'anneau Aap ® O, est local, d’idéal maximal (my, ), le coefficient constant de

ad — be est donc dans OF. On en déduit également que soit a soit ¢ est une unité de
A, @05

Nous allons prouver que :
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— si ¢ est une unité, alors v,(a,) > r(k), ou (k) désigne la valuation de convergence,

~si ¢ n'est pas une unité (et donc a est une unité), alors a, € OF C Z, , et
donc comme expliqué a la remarque |3.1.11) V4 o, est réductible, et Vi 4, est égale a
Hay D u@awk_l.

3.8.1. Le cas ou ¢ n’est pas une unité.— Supposons que ¢ ne soit pas inversible
dans Aap ® Op. En particulier, par ce qui a été dit précédemment, a est une unité.
Alors (29 £) est une base de Ny, car

q

w(e)

¢ -

ae +cf
possede (dans la base (e, f)) une composante en e qui est une unité.

Dans cette nouvelle base,

p(f) = be +df
_ byle)
- &qkfl

b
:be—l—af—l—/\f.

+\f avecAEABp@OL

On en déduit que d = gc + A, et donc que A = —%(ad — be). De méme,
o(e
(59 — s os
= ¢(a) (¢""ae + ¢"'cf) + o(c) (be + df ).

La composante en e de ¢ (ﬁ(f)l) est donc p(a)g*ta + ¢(c)b. Donc

= | pla)g"™ cé T uf, avec p € Ag ® Oy
¢ (¢%€)> < (a)g" "+ @(0) ) ole) &

g1 a) ¢+

Mais alors
k-1 k-1 b
wle)d+ ¢(a)d" ¢ = pla)cg" " + @(c)ca +v.

On en déduit que v = p(c) (d — c2).

Nous avons donc prouvé que dans la base “pk(_el, , la matrice de ¢ est
q
VN O et OF .
o(c) (d—12) —L(ad —bc) )

Sa trace est p(a)g" ' + ¢(c)2 — L(ad — be). Modulo 7, elle est donc égale & agp*~" — dy.
Puisque ad —bc est une unité, et que c ne 'est pas, d est également une unité de Aap ®0Op,
de sorte que dy € OF. Ainsi,

(trM’ ( modulo 7)) € OF.

Or, cette trace est égale a a,. On en déduit comme annoncé que a, € OF.
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Remarque 3.8.2. — Le résultat obtenu porte sur a,, et donc sur V., et pas seulement
sur le réseau dont N, était le module de Wach.

3.8.2. Le cas ol ¢ est une unité.— Si ¢ est une unité de Aap ® O, alors <e, ﬂ(ﬂ)

est une base de Ny, car la composante en f de (ﬂ(_e)l est c.

_Q

Dans cette base, la matrice de ¢ est de la forme <qk01 i , avec \, vV € Aap ® Or.

Puisque la trace de cette matrice est la méme que celle du Frobenius de Dy, 4, le coefficient
constant de v est a,. En particulier, v est inversible dans B5p®L, mais pas nécessairement

dans Aap ® Oyp. De plus, comme le déterminant de la matrice de ¢ est —¢*~ !\, on en en
déduit que A € —1 + W(Aap ® Op).

Lemme 3.8.3. — Pour tout a € 1+m(B§, ® L), il existe un unique v € 14+ 7(B§, @ L)
tel que ©*(v) = az.

Démonstration. — Notons a = Y, a;7* et x = ). ;m/. Alors on cherche x tel que
§ " § § n
TpT = QL7
n n 1+j=n

L’existence et 'unicité sont immédiates en remarquant que x; est une combinaison linéaire
des z;, pour j < 1. O

Soit donc § € A ® O tel que ¢*(8) = —A714.

Alors ((56, ‘Z,gi?) est une base de N, dans laquelle la matrice de ¢ est

0 £ 0 —1 A
P = - 20 | = <qk_1 1/) avec V' unité de Bap ® L.

5 14

Nous notons désormais (¢’, f') cette nouvelle base de Ny.

a1
as
La relation Pyp(Q,) = Q,y(P) s’écrit alors

<q’“‘190(;19§(132’90(a3) qk‘lso(;;(i%’w(w)) - (qko‘l _V’l > <ZEZ;§ ZEZED

B <Z; Zj)(v(q())’” vzvl’))

Pour v € I, notons @, = 22) la matrice de 'action de v dans la base (¢, f').
4

On en déduit le systeme d’équations

(3a) —p(as) = agy(q)"™
(3b) —o(as) = —ay + asy (V)
E3c) q]]::190(a1) + vV p(as) = asy(q)*!

3d) ¢" " plaz) + V'p(as) = —az + asy (V).
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De I'équation (3al), on déduit que ¢(a3) est divisible par ¢! (car ¢ divise v(q)), et
donc par le lemme [3.8.1] que a3 = 0 modulo 7%~'. Ainsi, ay = 0 modulo 7#~1.
Ceci implique alors, par I'équation (3b)) que ¢(as) = a; modulo 7¢~1.
Par I'équation (3d), on déduit que /¢ (ay) = asy(v') modulo 7%, et donc
Vay = ayy(v') modulo 771

Puisque par hypothese v/ est une unité de Bap ® L, on a alors

v ay

1) ar

) = 2l84) "ot donc

e(a1)

4 4 qk—l
¥ = K
(7(V’)> el ()

Notons qu’il est bien possible de diviser (dans Bap ® L) par a; dans I’équation précédente,
car aq, az étant nuls modulo 7, a; et ay doivent étre des unités.

y(v)

On en déduit que ¢ (

Lemme 3.8.4. — Quel que soita € 1+ F(Bap ® L), ’équation xp(x) = a posséde une
unique solution x unitaire dans Bap ® L (resp. (Bap ® L)/7™).

s on. — Eeri = i & = I =
Démonstration. — Ecrivons a = 3°,oga;7', et de méme, x = > x;m7. Alors p(x) =

e
> is0 %™, et donc

(Zm]‘) (Zmpk) Y | w =Y

§>0 k>0 >0 \ j4ph—i i=0
Ainsi, chaque z; est uniquement déterminé par les a; et les x;, pour j < 7. On en déduit

a la fois I'existence et 'unicité de la solution. O

Corollaire 3.8.5. — L’équation xp(x) = 'yg:)% possede une unique solution unitaire

k—1 k-1
dans Bap ® L (respectivement (Bap ® L)/7™), égale a (i—;) (183) , (resp.
A ot 1(A4) bl d 7"
v SO0 mod 7" ).

Démonstration. — Pour 'existence et I'unicité, il suffit d’appliquer le lemme précédent

1 .
avec a = VEIq)ﬁ. Pour la valeur exacte, il suffit de remarquer que

o) (5) ()8 ) e

O

Puisque 7(”;,) est unitaire et vérifie ,y(”;,)gp (72’;,)> = vg;);l,l modulo 751 on en déduit
e L = (’\—)k_l (7(A+)>k_1 modulo 7#~!
qaue son = (3F YO :

On prouve de maniere analogue au lemme le résultat suivant :
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Lemme 3.8.6. — Pour tout a € 1+ W(Bap ® L)/7", et tout xy € O, Uéquation
x = ay(x) posséde une unique solution x de coefficient constant xo dans (Bap ® L)/7".

Mais nous connaissons I'unique solution unitaire a I’équation précédente, puisque
<)\__>k—1 _ (/\__>k—1 (7(/\+))k—1 (7()\_)>k—1
At At v(A-) v7(A+)
Comme le coefficient constant de ' est égal a a,, on a donc

\ o\ A1
V' =a, (—) modulo 771,
X
Mais puisque v/ € Aap ® Oy, on en déduit que
\ o\ k1 . .
a |\ 3o modulo 77" € Ag ® O = Op[n].
+

Ceci est exactement la définition de v,(a,) > r(k) : a, appartient au disque de conver-
gence fermé.

Finalement, nous avons prouvé le résultat suivant :

Proposition 3.8.7. — Soitk > 2 et a, € Oy tels qu’il existe un réseau de Vy', ~dont le
module de Wach posséde une base dans laquelle la matrice de ¢ est de la forme

kfla b
M = Matyp = (gk—lc d)
avee a,b,c,d € Ay, @ Op. Alors soit vy(a,) =0, soit v,(a,) > r(k).

Par conséquent, la limitation sur v,(a,) qui marque la limite de la méthode que nous
avons utilisée semble étre une limite naturelle, et on peut s’attendre a ce que le calcul
des V4, pour a, hors du disque de convergence soit de nature différente.
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Nous nous intéressons dans cette partie aux représentations lisses irréductibles d’un
sous-groupe de Borel de GL2(Q),) sur un corps de caractéristique p. En particulier, nous
démontrons un théoreme de classification de telles représentations en termes de (¢, I')-
modules, ce qui mene pour les corps finis ou algébriquement clos a une inteprétation
galoisienne.

4.1. Rappels et préliminaires sur les représentations de groupes localement
profinis

4.1.1. Représentations lisses. — Si GG est un groupe localement profini, on appelle
représentation k-linéaire de G un morphisme de groupes G — Autg (V) ot V est un k-
espace vectoriel. La représentation m : G — Autg (V) est dite lisse si pour tout v € V|
Stabg(v) = {g € G : g - v = v} est un sous-groupe ouvert de G.

Proposition 4.1.1. — 7 : G — Autg(V) est lisse si et seulement si G x V. — V :
(g,v) = m(g)(v) est continue lorsque V' est muni de la topologie discreéte.

Démonstration. — Supposons que 'action de G sur V soit continue lorsque V' est muni
de la topologie discrete. Alors I'image réciproque de v par I'application (g,v) — ¢ - v est
un ouvert de G x V qui contient (1,v), et donc doit en contenir un voisinage ouvert. Par
définition de la topologie produit, elle contient un ensemble de la forme G, x {v}, avec
G, sous-groupe ouvert compact de G, et alors ce sous-groupe stabilise v, ce qui prouve
que la représentation est lisse.

Inversement, supposons que 7 soit une représentation lisse de G, et soit H un sous-
groupe ouvert compact fixant 0. Alors H x {0} est un ouvert de G x V qui est dans
'image réciproque de 0 par application (g,v) — g - v, et donc 'action est continue si V/
est muni de la topologie discrete. O]

En particulier, si 7 est une représentation lisse, on a V' = |, V* ot 'union porte sur
tous les sous-groupes ouverts de G et V' désigne les invariants sous H. La représentation
7 est dite admissible si de plus V# est un k-espace vectoriel de dimension finie pour tout
sous-groupe ouvert compact H.

Rappelons le résultat classique suivant :

Proposition 4.1.2. — Soit V' un espace vectoriel sur k un corps de caractéristique p,
et G un pro-p-groupe agissant de maniere lisse sur V. Alors il existe v € V non nul, fixe
sous l'action de G.

Démonstration. — 11 est classique qu'un p-groupe agissant linéairement sur un k-espace
vectoriel de dimension finie possede toujours un point fixe (voir [Ser78, Proposition 26]).
Soit donc v € V' non nul. Par lissité de I'action de G, le stabilisateur Stab(v) est un sous-
groupe ouvert de GG, et donc est d’indice fini. Ceci prouve que la sous-G-représentation
W de V engendrée par v est de dimension finie sur k.

Soit alors (wy, ...,w,) une base de W sur k, et H = (), Stab(v;). C’est un sous-groupe
d’indice fini de G, qui agit trivialement sur W. Ainsi, G agit sur W a travers G/H,
qui est un p-groupe fini. Si w € W est un point fixe non nul pour cette action, alors
we W cVve, m
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Nous aurons besoin par la suite de connaitre les représentations lisses irréductibles et
de dimension finie de Z, elles sont classées par le résultat suivant :

Proposition 4.1.3. — Soit k un corps de caractéristique p et p : Z; — Autg (V') une
représentation lisse, irréductible, de dimension finie de Z,. Alors V' est de dimension 1,
et p est entierement déterminée par l'image d’une racine primitive (p—1)-ieme de ['unité.

Démonstration. — Commencons par remarquer que ZX = p1, 1(Qp) x (1+pZ,). Puisque
1 4 pZ, est un pro-p-groupe, V7% 2 {0}, et puisque Z} est abélien, V'*P% est une
sous-représentation de V, donc si V est irréductible, V*P%» = Vet 'action de Z; se
factorise en une action de p,-1(Q,).

Puisque p,-1(Q,) est un groupe abélien fini d’ordre premier a p, ses représentations
irréductibles sont toutes des caracteres, et on en déduit que V' est de dimension 1, et que
p est entierement déterminée par 'image d’un générateur de p,_1(Q,). O]

On note w : Z; — F; C k™ le caractere qui a x € Z, associe sa réduction modulo
p. La proposition précédente prouve qu'un caractere lisse de Z; est une puissance de
w. De maniere plus précise, si x est un caractere lisse de Z;, alors il existe un unique

r€40,...,p—2} tel que x = w". De méme, si A € k™, on note p, : Q, — k™ le caractere
T A@),

Remarque 4.1.4. — Ces notations sont cohérentes avec les notations du chapitre [2] et
I'isomorphisme du corps de classes : Wal; ~ Q.

Proposition 4.1.5. — Soit x : QF — k™ un caractere lisse de Q. Alors il existe
A€ kX etre€d{0,...,p— 2}, uniquement déterminés, tels que x = w"puy.
Démonstration. — Si on note A = x(p), alors le résultat découle immédiatement de la
proposition {.1.3] O

De méme, on peut classifier les représentations irréductibles de Q; :

Proposition 4.1.6. — Soit p: Q) — Auty(V) une représentation lisse irréductible de
Q, - Alors V est de dimension finie, et il exviste f € Auty(V), et v € {0,...,p — 2} tels
que

p(p o) - v =w"(20) f"(v),Vn € L, Vag € L), Vv EV.

Démonstration. — Puisque 1+ pZ, est un pro-p-groupe, V7% n’est pas réduit a 0. Or
par commutativité de Q,;, il s’agit d’une sous-représentation de V', et donc V' = Vi+rZy .
1+ pZ, agit trivialement. Ainsi, ZX agit sur V via ZX /(1 +pZ,), et si g € Z), alors g"~"
agit trivialement, de sorte que V = @/\GF; V9= et donc V = @f;} V.-, ou laction de
Z; sur V,r est scalaire, donnée par w".

Mais V,,» est alors une sous-représentation de V', et par irréductibilité, il existe r tel que
V=V,.

Alors V(w™") est une représentation irréductible de Q) /Zy = Z, et par conséquent est
un quotient irréductible de k[X, X '] et donc est de dimension finie.

On a alors le résultat annoncé, f étant I’endomorphisme de V' correspondant a ’action
de p. O
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4.1.2. Induites compactes. — Si GG est un groupe localement profini, H un sous-
groupe ouvert de G et o : H — Aut,(V) une représentation lisse de H, on note ind%o
I'induite compacte de o.
Plus précisément, indga est 'espace des fonctions f : G — V, a support compact modulo
H, telles que :
= f(hg) = o(h)f(g),Vh € H,Vg € G,
— il existe un sous-groupe ouvert compact K de G (dépendant de f) tel que f(gz) =
flg),Vg € G,Vx € K.
On munit ind$e dune action de G par (g - f)(z) = f(zg), et alors ind%o est une
représentation lisse de G.
SiveVetge G, onnote [g,v] I'élément de ind%o défini par

l9,0](z) = {gug)(v) dsciy

Alors il est aisé de voir que tout élément de ind%o s’écrit comme combinaison linéaire de
telles fonctions. De plus, on a
- glg’,v] =99, v],Vg,9' € G,Vv eV
— [gh,v] =[g,0(h)(v)],Yg € G,Yh € H,Yv € V.
Dans le cas ot ¢ est un caractere lisse de H, on note [g] au lieu de [g, 1], et alors
les [g], pour g parcourant un systéme de représentants de G/ H forment une base de indga.

Proposition 4.1.7 (Réciprocité de Frobenius). — Soit H un sous-groupe ouvert
de G, o une représentation lisse de H et m une représentation lisse de G. Alors il existe
un isomorphisme :

Homg(indG o, ) — Homp (o, mx ).

Démonstration. — Nous ne donnons pas tous les détails, pour cela, on pourra par exemple
se reporter & [BL94], mais nous contentons de donner explicitement les isomorphismes,
ce qui nous sera utile par la suite.

Si ® € Homg(ind%o, 7), alors on lui associe application ¢ : ¢ — m définie par ¢(v) =
o ([1,v]).

Inversement, si ¢ € Hompg (o, mx), on lui associe @ : indga — 7 définie par

e(f) = Y wla")o(f(2)).

zeH\G

On peut alors montrer que ces deux applications sont inverses I'une de l'autre, d’ou le
résultat. O]

4.1.3. Représentations de GL,(Q,) en caractéristique p. — La théorie des
représentations lisses irréductibles de GL2(Q,) sur un corps de caractéristique ¢, ¢ # p
est bien connue, on pourra par exemple consulter [BHO6| pour le cas de la caractéristique
nulle et [Vigd6| pour ¢ premier différent de p.

En caractéristique p, bien que la situtation soit différente, des résultats de Barthel-Livné
([BL94]) et Breuil ([Bre03a]) ont permis de donner une classification complete des
représentations lisses irréductibles de GL2(Q,), au moins dans le cas ou le corps des
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coefficients est algébriquement clos. Nous rappelons ici cette classification.

Notons G = GL2(Q,), K¢ = GLs(Z,) un sous-groupe compact maximal de G, B le
sous-groupe de Borel de G formé des matrices triangulaires supérieures et Z = Q' - 1d le
centre de G. Jusqu’a la fin de la section 4.1.3] nous ne considérons que le cas d’un corps
k de caractéristique p et algébriquement clos.

Si 7 > 0, alors Sym” k? s’identifie & I'espace des polynomes homogenes de degré r en
deux variables X et Y, et il est muni d’une action de K¢ définie par

(Z Z) CXIYT = (aX 4 Y ) (bX +dY) .

On étend par inflation cette action a K¢ Z en faisant agir (82) trivialement. Barthel

et Livné prouvent alors que les Sym” k2> @ det™, avec 0 < r <p—1let0<m <p—1

décrivent I'ensemble des représentations lisses irréductibles de dimension finie de K.

Soit H(Kg Z, imdgG 2 Sym’” k%) = Endg(imd%G , Sym” k?) 'algebre de Hecke de imdgG 7 Sym” k2.

Il est possible d’interpréter H(Kq Z, ind$; oz Sym” k?) comme un espace de fonctions sur

I'ensemble des doubles classes KgZ\ G /Kg. Le produit de deux telles fonctions est

alors un produit de convolution. Barthel et Livné prouvent l'existence d’un opérateur

T € H(Kg Z,ind%GZ Sym" k?), correspondant & la double classe K Z(29) Kg tel que

I’algebre de Hecke soit 1’algebre des polynomes en T : H(Kg Z, indS oz Sym" k?) = E[T].

Pour A € k%, 0 < r < p—1let x: Q) — k™ un caractere lisse, on note 7(A, 7, x) la

représentation lisse

indg ., Sym" k?
(T'=A)

Barthel et Livné ont alors démontré les résultats suivants :

Proposition 4.1.8. — (1) Si X # 0 et (r,\) & {(0,£1),(p — 1,£1)}, alors w(r, A, x)

est irréductible, et est isomorphe a la tordue par un caractere d’une induite parabolique
(induction a G d’un caractére d’un sous-groupe de Borel). En particulier m(r,\, 1) =~

ind§ (ju) ® prrw").

m(r, A, x) = ® (x o det).

(2) L’induite parabolique ind51 se décompose en
0—1—ind§1 — St —0
ot St est une représentation irréductible de G.

(8) Un quotient irréductible de w(r,0,x) n'est pas quotient d’une induite parabolique.

Les m(r, A, x) irréductibles, avec A # 0 sont appelées séries principales, St est appelée
représentation de Steinberg ou représentation spéciale, et les quotients irréductibles de
m(r,0,x) sont appelées représentations supersingulieres. Ces derniers sont exactement
les représentations supercuspidales, c¢’est-a-dire les représentations qui ne sont pas sous-
quotients d’induites paraboliques.

Tous les résultats énoncés jusqu’a présent restent valables si 'on remplace GL2(Q,) par
GLy(F), ou F est une extension finie de Q,. Mais certains phénomenes sont propres a
Q, : Breuil a prouvé ([Bre03a]) que les 7(r, 0, x) étaient irréductibles, classifiant ainsi les
représentations supersingulieres.

Des que F' # Q,, ces résultats ne sont plus valables, et il existe beaucoup plus de
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supersingulieres (cf. [BP12]), méme dans le cas ou [F: Q] = 2.

Des résultats de Barthel et Livné, couplés au résultat précédent de Breuil permettent
alors d’énoncer une classification complete des représentations irréductibles de G :

Théoréme 4.1.9. — Une représentation lisse irréductible de G, admettant un caractére
central, est, a isomorphisme pres, d’un des quatre types suivants :
— une représentation de dimension un : x o det, ot x : Q) — k™ est un caractere
lisse,
— une tordue de la Steinberg : St oy,
— une série principale : w(r, A, x), avec A # 0 et (r,\) € {(0,£1),(p —1,%+1)},
— une supersinguliére m(r,0,x), 0 <r <p-—1.
De plus, il n’existe pas d’isomorphismes entre ces différentes catégories, et les seuls
entrelacements non triviauz sont :
- SiAN#£0 et (r,\) €{(0,£1),(p—1,£1)}, alors w(r, A\, x) >~ w(r, =\, xp—1).
- SiA#0 et A # £1, alors 7(0, A\, x) ~7(p— 1, A, x).
N 7T(T, 07 X) = 7T(7“, 07 Xﬂfl) = 7T<p —-1- Ty 07 pr) = W(p —-1- Ty Oa pr,ufl)'

En particulier, les seules représentations de dimension finie sont les caracteres, et
toutes les représentations lisses irréductibles de GL2(Q,) sont de présentation finie (au
sens de [Hul2|), et admissibles.

Berger a prouvé dans [Berllal, en utilisant cette classification, que toute représentation
lisse irréductible de G admet un caractere central, et donc est d’un des types précédents.

Enfin, & partir de cette classification, Breuil a proposé dans [Bre03b| une correspon-
dance de Langlands semi-simple, mettant en bijection certaines représentations semi-
simples de G avec les représentations semi-simples de dimension 2 de Gal(Q_p/ Q,). De
maniere précise : si on note [p — 3 — r] 'unique entier dans {0,...,p — 2} congru a
p — 3 —r modulo p — 1, alors la correspondance de Breuil est la suivante : pour r €
{0,...,p—1}, A€ F, et x: Q, — F_pX un caractere lisse,

- SiA=0,
ind$_, Sym" F,’
ind r+1 , y KagZ p
ind(w; ™) @ x 7
- SiA#0,
. G r=2\ S8 . G [p—3—] —9\ Ss
Wrpptx 0 indg_ 7 Sym" F, indg 7 Sym F,

En particulier, cette correspondance associe les représentations supersingulieres aux
représentations irréductibles de Gal(Q,/Q,). Cette correspondance est a la base du
développement du programme de Langlands p-adique, et en particulier, la correspon-
dance de Langlands p-adique est compatible avec la correspondance semi-simple de Breuil.

La connaissance des représentations irréductibles de G permet de construire des
représentations de B par restriction, et Berger a prouvé, via la correspondance de Lan-
glands p-adique, que la plupart des représentations obtenues étaient encore irréductibles
en tant que représentations du Borel :



4.2. DUAL DES REPRESENTATIONS LISSES 81

Proposition 4.1.10 ([BerlOb, Théoreme B|). — Soit II une représentation lisse
wrréductible de G.
— Si11 est un caractere, une série spéciale ou une supersinguliére, alors sa restriction
a B est encore irréductible.
— Si Il est une série principale isomorphe a indgal ® o9, alors sa restriction a B est
de longueur 2 est possede o1 ® g9 comme sous-représentation.

Notons que ce résultat a été également prouvé par Paskunas dans [Pas07] uniquement
avec des outils de théorie des représentations.

4.2. Dual des représentations lisses

Dans toute cette partie, nous considérons k un corps quelconque muni de la topologie
discrete. Les résultats des sections et ont été prouvés par Lefschetz dans [Lef42].

4.2.1. Espaces linéairement compacts et espaces de prodimension finie. —
On note EVgic(k) la catégorie dont les objets sont les k-espaces vectoriels discrets et les
morphismes sont les applications k-linéaires.

On note EV,4¢(k) la catégorie dont les objets sont les k-espaces vectoriels de prodimen-
sion finie, ¢’est-a-dire limite projective de k-espaces vectoriels discrets de dimension finie.
Les morphismes de EV,4¢(k) sont les applications k-linéaires continues.

Définition 4.2.1. — Un k-espace vectoriel V' est appelé k-espace vectoriel topologique
si ¢’est un groupe topologique abélien tel que

— V est un espace topologique séparé,

— lapplication &k x V'— V : (A, z) — X\ -z est continue.
On dit que la topologie de E est linéaire si 0 possede une base de voisinages formée de
sous-espaces vectoriels de E, de sorte que tout point de E possede une base de voisinages
formée de sous-espaces affines de E.

Exemple 4.2.2. — (1) Si V € EVgsc(k), alors V' est un k-espace vectoriel topologique,
dont la topologie est linéaire.

(2) Un k-espace vectoriel topologique de dimension finie possede une topologie linéaire si
et seulement si il est discret (voir la preuve de la proposition [4.2.9)).

Lemme 4.2.3. — Dans un espace vectoriel topologique V' dont la topologie est linéaire,
un sous-espace vectoriel W qui est un voisinage de 0 est a la fois ouvert et fermé.

Démonstration. — Sixz € W, alors x + W C W et donc W est un voisinage de x. Ainsi
W est un voisinage de chacun de ses points, ce qui prouve que W est ouvert.

Sixz & W, alors (x +W)NW = 0, et donc le complémentaire de W est ouvert, ce qui
prouve que W est fermé. n

Lemme 4.2.4. — SiV € EVyar(k), alors V est séparé, et donc est un k-espace vectoriel
topologique.
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Démonstration. — Notons V = @ Vi C Il,e; Vi, avec les V; de dimension finie, et
iel 1€

solent @ = (i)ier # Y = (Yi)ie1-

En particulier, il existe ip € I tel que @y, # yi, et alors V, = [, Vi x {x} (vesp.

Vy = iz, Vi X {¥io}) est un voisinage ouvert de z (resp. y) et V, NV, = 0. O

Rappelons qu’un espace topologique séparé X est compact si et seulement si tout filtre
F sur X possede un point d’adhérence (c’est-a-dire un point dans 'adhérence de tout
élément de F). Dans les espaces vectoriels topologiques munis d’une topologie linéaire, il
existe une notion semblable, plus faible que la compacité, introduite par Lefschetz dans
[Lefd2]

Définition 4.2.5. — Soit E' un k-espace vectoriel topologique muni d’une topologie
linéaire. Un sous-espace affine F' de F est dit linéairement compact si tout filtre F de F
qui possede une base de filtre formée de sous-espaces affines possede un point adhérent.

Remarque 4.2.6. — 1l est évident que si F est un espace vectoriel topologique linéaire
compact, alors il est linéairement compact.

La proposition suivante montre qu’il existe pour les espaces linéairement compacts une
caractéristation analogue a la propriété de Borel-Lebesgue pour les espaces compacts.

Proposition 4.2.7. — Un espace topologique E muni d’une topologie linéaire est
linéairement compact si et seulement si pour toute famille (F;);cr de sous-espaces affines
fermés de E telle que (o, Fi = 0, il existe une sous-famille finie d’intersection vide.

Démonstration. — Supposons que E soit linéairement compact, que (F;);e; est une
famille de sous-espaces affines fermés d’intersection vide, et que toute sous-famille finie
soit d’intersection non vide. Alors les (F;);c; engendrent un filtre sur E sans point
adhérent, puisqu’un tel point serait dans tous les Fj, qui sont fermés.

Inversement, si E n’est pas linéairement compact, il existe un filtre F sans point
d’adhérence, avec une base de filtre (F});c; formée de sous-espaces affines. Alors la

famille (F});es est d’'intersection vide, bien que toute sous-famille finie soit d’intersection
non vide. O

Le complémentaire d’un sous-espace affine fermé n’étant pas en général un sous-espace
affine ouvert, il n’existe pas de résultat analogue pour les recouvrements par des sous-
espaces affines ouverts.

Les espaces linéairement compacts partagent de nombreuses propriété avec les espaces
compacts, les preuves connues dans le cas compact se transposant aisément.

Proposition 4.2.8. — Soient E,F deux espaces vectoriels topologiques munis d’une
topologie linéaire, alors :
(1) tout sous-espace linéairement compact de E est fermé,

(2) si E est linéairement compact, tout sous-espace affine fermé de E est encore
linéairement compact,

(8) si E est linéairement compact, et f : E — F est une application linéaire continue,
alors Imf est linéairement compact,
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(4) si E est linéairement compact et F' est un sous-espace vectoriel fermé de E, alors le
quotient E/F est encore linéairement compact,

(5) un produit d’espaces linéairement compacts est linéairement compact.

Démonstration. — Soit E' un sous-espace linéairement compact de F, et xq un point de
I'adhérence de E’. Alors, si (V;);es est le filtre des voisinages de xg, (F; N E);er est un
filtre sur £, qui ne peut avoir que xg comme point d’adhérence, puisque E’ est séparé.
Mais, la topologie de F étant linéaire, ce filtre possede une base formée de sous-espaces
affines de E’, et donc possede un point d’adhérence dans E’, ce qui prouve que xq est
dans E’, et donc prouve le point 1).

Pour 2), soit ' un sous-espace affine fermé de E. Alors si les (F});e; forment une
famille de sous-espaces affines fermés de E’ d’intersection vide, ce sont encore des
sous-espaces affines fermés de F, et donc il en existe une sous-famille finie d’intersection
vide.

Passons a 3) : si F = (F})ier est un filtre sur f(E) dont une base est formée de sous-
espaces affines, alors la famille (f~'(F}));e; engendre un filtre sur F vérifiant la méme
propriété, et qui doit donc posséder un point d’adhérence xg. f(z) est alors adhérent au
filtre de départ F, et donc f(FE) est linéairement compact.

4) est une application directe de 3), et la preuve de 5) est la méme que celle du théoreme
de Tychonov. Ces preuves se trouvent par exemple dans [K6t69] 10.9. O

Il est facile de caractériser les espaces discrets linéairement compacts :

Proposition 4.2.9. — Un espace vectoriel topologique V' muni d’une topologie linéaire
est linéairement compact et discret si et seulement si il est de dimension finie.

Démonstration. — Soit V' linéairement compact et discret, et supposons V' de dimension
infinie. Soit (e;);e; une base de V. Soit A; = e; + Vect(e;,j # i) : c’est un sous-espace
affine fermé de V. Alors I'intersection des A; est vide, bien que I'intersection d’un nombre
fini de A;, notons les A, ..., A;,, ne soit jamais vide : elle contient e;, +--- +¢€;,. D’ou
une contradiction : V est de dimension finie.

Inversement, si V' est de dimension finie, alors il doit étre discret. En effet, puisque V'
est séparé, il existe W C V un sous-espace vectoriel ouvert non réduit a 0. Mais alors
W doit aussi posseder un sous-espace vectoriel ouvert strict, et par récurrence sur la
dimension de cet ouvert, on en déduit que {0} est ouvert, donc que V' est discret.

Il est alors clair que V' est linéairement compact, par exemple car c’est un produit de
copies de k, qui est linéairement compact. O

Puisqu’un produit d’espaces linéairement compacts est linéairement compact, alors
une limite projective d’espaces linéairement compacts, avec des applications de transition
linéaires continues, est linéairement compacte (pour la topologie de la limite projective).
En particulier, puisque les espaces de dimension finie sont linéairement compacts, une
limite projective d’espaces de dimension finie (c’est-a-dire un espace de prodimension
finie) est toujours linéairement compacte.
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Proposition 4.2.10. — SiV est un espace linéairement compact, et ss W C V' est un
sous-espace vectoriel de V' ouvert, alors W est de codimension finie. Inversement, si W
est fermé et de codimension finie, alors W est ouvert.

Démonstration. — Si W est ouvert, alors il est fermé par la proposition [£.2.3] et par
définition de la topologie quotient, {0} est ouvert dans V/W, qui est linéairement compact
car W est fermé. Mais alors V/W est discret et linéairement compact : il est de dimension
finie, et donc W est de codimension finie.

Réciproquement, si W est fermé et de codimension finie, alors V/W est de dimension
finie, et donc discret (il est séparé car W est fermé). On en déduit que W est ouvert
comme image réciproque de 0 par la projection canonique V — V/W. O

Les lemmes techniques suivants nous seront nécessaires par la suite :

Lemme 4.2.11. — Soit 0 : {X;,;j, I} — {X{,%,I} un morphisme de systémes pro-
jectifs d’espaces linéairement compacts tel que chaque 0; : X; — X! soit linéaire surjectif.
Alors 1'&19 Hlim X — @X{ est surjective.

Démonstration. — Soit () € Hm X, et X; =07 ()) C X;. Alors X; est un sous-espace
affine fermé de X;, et donc est linéairement compact. De plus, si ¢ < 7, SOij(Xi) - Xj.
Donc (X’i, ©;;) est un systeme projectif de sous-espaces vectoriels linéairement compacts
EIOI)I vides, de sorte que I&nf(z # (). Soit donc (z;) € l&n)@ C lim X;. Alors l&n@((mﬂ) =
xt). O

1
Corollaire 4.2.12. — Soit {X;,¢;;,1} un systéme projectif d’espaces linéairement
compacts. Supposons que {¢: X — X;} soit un systéeme compatible d’applications

linéaires continues surjectives. Alors application déduite par propriété universelle
0:X — @nXi est surjective.

Démonstration. — On applique le lemme précédent au systeme constant (X, id, ). Alors
on en déduit une application surjective 6 : X = 1'&1)( — lngl O
Proposition 4.2.13. — Si 'V est un k-espace vectoriel linéairement compact dont une
base B de voisinages de 0 est formée de sous-espaces vectoriels ouverts, alors
V= 1&1 V/W.
weB
Démonstration. — La base B est ordonnée par anti-inclusion, et les morphismes vy :

V' — V/W forment un systéeme compatible d’épimorphismes, et donc par la propriété
universelle des limites projectives, il existe un morphisme continu ¢ : V' — Y&lw V/W.
On souhaite prouver que ¢ est un isomorphisme topologique.

Par le lemme 1 est surjectif. Montrons que v est injectif : soit x € V tel que
Y(x) = 0. Alors, quel que soit W € B, x € W. Mais puisque V' est séparé, [,z W =
{0}, et donc x = 0. Comme V est linéairement compact, on en déduit que v est un
isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques. O

Corollaire 4.2.14. — Si 'V est un k-espace vectoriel linéairement compact, alors V €

EVpar (k).
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Démonstration. — Par définition d’une topologie linéaire, et par la proposition [4.2.10, V'
possede une base B de voisinages de 0 formée de sous-espaces vectoriels de codimension
finie, la proposition précédente permet alors de conclure. O

Corollaire 4.2.15. — Un k-espace vectoriel topologique est linéairement compact si et
seulement si il est de prodimension finie.

Remarque 4.2.16. — Dans le cas ou k est fini, les espaces linéairement compacts sont
exactement les k-espaces vectoriels topologiques.

4.2.2. Dualité entre espaces discrets et espaces de prodimension finie. —
Lefschetz a généralisé dans |Lefd2] la dualité de Pontryagin en une dualité entre les
espaces discrets et les espaces de prodimension finie (ou de manieére équivalente les
espaces linéairement compacts), nous redonnons ici la preuve de cette dualité.

Si V' est un espace vectoriel topologique sur k& on note V* = Hom,,(V, k) P'ensemble
des formes k-linéaires continues sur V. On le munit d’une structure de k-espace vectoriel
topologique en prenant comme base de voisinages de 0 les orthogonaux des sous-espaces
vectoriels linéairement compacts. Notons qu’il est facile de voir qu'une telle topologie
est séparée : si f et g sont deux formes linéaires distinctes sur V', soit v € V tel que
fv) # g(v). Alors f + (k- v)t et g + (k- v)* sont des voisinages de f et g tels que
(f +(k-v)H)N(g+(k-v)*) =0
Puisqu’un espace vectoriel topologique de dimension finie est discret, il est évident que
si V est de dimension finie, alors V' ~ V* est un isomorphisme d’espaces vectoriels
topologiques, donnant un premier cas de dualité entre espaces discrets et espaces de
prodimension finie.

Proposition 4.2.17 — SiV € EVgisc(k), alors son dual V* est de prodimension finie.

Démonstration. — V étant discret, toutes les formes linéaires sur V' sont continues. Soit
(€i)ier une base de V. On définit une forme linéaire u; € V* par u;(e;) =1 et u;(ej) =0
si i # j.

Il est bien connu que V* est isomorphe en tant que k-espace vectoriel a [, k.u;.

Mais une base de voisinages ouverts de 0 dans V* est donnée par I'ensemble des

L
Upy...wn = Vect(vy, ... 0,) 7,01, ...,0, € V.

Ainsi, la topologie sur V* coincide avec la topologie produit sur [],.; k.u;, chacun des
k.u; étant muni de la topologie discrete. Ainsi, I'isomorphisme V* ~ []._; k.u; est un
isomorphisme de k-espaces vectoriels topologiques.

Mais comme un produit d’espaces linéairement compacts est linéairement compact, V*
est linéairement compact, et donc de prodimension finie. O

Inversement, nous allons prouver que si V' est de prodimension finie, alors son dual est
discret. Nous allons méme prouver un résultat un peu plus précis :

Proposition 4.2.18. — Soit {W,, ;;, I} un systéme projectif d’espaces de prodimen-
sion finie, et soit V = I'&HI W;. Alors V* = hﬂ[ W;r.
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Démonstration. — Notons ¢; : V' — W, la projection canonique. Soit f : V — k une
forme linéaire continue sur V. Alors il existe j tel que f se factorise a travers W : il existe
une application linéaire continue f; : W; — k telle que f = f; o ;. Définissons

(ID:V*—HiEWZ-*

par ®(f) = fj, ou fj est I’élément de héﬂW{k représenté par f;. L’application ® est
bien définie car si f se factorise aussi a travers Wy, f = fr o ¢, et on vérifie aisément
que fj = fi. Alors clairement ® est un morphisme surjectif. Il est aussi injectif car si
O(f) = f]—O alors f = f.op, =0, pour r > j.

Puisque V' est linéairement compact, {0} est un voisinage ouvert de 0, de sorte que V*
est discret. Le méme raisonnement prouve que les W sont dicrets. A1n51 V* est lg Wk

sont tous deux discrets, et ® est donc un isomorphisme topologique. O

De méme, il est possible de prouver un résultat semblable pour les espaces discrets :

Proposition 4.2.19. — Soit {V;,pi;, I} un systéme inductif d’espaces discrets de di-
mension finie, et V = hﬂ[ V;. Alors

V= lim Vir.
icl
Démonstration. — Notons ¢; : V; — V' le morphisme canonique, et soit f : V — k

une forme linéaire, et soit f; = foy; : V; — k. Alors (f;); € LV* L’application
vV — @j V* définie par f +— (f;); est clairement un isomorphisme de k-espaces
vectoriels. Nous allons montrer qu’en fait c¢’est un homéomorphisme, et puisque V* est
linéairement compact, il suffit de prouver qu’il est continu.

Mais si on note p; : limV;* — V" la projection canonique, alors W est surjective si et
seulement si p; o W I'est, quel que soit j € I. Puisque les V; sont de dimension finie, les
V¥ sont discrets, donc il suffit de vérifier que (p; o ¥)~1({0}) est ouvert, ce qui est bien
le cas par définition de la topologie sur V*. O

De tous ces résultats, on déduit le résultat suivant (prouvé par Lefschetz dans [Lef42,
28.2]) :

Théoréme 4.2.20. — Les foncteurs

EVdisc(k) — Evpdf<k) EVpdf(k) — EVdisc(k)
Vi V* Wi— W*

sont deux anti-équivalences de catégories quasi-inverses.

Remarque 4.2.21. — Dans [Lef42], cette dualité est prouvé dans un cadre plus général
et fournit une dualité de la catégorie k-espaces vectoriels localement linéairement com-
pacts dans elle méme, qui se restreint en la dualité énoncée ci-dessus.
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4.2.3. Dualité pour les représentations. — Les résultats de la section précédente
s’étendent en une dualité entre les représentations lisses d’un groupe localement profini
G, et les représentations de prodimension finie du méme groupe.

De maniere plus précise, si GG est un groupe topologique, on note EVdGiSC(k) la catégorie
des représentations k-linéaires lisses de G, et EVSdf(k) la catégorie des espaces vectoriels
de prodimension finie munis d’une action linéaire continue de G.

Si Ve EVS, (k) ou V € EVSdf(k), on définit une action continue de G sur V* par
g.f(v) = f(g 'v). On obtient alors I’équivalence de catégories suivante :

Proposition 4.2.22. — Les foncteurs V. — V* réalisent une anti-équivalence de
catégorie entre EVS, (k) et Evgdf(k).

Démonstration. — En vertu de 1'équivalence [4.2.20] tout ce qu’il reste a vérifier est la
continuité des actions.

Soit donc V' un espace vectoriel de prodimension finie muni d’une action continue de G,
et soit f € V*. Alors, Papplication G x V' — k : (g,x) — f(gxr — x) est continue, donc
son noyau est ouvert. Il contient alors H x W, ou H est un sous-groupe ouvert de G et
W un sous-espace vectoriel ouvert de V', qui est donc de codimension finie. Soient donc
Ti,..., 2, €V telsque V=W & kx;1H--- D kx,.

Pour chaque ¢, par continuité de 'action de G, il existe un sous-groupe ouvert H; de G
tel que f(gx; —x;) =0sig € H;. Soit H= HNH;---N H, : c’est encore un sous-groupe
ouvert de G, etsiz € V et h € H, f(gv —x) =0, et donc f € (V*)# : la représentation
V* est bien lisse.

Inversement, soit V' une représentation lisse de GG, et soit f € V*. Considérons un
voisinage ouvert W de f, qu’on peut supposer étre égal a {g eV*:igw, = f|W1}, avec
W7 un sous-espace vectoriel de dimension finie de V.

Alors soit vy,...,v, une base de Wy, et pour chaque ¢, soit H; un sous-groupe ouvert
de G tel que v; € Vi, Alors, pour h € H = (\H;, et g € W, h.g € W car (h.g)(v) =
g(h ') = g(v) = f(v) pour v € W. O

De plus, cette équivalence de catégories préserve les représentations topologiquement
irréductibles, comme le prouve la proposition suivante. Notons que dans le cas ou V'
est discret, les représentations topologiquement irréductibles se confondent avec les
représentations irréductibles puisque toute sous-représentation de V' est fermée.

Proposition 4.2.23. — Si V. € EV{.(k) ou V € Engf(k) est topologiquement

disc
wrréductible, alors V* est également topologiquement irréductible.

Démonstration. — Soit W un sous-espace fermé de V* stable sous l'action de G, et
soit alors Wt = {v € V : f(v) =0,Vf € W}. W est alors un sous-espace fermé de V,
stable sous l'action de G. De plus, (W+)* ~ V*/W, et donc par le théoréme ,
Wt = (V*/W)*.

V étant topologiquement irréductible, on a W+ = {0}, et alors W = V* ou Wt =V et
alors W = {0}. O

Soit H un sous-groupe fermé de G, topologiquement de type fini. Si V' est une k-
représentation lisse de G, ou une k-représentation de prodimension finie, alors on note
V(H) le sous-espace vectoriel de V' engendré par les h-v — v, pour h € H et v € V. On
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note alors Vy = V/V(H) l'espace des coinvariants : c’est le plus grand quotient de V' sur
lequel H agit trivialement.

On note comme d’habitude V# C V I'ensemble des invariants sous H. Par continuité de
I'action de G sur V, VH est un sous-espace fermé de V.

Proposition 4.2.24. — SiV € EV§_ (k) ou Engf(k), et si H est un sous-groupe fermé

disc

de G, topologiquement de type fini, alors V(H) est fermé.

Démonstration. — Dans le cas ou V est une représentation lisse de G, il n’y a rien a
prouver puisque tout sous-ensemble de V' est fermé.

Dans le cas ou V € Engf(k’), alors considérons un sous-ensemble fini X d’éléments de
H engendrant un sous-groupe dense H' de H (un tel ensemble existe puisque H est
topologiquement de type fini). Alors pour h € X, le sous-espace vectoriel (h — 1) -V est
fermé car V est linéairement compact, et son image par l'application linéaire continue
x+ (h—1) -z est aussi linéairement compacte, donc fermée. Ainsi, > _(g—1)-V est
fermé.

Mais alors V(H') =3° (g —1) -V carsi hy,...,h, € X, v €V, alors

hl...hn.U—U:hl‘(hz...hn’l})—hg...hn"l)—i—---—’(]

et donc hy...h,v —v e V(H').

Pour v € V', I'image de H' par I'application g — (¢ — 1) - v est dans V(H’) qui est fermé.
Par densité de H' dans H et par continuité de l'action de H sur V, 'image de H par
g (g —1)-v est donc également dans V' (H'), de sorte que V(H) C V(H’). L’inclusion
réciproque est évidente, et donc V(H) = V(H') est fermé. O

geX

Proposition 4.2.25. — SiV € EV§ (k) ou EVSy(k), alors
(VI = (V*)g et (V/VI) = (V) (H).

Démonstration. — La preuve est la méme dans les deux cas, donc nous les traitons en
meéme temps.

f € V* gannule sur V(H) si et seulement si f est invariante par H, donc (V*)7 = (Vg)*.
Si 'on remplace V' par V*, on obtient V# = ((V*)g)* et donc en dualisant (VH)* =
(V*)g. Puisqu’on a la suite exacte

0— (V/VIy* = v — (VI -0
on en déduit que (V/VH)* = (V*)(H). O

4.2.4. Actions de groupes profinis. — Soit G = I'&nN G /N un groupe profini (ou
la limite projective est prise sur ’ensemble des sous-groupes ouverts distingués de G),
et k un corps muni de la topologie discrete. On appelle algebre de groupe complétée et
on note k[G] la limite projective des algebres de groupes finis k[G/N], ou N parcourt
I’ensemble des sous-groupes ouverts distingués de G :

K[G] = lim k[G/N),

chacun des k[G/N] étant muni de la topologie discrete. En particulier, k[G] est un k-
espace vectoriel de prodimension finie. Remarquons que k[G] est naturellement plongé
dans k[G].
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Définition 4.2.26. — On appelle k[G]-module topologique un k-espace vectoriel to-
pologique V' muni d’une structure de k[G]-module tel que application

E[G] xV — V
(AN v) =A-v

soit continue.

Lemme 4.2.27 — Soit'V € Engf(k:) une représentation de prodimension finie de G.
Alors V' est limite projective de représentations de dimension finie de G.

Démonstration. — Puisque la topologie de V' est linéaire, V' possede une base de voisi-
nages de 0 formée de sous-espaces vectoriels ouverts. Nous allons prouver que si W C V
est un sous-espace vectoriel ouvert, alors il contient un sous-espace vectoriel ouvert stable
par G.

Par continuité de 'action de G sur V, pour tout g € G, il existe un voisinage ouvert Uy
de g et un sous-espace vectoriel ouvert W, C V' tel que U, - W, C W.

Les U, pour g parcourant G forment alors un recouvrement de G, qui est compact car
profini. Donc il existe gy, ..., g, tels que J;_, U, = G. Soit W/ = ('_; W,,. C’est un
sous-espace vectoriel ouvert de V, et G- W' C W.

Soit alors W” I’adhérence des combinaisons linéaires de translatés sous G d’éléments
de W', c’est-a-dire de 'ensemble des combinaisons linéaires de la forme ). g; - w; avec
g; € G,w; € W’. C’est un sous-espace vectoriel ouvert de W, stable par G par construc-
tion.

Ainsi, par la proposition , V= 1&11 V/W  la limite portant sur tous les sous-espaces
vectoriels ouverts stables par G. O]

Remarque 4.2.28. — Au passage, ceci prouve que les représentations de prodimension
finie et topologiquement irréductibles de G sont de dimension finie, puisqu’il doit exister
une base de voisinages formée de sous-représentations de dimension finie.

On a alors un lien naturel entre les représentations k-linéaires de G et les k[G]-modules,
au moins sous certaines hypotheses :

Proposition 4.2.29. — Soient G un groupe profini et V € EVS (k). Alors V est na-
turellement un k[G]-module topologique.

Démonstration. — Soit v € V, et soit N un sous-groupe ouvert de G, tel que v € V.
Alors pour tout sous-groupe ouvert N’ de G il existe une application k[G/(NNN')] - V
définie par g — g - v.

Puisque les N N N’ forment une famille cofinale de I’ensemble des sous-groupes ouverts
de G, cela défini bien une application k[G] — V', qui muni V' d’une structure de k[G]-
module, et il n’y a aucune difficulté a voir que cette action est continue. O

Proposition 4.2.30. — Soient G un groupe profini et V & Engf(k) une représentation
de prodimension finie de G. Alors V' est naturellement un k[G]-module topologique.

Démonstration. — Comme expliqué précédemment, V' est une limite projective de
représentations de dimension finie : V' = 1&11 V; ou les V; sont des représentations lisses
de dimension finie de G.
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Or, chacune de ces représentations est un k[G]-module par la proposition précédente, ce
qui permet de munir V' d’une structure de k[G]-module topologique. O

4.2.5. Le lemme de Nakayama topologique. — Nous prouvons ici un lemme de
Nakayama topologique pour les représentations de prodimension finie, analogue a celui
qu’on obtient dans le cas des représentations profinies (voir par exemple [BH97]).

Proposition 4.2.31. — Soit A une k-algebre topologique commutative compacte et I
un idéal de A, avec I™ — 0. Soit V un k-espace vectoriel de prodimension finie muni
d’une structure de A-module topologique. Si I.V =0, alors V = 0.

Démonstration. — Supposons au contraire que V' ne soit pas réduit a I’élément neutre,
et soit U un sous-espace vectoriel ouvert de V', avec U # V. Par continuité de 'action de
A, il existe un sous-espace vectoriel ouvert W de V et k € N tels que I* - W c U.

Mais W étant ouvert, il est de codimension finie. Soit alors vq,...,v, une base d’un
supplémentaire de W. Pour chaque i, il existe k; tel que I* -v; € U. Soit donc k =
max {k,k1,...,k,}. On a alors I* -V C U. Mais puisque I -V = V, par récurrence on
montre que I¥ -V =V, et donc V C U, ce qui est absurde. O

Remarque 4.2.32. — Bien que ce ne soit pas évident, le fait que la topologie de V'
soit linéaire est nécessaire dans la preuve (i.e, un espace vectoriel topologique compact
ne suffit pas), car en regle générale on peut juste affirmer I'existence d’'un ouvert W, de
V tel que {a.w,a € I",w € W, } € W. 1l faut donc un moyen de pouvoir prendre pour
W un ouvert stable par addition, ce qui était par exemple le cas si V' était profini.

Corollaire 4.2.33. — Sous les hypothéses précédentes, V/IV est un A/I-module de
type fini si et seulement si V' est un A-module de type fini.

Démonstration. — 1l est évident que si V' est un A-module de type fini, alors V/IV est un
A/I-module de type fini. Inversement, si V/IV est de type fini sur A/, soient vy, ..., v,
des relevements a V' de générateurs de V/IV. Posons W = Av; +- - -+ Av,. Puisque W est
I'image continue d'un compact par une application continue, il est fermé, et donc V/W
est linéairement compact. On peut donc appliquer la proposition précédente a V /W, qui
vérifie alors I(V/W) = (IV + W)/W = V/W, et donc V/W =0et V =W est de type
fini sur A. n

En pratique, nous appliquerons souvent ce résultat dans le cas ou k£ est un corps de
caractéristique p, et V' est une représentation k-linéaire de prodimension finie de Z,, de
sorte que V' est alors un k[Z,] ~ k[r]-module.

Le corollaire nous dit alors que V/7V est un k-espace-vectoriel de dimension finie si et
seulement si V' est un k[r]-module de type fini.

4.3. (¢,I")-modules et (¢,I')-modules
Dans toute cette section, k est un corps de caractéristique p, non nécessairement fini.
Nous introduisons ici les (p,I')-modules sur k((7)), en imitant la définition de Fon-

taine. Nous étudions en particulier 'opérateur 1, et construisons les réseaux D! et D% de
Colmez, et montrons comment reconstruire ¢ a partir de la donnée de 1.
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A Texception de ceux des sections et , les résultats de cette partie ne sont
pas originaux, mais dus a Colmez, au moins dans le cas d’un corps fini, ce qui en pratique
ne change pas grand-chose. Nous redonnons quand méme ces preuves pour deux raisons.
La premiere est que les preuves de Colmez sont données dans le cas de (¢, [')-modules
de caractéristique nulle, et bien que la plupart du temps elles se ramenent par dévissage
a travailler avec des objets de torsion, elles sont souvent plus longues que celles que
nous donnons ici. La seconde raison est que parfois (en particulier pour la preuve du
théoreme les résultats de Colmez utilisent 1’équivalence entre (p,I")-modules et
représentations galoisiennes, dont nous ne disposons que si k est fini.

4.3.1. (p,I')-modules en caractéristique p. — Soit k(7)) le corps des séries de
Laurent & coefficients dans k, et soit ¢ I'endomorphisme de k((7)) défini par

(o) = S

neZ neZ

On définit une action k-linéaire continue de I' sur k((7)) en posant

/7 T = (1 + W)chcl(y) _ 1

Si D est un espace vectoriel de dimension finie sur k((7)), on appelle réseau de D un
sous k[r]-module de type fini de D de rang égal a la dimension de D sur k((7)). Si M, N
sont deux réseaux de D, alors il existe deux entiers a et b tels que 7N C M C 7N car
k[r] est un anneau de valuation discrete. En particulier, si M et N sont deux réseaux
tels que N C M, alors M/N est un k-espace vectoriel de dimension finie.

Définition 4.3.1. — On appelle g-module sur k(7)) un k((m))-espace vectoriel D
de dimension finie d muni d'une application ¢ : D — D, semi-linéaire par rapport a
¢ : k(7)) = k((m)), et telle que la matrice de ¢ dans une base soit dans GL4(k((7))).

C’est un résultat classique que, quelle que soit la base de D choisie, la matrice de ¢
dans cette base est dans GL4(k((7))).

Il est en fait possible d’enrichir la notion de ¢-module en celle de (¢, T')-module, en
imitant la définition donnée par Fontaine dans le cas d'un corps de coefficients fini.

Définition 4.3.2. — On appelle (¢, ')-module sur k(7)) un ¢g-module muni d’une ac-
tion semi-linéaire continue de I', commutant a celle de .

Exemple 4.3.3. — Soit D un k((m))-espace vectoriel de dimension 1, de base e, A € k*
et r € Z. Alors on peut munir D d’une structure de (p, I')-module en posant ¢(e) = Ae et
Ya(€) = w(a)"e (o comme précédemment, 7, est 'unique élément de I tel que Xeya(Va) =
a). On note Dy, ce (¢,I')-module. Il s’agit en fait des seuls exemples de (¢, I')-modules
de dimension 1, comme le prouve la proposition suivante.

Proposition 4.3.4. — Soit D un (¢, I")-module de dimension 1. Alors il existe A € k*
etr € {0,...,p—2} tel que D ~ D,,.
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Démonstration. — Soit e une base de D, et soit k() # 0 tel que ¢(e) = h(r)e. Ecrivons
h(r) = An’f(7), avec A € kX, a € Z et f € 1 + wk[r].
Pour g(r) € k[x], on a p(g(r)e) = L4 n(r)(g(r)e). Alors, si g(7) = [[72, ¢'(f(7)), on
a
glm) 1
plg(m))  f(m)

Quitte a changer e en g(m)e, on peut donc supposer que p(e) = An’e, avec a € Z. Et
quitte & changer encore e en 7, ol b est le quotient de la division euclidienne de a par
p — 1, il est méme possible de supposer 0 < a < p — 1.

Soit alors 7 tel que xeya(y) = 1+ p, et soit {(w) € Ek[n] tel que v(e) = I(m)e. Alors
o(l(m))me = p(y(e)) = v(p(e)) = (1 +m)'* —1)%(r)e, ce qui implique alors que a = 0
et [ est scalaire. Cela suffit a conclure. O

Des (¢, I')-modules irréductibles de dimension plus grande peuvent également étre
obtenus par extension des scalaires de (p,[')-modules sur F,((7)) qui proviennent de
représentations galoisiennes irréductibles via 1’équivalence de catégories de Fontaine. En
particulier, Berger a donné dans [BerlOc| une description explicite du (¢, I")-module
D(ind(wh)).

Proposition 4.3.5 (|[BerlOc, théoreme 2.1.6]). — Soitn > 2 et 1 < h < p"—2 primitif.
Alors le (¢,T)-module D(ind(w?)) est défini sur F (7)) et posséde une base ey, ..., e, 1

w(yyr \ P =1/ " =1)
dans laquelle v(e;) = <#>

olen_1) = (—1)n_1ﬂ'_h(p_1)60.

sivyel, ple;) =ejp1 s10<j<n—2et

Pour tout corps k de caractéristique p, il est possible de définir un (¢, I')-module de
dimension n, qu’on note D(ind(w”))x (ou D(ind(w?)) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur
le corps k) de la méme maniere, c¢’est-a-dire muni d’une base ey, . . ., €,_1 dans laquelle les
matrices de ¢ et v sont les mémes que celles définies dans la proposition. Nous verrons
plus tard (corollaire [4.3.52)) que ce (¢, I')-module est toujours irréductible.

Enfin, notons que dans le cas ou k est algébriquement clos, I’équivalence de
catégories de Fontaine se généralise en une bijection entre (¢, I')-modules irréductibles et
représentations irréductibles du groupe de Weil Wq, , comme prouvé dans [BV12, Theo-
rem BJ]. Toutefois, cette bijection ne jouit pas d’aussi bonnes propriétés que celle de
Fontaine, en particulier elle ne s’étend pas aux objets non irréductibles. Dans le cas d’un
corps fini, on retrouve exactement l’équivalence de Fontaine, toute représentation de
dimension finie du groupe de Weil pouvant s’étendre a une représentation du groupe de
Galois tout entier.

De plus, on peut prouver ([BV12, Proposition 2.2]) que toute représentation irréductible
de dimension n de Wq, est de la forme (k ®@p, ind(w?)) @ py, pour h € Z et A € k*.
Ce résultat permet d’affirmer que si k est algébriquement clos, alors tout (¢, I')-module
irréductible sur k(7)) est d'un des types décrits précédemment.

4.3.2. 1-modules et g-modules. — Sur k((7)), un inverse a gauche de ¢ est construit
de la maniere suivante : 1, (1+7),..., (1+7)P~! forment une base de k(7)) sur p(k((7))) =
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k((7?)), de sorte que chaque élément = de k(7)) s’écrit de maniére unique

p—1
T = Z(l + 7)'p(x;), avec z; € k().
i=0
On pose alors 1(x) = xy. Un calcul facile permet de montrer que ¢ (7?"*") = (—1)"7n"™ si
0 <r < p—1. En particulier, ¢(7) = 1, (7 ') = 771, et ¢ : k[r] — k[r] est surjectif.
Cette construction se généralise au cas d'un p-module :

Définition 4.3.6. — Soit D un g-module sur k((7)). Alors tout élément x € D s’écrit

de maniére unique
p—1
T = Z(l +7)p(z;), avec z; € D.
i=0
On définit alors une application ¢ : D — D par ¢(x) = xo.

Proposition 4.3.7. — Soit D un w-module, et ¢ : D — D [application précédemment
définie. Alors :

i) U est k-linéaire,

i) Y(Ap(x)) = Y(AN)z, VA € k(m)),Vz € D,

i) Y(p(AN)x) = Mp(x).
Démonstration. — Le point 1) est trivial. Soit A = 370 (1 4 m)'p(\;) € k(7)) et z € D.
Alors Ap(z) = 2720 (14 7)'p(\ix), et done Y(Ap(z)) = Aoz = (N, ce qui prouve le
point ii).
Enfin, si 2 = 3770 (1 + 7)p(x;) € D, alors (A = S-7- (1 4 m)ip(Az;), de sorte que
(p(N)z) = Azg = (). O

Colmez a prouvé dans |Coll0b| que si D est un ¢-module, alors il existe a l'intérieur
de D des k[r]-réseaux stables par v, ce qui nous conduit a la définition suivante :

Définition 4.3.8. — On appelle ¢»-module un k[r]-module de type fini M muni d’une
application additive ¥ : M — M telle que ¥(p(N) - x) = M\p(z), VA € k[r],Vx € D. Le
1-module M est dit

— surjectif si ¢ : D — D est surjectif,

— non dégénéré si Kert ne contient pas de sous-k[n]-module non nul, c’est-a-dire

que si Y(A - x) =0,V € k[r], alors z = 0,

— irréductible §’il ne contient pas de sous-¢-module distinct de M ou {0},

— libre §'il s’agit d’un k[n]-module libre.

Remarque 4.3.9. — (1) Si M, est Uensemble des éléments de torsion de M, alors
Miors est stable par ¢ puisque AMp(x) = ¥(p(A - x)). Ainsi, si M est irréductible et n’est
pas de torsion, alors il est nécessairement sans torsion, et donc libre.

(2) Si M est un ¥-module irréductible qui n’est pas de torsion, alors il se doit d’étre non
dégénéré puisqu’un sous-k[r]-module inclus dans le noyau serait un sous-i-module de

M.

(3) Si D est un ¢-module, tout ¥-module inclus dans D (ou ¢ est 'opérateur inverse a
gauche de ¢ introduit précédemment) est non dégénéré. En effet, si k[r]z C Ker avec
x =37 (1 + 7)), alors (1 +m)~'x) = 0 = a4, Vi, et donc x = 0.
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4.3.3. Des p-modules aux ¢-modules : D! et D. — Dans le cas oit D est un
p-module de dimension d, alors les résultats de Colmez prouvent l'existence de deux
y-modules libres de rang d, surjectifs, notés D% et D! qui sont respectivement le plus
petit et le plus grand sous-v-module surjectif de rang d de D. Redonnons ici les détails
de la construction de ces deux t-modules.

Lemme 4.3.10. — Soit D un @-module sur k(7). Alors il existe des réseaux Ny et Ny
de D tels que

gO(N()) C Ny C Ny C (p(Nl)

Démonstration. — Soit ey, ...,e; une base de D. Alors p(ey),...,p(eq) est également
une base de D, donc il existe des matrices A = (a;;);; et B = (b;j);; de GLqg(k((7))) telles
que

Zb”go e;) et ¢ Zauej

Soit n > 1 tel que ( olm )) Aet (WT”)> B soient a coefficients dans I'idéal maximal wk[r]

de k[r]. Notons alors Ny le k[r]-module engendré par les n"e; et Ny le k[r]-module
engendré par les 7 "e;. On a alors go(No) C wNy puisque

p(n"e) = p(m)" Z we =3 (W))" ayes; € TN,

v
J=1

De méme, N; C (V) puisque

d d n
. () n
=" byple) =Y by (T) p(m"e;j).
j=1 j=1
De plus, puisque n > 1, il est évident que 7Ny C Nj. O

Lemme 4.3.11. — Soit D un @-module sur k((m)) et M un réseau de D.
i) St (M) C M, alors M C (M).
i) Si le k[r]-module engendré par o(M) contient M, alors (M) C M.

i) Si (M) C M, alors Y(x='M) C 7= M, et pour tout x € D, il existe n(z) € N
tel que pour n > n(z),¢v"(z) € 7M.

Démonstration. — Le point i) est clair puisque ¥ (¢(x)) = x.

Pour le point ii), si eq,...,eq est une base de M sur k[x], alors, pour tout x € M,
il existe Ai,...,A\q € k[r] tels que x = Mp(er) + -+ + Aap(eq), et alors ¢(z) =
w(A1)er + -+ ¥(Ag)eq, ce qui prouve que P(z) € M.

Enfin pour iii), on a ¢(¢'(r ')z) = ¢ (r H(z), donc si (M) C M, on a
(i) € Y (r )M, Mais alors (M) C (p(rx ' )YM) C 7'M, et on
conclut en remarquant que si x € D, alors il existe n(z) € N tel que z € p"(7)'M. O

Proposition 4.3.12. — Il existe un unique réseau D* de D qui soit un v¥-module sur-
jectif tel que pour tout x € D, il existe n € N tel que y"(x) € D*.
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Démonstration. — Soient Ny, N7 deux réseaux comme dans le lemme [£.3.10] Soit alors
M, = ¢¥"(Ny) : c’est un sous-k[r]-module de D. Si z € Ny, alors ¥"(z) = " (p(x)),
avec p(x) € Ny, de sorte que (M,), est une suite croissante de réseaux de D. De plus,
Ny C Ny, et puisque N7 C ¢(Ny), une récurrence utilisant le point ii) du lemme précédent
permet de montrer que M, C N;. Mais N; est noethérien car c¢’est un module libre de
type fini sur k[n] qui est noethérien, de sorte que la suite (M,,),, stationne en un réseau
M tel que ¥(My) = M.

Posons alors M), = 4™ (7' M,,). Par le point iii) du lemme précédent, (M), est une suite
décroissante de réseaux de D, contenant M. Mais 7'M, /M, est artinien, donc cette
suite est stationnaire. Notons M/  sa limite, elle vérifie (M’ ) = M/ par construction.
De plus, si € D, par le point iii) du lemme précédent, il existe n(x) € N tel que
Y"(x) € 1My, pour n > n(x). Soit m tel que M! = M/ . Alors """ (x) € M!_ pour
n > n(z), et donc M vérifie bien les propriétés requises pour DF.

Passons a l'unicité, et supposons que M; et My vérifient tous les deux les propriétés de
I’énoncé. Alors My + M, les vérifie aussi, et donc quitte a remplacer M; par My + Mo,
on peut supposer que My C M;. Alors 'application induite par ¢ sur le quotient My /Ms
est k-lindaire, surjective, et nilpotente par la propriété de DF. Puisque M,;/Ms est un
k-espace vectoriel de dimension finie, cela implique que M; = M. ]

Corollaire 4.3.13. — Si x € D, il existe un réseau de D contenant tous les ¥"(x),
pour n € N.

Démonstration. — Par la proposition précédente, il existe [y € N (dépendant de x) tel
que Y!'(z) € DF sil > ly. Alors le k[r]-module engendré par D et les ¥'(z), I < Iy, est
un réseau de D qui vérifie la propriété annoncée. O

On en déduit que D¥ est le plus grand réseau de D qui soit un 1-module surjectif :

Proposition 4.3.14. — Si N est un réseau de D stable par 1) et tel que v induise une
surjection de N sur lui-méme, alors N C D* et D¥/N est annulé par 7.

Démonstration. — Si ¥(N) = N, alors N + D* vérifie les mémes propriétés que D*, et
donc N + D¥ = D¥ d’ou on déduit que N C DF. Enfin,les arguments permettant de
construire D* & partir de M., comme dans la proposition montrent que si N est
un réseau vérifiant N = ¢(N), alors la suite 1" (771 N) est décroissante et de limite D?,
de sorte que D C 7' N. O

De méme que DF est le plus grand réseau de D qui soit un 1-module surjectif, nous al-
lons montrer ’existence d’un plus petit réseau vérifiant la méme propriété, et c¢’est celui-ci
qui nous intéressera dans la suite lorsqu’il s’agira de construire des représentations
irréductibles de B2(Q,).

Proposition 4.3.15. — Si M est un réseau de D stable par 1) et inclus dans D*, alors
Y M — M est surjectif et D*/M est un k-espace vectoriel de dimension inférieure ou
égale a la dimension de D sur k((m)).

Démonstration. — Puisque D* et M (resp. ¥(M)) sont deux réseaux de D, alors D*/M
(resp. DF /(M) est un k-espace vectoriel de dimension finie. ¢ induit une surjection
de D*/M sur D*/y)(M), et puisque (M) C M, la composée de D*/(p(M) — D!/M
induite par l'identité et de v : D¥/M — D* /4b(M) est également surjective, mais puisque
D*#/1p(M) est de dimension finie, c’est une bijection, de sorte que D* /(M) — D¥/M est
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injective et donc (M) = M.

Alors D*/M est annulé par 7, et on en déduit aisément que la dimension sur & de D*/M
est inférieure ou égale au rang sur k7] de D*, lui-méme égal & la dimension sur k(7)) de
D. O

Corollaire 4.3.16. — L’ensemble des réseaux de D stables par 1 et inclus dans D*
posseéde un plus petit élément DB, qui est un v¥-module surjectif.

Démonstration. — Notons D? I'intersection de tous les réseaux stables par 1 et inclus
dans D¥. Si (M,,), est une suite décroissante de réseaux stables par 1) contenus dans D¥|
alors (D*/M,,),, est une suite croissante de k-espaces vectoriels de dimension inférieure ou
égale a dimy ) D, elle est donc stationnaire, et la suite (M,), aussi. Ceci prouve bien que
D% est un réseau de D, stable par v, et donc par la proposition précédente, 1) : D — DF
est surjectif. O

Les deux réseaux Df et D" se comportent bien par morphismes :

Proposition 4.3.17. — Soit f : D1 — Dy un morphisme de p-modules. Alors :
i) f(D}) C D,
i) f(DY) c Dj.

Démonstration. — Pour le point i), f(D?) est un sous-module libre de Dy, sur lequel ¢ est
surjectif. Alors f (Dg) + Dg est un réseau de D,, vérifiant les propriétés de la proposition
m, et donc f(D?) + D5 = D3, de sorte que f(D*) c DS,

Pour i), on a déja f(D?) C f(D?) c DE. Soit M I'image inverse de D} dans D?. Puisque
Dg / Dg est un k-espace vectoriel de dimension finie et que Dﬁ est un réseau de Dy, on en
déduit que M est un réseau de D;. Mais M est stable par ¢, donc contient D?, de sorte
que f(D%) c D5 O

Proposition 4.3.18. — Si P € k[X] est non nul, alors linclusion D* C D induit un
isomorphisme D*/P()D* ~ D/P()D.

Démonstration. — Puisque 1 est surjectif de D (respectivement D*) dans lui-méme, on
peut supposer que P est de coefficient constant non nul et unitaire.

Pour n € N, écrivons X = PQ, + X"R,. Alors si x € D, x = z, + P(¢)y,, avec
zn = Ry()0" (2) et yn = @n(¥)(2).

Par le corollaire [4.3.13] il existe un réseau M de D qui contient tous les ¢"(z),n € N,
et donc tous les z,, y,.

Par compacité de M, on peut extraire de (z,, ¥, ), une suite qui converge vers (z,y) € D?,
avec © = z + P(¢)(y). Pour n > 0, ¢(x) € D*, de sorte que z, € D*. On en déduit que
z € Db,

Ceci suffit & prouver que D*/P(y))D* — D/P(1)D est surjective.

Siz € D'NP(y)D, soity € D tel que x = P(¥)(y). Si P = X%+ay 1 X1+ -+ag, soit
M' = D+ k[r]y+- - -+ k[r]?(y). C’est un réseau de D, stable par ¢ car P(¢)y € D*.
De plus, c’est un y-module surjectif car si z € D* est tel que 1%(z) = z, alors on a

Yy = _aiO@b (a1y +ax(y) + - + @/)d_l(y) — z) )
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Mais D* étant le plus grand sous-t)-module surjectif de D, et comme D! C M’, on a une
égalité D = M'. Par conséquent, y € D¥ et z € P(y)D*, de sorte que D*/P(y))D* —
D/P(¢)D est injectif. O

Lemme 4.3.19. — Si P € k[X] est non nul, alors on a les inclusions
mD* C P(y)D* C D%
Démonstration. — Comme D* est stable par 1, 'inclusion P(¢))D* C D* est immédiate.

Pour la seconde inclusion, ¢ : D¥ — D* étant surjectif, on peut supposer que P(0) # 0.
Soit alors (b;);en la suite d’éléments de k définie par

X p(1/X) (Z bin) =1.

ieN
Soit n € N tel que (" (7)D*) = " (7)(D¥) soit inclus dans 7™(7)D*. Soit # € DF
et y € D* tel que ¢(y) = x. On a alors mx = ¢"(p"(7)y). La série

S b (7 (m)y)

ieN
converge alors dans D? et sa somme z vérifie P(¢)z = ¢"(7)y. On a donc 7 =
P(1)Y"(2), ce qui permet de conclure. O

Lemme 4.3.20. — Si P € k[X] est non nul, alors P(¢)D est fermé dans D.

Démonstration. — Une fois de plus, on peut supposer que P possede un coefficient
constant non nul. Par le lemme précédent, P(¢))D contient wDF, donc est ouvert. P(i))D
est un sous-k-espace vectoriel ouvert de D, il est donc fermé par le lemme [4.2.3] O

4.3.4. Des -modules aux ¢-modules : reconstruction de ¢. — La question sui-
vante est naturelle : étant donné un t)-module M, est-il possible de munir M &g k(7))
d’une structure de ¢-module telle que M = (M Qg k(7)))* ?

Ce n’est pas vrai pour tout ¥-module, mais les conditions & imposer a un -module pour
que ce soit vrai sont faciles & énoncer.

Si M est un ¢)-module libre, alors il existe un unique prolongement de ¢ a M @y k(7))
vérifiant les mémes propriétés que 1. En effet, si 2 € M ®yprp k((7)), alors il existe n € N
tel que 7"z € M, et on pose alors ¢(z) = 777" (" z). Il 0’y a pas de difficultés &
vérifier que cette définition ne dépend pas de n tel que 7"z € M.

Dans le cas ou M est un 1-module libre non dégénéré et surjectif, il est alors possible
de reconstruire un opérateur ¢ :

Proposition 4.3.21. — Soit M un -module libre, surjectif et non dégénéré. Alors il
est possible de munir D = M @y k(7)) d’une structure de p-module telle que 1oy = id
et (- p(x)) = MNp(x). De plus, un tel p : D — D est unique.

Démonstration. — Soit D = D Ry k(x) k(m)), c’est-a-dire le k((7))-espace vectoriel dont
le groupe additif sous-jacent est D, mais tel que la multiplication par un élément de k((7))
soit définie par A - x = p(A)z. Si on note d la dimension de D (qui est égale au rang de
M sur k[x]), alors la dimension de D est pd.

1 est alors une application k((7))-linéaire de D dans D, toujours surjective. Pour j €
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{0,...,p—2}, notons ¢; : D — D lapplication k((r))-linéaire  +— ¥ ((1 + 7)~/z). Elle
est surjective, et donc son noyau est de dimension pd—d = (p—1)d. Soit N = ﬂf:_ll Ker ;.
C’est un sous-espace vectoriel de D de dimension au moins pd—(p—1)d = d. Mais puisque
M est non dégénéré, 1) : N — D est injective car un élément de son noyau engendrerait
une k((m))-droite de D incluse dans Ker, et on en déduit que N est de dimension d, et
que ¥ : N — D est bijective.

Soit alors ¢ : D — N C D l'inverse de 1. C’est une application semi-linéaire et telle que
1 o ¢ = idp par construction.

Il reste a vérifier que I'image d'une base de D par ¢ est encore une base de D. Puisque
I'image d’'une base de D est une base de N C D, il suffit de vérifier qu'une base de N est
une base de D. Soit donc e, ..., e4 une telle base, et soient Aj,..., A\ € k(7)) tels que

d
Z /\ie,» =0 dans D.
=1

Ecrivons \; = Z?;g(l + ) p(N\ij), avec \;j € k((m)), de sorte que

(4) Z(l + ) ( go()\i,j)ei) = 0.

J=0

En appliquant ¢ a cette équation, on obtient Zle Xio¥(e;) = 0, et puisque les 1(e;)
forment une base de D (car les e; forment une base de N et que ¥ : N — D est linéaire,
bijective), cela implique \; o = 0, Vi.

De méme, en appliquant ¢; a 1’équation 1} on obtient Zle Nij(e;) = 0, ce qui
implique A; ; = 0. On en déduit que les \; sont nécessairement nuls, et donc que ey, ..., eq
est une base de D. Ceci acheve de prouver que ¢ munit bien D d’une structure p-module.
Reste a voir que ¥(Ap(z)) = ¥P(N)z, ce qu'il suffit de vérifier en prenant pour x les
dléments ey, ..., eq d’'une base de N. Mais alors soit A = S7- /(1 + 7)'p(\;). On a

Y(Ap(e) = 20 A((L+m)p(en)) = doei = (Ve

Passons a I'unicité : si ¢ vérifie les conditions de 1’énoncé, alors x € D est dans 'image
de ¢ si et seulement si ¢ ((1+7)"‘x) =0, pour i = 1,...,p— 1. Ceci prouve déja que Imep
est uniquement déterminé par 1. Si 1, o vérifient tous deux les conditions de 1’énoncé,
alors pour = € D, il existe y € D tel que ¢1(z) = ¢2(y), et en appliquant ¥ a cette
égalité, on obtient x = y, de sorte que p; = pq. n

Corollaire 4.3.22. — Si M est un y-module irréductible qui n’est pas de torsion, alors
il existe une unique structure de p-module sur M Qg k(7)) compatible a 1.

Démonstration. — Par la remarque 4.3.9, M est libre, surjectif et non-dégénéré, de sorte
que les hypotheses de la proposition s’appliquent. O

Puisque M est un 1-module surjectif, il est évident que D* C M C D*. De plus, s'il
n’existe aucun réseau de D strictement plus grand que M qui soit un 1-module surjectif,
alors de maniere évidente, M = D¥. De méme, sil n’existe aucun réseau de D strictement
inclus dans M stable par 1, alors M = D",

Lemme 4.3.23. — Soit D un -module libre et surjectif. Si D' est un sous-y-module
de D, de méme rang, alors w-D C D' C D.
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Démonstration. — 1l existe n € N tel que 7D C D’. Or, si 77" D C D', en appliquant
Y, on obtient 7#*" ' D C (D) C D'. En itérant, on obtient 7 - D C D' O

4.3.5. L’action de I" : (¢, I')-modules et (¢,I')-modules. — En pratique, tous les
w-modules que nous considérerons dans la suite seront munis de structures de (¢, I')-
modules. Si D est un (¢, [')-module, alors I'opérateur ¢ défini en utilisant le ¢-module

sous-jacent commute avec l'action de I'. En effet, soit a € Z;, et x € D. Alors, si

T = Zf;ol(l + m)p(x;), on a Y(y.(z)) = Z?;ol P((1 + 7)%p(vq(x;)). Mais en notant
ai = b; + pc;, avec b; € {0,...,p — 1}, cette égalité se rééerit
-1

U(va(®)) = Yalzo) + > (1 +m)% (1 + m)"p(valz:))),

bS]

(2

oules b;,i =1,...,p— 1 prennent les valeurs 1,...,p — 1, de sorte que

w(’)/a(x)) = Va(xo) = ’Ya(%ff(iv))-

Les -modules D et D! que nous avons défini précédemment ne sont définis qu’en
utilisant 1’action de ¢, mais sont en fait stables sous ’action de I'. En effet, si M est un
réseau de D, alors 7y, (M) est également un réseau de D, et si M est un ¢-module surjectif,
alors il en est de méme de v,(M). En particulier, v,(D*) est un v¥-module surjectif qui
est un réseau de D, et donc v,(D*) C D*. En appliquant 7,1, on obtient finalement
D? = IYa(D ﬁ)‘

De méme,

WDY= () wbM= (] M=D"\

M stable par ¢ M stable par ¢
McD# McCD#

Ceci nous conduit & la définition évidente de (i, I')-module : un (¢, I')-module est un
t-module muni d’une action semi-linéaire de I', commutant & ¢). Un (¢, I')-module est dit
surjectif (resp. non dégénéré) si le ¢»-module sous-jacent 'est. On appelle (¢, I')-module
irréductible un (¢, I')-module qui ne possede pas de sous-(¢, I')-module non trivial.

Comme précédemment, nous pouvons remarquer qu'un (¢, I')-module M irréductible
qui n’est pas de torsion est nécessairement libre, puisque les éléments de torsion en forment
un sous-(¢, I')-module. 11 est également surjectif car Ime est un sous-(, I')-module de
M. Enfin, il est non dégénéré car M’ = {x € M : k[r] -z € Kert¢} est également un
sous-¢-module, qui est stable sous I'action de T'. En effet, siy € ',z € M’ et \ € k[r],
alors

b\ () = Py (v (N2) = (@ (T (N)2) =0
et donc y(z) € M'.

Proposition 4.3.24. — Si M est un (1, ')-module libre, surjectif et non dégénéré,
alors il existe une unique structure de (o, I')-module sur D := M @1 k(7)), compatible
a la structure de (1, I")-module.

Démonstration. — La preuve est essentiellement la méme que celle de la proposition
puisque la définition de ¢ ne dépend que de v, et pas de I'action de I'. Il s’agit
donc de s’assurer que ¢ et I' commutent, par exemple sur N (tel que défini dans la preuve
de la proposition , puisque par semi-linéarité de ¢ et de I', il en est alors de méme



100 CHAPITRE 4. REPRESENTATIONS MODULAIRES DU BOREL

sur D tout entier.

Prouvons donc que N est stable sous I'. Rappelons que N = ﬂ;’;i Ker;. Soit x € N et
a € Z). Alors si comme précédemment on écrit ai = b; + pc;, avec b; € {0,...,p — 2}, on
a

(L4 1) am1(2)) = Va1 (L+ 7)™ 2) = 701 (L4 7) 79 ((1+ 1) ""2)) = 0.
N est donc stable sous I', et ¢ commutant a I', par définition de ¢, ¢ commute également
al. O

Proposition 4.3.25. — Si D est un (¢, 1")-module irréductible qui n’est pas de torsion,
alors D ®ypr k(7)) est un (¢, T')-module irréductible.

Démonstration. — Supposons au contraire que D’ := D ®p k(7)) ne soit pas
irréductible. Alors il exite un sous (¢, [')-module D; de D', de dimension strictement
inférieure a celle de D’.

Dans ce cas, D C (D')* € D. D étant un (1, I')-module irréductible, ces trois inclusions
doivent étre des égalités, car DE # 0. Or, Di est de rang sur k[r] égal a la dimension de
D, sur k((m)), alors que D est de rang égal a la dimension de D', d’olt une contradiction.
On en déduit que D’ est bien un (p, I')-module irréductible. O

La réciproque est également vraie :

Proposition 4.3.26. — Si D est un (o, ')-module irréductible, alors D" est un (¢,T')-
module irréductible.

Démonstration. — Supposons qu'il existe un sous-(¢, I')-module M non nul inclus stric-
tement dans D?. Puisque D? est I'intersection de tous les réseaux 1-stables inclus dans
D!, nécessairement M est de rang strictement inférieur & la dimension de D.

Soit alors M’ un sous-(%, I')-module non nul de M de rang minimal, de sorte que ¢(M’) est
de méme rang que M’, et donc il existe ng tel que 7" M’ C 1 (M'"). Puisque ¥(M') C M’,
le point iii) du lemme permet de prouver que (7~ 'M’) C 771 M.

Soit alors M! = ¢"(7~'M’). C’est une suite décroissante de sous-(¢, I')-modules de D,
de méme rang que M’ et contenant 7™M’ : elle est donc stationnaire, notons M/  sa
limite. Par construction, M/ = ¢(M.)), et puisque M/ est un sous-¢-module de D, il
est non dégénéré. Il est donc possible de munir M/ @ k(7)) = M’ @ k(7)) d’une structure
de (p,T')-module, qui en fait un sous-(¢, I')-module de D, d’oti une contradiction. O

Dans le cas des (¢, I')-modules de dimension supérieure ou égale a 2 que nous connais-

sons, il est possible d’en donner un réseau stable par ¢ sur lequel ¢ est surjectif, autrement
dit un réseau M tel que D* ¢ M C D*.
Soit donc n > 2,1 < h < p"—2 primitif et D(ind(w?))® Dy ;, muni de la base ey, . . ., €,_1
comme définie a la section Alors le résultat suivant est le lemme 2.2.1 de [Ber10c],
dont la preuve est donnée pour k corps fini, mais qui reste valable pour tout corps de
caractéristique p.

Proposition 4.3.27. — Si f; = w"ie; et a € k((7)), alors on a

_ e g s 2
vl = {A-l<—1>"-1w<a<w>wi°>fn_1 ij=0

4.3.6. Dualité pour les (¢, [')-modules. —
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4.8.6.1. Dual de Tate d’un (p,T')-module et résidus. — Le k-espace Vectoriel Q}C( des

différentielles de k((7)) est de dimension 1, engendré au choix par dm ou -“*. On le rnumt
d’une structure de (¢, I')-module en posant

dm dm dm dm
Ya =a et = ,
1+ 1+7 1+7 1+

de sorte que Q}C«ﬂ» est isomorphe a k(w).

Définition 4.3.28. — Soit D un (¢, I')-module sur k(7). On définit son dual de Tate
D par
D = Homy)(D, Ql )

On note (-, -) 'accouplement naturel D x D — Qk((ﬂ)). On munit alors D d'une structure
de (¢, T")-module en posant

Y@, y)) = ((v(2),7(v)) et p({z,9)) = (p(z), p(y)).

D est alors isomorphe & D en tant que (p, I')-module.

Proposition 4.3.29. — Si f = > a7 € k((7)), on définit le résidu de la forme
différentielle fdm en posant réso(fdm) = a_q.
Alors si f € k((7)), on a :

- 1680 (Va(f)1%5) = a'réso ()
— De méme, on a résg (w(f) 1‘1;;) = rés (go(f)l‘i—”ﬂ) = rés ( 1‘1—7;) )

Démonstration. — C’est la proposition 1.1.2 de [Col10b]. O

Définition 4.3.30. — Si D est un (¢, I')-module, on définit un accouplement k-
bilinéaire D x D — k en posant

{z,y} = réso({(7-1- 7, 9)).
Proposition 4.3.31. — Sixz € D ety € D, alors {(1+ )Pz, (1 +7)by} = {z,y} si

beZ,,
{o@), p(y)} ={z,y} et {v(2),7(y)} = {z,y}.

Démonstration. — On a (y_1((1+7)bz), (1+7)y) = (1+7) Py_1(2), (1 + 7)) = (71 - 2, ).

Pour la seconde formule, on a (y_1(¢(z)), o(y)) = (¢(1-1(2)), ¢(y)) = ¢({(1-1(2), y)). On
conclut en se rappelant que ¢ (fi—”ﬁ) = 1‘1—”” et la seconde formule de la proposition 4.3.29,

Enfin, on a (v 1(7.(7-1(2)),7%(y)) = v.({(y-1(z)y)). En utilisant les formules de la
proposition [4.3.29, et le fait que 7, (ﬂ—”ﬁ) = a%, on obtient la derniere formule. ]

Proposition 4.3.32. — Sixz € D ety € D, alors ¥({¢(x),y)) = (x,9%(y)).

Démonstration. — Berivons y = 32770 (1 + 7)%p(y;), de sorte que
p—1 p—1
), 0u:)) = > o((x,5:)) = (x,9(y)).
z=0 1=0
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Corollaire 4.3.33. — Les opérateurs ¢ et v sont adjoints : on a
{z,0(y); = {e(@),y} et {v(@),y} ={z,0y)}.
Démonstration. — Prouvons la premiere formule, la preuve de la seconde étant identique.

{z,9(y)} = réso((v-1(2), ¥ (y))) = réso(({p(7-1(2)), y)))-

Mais par les formules rappelées précédemment, ce dernier terme est précisément égal a
réso((0(v-1(2)), ) = {#(2), 4} O

4.8.6.2. Dual topologique d’un (¢, I")-module. — Notons D* := Home e (D, k) le dual de
Pontryagin de D, qui est localement linéairement compact puisque D est un k-espace
vectoriel localement linéairement compact.

Lemme 4.3.34. — L’application qui ¢ © € k(7)) associe la forme linéaire y
rés (:Uyl‘i—”ﬂ) est un isomorphisme de k(7)) sur k((7))*.

Démonstration. — Si f : k((m)) — k est une forme linéaire continue, puisque k est discret,
il existe mo € N tel que f(7™) = 0si m > mg. Ainsi, la série (1+7) (3,,czm ™ 1 f(7™))
converge k((7)) vers un élément y.

Il est alors clair que y est 'unique élément de k(7)) vérifiant résg (ﬂmyﬂ—i) = f(7™) pour
tout m € Z. Par continuité et k-linéarité, c’est aussi 'unique élément de k(7)) vérifiant
rés (:z:yﬁ—”ﬂ) = f(x), pour tout z € k(7). O

Corollaire 4.3.35. — Si D est un (p,I')-module sur k((7)), alors Uapplication ¢ : x
(y = {z,y}) induit un isomorphisme de k-espaces vectoriels de D sur D*.

Corollaire 4.3.36. — {-,-} est une dualité parfaite entre D et D.

Proposition 4.3.37. — Si P € k[X] est non nul, alors ¢ induit des isomorphismes
DPW=0~ (D/P(p)D)* et D/P(y))D ~ (DF)=0)*,

Démonstration. — En utilisant ¢ ~", on peut identifier (D/P(¢)D)* au sous-ensemble des
éléments = € D tels que {P(p)y,z} = 0, pour tout y € D. Mais puisque {P(p)y,z} =
{y, P(y)x}, cet ensemble est aussi 'ensemble des éléments = € D tels que {y, P(¢)x} = 0,
pour tout y € D. La dualité {-,-} étant parfaite, c’est donc DF®#)=0,

Pour la seconde inclusion, notons que (DP (‘P):O)* est le quotient de D par l'orthogonal de
DP®=0_Or, P(p) a pour adjoint P(1), donc 'orthogonal de DP(*)=0 est I’adhérence de
P(4)D. Mais P(¢))D est déja fermé par le lemme [4.3.3] ce qui permet de conclure. [

4.3.6.3. Orthogonalité et réseaux. —

Définition 4.3.38. — Si M est un réseau de D, on note M~ le sous-k-espace vectoriel
de D

M*+={zeD:{x,y} =0,vy € D}.

Lemme 4.3.39. — Si M est un réseau de D, alors M* est un réseau de D tel que
(MYt =M.
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Démonstration. — Soit f1,..., fg une base de D. M étant un réseau de D, il existe deux

entiers a > b tels que
@7‘(‘ m|fi c M C @ka

Soit f; € D D’élément qui envoie f; sur -2— — et f; sur 0 si j # 4. Alors les f; forment une

base de D.
De plus, on a résg (xyﬂ—”ﬂ) = 0 pour tout y € k[r] si et seulement si x € k], de sorte

que
@w chMlc@w“ [71f:.

Si A € k[n], alors {z, )\y} = {v_1(\)z,y}, de sorte que M~ est un k[r]-module, et donc
par les inclusions qui précedent, c¢’est un réseau de D.

[
Lemme 4.3.40. — Si My C My sont deux réseauz de D, alors
dimy, (Mi-/My") = dimy(My/M).
Démonstration. — C’est une conséquence du fait que {-, -} est une dualité parfaite. [J

4.3.7. Dt D, D™ et les (¢,I')-modules irréductibles. —

Définition 4.3.41. — Si D est un (p,I")-module sur k((7)), on définit trois sous-k-
espaces vectoriels de D de la maniere suivante :

— DT :={x € D tels que (¢"(z)), soit bornée},

— Dt :={x € D tels que ¢"(z) — 0},

- DY =Nyen ¢ (D).

Il est évident que 7D C Dt C DT, et que DT est le plus grand réseau de D stable

par .
Lemme 4.3.42. — Si D est un (p,T')-module sur k((w)), alors Dt et D" sont deux
réseauz de D tels que tDT C DT et
(1) D™ C D*.
(2) D™ N Dt = {0}.

Démonstration. — Puisque 7Dt C D*t C D%, il suffit de prouver que Dt est un
réseau pour montrer que c’est également le cas de DT. Mais soient Ny, N; des réseaux
comme dans le lemme Alors ¢™(Ng) C ¢"(7)Np, et donc Ny C D', puisque
©"(m) — 0.

Si n € N, solent b; ,, € k[r] tels que me; = Z?Zl bijne"(m"e;). Six = Zle x€e; €
DT est tel que ¢"(x) = Z;l:l T; " e;, alors " (x;) = Z;l:l bi jinTin, €t la suite ™ (x;)
est bornée, de sorte que z; € k[r], et donc x € N;.

Nous avons donc prouvé que Ny C DT C Ny, et donc DT est un réseau.

Pour prouver les points i) et ii), D™ étant stable par ¢ par définition, il suffit de prouver
qu’il est de dimension finie.
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Pour cela, nous allons prouver que application D™ ®y, k(7)) — D est injective.
Soient vy, ..., v, € D" des éléments k-linéairement indépendants, et supposons qu’ils ne
solent pas linéairement indépendants sur k(()).
Soit alors > A\;u; une relation de dépendance linéaire telle que § {¢ : A; # 0} soit minimal.
On peut supposer sans restriction que A\; = 1, de sorte que
(5) V1 = — )\,ﬂ)z

i>2
Pour tout ;7 € N, soit vgj)
précédente, on obtient

€ D tel que v; = ¢’ (vfj )). En appliquant ¢’ & la relation
o) ==Y W,
i>2

Puis en appliquant ¢’

vi=—Y ¢ o (N,

i>2
de sorte que
Z Aiv; = Z ¢’ o ()i
i>2 i>2

Par minimalité de la relation linéaire, on en déduit que \; = ¢’ o 1)7()\;), et donc que
chacun des \; est dans ¢’ (k((7))).
Donc pour tout ¢ > 2, \; € (,cn ¢’ (k((7))) = k. La relation (5) est donc une relation de
dépendance k-linéaire, ce qui est contraire a I’hypothese que nous avons faite sur les v;.
On en déduit que D™ est bien un k-espace vectoriel de dimension finie.

O

Proposition 4.3.43. — Si D est un (¢,T')-module sur k((r)), alors DT = D*+ @ D™.

Démonstration. — Pour tout n € N, 7" D™ est stable par ¢ car DT est stable par ¢ et
" (m) € m"k[r].

DT /m™ D™ est un k-espace vectoriel de dimension finie, ¢ : DT /7" Dt — D*7" D" induit
une décomposition

@® D,

n,inuv’?

DY /z"D* = D

n,nil

N . + . . +
ou ¢ est nilpotent sur D ., et inversible sur D, ..

Alors DT = Jm Dt /x"Dt = m D} ® lim Dt

n,anuv"

Il est clair que lim Df =Dt et que lim Dt. ~C D™. Puisque D™ N Dt = {0},

n,ni n,inuv
on a bien la décomposition recherchée : D™ = D+ @ D", ]

Proposition 4.3.44. — Si D est un (¢,I')-module sur k((7)), alors on a les inclusions

de réseaux
D™ c DT c D c D

Démonstration. — La seule inclusion qui reste & prouver est D C D°.

Soit donc z € D¥, de sorte que mp(z) € D+, et donc ¢"(mp(x)) € D* pour n suffisam-
ment grand car D? est un voisinage ouvert de 0.

On en déduit que y = " (" (mp(z))) est également dans D* pour n suffisamment
grand. Mais y = ¢ (7p(r)) = ¥(7)x = —x, et donc x € DF. O

Lemme 4.3.45. — Si P € k[X] est non nul, alors Dt C P(y))D*.
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Démonstration. — On peut supposer sans restriction que P est unitaire, et écrivons alors
P=ay+a; X+ - +ag X1+ X9
Soit alors (b;); la suite d’éléments de k telle que

(T+ag 1 X+ + X% (be) =1.

ieN
Soit & = "y, b : clest un opérateur qui est bien défini sur D*F. Si on écrit
PW) =¢"(1+ ag_1p+ -+ + app™), on voit que P(1)) est un inverse a gauche de ®, et
donc que DT C P(¢)D*T. O

Proposition 4.3.46. — Si P € k[X] est non nul, alors P(1) induit une surjection de
D sur lui-méme.

Démonstration. — Notons M I'image de D* par P(1). C’est un sous-module compact de
D% sur lequel ¢ est surjectif puisque 1) commute a P(3) et ¥ : D — D% est surjectif.
Par le lemme M contient D1, et est donc un réseau de D. Mais D? étant le plus
petit réseau de D stable par 1, on en déduit que M = D". O

Proposition 4.3.47. — Soit D un (¢,I")-module sur k(7). Alors dans la dualité entre
D et D, lorthogonal de D est DV et celui de D* est D+,

L est

Démonstration. — (D%)* est un réseau de D, et puisque D? est stable par v, (DY)
stable par ¢, et donc inclus dans D™,
Soient € D et y € D*. Puisque v : D* — D* est surjectif, pour tout n € N, il existe
yn € DF tel que y = ¢"(y,.. Ainsi, {z,y} = {2,9"(yn)} = {¢"(¥),yn}. Mais les y,, sont
dans le compact D* et ¢"(x) — 0, de sorte que en passant a la limite {z,y} = 0. On en
déduit que :
Dt c (DH* c (D)t c DT,

et donc les inégalités

dimy, D*/D* = dimy, ((D*)*/(D*)*) < dimy(D*/D**) = dimy, D™.

Soit P € k[X], unitaire qui annule ¢ sur le k-espace vectoriel de dimension finie
D™ = D*/D**. Par les inclusions précédentes, P(¢) annule aussi (D)L /(D%)*.
Par dualité, P(v)) annule D*/D% et puisque P(¢)) est surjectif sur D" par la proposi-
tion , on a D% = P(¢y)DF,
Ainsi, D¥/Df = D*/P(¢))D*. Par la proposition [4.3.18 D#/P()D* est isomorphe &
D/P(y)D, qui par la proposition est le dual de DP®=0_ Ce dernier ensemble
contient D™ par définition de P.
On a donc dimy, D*/D% > dimy, D™ ce qui prouve que les inégalités ci-dessus sont en fait
des égalités, et qu’il en est de méme des inclusions D+ C (D#)* et (D¥)*+ c D, O

Corollaire 4.3.48. — D! D" et D*/D" sont les duaux respectifs de D/D+*, D/D% et
D

Le résultat suivant, qui est le corollaire I11.5.21 de [Col10b|, montre que dans le cas ou k
est un corps fini et D est un (¢, I')-module irréductible de dimension supérieure ou égale
a deux, alors il n’existe qu'un seul (¢, I')-module surjectif dans D.
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Théoréme 4.3.49. — Si k est un corps fini, et si D est un (¢,')-module sur k((m)),
irréductible et de dimension supérieure ou égale & 2, alors D = D?.

La preuve de Colmez utilise notamment le fait que D!/D% = D™ mais également
I’équivalence de catégories de Fontaine, et donc n’est plus valable pour k corps de
caractéristique p quelconque.

Notons que ce résultat n’est plus vrai dans le cas ou D est de dimension 1. Rappelons
(proposition 4.3.4) qu'un (¢,T')-module de dimension 1 est de la forme D = k(7)) - e,
avec p(e) = de, A € kX et y(e) = whe, h € Z.

Dans ce cas, 'opérateur 1 est donné par ¢ (ue) = A1) (u)e, et on a alors deux ¥-modules
surjectifs dans D, qui sont :

Df = 77 k[n]e et D* = k[x]e.

Théoréme 4.3.50. — Si k est algébriquement clos et si D est un (¢, ")-module
irréductible de dimension supérieure ou égale a 2 sur k((r)), alors D* = D",

Démonstration. — D*/D" est le dual de D™.

Or, D™ est stable par ¢ et de dimension finie sur k. Donc il existe une valeur propre
A € kX pour . Notons D; le sous-espace propre associé. Puisque ¢ et I' commutent, D
est stable sous I', et donc le k(())-espace vectoriel D’ engendré par Dy est un sous-(p, I')-
module de D.

Mais D étant irréductible, D’ = {0} ou D' = D.

Le second cas est impossible, car alors D posséderait une base formée d’éléments de D,
dans laquelle la matrice de ¢ serait A\ Id. Mais alors

Ad p(Mat(vy)) = Mat(y) - y(A1d) = AMat(~),Vy € T,

de sorte que 'action de I' est alors scalaire. Mais alors D; est stable par I', et ’action de
v possede donc un vecteur propre . Le sous-k((7))-module de D engendré par x est alors
un sous-(¢, I')-module de D de dimension 1, ce qui est impossible si D est irréductible
de dimension supérieure ou égale a 2.

Donc D' = {0}, et alors D*/D? = 0, soit D = D", O
Corollaire 4.3.51. — Si k est fini ou algébriquement clos, alors avec les notations
précédentes :

(1) D(ind(w?)) est un (o, T)-module irréductible,
(2) (D(ind(w})) ® Dy.)* = @) k7] - f;-

Démonstration. — Dans les deux cas, D(ind(w?)) ® Dy, est un (p,T')-module
irréductible. En effet dans le cas d'un corps fini il s’agit du (¢, ')-module associé a
la représentation galoisienne ind(w?), et dans le cas d'un corps algébriquement clos, il
sagit du (¢, I')-module associé a la représentation du groupe de Weil ind(w!).

Ainsi, par les théorémes [£.3.49] et [£.3.50, dans les deux cas il n’existe qu'un seul réseau
de D(ind(w")) ® Dy, qui soit un t-module surjectif. Mais nous avons prouvé a la
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proposition [4.3.27| que EB;:Ol k[n] - f; est un tel réseau.

On en déduit donc que

[y

n—

(D(ind(wy,)) ® D) = (D(ind(wy)) ® Dis)* = €D kIl - f;.
j=0
[
Corollaire 4.3.52. — Pour tout corps k de caractéristique p, D(ind(wh));, est un
(¢, T')-module irréductible sur k((m)).
Démonstration. — Nous savons que le résultat est vrai pour k algébriquement clos par le

corollaire précédent. Si k n’est pas algébriquement clos, et que D(ind(w")) est réductible
sur k((m)), alors I'extension des scalaires & k((7)) est également réductible. Mais il s’agit
alors de D(ind(w"))z, dont nous venons de prouver qu’il était irréductible sur k(7). Par
conséquent, D(ind(w?)); est un (¢, T')-module irréductible sur k((r)). O

4.4. Représentations lisses de By(Q,)

Soit B = B5(Q,) le sous-groupe de Borel de GLy(Q,) formé des matrices triangulaires

supérieures. On note K = By(Q,) N GLa(Z,), et Z = Q) 1d le centre de B, formé des

matrices scalaires. On note également N = ((1) le) et Ng = ((1) le )

On note A = {a1p '+ 4+ a,p ™ 0<a; <p—1} un systeme de représentants de
Q,/Z,. Pour f € Aet d € Z, posons ggs := (é 5; ). Alors les gg 5 fournissent un systeme
de représentants de B / KZ :

Lemme 4.4.1. — On a B = H,BeA,éeZ (é ﬁs) -KZ.

Démonstration. — Soit (§%) € B. Alors on a

a b _ aopvp(a) b (1 bpivp(a)cal—ﬁ ag TCo p”p(a) 0
0 ¢/ 0 Copvp(C) —\0 pvp(c)—vp(a) 0 ¢ 0 pvp(a)

avec ag, co € Z, . Il est toujours possible de choisir x € Z, de sorte que bp~ @yt — o

soit dans A, et donc (‘0‘ lc’) € UﬁeA 5€Z((1) 5;) - KZ. Il n’y a pas de probleme a voir que
I'union est disjointe. O]
Remarque 4.4.2. — Ce systeme de représentants est également un systeme de

représentants de G /KgZ, de sorte que nous pourrons l'identifier a ’ensemble des
sommets de 'arbre de GL3(Q,).

Notons qu’il s’agit ici des conventions de [BerlOc|, différentes de celles utilisées par
exemple par Breuil dans le cas de GLs.

Nous nous intéresserons dans la suite aux représentations lisses irréductibles de B.
Commencons par les plus simples d’entre elles, a savoir les caracteres, qu’il est aisé de
décrire :

Proposition 4.4.3. — Soit x : B — k* un caractére lisse de B2(Q,). Alors x ((g ’;)) =
x1(a)xa(c), ot x1, x2 sont des caractéres lisses de Q.
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0+2

0+1

F1GURE 1. L’arbre de B /KZ

Démonstration. — Commencons par montrer que le sous-groupe dérivé de B est le groupe
N=(1%).

Il est facile de voir que D(B) C N en regardant les coefficients diagonaux des commuta-
teurs. Pour l'inclusion réciproque, notons que

a b\ (1 ¢\ fa b\ (1 ¢\ (1 cla—1)
0 1/\0 1)\0 1 0 1 ~\0 1 '
Alors x se factorise en un caractere lisse de B /N ~ Q, X Q,, et donc est de la forme

Q; x Q) — k*. 0

De plus, en caractéristique p, les caracteres lisses de Q; sont connus par la proposition
4. 1.0l

Le méme type de raisonnement permet de décrire les représentations lisses de dimension

finie de B.

Proposition 4.4.4. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’une ac-
tion lisse de B. Alors il existe deux automorphismes f,qg de V, commutant entre eux, et
deuz caracteres x1, x2 de F; tels que

(pnoao b > Ly = X1(G_O)X2(%)f” o gm<U),\V/U cv

p"co
sim,n € Z,ap,co € L, ,b € Q,.

Démonstration. — Soit vy, ..., v, une base de V', et pour chaque i, soit K; un sous-
groupe ouvert compact de B stabilisant v;. Si on pose K = [, K;, alors K stabilise V'
tout entier, et est encore un sous-groupe ouvert compact de B. En particulier, il existe
(5 ‘f) # Id dans K. Mais le sous-groupe engendré par cette matrice est alors N tout entier,
de sorte que V' se factorise en une représentation de B /N = Q) xQ, = p? x Z; % pZ x Z;.
Notons f et g les deux endomorphismes de V' correspondant aux actions respectives de
(1) et (39

La preuve de la proposition prouve qu’'une représentation lisse de dimension finie de

Z) est en fait une représentation de y, 1(Q,) = F), de sorte que V' restreinte a (Zf (1))

est en fait somme de caracteres, et de méme pour V restreinte a ((1) ZO; )
ZX0)_
Si x1 est un caractere de F; tel que (V( 0 1) Xl) # 0, alors il est évident que V =
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Zy 0)_
V( 0 1) X! par irréductibilité de V.
On conclut de méme maniere pour 'action de (é Z% ). O

Si 01, 09 sont deux caracteres lisses de Q; dans k%, alors 0 = 01 ® 05 : KZ — k> défini
par o ((&%)) = o1(a)oz(c) est un caractere lisse de KZ, et tout caractere lisse de KZ est
de cette forme.

Soit alors ind o I'induite a support compact de o. Par ce qui a été dit a la sectionm
et le lemme une base de indgza est donnée par les [ggs],0 € Z, 5 € A.

Les induites indgza sont d'une grande importance dans ce qui suit puisque toute
représentation de B, lisse irréductible, et a caractere central est un quotient d’une telle
induite, comme l'indique la proposition suivante (c’est le théoréme 1.2.3 de [Ber10d]).

Proposition 4.4.5. — Soit 11 une représentation lisse irréductible a caractére central
de B. Alors il existe un caractére lisse o : KZ — k* tel que IT soit un quotient de indg,o.

1+pZ, Z,
0 1+ pZ,

lisse, on a IT" # 0. Mais I; est le noyau du morphisme K — Fy xF; quia (8 IC’) associe
(@,¢), de sorte que I; est un sous-groupe distingué de B, et K /I; ~ F x F . Ainsi, Ik
est une représentation de K /1.

Mais comme F X F est un groupe fini de cardinal premier a la caractéristique de £,
II = 6977 IT1¥=7 est la somme de ses composantes isotypiques. Puisque par hypothese Z
agit sur Il par un caractere, il existe donc un caractere o : KZ — k> et un élément non
nul v € II tel que KZ agit sur v via o.

Par réciprocité de Frobenius , il existe donc un morphisme B-équivariant non nul
indg,o — II, qui est nécessairement surjectif par irréductibilité de IT. O

Démonstration. — Considérons Iy le pro-p-groupe ( ) Puisque II est

Remarque 4.4.6. — (1) Il n’y a pas unicité du caractere o : on peut avoir des entrela-
cements non triviaux entre des quotients de indg,o pour différents o.

(2) Si A € k>, alors o1y ® ag,u)_\l et 01 ® oy définissent les mémes caracteres de KZ
(alors que ce sont deux caracteres distincts de B si A # 1), de sorte que indp,0 ® oy =
indﬁzal,u)\ ® 02/1;1.

Ainsi, quitte a changer o1 en o) et g9 en 02/1/(1, nous pourrons toujours supposer que
o9(p) = 1, ce que nous ferons toujours dans la suite.

Notons ici une différence importante avec le cas des représentations de GL2(Q,) :
l'opérateur T' qui engendre I’agebre de Hecke H (K¢ Z, indﬁGZ Sym” k?) posséde un ana-
logue dans le cas de l'algebre de Hecke de B : H(KZ,indR,0) = Endg(indp,0). Clest
Iopérateur que nous notons encore 1', et qui est défini par

1

i =[o (5 )]+ [ (6 "17))

J
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X

o+1 0+1
\
1) ° 1) °

T X x

Ficure 2. T4

0+1 1

J
z Y

0+
-
. )

FiGUure 3. T_

Malheureusement, contrairement au cas de GLy(Q,), H(KZ,indy,0) n'est pas l'algebre
des polynomes en T'. En effet, on définit deux opérateurs T et T_ de H(KZ, indﬁzo) par

Ty (lg)) = pZ_l {9 ((1) I;a_—?H ot I-(loh) = {g (‘1) 2>} |

=0

AlorsonaT =T, +T_ et T_oT, = 0 alors que T’y oT_ # 0, de sorte que H(KZ, indﬁza)
n’est pas commutative.

Toutefois, il est possible de montrer que H(KZ, indﬁza) est la k-algebre engendrée par
T+ et T_.

Si un élément f de indp,o s'éerit f = > 5.5 \s.698.6], on appelle support de f l'en-
semble (fini) des ggs tels que A\gs # 0. On appelle U'entier § la hauteur de ggs, et un

élément de indﬁza est dit a support en niveaux nq,...,n; si tous les éléments de son
support sont de hauteur dans {n,...,ng}.

Si f est a support en niveaux {ny,...,ng}, alors ((1)2) - f (respectivement (6’ ?) - f) est
a support en niveaux {n; +1,...,n,+ 1} (resp. {ny —1,...,np — 1}), donc quitte a

translater par une puissance de ((1)2) (resp. (g (1))), il est toujours possible de supposer

qu'un élément est & support en niveaux positifs (resp. négatifs).

Pour n € N, on appelle n-bloc de niveau ¢ un ensemble de la forme {gs_;,-ns,j =0,...,p" — 1},
et n-bloc initial de niveau ¢ le n-bloc pour lequel g = 0.

Notons 7, = ( A ), de sorte que 7 = ((1] —p ), et rappelons le lemme suivant da &
Berger, dont nous aurons besoin par la suite afin de prouver l'irréductibilité de certaines
représentations :
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542 0+2
041 0+1
s 5 [d & od & od & 4]
FIGURE 4. Un 1-bloc FIGURE 5. Un 2-bloc
Lemme 4.4.7 ([BerlOc, lemme 1.2.4]). — Soit IT une représentation lisse de B, v un

1z
élément non nul de 1110 1p) et k > 0. Alors l'un des p* éléments

pk—l .
v = Z (i)Tg(v),O <l<ph—1

J=0

est non nul et fixé par 7.

4.4.1. Description vectorielle des n-blocs. — Si n est un entier positif, soit V,,
'espace vectoriel de dimension p" des suites finies (xg,...,z;n_1), avec x; € k. Si 0 <
kE <p" —1 soit vy, € V,, défini par

(067

et soit V., le sous-espace vectoriel de V,, engendré par vy, . . ., Vg_1,,. Par [BerlOc| lemme
1.1.3], ¢’est un sous-espace de dimension k de V/,.

Vin est l'espace des suites constantes, et on voit facilement (en regardant les
Vg, 0 < k < p" — 1) que Vpn_y, est formé de suites de somme nulle. Mais puisque
I’ensemble des suites de somme nulle est un hyperplan de V,,, un argument de dimension
permet de prouver que Vpn_; , est exactement I’ensemble des suites de somme nulle.

De plus, puisque (”]fn) = (,:), on peut indifféremment indicer les éléments de V,, par
les éléments de Z/p"Z ou par ceux de {0,...,p" — 1}.

On note A, : V,, = V,, application définie par (A,z); = zj_1 —z;. A, =T, —Id ou T,
est Popérateur de shift : (7,,x); = z;_1. Alors A" = (T,, — Id)?" = T?" — Id = 0, alors
que A"~ =£ 0, donc A,, est nilpotent d’indice p".

On en déduit que les Ker(AF) 0 < k < p" sont les seuls sous-espaces de V,, stables par
A,.

Lemme 4.4.8 (|[BerlOc, lemme 1.1.4]). — Si0 < k+1 < p", alors on a une suite exacte

Ak
0— Vk,n — Vk-i-l,n — Vz’n — 0.

De plus, A¥(z) € Vin st et seulement si x € Vg .
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L’intérét de ces espaces V,, est que si un élément f de indp,o possede un support
en niveau ¢ inclus dans le n-bloc de 3, il est possible de représenter ce support par un

élément de V,,, en identifiant (xq, ..., xp;_1) &
pr—1 I~
>l )]
i .
j=0 oo

Il est également possible de voir un (n + 1)-bloc comme une union de p n-blocs.

Si vg = (v])j,v1,...,vp—1 sont des n-blocs, on note [vo, V1, ..., Up—1] le (n + 1)-bloc
(wo, - . ., wpnt1_1) tel que wp;i; = vj.
Remarque 4.4.9. — On prendra garde au fait que ’écriture d’un n-bloc comme un

n + 1-bloc ne consiste pas simplement a ajouter des zéros a la fin du n-bloc, mais plutot
a intercaler des zéros : on a un plongement canonique ¢,, de V,, dans V,,; défini par

(1 (0)); = {0 si i # 0 mod p

V;/p SINOM.
C’est ce plongement qui permet de voir les n-blocs comme des (n + 1)-blocs.

En particulier, lorsque § < 0, alors le support en niveau § de (é %) - f est 'image par
T_s du support en niveau § de f. Et de méme, le support en niveau 0 de ((1) %) -f—=f
est I'image de celui de f par A_s.

Remarquons que ceci n’est plus valable pour les niveaux positifs, puisque si f est un
élément de indﬁza a support en niveaux positifs, alors ’action de ((1) %) sur f est triviale.

Si a € Z,, nous définissons p, : V,, — V,, par (1.(v)); = va, et on dispose alors du
résultat suivant :

Lemme 4.4.10 (|BerlOc, lemme 1.1.5]). — Sia € Z

X, alors fia(Ugn) — @0k € Vi,
de sorte que si v € Vi1, alors pa(v) € Vi1,

Lemme 4.4.11 (|[BerlOc, lemme 1.1.6]). — Soit v € Vj,, et 0 < i < p— 1. Alors la
suite y de Vi, définie par y; = xTpiy; est dans V|(x—1)/p|+1,n-1-

Terminons par un lemme technique qui nous sera utile par la suite :
Lemme 4.4.12. — Soitx € V,, non nul. Alors k-(1,...,1) C Vect(x, T,,(z),...,TP" ~1(z)).

Démonstration. — Puisque A, est nilpotent, il existe k tel que AF (z) = 0 et AP~ (z) £ 0.
Mais alors A*1(z) € V;,, = k-(1,...,1). Puisque A,, = T;,,—1d, on obtient bien le résultat
cherché. O

4.4.2. Représentations de présentation finie. — Notons qu’il sera intéressant de
savoir décrire une représentation lisse irréductible comme un quotient explicite d’une
induite, notamment afin de savoir si ’espace par lequel on quotiente est <gross.

Définition 4.4.13. — Une représentation lisse II de B est dite de présentation finie
s’il existe une représentation lisse irréductible o de KZ et une surjection B-équivariante
indg,0 — II dont le noyau est de type fini en tant que k[B]-module.
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Remarque 4.4.14. — On prendra garde au fait qu’il n’y a a priori aucune raison pour
qu’une représentation irréductible de B soit de présentation finie, bien que ce soit toujours
un k[B]-module de type fini (et méme engendré par un seul élément).

Dans le cas des représentations de GL2(Q,), Hu a prouvé ([Hul2, Proposition 4.4]) que
si une représentation lisse m admet une présentation finie, alors pour toute représentation
de dimension finie W de KgZ et toute surjection ind%GZW — m, le noyau de cette
surjection est un k[G]-module de type fini.

Nous ne savons pas si un tel résultat est vrai dans le cas des représentations de B. La
définition que nous donnons d’une représentation de présentation finie est donc plutot
celle d'une représentation admettant une présentation de type fini.

4.4.3. Description explicite de certaines représentations. — Il est possible de
décrire explicitement certains caracteres de B comme quotient d’une induite. Soit ¢ =
01 ® 0y un caractere lisse de B tel que a5(p) = 1, et soit © : indg,0 — k(o) le morphisme
défini par réciprocité de Frobenius, c¢’est-a-dire

D sslgssl = Y Ass
8

BEA,€Z €AEZ

O est un morphisme B-équivariant et surjectif. Son noyau Ry est formé de I’ensemble des
éléments dont la somme des coefficients A\ s est nulle, de sorte que

indp,0/ Ro ~ k(o).

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Rappelons que si 1 < h < p™—2, on dit que h est
primitif s’il n’existe pas d’entier d < n tel que h soit un multiple de I;Zj. Sidp_q...19170
est le développement en base p de h(p — 1), on note hy, = i,_p + Pin_g + -+ + p* i1,
de sorte que hy = phy_1 + ip—g, ho =0 et h, = h(p — 1).

Nous construisons a présent des représentations irréductibles de B comme quotients
explicites de certaines induites. Ces représentations généralisent celles qui sont construites
dans la premiere partie de [BerlOc|, et la méthode de preuve est exactement la méme
que celle qui conduit au théoreme 1.3.8 du méme article, nous nous affranchissons juste
des restrictions sur les valeurs en p des caracteres o; et gg, ainsi que de la finitude de k.

Si 0 = 01 ® 09 est un caractere lisse de KZ, n > 1 et 0 < [ < p" — 1, on définit
wy,, € indg,o comme étant 1'élément

=3 (6 )

de sorte que le n-bloc initial de wy,, est v,,.

Définition 4.4.15. — Soit n > 2,1 < h < p" ! —1 et A\ € k*. On définit alors
S, (h, \, o) comme étant la sous-B-représentation de indg,o engendrée par

1 0
Spn(ha )‘7 U) = A |:(0 pn>:| + wh(p—l),n-

On pose alors I, (h, A, ¢) := indg,0/S,(h, A, o).
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2 A

111
FIGURE 6. p2(1,p—1,0)

Un certain nombre de résultats techniques vont étre nécessaires afin de prouver
l'irréductibilité des représentations I, (h, A, o).

Si f= ZBGA Y sez (B,0)]gg,s], alors pour 0 < i < n — 1, on pose

f= S alB.0)lgss:

BEA
6=i mod n

de sorte que f = fo+ fi+ -+ fa1.

Lemme 4.4.16. — Si f € indi,o, alors f € S,(h,\ o) si et seulement si f; €
Sn(hy A, o) pour tout i € {0,...,n— 1}.

Démonstration. — 11 est clair que si tous les f; sont dans S, (h,\, o), alors f aussi, il

s’agit donc de prouver l'autre implication. Soit donc f € S,,(h, A, o). Puisque S, (h, A, 0)
est engendré par ¢, (h, \, o) dont le support est porté uniquement en niveaux 0 et n, on

peut écrire
D bf') on(h, N0
/ Z(O 7)),
et alors

fi= > (‘g Zj) € Su(h,\, ).

vp(d;)—vp(a;)=i mod n

Lemme 4.4.17. — Si (35) € KZ, alors

(g Z).wlm:mm)@(cz)pj (jdjl) [(g ‘f{’")}.

J

De plus, le n-bloc initial de ((1) jpl_" )wm —wy, est dans V.
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Démonstration. —

()=S0 G D6 )
SO0 ) G

ot (V[ )]

=0
De plus, 'action de (1 i ") —1Id sur le n-bloc initial de wy,, correspond & celle de (Id +
A,)? —1d, et donc & une combinaison linéaire de AF 1 < k < j. Mais puisque AF(v;,) €

Vi, pour k > 1, on en déduit que le n-bloc initial de (1 2 )wlm —wy, est bien dans Vj,,
comme annonce. ]

Notons BY = {(¢4) € B: v,(d) > vy(a)}.

Lemme 4.4.18. — Si f € S, (h,\,0) est a support en niveaux positifs, alors f est une
combinaison linéaire de BT -translatés de @, (h, )\, o).

Démonstration. — Notons B” = { (&%) € B : v,(a) = v,(d)} et commencons par montrer
qu’une Combinaison lindaire de B%-translatés de ¢, (h, A, o) nulle en niveau zéro est nulle.
S IPPY ( ) ©n(h, A, ) est une telle combinaison linéaire, alors en utilisant 'action
deZ, et qultte a changer les \;, on peut supposer que d; = 1. Dans ce cas, les termes indicés
par ¢ et iy contribuent au méme n-bloc de niveau zéro si et seulement si i; — iy € p™"Z,

G oL )l-[6 )]

On peut donc supposer que (4%5) € (%P %) = S, et on s'intéresse au n-bloc

initial. Mais si ¢ € S, par le lemme [4.4.17, le n-bloc initial de g - ¢,(h, A\, o) est
o1(a)pta-1a(Vnp-1)n) — 01(a)Vhp—1),n- Or, par le lemme [4.4.10

ta—1a(Vnp—1)m) — V(-1 = Ha-1a(Vhp—1)m) — (@' d)" P Done 1y € Vigpo1)m
Puisque Vip-1)11,n = Vagp-1)n @ KUhp—1),n, le n-bloc initial de g - ¢,(h, A,0) est donc
T + )\vh(p D avee T € Vyp—1)n- On en déduit que dans g - ¢, (h, A ,0), le coefficient
de [(0 o )] est le méme que celul de wyp—1),n, et donc qu’il en est de meéme dans une
combinaion linéaire de B’-translatés de ¢, (h, A, o) : une telle combinaison linéaire nulle
en niveau zéro est identiquement nulle.

pQL )bo avec b° € BY et n € Z. Donc si

F=Y0 X8 2 )biga(h, X, 0)

neZicly,

Un élément de B s’écrit (1

est & support en niveaux positifs, alors min {n € Z : I,, # 0} > 0, ce qui finit de prouver
le lemme. n

Lemme 4.4.19. — Si f € S, (h,\,0) est a support en niveauz positifs, alors pour 1 <
k <n, les k-blocs de niveau zéro de f sont dans Vi, 414.



116 CHAPITRE 4. REPRESENTATIONS MODULAIRES DU BOREL

Démonstration. — Par le lemme précédent, il suffit de montrer que si b € B*, alors les
k-blocs de niveau zéro de b - wyp—1),, sont dans Vi, 41 4.

Si b = Id, alors le n-bloc initial de wpp—1)n = Whym €8t Vhyn € Vi 41

Puisque |hy/p| = hg_1, le lemme implique que les (k — 1)-blocs sont dans
Vhe_i+1,k—1, €t une récurrence immédiate permet de conclure.

Les formules du lemme [4.4.17] et le lemme [4.4.10] appliqué avec a~'d € Z, prouvent

que le n-bloc initial de (g g) * W, n OU (‘5 Z) € KZ est dans Vj, 41,0, ce qui permet de se

ramener au cas précédent.

Enfin, il reste & considérer le cas de gg s - wp,, », OU I'on peut supposer § = 0 (sinon le
support en niveau zéro est nul, et il n’y a rien a montrer). Mais alors son support est

juste celui de wy,, ,, décalé de 3, et on se ramene alors aux cas précédents. O
Corollaire 4.4.20. — La représentation 11, (h, \, o) n’est pas triviale.

Démonstration. — Le lemme précédent permet de montrer que Id n’est pas dans
Sn(h, A, o) puisque son n-bloc initial de niveau zéro n’est pas dans Vj, 41,, et donc
Sn(h, A, 0) # indp,0. O
Lemme 4.4.21. — i) Si le support de f € S,(h,\, o) est contenu dans un seul

k-bloc avec 0 < k < n, alors ce support est dans Vi, .

i) Pour 0 <1< hy—1, wy € Su(h,\ o).

Démonstration. — Si k = n, commengons par remarquer que l’ensemble des n-blocs

possibles est stable par A,,, qui correspond a 'action de ((1) ‘1’1_") — Id. En conséquence,

'ensemble des n-blocs possibles est 'un des V.. Ensuite, ((1) " Yon(h, A, 0)—@n(h, A, 0)
est a support dans le n-bloc initial de niveau zéro, et son support est A, (vh, n) = Vn,—1n-
Puisque I’ensemble des n-blocs possibles est stable par A,, (qui correspond a ’action de

( (1] _p{") — 1d), on obtient donc tout Vj, .
En revanche, il n’est pas possible d’obtenir tout Vj, 41, car alors on aurait wp,—1), €
i4.4.20.

Sn(h, A\, o), et donc [((l)pql )} € Su(h, A\, o). Mais I, (h, A\, o) # 0 par le corollaire

Si vy est le support dans un k-bloc d'un élément f € S, (h, A, o), alors quitte a décaler
par une puissance de ((1)2), on peut supposer que le support est en niveau zéro. Et quitte
a décaler par ((1) f ) il est également possible de supposer qu’il s’agit du k-bloc initial.

Alors, pour 0 < m < p—1, le (k + 1)-bloc initial de

p—1 . -
i\ (1 —ipt! f
, m/) \0O 1
=0
0 p—1 . . G\ (i) _ (piti\
est [(m)vl,lm e ( m )Ulyk]. Mais puisque (l) (m) = (pHm), c’est exactement vy, k1. En
particulier, si on avait wy, » € Sy(h, A, o), on aurait aussi wp,,, k41 € Sn(h, A, ). Dans
ce cas, une récurrence nous conduirait a wy,, , € S,(h, A,0), ce qui est impossible. Ceci

acheve de prouver le i).
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Pour le point ii), nous l'avons déja prouvé pour k = n. Supposons que wjji1 €
Sn(hy A, 0) pour 0 <1 < hyyq — 1. Alors tous les [(TO,L)Ul,k:a ce (p;l)vl,k} sont des (k + 1)-

blocs d’éléments de S, (h, A, o) pour pl+m < hjy1—1. En prenant m = p—1et ] < hy—1,
on obtient w;; € S, (h, A, o), et une récurrence descendante permet de conclure. ]

Lemme 4.4.22. — Si le support de g € S,,(h, A\, 0) est en niveaux 0,...,n—1, alors les
(n 4 1)-blocs de niveau 0 de g sont de la forme

[H0VR i + T0s - -+ s fp—1Vhp 0 + Tp-1]

avec x; € Vi, n et (fos- -5 fp—1) € Vhys11-

Démonstration. — Par le lemme|4.4.16| on peut supposer que g est a support uniquement
en niveau zéro et par le lemme les n-blocs de g sont dans V},, 41, et donc peuvent
étre écrits sous la forme p;vp, , + x4, avec y; € k et x; € Vj, _1,,. Puisque les wy, sont
dans S, (h,\,0) si 0 <1 < h, — 1, on peut en retrancher une combinaison linéaire de
((1) le )—translatés, de maniere & obtenir un ¢ tel que les x; soient nuls et les p; soient
inchanggés.

En soustrayant une combinaison linéaire bien choisie de ( 1 Qp )-translatés de @, (h, A\, 0),

01
on obtient un élément de S, (h, A\, o) dont le support est contenu en niveau n, et dont

les 1-blocs sont —A(f, - - -, fip—1). Mais alors par le lemme [4.4.19) on a (o, ..., fp—1) €
Vi1, [

Lemme 4.4.23. — Si le support de f € indg,o est en niveauz 0,...,n — 1, et si
Tons1(f) — f € Su(h, A, 0), alors les n-blocs de niveau 0 de f sont dans Vi, 1.

Démonstration. — Le lemme s’applique & 7,,+1(f) — f, et alors les (n + 1)-blocs
de 7,41(f) — f en niveau zéro sont de la forme [povp,, n + To, - - - , fp—1Uh,n + Tp—1|01 avec
x; € th,n et (,uo, ... ,,up_l) c Vh1+1,1-

Si f =73 a(B,0)[gssl, alors le coefficient de [gg0] dans 7,41(f) — f est a(8+ p"*,0) —
a(B,0), donc le n-bloc de niveau 0 de S est donné par le tableau suivant (ou l'on note

a(k) pour a5 + k,0)) :
Oé(pn%)_a(o) Oz(ﬁ—l—#)—a(ﬁ) a(;ﬁ"*‘p,;;)_a(pé;l)

a(ﬁ) —a(ﬁ) a(pn%,l —|—1%) —a(pn%-FZ%) O‘<pn2+1 +p;:1) _O‘<pn1+1 _|_p7;7;1)

a(L)_a(ﬂ> a(L_FL)_a(pfl_Fi) a(p _,_p”71>_a(p71+p"f)
pntl prtl pntl P prtl P cee pntl P prtl p

Soient alors vy, ...,¥yp—1 les n-blocs du (n + 1)-bloc de f que nous considérons. En

sommant les lignes du tableau ci-dessus, on obtient

(50 2) o (502) (o ) a0 252).

Or, il s’agit exactement de A, (yp), donc

p—1 p—1
An(Z/O) = Z(;U/ivhn,n + xz) = sz € th,n;
i=0 =0

puisque (po, - -, fp—1) € Viy+11 C Vp_1.1, ce qui implique Z];;ol x; = 0. Mais si A, (yo)
Vim, alors yo € Vi, 11, par le lemme [£.4.8] En appliquant le méme raisonnement
72 1(f) — f, qui est encore dans S, (h, A, o), on prouve que y; € Vi, 1.

1 o m
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Corollaire 4.4.24. — Sile support de f € indy 0 est en niveauz 0,...,n — 1, que son
support en niveau z€ro est inclus dans un seul n-bloc et que 7,,(f) — f € Sp(h, A\, o), alors
le n-bloc de f en niveau zéro est dans Vi, 1.

Démonstration. — Le lemme appliqué ) 7,,(f) — f permet de voir que le n-bloc de
T.(f) — f est de la forme povn, » + 2o, avec 29 € Vi, n et (£0,0,...,0) € Vi, 411, ce qui
impose po = 0 car Vi, 411 C Vpo11.

Si 'on note y le n-bloc de f, alors le n-bloc de 7,,(f) — f est A, (y), de sorte que A, (y) €
Vinms €t donc par le lemme 4.8, y € Vi, 41.5- O

Lemme 4.4.25. — Si h est primitif et si le développement en base p de h(p — 1) est
périodique de période d divisant strictement n, alors hg n’est pas divisible par p — 1.

Démonstration. — En effet, puisque le développement de h(p — 1) est périodique, il est
égal a hd%? et si on avait p — 1|hg, alors h serait divisible par f}gj. O]

Nous pouvons alors enfin prouver l'irréductibilité des représentations II,,(h, A, o), au
moins sous certains conditions.

Théoréme 4.4.26. — Soitn > 2,1 < h < p"1—1 primitif et X € k*. Alors L, (h, \, o)
est une représentation irréductible de B.

Démonstration. — Nous allons prouver que si f € indp,0o n'est pas dans Sy,(h, ), o),
alors il existe une combinaison linéaire de B-translatés de f qui est égale a [Id] modulo
Sn(hy A, o). Soit donc f tel que f # 0.

Le support de f est fini, il existe donc a € Z tel qu’il soit en niveaux supérieurs ou
égaux a a. Comme le support de @, (h, A, o) en niveau n est formé d’un seul élément, on
peut, quitte & retrancher une combinaison linéaire de translatés de p, (h, A, o), supposer
que le support de a est en niveaux a,...,a +n — 1, puis, quitte a multiplier par ((1) pga)
supposer que le support de f est en niveaux 0,...,n — 1.

12
En particulier, puisque son support est en niveaux positifs, on a alors f € (indEZU) (0 lp) .
Soient sq,...,s,_1 des entiers tels que le support de f en niveau i soit dans le s;-bloc
initial de niveau .

Par le lemme [£.4.7] appliqué avec k& = n + 1, on peut remplacer f par l'un des
. .

j:)l_l ()71 (f), de sorte que 741 (f) — f € Sa(h, A, 0).
Puisque T,{H(éﬁ-) = ((1) B_jp;finﬂw), alors le support en niveau ¢ de ce nouveau f est
inclus dans le max(s;,n + 1 — i)-bloc initial. Par le lemme puisque les n-blocs
de niveau zéro de f sont dans Vj,, 11.,, il existe g € S, (h, A, 0), combinaison linéaire de
((1] le )—translatés de @, (h, X\, 0) et des w;,,0 <1 < h, — 1, tel que f et g possedent les
meémes blocs en niveau zéro. Il est alors possible de remplacer f par f' = ((1) p91 )( f—29).
Alors le support en niveau j de f’ est inclus dans le max(s;1,n — j) pour 0 < j <n—2.
Pour son support en niveau n — 1, remarquons qu’il provient uniquement des coefficients
de niveau n de g. Or, puisque @, (h, A, ) a son support dans le n-bloc initial de niveau
zéro et le 1-bloc initial de niveau n, par construction de g, le support en niveau n — 1 de
[’ est inclus dans le max(sy — n, 1)-bloc initial.
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Par construction, f’ vérifie 7,,(f") — f' € Sn(h, A, o). En effet,

s == ) (6 )0 (5 )¢9
_ ((1) p(_)l) ((é _p?H) f—f) 4%, ot % € Sy(h A o)

- (1 91) (rasa(f) = F) + %

0 p

et Tor1(f) — f € Su(h, A\ o) par construction. Comme de plus, le support de niveau
j de f’ est inclus dans le (n — j)-bloc initial pour 0 < j7 < n — 1, on peut appliquer
le corollaire , ce qui prouve que le n-bloc de niveau zéro de f’ est dans Vi, 41.4.
Il existe alors un élément g € S,(h,\, o), combinaison linéaire de ((1) Ci”)—translatés
de @, (h, A, 0) et des w;,,0 < I < h, — 1, tel que les supports de niveau zéro de f’
et g coincident. On peut alors remplacer f’ par (1 o )( f' = g), et le support en ni-

veau j de ce nouveau f’ est alors contenu dans le (n—j—1)-bloc initial, pour 0 < 7 < n—1.

Pour les mémes raisons que précédemment, 7,,_1(f") — f" est un élément de S, (h, A, o)
dont le support de niveau j est inclus dans le (n — 7 — 1)-bloc initial pour 0 < j < n — 1.
Par le lemme , chacun de ses blocs doit étre déja dans S, (h, A, o), et par le lemme
[A.4.21] le bloc de niveau n — j — 1 doit étre dans Vj, ;. Or, le bloc de niveau n — j — 1 de
Tn—1(f’) — f" est 'image par A; du bloc de méme niveau de f’ car

o L #5)l= 6 )]

Par le lemme (4.4.8} le bloc de niveau n — j — 1 de f’ est donc dans V},, 41 ;. Par le lemme
[4.4.21] on peut donc soustraire & f’ une combinaison linéaire d’éléments de S, (h, A, o) et
supposer que le bloc de niveau n — j — 1 de f’ est un multiple z; de vy, ;.

Si 0 <m < p— 1, soit U, Vopérateur défini par Uy, (f) = S7=0 (1) 7i(f).

En niveau n—j—1, U,,,(f’) a un support inclus dans (j+ 1)-bloc initial. Or, le (j+1)-bloc
correspondant & vy, ; a pour k-ieme coefficient 0 si k n’est pas divisible par p et (kh/p ) si
J = 0 modulo p. Notons a; ce coefficient. Comme ’

o ) 6 2)] =6 7o)

le k-ieme coefficient du (j 4 1)-bloc de niveau n — j — 1 de Uy, (f') est 30—, (D)aj—:. 1
n’y a donc qu'une seule valeur de ¢ pour laquelle a;;_; est non nul : celle pour laquelle
1 — k est multiple de p. Mais alors

(o= ) () = (o 20 = G o)

Or, hji1 = phj + in,—j_1, et donc le coefficient que l'on vient de calculer est égal
a ( K ), de sorte que le (j + 1)-bloc de niveau n — j — 1 de Up,(f’) est

hjt1—in_j—1+m
Uhj i1 —in—j_1+m,j+1-
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Si I'on choisit m comme étant égal au maximum de l’ensemble des i,_,_; tels que
x; # 0, alors U,,(f") a pour support des (j + 1)-blocs de niveau n — j — 1, non tous nuls,
et tels que si i,_;_1 < m, alors le bloc de niveau n — 7 — 1 est nul.

Ceci nous permet donc, en remplagant f’ par U, (f’), de diminuer le nombre de blocs
non nuls, a moins que m = i,_,_q pour tous ces blocs. Dans ce cas, il est alors possible
de diminuer le niveau de f’ grace a l'action de ((1) p91 ), sauf si f’ possede un bloc de
niveau zéro, auquel cas on commence par retrancher a f’ une combinaison linéaire de
translatés de ¢, (h, A, o) de méme support de niveau zéro que f’ (ce qui est possible car
le n-bloc de niveau zéro de f’ est un multiple de vy, , par les calculs qui précedent),
avant de diminuer le niveau.

On vérifie aisément que le nouveau f est toujours tel que 7,_1(f') — f' €, (h,\,0) et
a support de niveau n — j — 1 inclus dans le j-bloc initial, et donc qu’il est possible de
continuer a répéter cette procédure (remplacer [’ par U,,(f’) puis diminuer le niveau), ce
qui a pour effet de diminuer le nombre de blocs non nuls, tout en continuant a garder un
élément qui est équivalent modulo S, (h, A,0) a une combinaison linéaire de translatés
de f. Par conséquent, le nombre de blocs non nuls va finir par stationner.

Par construction, cela signifie que 'application r — i, est périodique, de période d
divisant n, et en choisissant bien I’étape a laquelle on arréte le processus précédent, on
peut supposer que les blocs non nuls de f’ sont exactement en niveau n — 1 — Id,0 <
(n/d) — 1.

Sid < n, alors hy n’est pas divisible par p—1 par Sia est un élément de Z; tel que
@ soit un générateur de F ', alors ji,(vi k) — alvyy € Vi par le lemme . Ceci implique
que oo(at) ((1) 2) "— f" possede au moins un bloc non nul de moins : celui de niveau n—1,
qui devient pi,(vop) — vo0 = 0. De plus, cet élément est non nul car le bloc de niveau
n—1—d est non nul : c’est (v, ) — Vn,.a, qui est non nul car i, (vh.g.a) —a™vp, a € Viya
et at # 1.

De nouveau les conditions sont réunies pour appliquer le méme procédé que précédemment
(remplacer f” par U, (f’) et diminuer le niveau), de sorte qu'’il est toujours possible de se
ramener au cas ou un seul bloc est non nul (c’est-a-dire d = n).

Alors f est un élément & support porté uniquement en niveau n — 1, et méme a support
dans le 0-bloc initial de niveau n— 1. De la la il est aisé de se ramener & [Id], ce qui acheve
de prouver qu’il existe bien une combinaison linéaire de B-translatés de f équivalente a
[Id] modulo S, (h, A, o) : la représentation II,,(h, A, o) est bien irréductible. O

Nous verrons plus tard (théoreme que ces représentations proviennent en fait,
via la construction de Colmez, de (¢, I')-modules irréductibles de dimension supérieure
ou égale a 2.

Construisons a présent d’autres quotients irréductibles de indﬁza, dont nous prouverons
par la suite qu’ils proviennent de (¢, ')-modules de dimension 1.

Soit donc o = 01 ® g un caractere lisse de KZ tel que o9(p) = 1, et A € k*. Notons
S(\, o) la sous-B-représentation de indg,o engendrée par

=[G )]E[6 )]

1=
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/\—1
1
0
1 1 1
FIGURE 7. w
Lemme 4.4.27. — Un élément de S(\, o) a support en un seul niveau est nécessairement
nul.
Démonstration. — Soit f € S(\, o) a support en niveau n, et notons
F=>") Assgas-w,

S€Z BeA

avec I C Z et As C A, tels que les A\g 5 # 0. Une telle écriture est toujours possible car si

(a b) € KZ, alors
s )G OLG 666 )

GRS ]
61696
b))

o

Notons que
1B\ [(1 =i tY] o (18 i 1 —jp
0 p° 0 1 “\o p 0 1
j=0 Jj=0
sont & supports disjoints si 8 — ' & {0,...,—(p — 1)p~'} et égaux sinon.

On peut donc supposer que

=YY AM(}) p%)w

el /BEQp/p_lzp

ou pour tout d € I, il existe 3 tel que Ags # 0.
Si f # 0, alors [ est non vide, et notons iy (resp. i;) son plus petit (resp. plus grand)
élément. Puisque f est a support en niveau n, alors ig = 7; = n. Mais si le support en

niveau n + 1 de (1 ﬂn
0 p

donc f = 0. n

) -w est nul, alors son support en niveau n est nul également, et
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Proposition 4.4.28. — La représentation TI(\, o) := indy,0/S(\, o) est une représentation
irréductible non triviale de B2(Q,).

Démonstration. — Commengons par remarquer que II(\, o) # 0, ce qui est évident car
[Id] & S(A, o) par le lemme précédent.

Pour montrer que II(), o) est irréductible, nous allons prouver que si f est un élément
non nul de II(\, o), alors il existe une combinaison linéaire de B-translatés de f qui est
égale a [Id] modulo S(A, o).

Soit donc f un élément de indf,o d'image non nulle dans II(\, o). On peut supposer que
f est a support en niveaux a,a + 1,...,a + r. Quitte a retrancher a f une combinaison
linéaire de gg 5 - w, on peut supposer que f est a support en un seul niveau a.

Le support de f est fini : soit n € N tel que ce support soit inclus dans le n-bloc initial
de niveau a, et identifions ce support & un élément de Vj,. L’action de ((1) PTY) sur f
correspond alors & l'action de 7,, sur son support, et le lemme permet de trouver
une combinaison linéaire de B-translatés de f égale a

p"—1 .

= L\

Cette combinaison linéaire ne peut étre dans S(A, o) car elle est a support en un seul
n—1 c— T . 712

niveau. Mais alors, en y ajoutant Z?:o 71(1 P ) - w, on obtient un élément dont le

0 p
support est non nul et inclus dans le (n — 1)-bloc de niveau a — 1.

Une récurrence descendante sur n permet alors de se ramener a un élément qui est une
combinaison linéaire de translatés de f dont le support est contenu en un seul niveau
modulo S(A, o), ce qui acheve de prouver I'irréductibilité de IT(\, o). ]

4.5. Représentations de la forme Q, (D)

4.5.1. Construction de représentations de B,(Q,). — Colmez a décrit dans
[Col10b] un moyen de construire des représentations lisses de B a partir (¢, I')-modules.
Nous rappelons ici cette construction.

Soit D un (¢, I')-module libre sur k[r], et soit alors Jim y D le k-espace vectoriel (noté
DX Z, par Colmez) défini par :

I'&HD = {(Tn)nen 1 Y(Tp11) = 20}
¥

Remarque 4.5.1. — Notons que pour déterminer entierement un élément (x,), de
l’&l v D il suffit de connaitre x, pour n suffisamment grand. Pour cette raison, on voit

qu'on peut également identifier @ wD avec l’ensemble des suites (z,),cz telles que

Y(Tps1) = Tp.

On munit 1£1 " D de la topologie de la limite projective, de sorte que 1&1 y D est un

k-espace vectoriel de prodimension finie. Nous allons définir une action de By(Q,) sur
@ “ D. Pour cela, commencons par remarquer que tout élément g € B s’écrit de maniere
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6862606 )

avec t € Q,j € Z,a € Z; et 2 € Q. Si x : Q) — k™ est un caractere lisse de Q,
I’action de B sur = € lﬁn D est alors définie par

(7)), =

(18) ), s o
).
)=

unique sous la forme

xna

= Va1 'rn ou chcl(’Ya) = a,

(o 2)
(6 3)

On vérifie que ceci définit bien une action du groupe B (voir par exemple la proposi-
tion I11.1.1 de [Col10b]), et que cette action est continue puisque celles de 1, T" et  le sont.

T ) s+ = —up2).

Remarque 4.5.2. — Notons que Colmez construit en fait des représentations du groupe
(é 85 ) Ici, on y ajoute un caractere central, et donc une action de Z qui en fait une
P

représentation de B.

Ainsi, 1&1 D est une représentation de prodimension finie de B, et donc Q, (D) :=

(@ v D)* est une représentation lisse de B, dont le caractere central est x.

Remarque 4.5.3. — Siil existe une ambiguité sur le corps de définition, on note Q’;((D)
au lieu de Q, (D).
Notons que si E est une extension de k et D un (¢, I")-module sur k[r], alors

O(D) @x E = QF(D @y E).
Soit pr; la j-ieme projection 1'£1¢ D — D, qui a (x,)nen associe z;. S M est un sous-
k-espace vectoriel de l&n D, on note M; I'image de M par pr;. Le lemme suivant est

alors analogue au lemme I11.3.6 de [Col10b].
Lemme 4.5.4. — Si M est un sous-espace fermé de T&nw D stable par B, alors :

i) Moy = My, pour tout k € N,
ii) My est un sous k[r]-module de D stable par ¢ et T,
iii) M = lim Mo,

Démonstration. — Sixg € My, soit x € T&lw D tel que pry(z) = xo. Alors pr; ((%] (1)) . x) =
xg, ce qui prouve le i).
Il est évident que M est un sous-k[r]-module, stable par v car pr, (( 0) . :c) = 1(xo),

0p
et par I' car pr, ((1 0) :c) = Yo-1(x0).
Enfin, il est clair que M C 1£n y My, et il reste donc a prouver l'inclusion réciproque.
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Soit z = (z,)n € l'&rw My. Si k € N, il existe u®) = (u%k))n € M tel que u,gk) = z car
My = M. Mais par définition de la topologie de 1&1 ‘ D, qui est la topologie de la limite
projective, on a (u®).en qui tend vers z. Puisque M est fermé dans @w D, c’est donc
quezGMetdoncM:@¢Mo. O

Proposition 4.5.5. — Si D est un (¢,I')-module irréductible, alors €, (D) est une
représentation lisse irréductible de B.

Démonstration. — Puisque le dual d'une représentation de prodimension finie topologi-
quement irréductible est une représentation lisse irréductible par la proposition [4.2.23] il
suffit de vérifier que 1&1 v D est le seul sous-espace fermé non nul et stable sous B. Mais
par le lemme précédent, une telle sous-représentation fermée serait de la forme l&n y D,

ou D’ est un sous-(1, I')-module non nul de D. Par irréductibilité de D, D’ = D et donc
. ;o

l]me—I]m¢D. ]
Remarque 4.5.6. — En particulier, si D est un (¢, ')-module irréductible, alors D*

est un (¢, I')-module irréductible par la proposition [4.3.26 de sorte que 2, (D") est une
représentation lisse irréductible de B.

Le résultat suivant permet de dire a quelle condition deux telles représentations de B
sont isomorphes, c’est essentiellement la proposition 1.2.3 de |[Ber10b].

Proposition 4.5.7. — Si Dy, Dy sont deuz (¢, 1")-modules irréductibles et si x1, x2 sont
deur caractéres lisses de Q) tels que Sy, (D) ~ €, (Da), alors x1 = x2 et Dy ~ Ds.

Démonstration. — L’égalité des caracteres est immédiate puisque que y; est le caractere
central de €2, (D;). 1l s’agit donc de montrer que si 2, (D;) =~ Q,(D,), alors Dy >~ Ds.
Notons f : @ " D, — 1&1 y D, un isomorphisme B-équivariant, et soit g := pryo f :
l’ﬂlw Dy — Dy. Alors g(v) ne dépend que de vy. En effet, pour n > 1, soit K,, ’ensemble
des éléments de @1 D; dont les images par pry,...,pr,_; sont nulles. C’est un sous
k[r]-module de @w Dy, stable par ¢ et T" et tel que ¥(K,) = K,41. L'image de K,, par
g est donc un sous-(¢, I')-module de Dy. Par irréductibilité de Dy, soit g(K,) = 0, soit
g(K,) = Dy. Mais ¥(g(K,,)) = g(K,11), alors que g(K,) = 0 pour n suffisamment grand,
par continuité de g. On en déduit que g(kK,) = 0 pour tout n > 1, et en particulier que
si vg = 0, alors g(v) = 0, ce qui achéve de prouver que g(v) ne dépend que de vy.

Ainsi, il est possible de définir une application h : D1 — Dy en posant h(v) = g(?), ou
v est n'importe quel élément de 1&1 " D, dont I'image par pr, est v. Cette application
est un morphisme de (¢, [')-modules, et est non nulle car f est non nulle. C’est donc un
isomorphisme de (¢, I')-modules par irréductibilité de D; et Ds. ]

Définition 4.5.8. — Si D est un (¢, [')-module irréductible sur k((7)), et x un caractere
lisse de Q5 on note €2, (D) la représentation lisse irréductible de B définie par €2, (D) :=
Q,(D")

Si k est un corps fini et V est une représentation k-linéaire irréductible de Gal(Q,/Q,)
on pose , (V) :=Q,(D(V)).

De méme, si k est algébriquement clos et W est une représentation k-linéaire irréductible
de Wq,, on pose (W) := w,(D(W)).
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4.5.2. Représentations associées a des (¢,[')-modules. — A présent que nous
disposons du foncteur D +— €, (D), qui permet d’associer a un (¢, I')-module irréductible
une représentation lisse irréductible de B, nous pouvons essayer de décrire explicitement
les représentations obtenues comme quotients d’induites indﬁza. Nous le faisons ici pour
les (¢, I')-modules irréductibles que nous connaissons, ce qui dans le cas ou k est un corps
fini ou un corps algébriquement clos, permet en fait de décrire toutes les représentations
de B associées a des représentations galoisiennes irréductibles.

4.5.2.1. Le cas des (p,1")-modules irréductibles de dimension 1. — La propositionm
nous permet de décrire tous les (¢,I')-modules de dimension 1 : ce sont les D, j, avec
A€ kX et he{0,...,p—2}. Soit donc e une base de D, j, sur k((7)), telle que ¢(e) = e

et v(e) = w(v)e. Alors Dﬁ\’h = 1 k[r]e et D* = k[nx]e, avec (a(n)-e) = X1 (a(n))-e.
Soit x : Q, — k™ un caractere lisse, et soit Q, (D) la représentation irréductible de B
associée au (¢, I')-module irréductible Diyh.

Soit fy la forme linéaire sur Di,h définie par Oy(a(m)e) = «(0). On définit alors une
forme linéaire 0 sur I'&Iw DE\JL en associant a y = (Yo, Y1, --- ), 0(y) := Oo(vo)-

Lemme 4.5.9. — Si (g Z) € KZ, alors (g Z) -0 = x(a)wh(a"td)0.

Démonstration. — On a

(69 o-r(Cc )
(262

Proposition 4.5.10. — La forme linéaire 6 est annulée par
p—1 .
-1 . p —J
w=\"x(pld Z(O 1).
=0
Démonstration. — En utilisant la définition de l'action de B9(Q,) sur T&nw Di}h, on ob-
tient

(A‘lx(p)H -

p—

(5 V) 9) (4) = X" x(p)ofao) — X2}l o (2(1 . W)jyo)

j= 7=0

Notons yo = a(m) - e, avec a = 3 o, € k[r]. Alors 0y(yo) = ao, et

o (w (Z(l + w)ﬂa)) = o a)) = A" (n ) (0)

=0
= A tag(—1)P7t car (7™ = (—1)"7™.
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Nous pouvons alors décrire la réprésentation du Borel obtenue en terme des
représentations introduites précédemment :

Théoréme 4.5.11. — Sid € k* eth € {0,...,p — 2}, alors Q,(Dy ) ~ I(Ax(p~1),0),
avec o = Xw*h ® wh.

Démonstration. — On sait déja par le lemme |4.5.9) et la réciprocité de Frobenius que
Q,(Dy4) est un quotient de indy,o, via I'application indg,o — Q,(Dy ) définie par

Z Oz(ﬁ, 5)[9675] = Z Oé(ﬂ, 5)95,5 - 0.
58,0

8,6

Cette application est surjective car non nulle et car QX(DE\,h) est irréductible. La pro-

position 4.5.10] permet d’affirmer que son noyau contient w, et donc S(Ax(p~!),0).

Nous obtenons ainsi une application non triviale IT[(Ay(p™"), o) = Q,(D%,), et comme

II(Ax(p~t), o) est irréductible par la proposition [4.4.28| cette application est un isomor-
phisme.
]

4.5.2.2. Le cas des (p,T')-modules de dimension supérieure a 2. — Soient n > 1, 1 <
h < p"»~! — 1 un entier primitif, A € kX et s € {0,...,p — 2}. Alors on dispose du (¢, T')-
module irréductible D = D(ind(w")) ® D, 4, et nous avons donné la description explicite
de D" dans une base (fo,..., fo_1) a la proposition . Si § = p,w" est un caractere

lisse de Q,, considérons la représentation 25(D) = (1&1 y D”) . Sur D%, on définit une

forme linéaire 6y par

90 : Ofo(’/T)fO + ... Oén_l(ﬂ')fn_l — Oéo(O).

On définit alors une forme linéaire 6 sur l&n " D" par
0(y) = o(vo) si y = (Yo, y1,- - - )-
Lemme 4.5.12. — Si (3%) € KZ, alors (&4) -0 = 6(a)w*(a'd).
Démonstration. — La preuve est la méme que pour le lemme [£.5.9 O

Proposition 4.5.13. — La forme linéaire 6 est annulée par

p"—1

(=) A 1 — ; (h(pj_ 1)) (%" ?).
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Démonstration. — Siy = (yo,y1,...) € I'&nw D, alors on a

(oo () (5 o)
e =3 (Yo )0
= (=) A" "0 (yo) — T" ::01 (h(pj_ 1))9 (((1) 121) (é —1]) y)

— (—1)”*1)\7”7”90(1/0) —71"0g 0" <Z_ (h(pj_ 1)) (1+ 7T)jy0> .

J=0

hSTRS

Par les formules de la proposition 4.3.27] il est évident que si yo = a;(7) f;, avec 1 < i <
n — 1, alors cette somme est nulle. Nous pouvons donc supposer que yo = () fo. Par le
lemme 1.1.2 de [Berl0c|, on a

-1 .
Z (h( ‘7_ 1>> (1+7) € P el an_h"/{?[[ﬂ']].
=0 NP

Or, pour 1 <k <n,onap’—h,+i, r =p(p" "t —hy_1), de sorte que grace aux formules
de la proposition [4.3.27], on a, modulo 7wD?,

(S~ j _ (et
(0 (Z (h(p— 1)>(1+7T) 040(7T>f0> ="(r 0(0) fo)

5=0
= P (=) AT (g (0) fra)
R i (G D Y

= (=1)"""]A"ao(0) fo.

Ceci suffit a établir la proposition. O

Théoréme 4.5.14. — Soient D et 6 comme précédemment. Alors
Qs(D) = TL,(h, (=)™ "N\ W™, ®@ w*).

Démonstration. — Par le lemme 4.5.12/on a un morphisme KZ-équivariant 0 = w" °u, ®
w® — Qs5(D)|kz, et par réciprocité de Frobenius , on a donc un morphisme B-

équivariant indy o0 — Qs(D) donné par
> a(B,0)gsal = D> al(B,6)gss - 6.
8,6 B8

Ce morphisme est surjectif, car il est non nul et car 5(D) est irréductible.
De plus, par la proposition [4.5.13| son noyau contient

() (6 7))
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0
p

(1At 3] —Z Golo) |G 7))

est contenu dans le noyau, et donc c’est également le cas de S,(h,(—1)""'A\"" o),
et on a donc un morphisme surjectif IL,(h,(—=1)""'A"™ 0) — Qs(D). Comme
I, (h, (—1)"'A\™" o) est irréductible par le théoreme [4.4.26) il s’agit d'un isomor-
phisme. O

Donc en multipliant par ((1) ), on voit que

Corollaire 4.5.15. — La B-représentation Qs(D) est de présentation finie.

Remarque 4.5.16. — En fait on a méme prouvé un résultat plus fort, puisque le
noyau de la surjection B-équivariante indR,o — Q5(D) est toujours engendré par un
seul élément.

Enfin, il est possible de réinterpréter ce résultat dans l'autre sens, ce qui permet de
décrire les représentations II,,(h, A, o) en termes de (¢, I")-modules.

Corollaire 4.5.17. — Soitn > 2, h < p"~ ' — 1 primitif, N € k* et 0 = wu, @ w® un
caractere de KZ.
Soit p € k* une racine n-icme de (—1)" A7t - p™ = (=1)"" AT Alors

IL,(h, A\, 0) >~ Q, (D)
avec X = p,w™ et D = D(ind(w")) @ D,p.

4.6. Classification des représentations irréductibles et conséquences

4.6.1. (¢,I')-modules et représentations irréductibles de B,(Q,). — Dans cette
section, nous prouvons que toute représentation lisse irréductible de B, admettant un
caractere central x est de la forme Q,(D%), ot D est un (¢, I')-module irréductible sur
k().

Pour cela, nous commencons par utiliser 'action de (ZPB{O} Zlf') afin de construire un
(¢, T)-module M irréductible, non nécessairement de type fini sur k[r], puis utilisons des

résultats d’Emerton pour prouver sa finitude.
A T'aide du résultat [4.3.24] nous en déduisons l'existence d'un (¢, I')-module D tel que
M = D", et lorsque nous disposons d’une interprétation galoisienne des (¢, I')-modules,

en déduisons un lien entre représentations lisses irréductibles de B et représentations
galoisiennes.

4.6.1.1. P*-modules de représentations du Borel. — Soient Pt = (ZPB{O} le) et P~ =
((1] zp?{o}) deux sous-monoides compacts de B. Notons que (PT)"'Z = P~ Z, alors que

(PH)~t# P

Définition 4.6.1. — Si'V € EVE’df(k), on appelle P~-module de II un sous-k-espace
vectoriel de V' stable sous I'action de P~. De méme, on définit un P*-module de V' €
EVE..(k) comme étant un sous k-espace vectoriel de V stable par P+.
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Un P~ -module est naturellement muni d’une structure de k[Ny] = k[r]-module (pro-
position ) qui identifie I'action de ((1) %) a la multiplication par (1 4 7).
De plus, si V est un P~-module, alors I'action de (1 0) définit un opérateur ¢ : V. — V

par ¥(v) = ((1)2) v. On a alors

s =g 0) (o 1) o= (0 2)o=(0 1) (5 3) v=+m v

On en déduit sans difficulté que ¥ (p(N).v) = )\ P(v), Vv € V,VA € kn].
De méme, on définit une action de I' via v,(v) = (§9) - v. Cette action est alors semi-
linéaire car

e =(5 9 (5 1) 0=(6 1) (5 1) v =0+ a6

Enfin, 'action de I' commute a v :

voa@) = (5 ) (5 9) 0= (5 1) (0 §) v =rutwion.

Ainsi, un P~-module qui est de type fini sur k[r] est naturellement un (¢, I")-module.

Lemme 4.6.2. — Soit Il une représentation lisse de B et D un (v, I')-module tel qu’on
aie un plongement By(Q,)-équivariant non nul f : II* — l'&le. Alors, il existe un

sous-(1,I')-module surjectif D' C D et un plongement By(Q,)-équivariant non nul :
I = lim D'

Démonstration. — Notons comme précédemment pry, : @ y D — D la projection qui a

(Zn)nen associe xy. On note alors Dy = pry(ImIT*). Alors, pour tout k, Dy = D,.
En effet, si (z,), € Imll*, alors (y,), = (ép%) - (xn)n est aussi dans Imll*, et
yo = VYF(yr) = mp. Ainsi, Dy C Dy. Pour la réciproque, il suffit d’utiliser I'action de
(% 1)

01

De plus, on en déduit que Dy est stable par ¢ et I', et que ¢ : Dy — Dy est surjectif.

Nous souhaitons prouver que ImII* = M " Dqy. On a déja l'inclusion évidente ImII* C
l'&lw Dq. Soit (z,)nen un élément de l'&nw Dy. Puisque pour tout k, D, = Dy, il existe

(y,(lk)) € ImlII* tel que y,(ck) = 1. Mais alors, par définition de la topologie de 1&1 . D (qui

(k)

est la restriction de la topologie produit), cela signifie que (yn"’ )ren tend vers (x,) dans

fm, D.
Comme ImIT* est 'image par une application k-linéaire continue d’un espace linéairement
compact, il est fermé et on en déduit que (x,),en est dans ImIl*, ce qui conclut. O

A présent, considérons II une représentation k-linéaire lisse irréductible de By(Q,)
possedant un caractére central, et soit V un Pt-module de II, tel que V™ soit un
k-espace vectoriel de dimension finie.

Alors V* est muni d’une structure de P~-module grace a l'action du caractere central de
IT (pour une représentation sans caractere central, on n’aurait a priori quune action de
(P)1 et pas de P7).
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Par la proposition [4.2.25] V0 est le dual des coinvariants de V*, et donc (V*)y, est un
k-espace vectoriel de dimension finie.
V* étant muni d’'une action continue de Ny, cest un k[Np] =~ k[r]-module par la

propostion [4.2.30, Par le corollaire [4.2.33] V* est un k[r]-module de type fini si et
seulement si V*/7V* est un k-espace vectoriel de dimension finie. Or, sous 'action de

No, 7V* s’identifie & V*(No) car 7z = (§ 1)z — z, et donc V*/7V* s’identifie & I'espace
des coinvariants (V*)y,. Ainsi, grace aux hypotheses sur V., V* est un k[r]-module de
type fini.

On note V¥, le sous-k[r]-module des éléments de torsion de V*, de sorte que V*/V

est un k[r]-module libre de rang fini.

Puisque V' est un sous-k-espace vectoriel de II, on a I’application naturelle de restric-
tion IT* — V*  qui est P~ -équivariante. On peut alors la prolonger en une application
non nulle et By(Q,)-équivariante : II* — lgl v V*. Si I'image de cette application est

tors

incluse dans @¢ Viers C @w V*, alors on a une injection II* — @w Viess car 117

est topologiquement irréductible. Par le lemme [4.6.2) on peut supposer qu’il existe un
sous-(¢, I')-module surjectif D de V¥ . tel que II* — @ “ D soit non nul. Mais comme

tors

V* est un k[r]-module de type fini, V% ; est un k-espace vectoriel de dimension finie, et

donc il en est de méme de l&n " D ~ D car 9 est k-linéaire et surjective. On en conclut

que IT* et donc II sont de dimension finie.

Au contraire, si Im(II* — lJim “ V) & lim o Viers: alors on a un morphisme non nul et
By(Q,)-équivariant : IT* — @w D,ou D =V*/VZ  est un (¢,I")-module libre.

Proposition 4.6.3. — Soit 11 une représentation k-linéaire lisse irréductible de
B2(Q,), Do un (¢,I')-module libre et surjectif, et f un morphisme non nul By(Q,)-
équivartant IT" — I'an Dy.

Alors, soit 11 est de dimension finie, soit il existe un sous-quotient D de Dy, irréductible,
tel que

IT ~ (leD)*
(4

Démonstration. — Nous allons procéder par récurrence sur le rang de Dy.

Si Dgy est irréductible, alors I'image de II* dans 1&1 y Dq est fermée (par linéaire

compacité de II*), non réduite a 0, et stable par By(Q,). Par le lemme on a alors
ImIT* = @w(lmﬂ*)o, avec (ImlI*)y un sous-(¢, I')-module de Dy, et alors (ImII*), = Dy.

Ceci impose alors ImIT* ~ 1£n “ Dy, mais puisque II est irréductible, II* est topologique-
ment irréductible et le morphisme IT* — @ y Dy est alors injectif car non nul : c¢’est un

isomorphisme Bs(Q,)-équivariant.

Si Dy n’est pas irréductible, soit Dy, un sous-objet de Dy stable par i et I'. On a alors
deux cas possibles :
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— Si Dj, est de rang strictement inférieur a celui de Dy, ou bien l'application
I — M v Dj est non nulle, et alors le lemme permet de remplacer D par un

sous-(1, I')-module de rang inférieur a celui de Dy, ou bien IT* — 1&1 y Dy est nulle,
auquel cas nous disposons d’un morphisme non nul IT* — l&n w(DO /Dy).

Dans ce second cas, posons Dy = Dy/Dj. Alors il se peut que le morphisme
I — 1&1 y D{ soit a valeurs dans an w(D()’)tors, auquel cas on en déduit comme

précédemment que Il est de dimension finie. Dans le cas contraire, il existe un
morphisme non nul II* — lim ¢(Dg )/ (D )tors; qui est libre et de rang strictement

inférieur & celui de Dy. En appliquant le lemme [£.6.2 on est donc ramenés a un
morphisme IT* — l'ng()” , avec D{" libre, surjectif et de rang strictement inférieur a
celui de Dy.

~ Si D} est de méme rang que Dy, commencons par utiliser le lemme afin de
remplacer D par un sous-(¢, I')-module surjectif Dj. Par les mémes arguments que
précédemment, on peut se ramener a Dy libre.

Le cas ot le (¢,I")-module libre obtenu est de rang inférieur strictement a celui de
Dq vient d’étre traité. Supposons donc que Dy est de méme rang que Dy. Alors par
le lemme [4.3.23| Dy contient wDj. Mais comme Dj/mDj, est un k-espace vectoriel
de dimension finie, il n’existe pas de suite strictement décroissante de sous-(¢,I')-
modules de Djj de méme rang que Dj,.

Donc en répétant le méme procédé, soit on finit par aboutir & un (¢, I')-module libre
irréductible de rang égal au rang de Dy, auquel cas nous pouvons conclure; soit
on est ramenés a un sous-(¢), I')-module de rang strictement plus petit, qu’on peut
supposer surjectif par le lemme et alors I’hypothese de récurrence nous permet

de conclure.
O

Corollaire 4.6.4. — Soit 11 une représentation lisse irréductible de B, de caractere
central x telle qu’il existe un PT-module V de II tel que Vo soit un k-espace vectoriel
de dimension finie. Alors soit 11 est de dimension finie, soit il existe un (¢, 1")-module D
libre et irréductible tel que 11 ~ Q, (D).

4.6.1.2. k[r] {¢}-modules admissibles. — Emerton a introduit dans [Emell] un anneau
de polynoémes non commutatifs sur l'algebre d’Iwasawa k[Z,] = k[n], et prouvé qu’il
était cohérent. L’étude de certains modules (les modules admissibles) sur cet anneau
permet entre autres 1’étude des représentations lisses de GLy(FE), pour E extension finie
non ramifiée de Q,,. En particulier, Emerton retrouve ainsi la classification de Barthel et
Livné des représentations lisses irréductibles de GL2(Q,) (voir la partie 5 de [Emell]).
Tous les résultats de cette section sont dis a Emerton.

Définition 4.6.5. — On note k[n] {¢} 'anneau des polyndémes non commutatifs en ¢
a coefficients dans k[r], ou la multiplication est définie par ¢ - a = ¢(a) - ¢.

k[r] {¢} n’est pas un anneau noethérien, mais par [Emell|, Prop. 1.3.], ¢’est un anneau
cohérent, c’est-a-dire tout sous-k[r] {¢}-module de type fini d'un k7] {¢}-module de
présentation finie est encore de présentation finie. De plus, si M est un k[r] {¢}-module
a gauche, alors Tor*l™l(k, M) peut étre muni d’une structure naturelle de k[¢]-module
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(ou ici k[¢] désigne 'anneau des polynomes usuels en ¢ puisque ¢ agit trivialement sur
k). Ceci découle du résultat suivant :

Proposition 4.6.6 (|[Emell, lemme 2.1]). — Il existe un isomorphisme k-linéaire ca-
nonique de d-foncteurs

TorklMHe} (k[¢], —) ~ Torkl™ (k, —).

Ici, puisque k[r] est un anneau de valuation discrete, il est de dimension projec-
tive 1, et en particulier Tor, H ﬂ( ,—) = 0 pour ¢ > 2. De plus, si M est un k[r]-
module, il est aisé de décrire explicitement Tor;(k, M) : on a Tor’g[[”]](k, M) = M/mM et
Tork[”]](k, M) = Mi[r] :={meM:m-m=0}

De plus, la structure de k[¢]-module sur Tork[[ﬂ]]{d)}(k M) = M/mM est uniquement ca-
ractérisée par l'action de ¢, qui est donnée par

m mod 7 M — ¢.m mod wM

alors que ’action de ¢ sur Torlf[[ﬂ](kz, M) ~ M|r] est donnée par

p(m)

m— —=¢-m
T

p(m)

Notons que est bien un élément de k[r] et que W-@qim = p(m)p-m = ¢-(m-m) =0,

de sorte que WTqﬁ -m est bien dans M[r].

Définition 4.6.7. — Un k[r]-module est dit admissible si M est un k[r]-module de
torsion et si M[m] est un k-espace vectoriel de dimension finie.

Emerton a prouvé le critere d’admissibilité suivant :

Proposition 4.6.8 (|[Emell] proposition 3.5]). — Soit M un k[r] {¢}-module de type
fini qui est un k[r]-module de torsion. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
— M est un k[r]-module admissible ;
— le quotient M /mM est de dimension finie sur k ;
— le quotient M /wM est de torsion sur k[¢].

4.6.1.3. Représentations de dimension infinie de Bo(Q,). — A présent, considérons II
un quotient de indg,o, ott 0 = 0 ® 0y est un caractere lisse de K Z, tel que oy(p) = 1.
Il existe alors un P*-module standard de II, & savoir 'image des éléments de indy o &
support dans PT.

Notons (indg,o)* I'ensemble des éléments de indR,o & support dans P+. Tout élément
de (indg o)t s’écrit alors de maniere unique

> X o)

JEN  peA
Up(ﬂ)z—”

Soit R le noyau de la surjection IT — indKZJ de sorte que II = indg,0/R. On note
R* = RN (indg,0)*, et IT* 'image de (indg,0)* par la surjection indy,o — II. Alors,
en tant que P*—module, [T ~ (indy,0)" /RT.
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[T est un k[n] {¢}-module a gauche, ou 'action de 7 correspond comme d’habitude
a celle de (§1) — (49), et l'action de ¢ est celle de (#9). Notons que puisque II est

lisse, I (et plus généralement tout sous k[r] {¢}-module de II) est de k[r]-torsion :
1 p"Z "
pour tout x € IIT, il existe n € N tel que = € H(O 1), En particulier, 77" - x =

(67) == (5%) =0

Lemme 4.6.9. — L’application ©F : (indg,0)" — k[¢] définie par

Z Z /\B,—a[gﬂ,—a]HZ Z Ag—n | 9"

>0 peA n>0 BeA
vp(B)>—8 vp(B)>—n

induit un isomorphisme de k[r] {¢}-modules de (indg,o)*t /7 (indg,0)* — k[d)].

Démonstration. — 11 est aisé de vérifier que cette application est un morphisme de
k[r] {¢}-modules. De plus, son noyau est formé des éléments tels que pour chaque 6 > 0,
> pears—s = 0, cest-a-dire (avec les notations de la section des ¢éléments dont le
support en niveau —d est dans V,s_; 5. Mais Vs_; 5 est 'image de Vs par As. Nous avons vu
ala sectioanue Pactionder = (§1)—(§9) sur les éléments de (indg,0)* correspon-

dait & I’action de As en niveau —4. Ainsi, f € Ker O si et seulement si f € 7(indg,0)*.
Il est clair que ©F est surjective, et donc qu’on a I'isomorphisme annoncé. O

Proposition 4.6.10. — Si 11 n’a pas de quotient isomorphe a o, alors IIT est un
k[r] {¢}-module admissible.

Démonstration. — Par la proposition @, puisque ITT est de k[r]-torsion, il s’agit de
montrer que II7 est de type fini sur k[r] {¢}, et que IIT /711" est un k-espace vectoriel
de dimension finie.

Notons que (ind@,0)* est de type fini sur k[r] {¢}, engendré par [(§9)] car

G 2)] w5 7)) =0 () (6 D16 )]
— o7 (p)(1+ mPEg ([(é ?)D |

Ainsi, TI* qui est un quotient de (indg,0)* est également de type fini sur k[x] {¢}.
Pour voir que IT*/7IIT est un k-espace vectoriel de dimension finie, considérons la suite
exacte courte de k[r] {¢}-modules

0— R" — (indg, o)™ — IIT — 0.
On en déduit la suite exacte de k[¢]-modules suivante :
R"/7rRY — (ind} ,0)" /7(ind? ,0)" — T /71T — 0.

Si 7Rt C 7(indy,0)", alors tous les éléments de R sont dans le sous-espace noté Ry
dans la partie {4.4.3] Mais pour tout z € R, il existe n € N tel que () -z € R, donc
R C Ry, ce qui n’est pas possible puisque indEZJ/RO ~ ¢ et qu’on a supposé que II ne
possedait pas de quotient isomorphe a o.

On en déduit que IT*/7II* est un quotient strict de (indp,0)* /7 (indg,0)t ~ k[¢]. En
particulier, c’est un k-espace vectoriel de dimension finie. O
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4.6.2. Classification des représentations lisses irréductibles de B. — En com-
binant tous les résultats précédents, nous obtenons le résultat de classification suivant :

Théoréme 4.6.11. — Soit 11 une représentation k-linéaire lisse irréductible de B, ad-
mettant un caractere central x. Alors :

— soit I est de dimension finie,

— soit il existe un (p,T')-module D, libre sur k((m)), irréductible, tel que I1 = Q, (D*).
De plus, les représentations du second type sont de dimension infinie, et il n’existe pas
d’entrelacements non nuls entre Q0 (D%) et Q,,((D')?) si x # X' ou D # D',

Démonstration. — Soit II une représentation lisse irréductible de dimension infinie de
B admettant un caractere central. Alors par la proposition , IT* est admissible, et
donc son dual est un k-espace vectoriel linéairement compact muni d’une structure de
k[r]-module. Mais puisque les invariants sous Ny de IT* sont de dimension finie sur k (par
admissibilité de IIT), alors les coinvariants de (IT1)* sous Ny sont également de dimension
finie, ce qui revient a dire que (ITT)* /7 (IT")* est un k-espace vectoriel de dimension finie.
Par le corollaire cela implique alors que (IT1)* est un k[r]-module de type fini, et
donc un (1, I')-module.

Par construction, il existe un morphisme non nul B-équivariant IT* — @ w(HJF)*. Par la

proposition [4.6.3} il existe donc un (¢, I')-module irréductible Dy tel que IT* ~ @w D.

Mais par la proposition [4.3.24] il existe alors une unique structure de (¢, I')-module

irréductible sur Dy @z k(7)) telle que Dy = (Do @pprp k(7)))%, ce qui termine la preuve.
[

Remarque 4.6.12. — Ce résultat est a mettre en contraste avec le cas de la ca-
ractéristique ¢ # p. En effet, la donnée d’une représentation de B admettant un caractere
central est équivalente a celle d'une représentation irréductible du sous-groupe mirabo-
lique de GL2(Q,), c’est-a-dire de P = (Qo; le), et d’un caractere lisse.

Or, si K est un corps de caractéristique ¢ # p, il n’existe, a isomorphisme pres, qu'une
seule représentation K-linéaire, lisse et irréductible de P de dimension infinie. La preuve
se trouve par exemple dans le chapitre 3.8 de [BHO6| pour des représentations & coeffi-
cients complexes. Cette preuve n’utilise que I'existence d'une mesure de Haar sur Q,, et
peut donc s’adapter a n’importe quel corps K de caractéristique ¢ # p, car il existe alors
une mesure de Haar sur Q, a valeurs dans K par [Vig96, 2.4].

Si k est un corps fini de caractéristique p, on peut utiliser ’équivalence de catégories
de Fontaine pour affiner ce résultat.

Théoréme 4.6.13. — Soit k wun corps fini de caractéristique p, et Il wune k-
représentation lisse irréductible de Bo(Q,), admettant un caractére central x. Alors :
— soit I est de dimension finie,
~ soit il existe une k-représentation irréductible V de Gal(Q,/Q,), de dimension
finie, tels que II = Q, (V).
De plus, Q, (V) >~ Q. (V') si et seulement si x = x' et V =~ V.

Démonstration. — Si Il est de dimension infinie, alors par le théoreme il existe un
(¢, I")-module irréductible D tel que IT = Q, (D). Mais par I'équivalence de Fontaine 2.3.2]
il existe une représentation V de Gal(Q,/Q,) telle que D = D(V). On a alors bien
I =Q.(V). O
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Remarque 4.6.14. — Ce théoreme reste valable dans le cas ou k = F_p car alors un
(¢, I')-module de dimension finie sur F,((7)) provient en fait par extension des scalaires
d'un (¢, I')-module sur E((7)), ou E est une extension finie de F,,.

Dans le cas ou k est algébriquement clos, on peut combiner ce résultat au théoreme B
de [BV12] pour obtenir le résultat suivant (qui est le théoreme A’ de [BV12)) :

Théoréme 4.6.15. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p, et Il
une représentation k-linéaire, lisse, irréductible de By(Q,), admettant un caractére cen-
tral. Alors :

— soit I est de dimension finie,

— soit il existe une représentation k-linéaire W, irréductible, de dimension finie, du

groupe de Weil de Q, telle que II = Q, (W).

Démonstration. — Le théoreme B de [BV12] nous donne une bijection entre les (¢, I')-
modules irréductibles sur k(7)) et les représentations k-linéaires irréductibles du groupe
de Weil de Q,, et combiné au théoreme 4.6.11, on obtient bien le résultat annoncé. [

4.6.3. Non admissibilité des représentations de dimension infinie. — Il est
évident que les représentations de dimension finie de B sont admissibles, nous prouvons
ici que ce sont les seules. Ce résultat est a comparer au cas des représentations de
GL3(Q,), ou la classification de Barthel-Livné et Breuil permet de voir que toutes les
représentations lisses irréductibles a caractere central de GLy(Q,) sont admissibles.

Les résultats de Berger (|Berlla]) prouvent méme qu’on peut peut se passer de I’hy-
pothese sur le caractere central : toute représentation lisse irréductible de GL2(Q,) est
admissible.

Commencons par quelques lemmes précisant un peu plus l'action de I'. Dans la suite,
si v € I', on note n(7y) le plus petit entier n € N tel que xcya(7) € 1+ p"Z,, c’est-a-dire

n(V) = Up(chcl(’Y) - 1)-
Lemme 4.6.16. — Soit v € T tel que n(v) > 1. Alors (v — 1)(r) € «*" 7 k[x].
Démonstration. — Si n(y) > 1, alors n(y) = 1+ p"Mu, avec u € Z¥, ¢t on a

(y=1D(m) = A+ m) " 1= = (14 m)"D((1+7)" = 1) € 7"Ok[r].
]

Lemme 4.6.17. — Si D est un (¢,T')-module, alors il existe m € N tel que sin(vy) > m,
alors

(y — 1)(D*) C n? D"
Démonstration. — Soit eq, . .., eq une base de D?. Par continuité de I'action de I, il existe

ny € N tel que si n(y) > ny, alors (y — 1)(e;) € 7P D",
Soit alors x = Z?Zl z;e; un élément de D?. On a alors

d d

(v =D@) = D _((r = D) e+ Dy (7 = 1)(es).

=1
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La premiére somme est dans 77D des que n(y) > 1 par le lemme 4.6.16] La seconde est
dans 7P D¥ si n > n; par définition de n;. Donc m = max(1,n,) convient. O

Lemme 4.6.18. — Si D est un (o,T')-module, alors Kery) N (D*\wP D?) # ().

Démonstration. — Soit x un élément non nul de D. Alors p(z) # 0, et il existe n € Z tel
que Pp(x) € D —7P DR Alors (1+7)7P"p(z) = (1+m)p(n"x) € KeryyN(D\7PD%). O

Proposition 4.6.19. — Soit D un (p,T')-module et y : Q, — k™ un caractére lisse.
Alors Q,(D) n’est pas admissible.

Démonstration. — Soit m comme dans le lemme précédent. Nous allons prouver que les
. : _ (4pMZ,  Zy
invariants de €2, (D) sous le sous-groupe ouvert compact de B, I, = ( o T4 +pmzp) ne
sont pas de dimension finie sur k.

Rappelons que par le lemme [4.2.25) (2, (D)™)* est égal a (l&lw D%); ., qui lui-méme est

le quotient de lim par (lim (D%))(Z,,). Donc pour prouver que ., (D)’ n’est pas de
Sy 5y x

dimension finie, il suffit de prouver qu’il en est de méme de ce quotient.

Le groupe [, est un pro-p-groupe, topologiquement de type fini, engendré par (HPm v ),

0 1
((1] %) et (0 Lpm ) La preuve de la proposition montre alors que

(i D) (1) = Vect, <((1+me) )t D (1) 1) b D% () 1) I%D“)

Puisque 1 + p™Z, est dans le noyau de ¥, (Hg’ 1) agit trivialement sur @ " Dt et
donc

(g7 9) = 1) - LD” =0.
L’action de ([1) %) est facile a décrire, et on a

((51) = 1) - (@ndnen = (7" n) on
de sorte que

((§1) = 1) - lim D* = lim 7¥" D",
Y Y

Enfin, si 7, € T est tel que Xeya(Ym) = (1 4+ p™) 7%, notons V,,, = (v, — 1)(D%). Alors
YV, — Vi, est surjectif, de sorte que

((014pm) — 1) - LDU Hm v,
P
Notons alors V,, , = Vecty(n" Dt Vi) C ﬂ'pDh, de sorte que
(I&H Du)([m) = l‘&nvm,n-
P hn

Puisque 9 : Vi n41 — Vi est surjectif, la condition de Mittag-Leffler est vérifiée, et
donc les coinvariants de M y D" sous I,,, sont donnés par

(l%n Dh)/ﬂw&: Vm,n) = %Du/vm,n-

Il nous reste donc a montrer que ces coinvariants forment un k-espace vectoriel de
dimension infinie.
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Mais si # € D\nP?D% est un élément de Kertp, dont I'existence est assurée par le
lemme [4.6.18), alors quel que soit n > 1, 'image T, de x dans D%/ Vimn est non nulle,
et donc une famille infinie et libre d’éléments de 1&1 wnDh /Vinn est donnée par les
(0,...,0,Ty,...).

m

Corollaire 4.6.20. — Soit 11 une représentation lisse irréductible et a caractére central
de B. Alors 11 est admissible si et seulement si elle est de dimension finie.

Démonstration. — 11 est évident que les représentations de dimension finie sont admis-
sibles. Si II est de dimension infinie, alors le théoreme [4.6.11] montre 'existence d’un
(¢, I')-module D tel que IT =~ Q, (D), ou x est le caractere central de II, et la proposi-

tion [4.6.19 permet de conclure que II n’est pas admissible. O
4.6.4. Caractere central des représentations irréductibles. — A Tlinstar des

résultats de |[Berlla], nous montrons ici comment utiliser le théoreme de classification
des représentations lisses irréductibles a caractere central sur un corps quelconque afin
de prouver que sur un corps algébriquement clos, toute représentation lisse irréductible
de B possede nécessairement un caractere central.

Soit donc k£ un corps algébriquement clos de caractéristique p, et II une représentation
k-linéaire lisse irréductible de B.
Le pro-p-groupe (14 pZ,) - Id possede des points fixes non triviaux, et puisque
(14 pZ,) - Id C Z, l'ensemble de ces points fixes forme une sous-représentation de
II. Donc par irréductibilité de II, (1 + pZ,) - Id agit trivialement sur II.
SigeZy-1d, alors g»~' € (1+pZy) - 1d, de sorte que IT = @,,-,_, I19=*'9. Mais encore
une fois, puisque g € 7 et par irréductibilité de TII, les éléments de Z - Id agissent par
des scalaires : il existe un caractere Z; — k™ par lequel agit Z; - Id. Un tel caractere est
nécessairement de la forme w”, r € {0,...,p — 2}. Quitte a tordre II par w™", on peut
donc supposer que Z, - Id agit trivialement sur II.

Soit f = (*82). Pour tout polynéme non nul Q(X) € k[X], le noyau et I'image de

Q(f) : I — TII forment des sous-représentations de II. Si le noyau de Q(f) n’est pas
réduit a zéro, alors f admet un vecteur propre A € k, de sorte que IT = II/=*14 et ainsi
laction de Z = Q) - Id = p? x Z; - 1d se fait par un caractere : II admet un caractere
central.
Si pour tous les polynémes non nuls @ € k[X]|, Ker Q(f) = {0}, alors Q(f) : II — II
est bijectif, de sorte que II peut étre muni d’une structure de k(X )-espace vectoriel.
Dans ce cas, II est une représentation k(X )-linéaire, lisse (puisqu’elle I’est en tant que
représentation k-linéaire), irréductible. De plus, II admet alors un caractere central : il
s’agit de px.

Par le théoréme IT est donc de la forme Q,, (D), pour D un (p,I')-module
irréductible sur k(X)((7)), ou est de dimension finie sur k(X).
Dans le cas ot IT est de dimension finie sur k(X), par la proposition [4.4.3] il existe deux
endomorphismes f et g du k(X)-espace vectoriel II et deux entiers r,s € {0,...,p — 2}
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tels que

n b

(p S~ ) v = w"(ag)w’(co) f" 0 g™ (v), Vv € 1L

0 pMcy
Soit alors (ey,...,eq) une base du k(X)-espace vectoriel II, et S 'ensemble infini des
éléments de k qui ne sont pas poles de coefficients de f et de g dans cette base. Pour
A € S, le morphisme d’évaluation en A fournit un quotient de la représentation k-linéaire
II, de caractere central py. Pour A # X, les deux représentations obtenues ne sont pas
isomorphes, ce qui contredit I'irréductibilité de II en tant que représentation k-linéaire.

Supposons alors qu’il existe un (¢, I')-module D, irréductible sur k(X)((7)) tel que
II = Qﬁg)(D) Alors II ®p(x) E(X) = Q,’j(XX)(D Qp(xX) E(X)), out D Qk(X) E(X) est un
(¢, I')-module sur k(X)((7)). Soit Dy un sous-(¢, I')-module irréductible de D ®px) k(X).
Puisque k(X) est algébriquement clos, nous connaissons les (i, I')-modules irréductibles

sur k(X)((7)), et & torsion par un caractére non ramifié pres, ils sont définis sur F, (7)) :
il existe A € k(X) et Dj un (¢, I')-module irréductible sur F,((7)) tel que

Dy = (D ® Dio) ®k(x) k(X).
Soit £ une extension finie de k(X) telle que (Il ®x(x) £)* soit de la forme

(I ®k(x) @Q ((D; @x, E) @ Dy, 0) = EBQ (D; @ E)) © i,

ou les D; sont des (¢, F)—modules irréductibles sur Fp((ﬂ)) et les \; sont des éléments de
E. En tant que représentation k-linéaire, (Il ®yx) E)* = HE*X] ot en particulier est
de longueur finie.

Mais pour chaque premier p de Op[X,1/X, A1, 1/\], 'évaluation en p fournit un sous-
quotient de (IT ® E)%, et deux tels sous-quotients ne peuvent étre isomorphes puisqu’ils
ont des caracteres centraux distincts.

Nous venons donc de prouver le résultat suivant :

Proposition 4.6.21. — Sur un corps algébriquement clos, toute représentation lisse
wréductible de B possede un caractere central.

Corollaire 4.6.22. — Soit k un corps algébriquement clos, et I1 une représentation k-
linéaire lisse, irréductible de B. Alors I1 admet un caractére central x. De plus, si Il est
de dimension infinie sur k, il existe un (p,I')-module D, irréductible sur k() tel que

II~Q. (D).



[BHY7]
[BLY4|
[Ben00]
[Ber04]
[Ber10al
[Ber10b]
[Ber10c]
[BB10]

[BBO5]

[BLZ04]

[Berllal

[Berllb]

[Ber04]

[BV12]
[Bre03a]

[Bre03b]

BIBLIOGRAPHIE

P. N. Balister et S. Howson, Note on Nakayama’s lemma for compact A-modules, Asian J.
Math. 1 (1997), no. 2, 224-229.

L. Barthel et R. Livné, Irreducible modular representations of GLa of a local field, Duke Math.
J. 75 (1994), no. 2, 261-292.

Denis Benois, On ITwasawa theory of crystalline representations, Duke Math. J. 104 (2000),
no. 2, 211-267.

Laurent Berger, Limites de représentations cristallines, Compos. Math. 140 (2004), no. 6,
1473-1498.

, Galois representations and (p,I")-modules, 2010, En cours de rédaction. Disponible
sur http://perso.ens-1lyon.fr/laurent.berger/ihp2010.php.

, Représentations modulaires de GL2(Q)) et représentations galoisiennes de dimension
2, Astérisque 330 (2010), 263-279.

, On some modular representations of the Borel subgroup of GL2(Q,), Compos. Math.
146 (2010), no. 1, 58-80.

Laurent Berger et Christophe Breuil, Sur quelques représentations potentiellement cristallines
de GL2(Q,), Astérisque 330 (2010), 155-211.

, Sur la réduction des représentations cristallines de dimension 2 en poids moyen (2005),
Non publié. Disponible a
http://perso.ens-lyon.fr/laurent.berger/autrestextes/poidsmoyens.pdf.

Laurent Berger, Hanfeng Li, et Hui June Zhu, Construction of some families of 2-dimensional
crystalline representations, Math. Ann. 329 (2004), no. 2, 365-377.

Laurent Berger, Central characters for smooth irreducible modular representations of GL2(Q,)
(2011), Prépublication.
Disponible a http://perso.ens-1lyon.fr/laurent.berger/publications.php.

, Local constancy for the reduction mod p of 2-dimensional crystalline representations,
Bull. Lond. Math. Soc. (2011), Advance access.

, An introduction to the theory of p-adic representations, Geometric aspects of Dwork
theory. Vol. I, II, Walter de Gruyter GmbH & Co. KG, Berlin, 2004, pp. 255-292 (English,
with English and French summaries).

Laurent Berger et Mathieu Vienney, Irreducible modular representations of the Borel subgroup
of GL2(Qp) (2012), Prépublication.

Christophe Breuil, Sur quelques représentations modulaires et p-adiques de GL2(Q,). I, Com-
positio Math. 138 (2003), no. 2, 165-188.

, Sur quelques représentations modulaires et p-adiques de GL2(Qp). II, J. Inst. Math.
Jussieu 2 (2003), no. 1, 23-58 (French, with French summary).



http://perso.ens-lyon.fr/laurent.berger/ihp2010.php
http://perso.ens-lyon.fr/laurent.berger/autrestextes/poidsmoyens.pdf
http://perso.ens-lyon.fr/laurent.berger/publications.php

140

[BM02]

[BP12]
[BCO09]

[BHO6]

[BGOY]
[BG12]

[Col10a]
[Col10Db]

[Col99]
[CF00]

[Emell]

[Fon90]
[Fon94a]

[Fon94b]
[FO09)]

[FW79]
[Her98]
[Hul2]

[Ked08]

BIBLIOGRAPHIE

Christophe Breuil et Ariane Mézard, Multiplicités modulaires et représentations de GLa(Zy)

et de Gal(Q,/Qp) en | = p, Duke Math. J. 115 (2002), no. 2, 205-310. Avec un appendice de
Guy Henniart.

Christophe Breuil et Vytautas Paskunas, Towards a modulo p Langlands correspondence for
GL2, Mem. Amer. Math. Soc. 216 (2012).

Olivier Brinon et Brian Conrad, CMI Summer School notes on p-adic Hodge theory, 2009, Non
publié.
Colin J. Bushnell et Guy Henniart, The local Langlands conjecture for GL(2), Grundlehren der

Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical Sciences], vol. 335,
Springer-Verlag, Berlin, 2006.

Kevin Buzzard et Toby Gee, Explicit reduction modulo p of certain two-dimensional crystalline
representations, Int. Math. Res. Not. IMRN 12 (2009), 2303-2317.

, Explicit reduction modulo p of certain two-dimensional crystalline representations IT
(2012). Disponible & http://arxiv.org/abs/1204.1565.

Pierre Colmez, Représentations de GLa(Q,) et (¢, I')-modules, Astérisque 330 (2010), 281-509.
, (¢, T')-modules et représentations du mirabolique de GL2(Q,), Astérisque 330 (2010),

61-153.

, Représentations cristallines et représentations de hauteur finie, J. Reine Angew. Math.
514 (1999), 119-143.

Pierre Colmez et Jean-Marc Fontaine, Construction des représentations p-adiques semi-stables,
Invent. Math. 140 (2000), no. 1, 1-43.

Matthew Emerton, On a class of coherent rings, with applications to the smooth representation
theory of GL2(Qp) in characteristic p (2011), Prépublication.
Disponible a http://www.math.uchicago.edu/~emerton/preprints.html.

Jean-Marc Fontaine, Représentations p-adiques des corps locaux. I, The Grothendieck Fest-
schrift, Vol. II, Progr. Math., vol. 87, Birkhduser Boston, Boston, MA, 1990, pp. 249-309.

, Le corps des périodes p-adiques, Astérisque 223 (1994), 59-111. With an appendix by
Pierre Colmez ; Périodes p-adiques (Bures-sur-Yvette, 1988).

, Représentations p-adiques semi-stables, Astérisque 223 (1994), 113-184.

Jean-Marc Fontaine et Yi Ouyang, Theory of p-adic galois representations, 2009, En
préparation. Disponible a http://staff.ustc.edu.cn/~yiouyang/galoisrep.pdfl

Jean-Marc Fontaine et Jean-Pierre Wintenberger, Le “corps des normes” de certaines exten-
sions algébriques de corps locauz, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. A-B 288 (1979), no. 6, A367-A370.

Laurent Herr, Sur la cohomologie galoisienne des corps p-adiques, Bull. Soc. Math. France 126
(1998), no. 4, 563-600.

Yongquan Hu, Diagrammes canoniques et représentations modulo p de GLo(F'), J. Inst. Math.
Jussieu 11 (2012), no. 1, 67-118.

Kiran S. Kedlaya, Slope filtrations for relative Frobenius, Astérisque 319 (2008), 259-301.
Représentations p-adiques de groupes p-adiques. I. Représentations galoisiennes et (o, T')-
modules.

Gottfried Kothe, Topological vector spaces. I, Translated from the German by D. J. H. Garling.
Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Band 159, Springer-Verlag New York
Inc., New York, 1969.

Hanfeng Li. Courriel a Laurent Berger daté du 24 octobre 2003.

Solomon Lefschetz, Algebraic Topology, American Mathematical Society Colloquium Publica-
tions, v. 27, American Mathematical Society, New York, 1942.

Kentaro Nakamura, Zariski density of crystalline representations for any p-adic field (2011).
Disponible a http://arxiv.org/abs/1104.1760.


http://arxiv.org/abs/1204.1565
http://www.math.uchicago.edu/~emerton/preprints.html
http://staff.ustc.edu.cn/~yiouyang/galoisrep.pdf
http://arxiv.org/abs/1104.1760

[Pas07]

[RZ10]

[Rib76]
[SerT2]

[SerT8]
[SV08]

BIBLIOGRAPHIE 141

Vytautas Paskunas, On the restriction of representations of GLa(F) to a Borel subgroup, Com-
pos. Math. 143 (2007), no. 6, 1533-1544.

Luis Ribes et Pavel Zalesskii, Profinite groups, 2nd ed., Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete. 3. Folge. A Series of Modern Surveys in Mathematics, vol. 40, Springer-Verlag,
Berlin, 2010.

Kenneth A. Ribet, A modular construction of unramified p-extensions of Q(up), Invent. Math.
34 (1976), no. 3, 151-162.

Jean-Pierre Serre, Propriétés galoisiennes des points d’ordre fini des courbes elliptiques, Invent.
Math. 15 (1972), no. 4, 259-331.

, Représentations linéaires des groupes finis, Hermann, Paris, 1978.

Peter Schneider et Marie-France Vignéras, A functor from smooth o-torsion representations to
(p,T')-modules (2008), Prépublication.
Disponible a http://www.math. jussieu.fr/~vigneras/functor.pdfl

Marie-France Vignéras, Représentations l-modulaires d’un groupe réductif p-adique avec | # p,
Progress in Mathematics, vol. 137, Birkh&user Boston Inc., Boston, MA, 1996.

, Admissibilité des représentations p-adiques et lemme de Nakayama, Non publié. Dis-
ponible a http://www.math. jussieu.fr/~vigneras/lang.pdf.

Nathalie Wach, Représentations p-adiques potentiellement cristallines, Bull. Soc. Math. France
124 (1996), no. 3, 375-400.

Jean-Pierre Wintenberger, Le corps des normes de certaines extensions infinies de corps locauz ;
applications, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 16 (1983), no. 1, 59-89.

Go Yamashita et Seidai Yasuda, Reduction of two dimensional crystalline representations and
Hypergeometric polynomials (2012), En préparation.


http://www.math.jussieu.fr/~vigneras/functor.pdf
http://www.math.jussieu.fr/~vigneras/lang.pdf

	Chapitre 1. Introduction
	1.1. Réduction des représentations cristallines
	1.2. Représentations modulaires de B2(Qp)

	Chapitre 2. Rappels sur les représentations galoisiennes et les (,)-modules
	2.1. Théorie de Galois
	2.2. Représentations galoisiennes
	2.3. (,)-modules et représentations galoisiennes : la théorie de Fontaine
	2.3.1. Anneaux de caractéristique p et corps des normes
	2.3.2. Anneaux de caractéristique nulle
	2.3.3. (,)-modules en caractéristique p
	2.3.4. (,)-modules en caractéristique nulle
	2.3.5. (,)-modules à coefficients
	2.3.6. Représentations de hauteur finie
	2.3.7. (,)-modules irréductibles en caractéristique p


	Chapitre 3. Sur la réduction des représentations cristallines de dimension 2
	3.1. Théorie de Hodge p-adique
	3.1.1. Représentations de Hodge-Tate
	3.1.2. Formalisme des représentations admissibles
	3.1.3. Le corps BdR et les représentations de de Rham
	3.1.4. L'anneau Bcris et les représentations cristallines
	3.1.5. Représentations cristallines et -modules filtrés
	3.1.6. Modules de Wach

	3.2. La théorie des pentes de Kedlaya
	3.3. Réduction des représentations cristallines de dimension 2
	3.4. La méthode de Berger-Li-Zhu
	3.5. Le calcul de la valuation de convergence
	3.6. Le calcul de Vk,ap lorsque vp(ap) = r et k p2
	3.6.1. Un critère de réductibilité
	3.6.2. Calcul de la réduction dans le cas où p+1 divise k-1
	3.6.2.1. Si m=l
	3.6.2.2. Si m=l+1 et k=p2
	3.6.2.3. Si k=p2

	3.6.3. Calcul de la réduction dans le cas où p+1 ne divise pas k-1
	3.6.3.1. Si k-1 ()m =0 modulo p
	3.6.3.2. Si k-1 ()m = 0 modulo p
	3.6.3.2.1. Si k=m(p+1)
	3.6.3.2.2. Si k =m(p+1)


	3.6.4. Les cas où Vk,ap est irréductible
	3.6.5. Tableau récapitulatif

	3.7. Quelques résultats sur Tk,ap
	3.7.1. Rappels sur la théorie de Kummer
	3.7.2. Cocycles et extensions
	3.7.3. Détermination de l'application de Kummer en termes de (,)-modules
	3.7.4. Application à l'étude de Tk,ap

	3.8. Les limites de la méthode de Berger-Li-Zhu
	3.8.1. Le cas où c n'est pas une unité.
	3.8.2. Le cas où c est une unité.


	Chapitre 4. Représentations modulaires d'un sous-groupe de Borel de GL2(Qp)
	4.1. Rappels et préliminaires sur les représentations de groupes localement profinis
	4.1.1. Représentations lisses
	4.1.2. Induites compactes
	4.1.3. Représentations de GL2(Qp) en caractéristique p

	4.2. Dual des représentations lisses
	4.2.1. Espaces linéairement compacts et espaces de prodimension finie
	4.2.2. Dualité entre espaces discrets et espaces de prodimension finie
	4.2.3. Dualité pour les représentations
	4.2.4. Actions de groupes profinis
	4.2.5. Le lemme de Nakayama topologique

	4.3. (,)-modules et (,)-modules
	4.3.1. (,)-modules en caractéristique p
	4.3.2. -modules et -modules
	4.3.3. Des -modules aux -modules  : D et D
	4.3.4. Des -modules aux -modules  : reconstruction de 
	4.3.5. L'action de   : (,)-modules et (,)-modules
	4.3.6. Dualité pour les (,)-modules
	4.3.6.1. Dual de Tate d'un (,)-module et résidus
	4.3.6.2. Dual topologique d'un (,)-module
	4.3.6.3. Orthogonalité et réseaux

	4.3.7. D+, D++, Dnr et les (,)-modules irréductibles

	4.4. Représentations lisses de B2(Qp)
	4.4.1. Description vectorielle des n-blocs
	4.4.2. Représentations de présentation finie
	4.4.3. Description explicite de certaines représentations

	4.5. Représentations de la forme (D)
	4.5.1. Construction de représentations de B2(Qp)
	4.5.2. Représentations associées à des (,)-modules
	4.5.2.1. Le cas des (,)-modules irréductibles de dimension 1
	4.5.2.2. Le cas des (,)-modules de dimension supérieure à 2


	4.6. Classification des représentations irréductibles et conséquences
	4.6.1. (,)-modules et représentations irréductibles de B2(Qp)
	4.6.1.1. P+-modules de représentations du Borel
	4.6.1.2. k[[]]{}-modules admissibles
	4.6.1.3. Représentations de dimension infinie de B2(Qp)

	4.6.2. Classification des représentations lisses irréductibles de B
	4.6.3. Non admissibilité des représentations de dimension infinie
	4.6.4. Caractère central des représentations irréductibles


	Bibliographie

