1. INTRODUCTION AU TRAITEMENT DU SIGNAL

1.1 Qu’est-ce qu’un signal?

Par définition, un signal est 1o support physique d'une information. It s'agit done
d'une notion (out  fait eéndérale que 'on peut rencontrer dans des domaines aussi variés
que I'électricité, Uélectronique, 'ncoustique, L'optique, la méeanique, 'astronomie, la
hiologie, I'économie, cle... En fait, 1l y a signal dés qu'il y a mesure et/ou transmission
dinformation d'une source vers un destinataire.

Traiter un signal, ¢'cst essenticllement en extraire 'information que l'on juge utile,
la mettre en forme pour micux l'analyser, la transmettre ou la stocker, la nettoyer de

parasites ¢ventuels.

1.2 Place de la discipline

De par ses objectifs, le traitement du signal est elairement 4 une situation carrelour.
It est en eflet en contact étroit avee ses champs d'application (comme la physigue au sens
large, les communications, la biologie, cic...) dans lesquels il puise ses motivations et
pour lesquels 1l Elabore la spéeificité de ses solutions. H repose par ailleurs sur des outils
mathématiques (comme 'analyse harmonique, Ualgéhre lindatre ou les statistiques) qui lui
sont essentiels. I est enlin un passage obligé pour des tdches comme la classilication ou
la reconnaissance de formes.

Le traitement du signal est cependant une discipline autonome, son originalité
reposant d'une part sur l'universalité de son langage et d'autre part sur l'enrichissement
qu'elle offre en retour aux disciplines qui la nourrissent (développement d'algorithmes en

mathématiques appliguées, affinement de mesures en physique, etc...).

1.3 Structure d’une chaine de traitement

Le signal matérialise le voyage d'une information. On peut alors distinguer un
certain nombre d'opérations ou de situations qui sont communes 4 tout chaine de
traitement. On peut en tout premicr licu distinguer les opérations

. de pré-traitement, qui sont essentiellement relatives a la prise d'information
clle-méme, aux capteurs et i leurs propriciés;

. de rraitement proprement dit, qui constituent le coeur de ce que Uon appelle e
traitement du signal;

. de post-traitement, qui incluent davantage des actions (on parle alors plutdt
d'automatique) ou des méthodes symboliques ou de contexte (vision, intelligence

artificielle, ete...).



D'anc manicre assez géndrale, on peut résumer une chaine de traitement du signal

par le schéma suivant

OO

Structure générale d'une chaine de traitement

Ce schéma met en jeu plusicurs espaces et des applications entre ces espaces. Les

CSpaces sont ceux

. des états : ¢'est 1a que se trouve L'information utile.

. des signaux @ ce sont cux qui matérialisent les états possibles.

. des ebservables : ce sont les seules grandeurs disponibles pour l'utilisatewr.

. des décisions @ ¢'cst 1a que sc matérialisent les opérations relatives aux
S1E1AUX.

. des représentations : clles permettent de changer la fagon dont on “regarde”

un signal ¢t peuvent soit aider & analyse scule, soit constituer un détour utile pour

construire une déeision.

Les liens qui unisscnt ces dilférents espaces correspondent a des opérations de

. codage entre Clats ¢t signaux.
. transmission (au sens large) entre signaux et observables : on parle de canal.
. regles de décision entre observables et décisions (T'espace des déeisions élant

supposé isomaorphe a l'cspace des élats).
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On peut done formuler une problématique générale du vaitement du signal de la

fagon suivante :

Il s'apit d'¢laborer la meilleure régle de décision, ¢’est-d-dire celle qui, i partir des
seules donndes ohservables, permet de caractériser au micux une information utile

vihiculée par un signal.

Il est clair qu'un el objectif néeessite de préciser ce que Ton entend par “meilleure”
cl par “au micux”. I faudra done définir des criteres qu'il s'agira d’optimiscr. Par
ailleurs, Fobjectil ne pourra &tre atleint que st un certain nombre d'informations (@ priori)

supplémentaires sont disponibles. Celles-ci pourront concerner

. la nature ou les ¢lats possibles d'un systéme.
. le type de codage.
. des informations relutives an canal de transmission ¢l au bruit d'observation.

Cect ¢tant supposé, le schéma décrit ci-dessus permet d'englober plusicurs des
tiches essentietles que 'on rencontre en traitement du signal :

. la détecrion : l'espace des Glats est alors diseret (voire binaire) et le probléme
pos¢ est de savoir si une observation donnée correspond 4 un signal utile mélangé 4 du
bruit ou & du bruit seul.

. Vanalyse ct Uestimation (de parametres) : il s'agit cette {ois, et toujours a
partir d'unc obscrvation imparfaite, de caractériser un signal par un jeu de paramétres qui
le définisscat.

. le filirage - il s'agit alors d'estimer un signal dans son ¢nsemble ct non par

'intermédiaire d'un petit nombre de parametres caractéristiques.

Ces taches ¢lémentaires apparaissent souvent couplées, les problémes réels faisant
[réquemment intervenir simultanément des opérations de filtrage etou de délection-
estimation {par cxemple en poursuite).

1.4 Exemples

Les excmples d'applications pour lesquelles le traitement du signal est prépondérant

abondent. On peut ciler entre autres ct en vrac -
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. le wraitement de la parele @ analyse, synthese. codage, transmission,
reconnaissance, commande vocale.
. Paucdio (compact disc) ¢t la video (TVID) numériques,
. les telécommunicarions: (WWéphone, radio-mobile, video-conférence.

. le biomédical - ECG, EEG, EMG, ¢chographie, imagerie RMN.

. le racdur et 1 sonar (passil ou actf).
. le contrile non-destructif (par uitrasons ou par courants de Foucault).
. astronomie © imageric optique ¢t radio, interféromdtric des tavelures

(speckle), optique adaptative.

. la physiqure © wurbulence, géophysique (interne ¢t externe), sismique.
. Iauromobile ct les industrics mécaniques : diagnosiic vibratoire.

. le nucléaire : surveillance et détection précoce d’incidents.

. Vimagerie sarellitaire ; SPOT,

2. CLASSES DE SIGNAUX

L objectil du traitement du signal ¢tant d’extraire de Uinformation utile d’unc
version dégradée d'un signal el/ou de transformer celte information, il importe dans un

premicr temps de pouvorr déerre les signaux sur lesquels on désire travailler.

2.1 Signaux 1D, multi-D et images

Un signal se présente fe plus souvent sous 1a [orme d’une grandeur de dimension 1
¢voluant en fonction du temps : on parle alors de signal temporel et 'on note x(#), t € R.
Cest typiquement fa situation que on rencontre en sortie d’un microphone, d’un
accéléromatre, ele. ..

La variable dont dépend un signal n’est cependant pas néeessairement le temps. Ce
peut ¢tre par exemple une variable d’espace, que ce soit directement (imageric) ou
indirectement (comme dans le cas du balayage spatio-temporel d’une image de
1élévision). Ce peut également Ctre une variable de fréquence (spectrométre) ; on notera
alors le signal X(v).

Lorsque plusicurs (disons V) caplcurs temporels sont utilisés simultanément, la
collection des dillérents signaux scalaires fournit un signal multidimensionnel ou
vectoriel de dimension M+1. C’est en particulier Ie cas des antennes formées de
microphones (acoustique aérienne), d’hydrophones (acoustique sous-marine) ou de

géophones (sismique).
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Si les dimensions qui constituent un signal multidimensionnel sont maintenant de
méme nature, on parle dimage, que ce soit en 2D ou 3D, Un certain nombre de
problémes de traitement d'images, dits “has niveau” (liitrage, segmentation, etc.) sc
(ransposent dircctement i partir du cas [D. Cerlains autres, dits “haut niveau™ sont
spéciliques aux images ct requicrent des concepts d’inlerprétation, de “vision”, voire

d intelligence artificiclle.

2.2 Continu et discret

[.cs capteurs physiques Tournissent souvent une information dépendant d’un
“temps” continu, Il peut arviver cependant que ce dernier soit discret, que ce soit par
cchantitlonnage (prélévement de valeurs & certains instants, ou d certaines positions
spatiales, sculement) ou par nature. On parle dans ce dernier cas de séries temporelles
(“time series”) ou séries chronologiques @ on les rencontre par exemple en économie. On
nole un signal & temps discret xnl, n e Z.

D une fagon analogue, les valeurs prises par un signal peuvent étre continucs ou
discrdtes. La encore, le caractére diseret (en amplitude) d’un signal peut provenir soit
dunc guantification (le capleur ne délivre qu’un nombre [ini ou une infinité dénombrable
de valeurs), soit de la nature méme de Uinformation considérée (par exemple une
population).

Bicn entendu, les différentes situations peuvent se mélanger, un signal pouvant Eurc

A temps continu ou discret, quantifié ou non.

2.3 Déterministe et aléatoire

Une distinction importante, car ¢lle est souvent lice & la différence existant entre
signal ot bruit, est celle que on peut faire entre déterministe et aléatoire.

La notion de signal délerministe est étroitement liée au concept de reproductibilité
exacle, et celle de signal aléatoire a celui d’épreuve et de reproductibilité statistique. En
supposant qu'il soit possible de rejouer les conditions expérimentales ayant donné
naissance a un signal, le caracteére déterministe s manifeste par une reproduction a
I'identique de la situation observée. Ceci contraste avec le caracigre aléatoire pour lequel
chaque épreuve nouvelle réserve une part, imprévisible, de variations, seules les
propriétés d’ensemble (c'est-a-dire Ies lois statistiques qui régissent le signal) ayant une
permanence. Lorsque 1'on veut expliciter le caractére aléatoire d’un signal et mettre cn
avant sa dépendance vis-a-vis d’une ¢preuve @, on note x(¢, @). D’une certaine fagon, un
signal déterministe (on dit cneore certain), n°cst qu'un cas particulier de signal aléatoire

pour lequel 1a densité de probabilité est une masse ponctuelle.
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Plusicurs remarques peuvent Clre Faites quant a la distinction entre déterministe et
aldatoire :

. dans un mdélange “signal + bruit”, le werme “signal” n’est pas nécessairement
délerministe. On peut trés bien s’inléresser & un bruit dans un bruit @ ¢’est le cas par
cxemple des sons non-voisés en parele bruilde.

. la notion de signal déterministe ou alCatloire est souvent li¢e a une propriété de
systeme générateur d'un signal : I'un crée de Vordre, I"autre du désordre. Si déterministe
est 1ié & reproductibilitd, aléatoire se trouve implicitement 1€ & imprédicibilité.

. alatoire et imprédicible ne sont cependant pas équivalents, Un sysiéme
déterministe (au sens qu’il est régi par des équations détermindes fournissant des
solutions théoriques reproductibles) mais présentant unce dépendance sensitive aux
conditions nitiales peut générer des signaux certains (en théorie) mais imprédicibles (en

pratique) @ on parle alors de chaos déterminisie.

Stationnarité. Unc propri¢té importante des signaux aléatoires est la dépendance
emporelle de leurs lois d’ensemble. Sices derniéres sont invariantes par translation,
¢'est-a-dire si elles ne dépendent pas d’un temps absolu mais ne sont relatives qu’a des
différences de temps, on parle de stationnariré, Bien que la stationnarité puisse étre
définic a tous les ordies, ¢’est la stationnarité de second ordre qui cst la plus importante

en pratique. Elle stipule d’une part que

E{x(r, w}} = m,,

c'est-d-dire que la valeur moyenne soit une constante indépendante du temps, et d’autre
part (en supposant le processus centré, ce que on peut toujours oblenir par soustraction

de sa valeur moyenne) que

E{x(r, o)x*(s, w}} = 7.t - 5),

c’est-d-dire que la covariance soit une fonction, appelée fonction de corrélation, qui ne

2.4 Energie, puissance moyenne et puissance

Un signal certain est dit d'énergie finie sil’on a

+o

E,= | k(P di <o,

—oa



On peut considérer que ¢’est toujours le cas en pratique dans la mesure ou les
observations sont finies en temps ot les capteurs ont une dynamique limitée. 1 est
néanmoins utite d’introduire des idéalisations pour lesquelles I'énergic peut devenir
infinic. C’est cn particulier 1o cas des signaux “Eternels” comme les ondes
monochromatiques. De tels signaux peavent alors Cre caracténisés par unc puissance

movenne finie §°1ls sont els que

1
P = lim = lx()]? dt < oo,
o= lm g {) )
(r

L’¢nergic peut &tre vue comme lide 4 une norme sur un espace des signaux. Celle-ct

o

est alors associée au produit scalaire

+ oo

<xy>= | xyEOd (= IxiP =< = E,)

- oo

qui permet de munir espace des signaux certains d’éncrgie finie d’une structure d’espace
de Hilbert. La norme choisie permet cn eflet de déiinir une distance enlie signaux
Ao 1/2
v, vy =lx-yli=| | ety - y(012 dr

B

elle que

lim x,(t)=x(1) = hm d(x,, x) =10,
H — =0 L )

ce qui assure la complélude de Uespace. La convergence est dite en moyenne quadratigue.
Lensemble de ces considérations peut s¢ transposer au cas al¢atoire moyennant que
la notion d’énergie soit remplacée par celle de puissance, ce qui revient & prendre comme
produit scalaire la quantité
<x, y> = E{x(1) y*(D}.

Un signal aléatoire centré st alors dit de second ordre si
var{x()} = B{Ix(1)1?} < oo.
Géométrie. L' intérét de disposer d’une structure d’espace fonclionnel de type Hilbert
pour les signaux tant certains qu’aléatoires est de pouvoir se placer dans un cadre

géométrigue propice aux tiches d’approximation par des arguments de minimisation de

distance.
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Ainsi, on pourra dire objectivement quun signal x(7) appartenant 4 un espace E

nosstde une “meilleure” approximation v(r) st d(x, y) est minimale. Ce critére est celui de

I'erreur quadratique moyenne minimale (EQMM) dans le cas aléatoire. Sioy(r) cst

contraint & vivre dans un sous-cspace F de Uespace E, Ta solution est immédiate : elle est
dircctement fournie par la projection orthogonale de x(1) sur £

11 est a noter que, comme
A, vy =1l x 2+ 1y 12 - 2 RE{<x, v},

minimiser une distance revient & maximiser fe produit scalaire <x, y> qui joue ainsi un
role de mesure de ressemblance entre signaux.

Les situations d'¢énergie et de puissance {inics n’épuisent pas la totalité des
id¢alisations utiles en Traitement du Signal, ¢t il est souvent utile d’introduire aussi des
distributions, que 1’on pourra dans certains cas considérer comme limite de fonctions

usuclles.
2.0 Excmples

Le prototype du signal “élernel” est la sinusoide a cos(Zmve + @) définie par une
amplitude a, une fréquence v (ou une pulsarion @ = 2nv) et unc phase @. C'est un
exemple de signal certain d’¢nergic inlinie et de puissance moyenne finie (en 1’occurrence
a?l2).

Ce signal peut Gtre rendu aléatoire de diverses fagons ¢n agissant sur @, vV ou @.

Ainsi, si 'on suppose que 1a phase est une variable aléatoire équirépartic sur [0, 2n[, ona

2R

E{a cosZnve + @}} =a f cos(2rvr + ) i(p =0,
{j T

Plus généralement, si l’on construit deux signaux
51(0) = a cos(2rnvt + @)
S5(1) = a sin(Zrvt + @)

avee @ cquirépartic sur [0, 2w, il est lacile de voir que

2n

a? . de
<31, 85> =7 | sin(22nve+ @) — =0,
%2 3 0,[ ? e



co qui montre que s;(0) el 5,00 sont décorrelés au sens du produit scalaire sans pour

autant &ére indépendants puisgue, par construction,
12 Ten(2 = 42
[5,00]% + [s,(N12 = a”.

Une fagon de resureindre e domaine d’existence d’un signal éternel (oo de rendre
compte du caractére non-infini d'une observation) est de faire usage de pscudo-fonctions

nulles pour certaines valeurs. Ainst, Uéchelon unité de Heaviside

f()’ t< 0
”(I)ZI

=20
permet de “causaliser” une obscrvation cn ne la faisant exister que pour les temps
antéricurs au temps courant {le passé).

Combiner deux échelons unité permet de délinir une fonction porfe (ou indicatrice

d'intervaile)
| T
o T T )
mlt) = 03 (e +§) ”(f -1 = T
0,t> 0

arilce & laquelle 1l ¢st possible de prélever une portion de signal sur une durce {inie 7.
Ainsi déflinie, fa porte est d’aire unité et d’énergic /7. Sa limite lorsque T tend vers (

n'est délinie qu’au sens des distributions @ il 8 agit de Uimpulsion de Dirac notée &1).

3. TRANSFORMATIONS

Les transformations jouent un rdle crucial en Traitement du Signal. Elles
correspondent non seulement a 'ensemble des modifications qu'un signal peut subir dans
une chaine de traitement mais encore 4 toute modification que 1'on peut apporter aux
données brutes afin de micux les préparer a un traitement.

Quoiqu'une transformation puisse en principe étre guelconque, les transformations
lindaires sont parmi les plus importantes. Ce sont principalement celles-¢i que nous

considérerons dans un premier iemps.



3.1 Concepts de base

Filtrage linéaire. Duans lc cas général, une transformation lindaire est assoct

laction d'un opérateur caractérisé en temps conlinu par un noyau int¢gral

+eo

v(t) = J Al w) x(u) du

—ea

clen temps discret par une matrice

s

vin] = 2 hln, m] x|m].

Hl=-00

-

ce

al

Par définition, on convient d'appeler filrre linéaire un opérateur lindaire invariant

par transtation 1emporelle. 11 s'ensuit que e noyau A(f, 1) d'un filtre linéaire n'est

fonction que de ¢ — w. En cffet, l'invariance par translation impose que la filtrée de 1a

translatée comeide avee la translatée de la filtrée, ce qui est équivalent a éerire

+oo toa

J (- T, ) x(u) du = J R, u + 1) x(u) du

o -

avee T quelcongue, soit encorc

oo

[ 8- T, w0y - hew+ 1] xw) du =0,

—ca

At uy=h(t+T,u+T)
pour tout 7. En particulier, s l'on choisit T = - u, il vient
A(r, w) = hir-u, )
ce qui prouve le résultat annoncé. Par abus de notation, on notcra généralement

h(r, ) = h(r - u).



Un filtre lindaire est done caractérisé par une relation entrée-sortie de type
convolutif associée dunce réponse impulsionnelle (7). Celle-ci tire son nom du [ail qu'elie

sidentitic A la sortie du filtre Torsqu'on l'excite en entrée par unc impulsion de Dirac .

jea

xn=&) = y(n= J h(t-u) O(uy du = (D).

ey

Le succes des filres lincaires tient 4 nombre de propridéiés dont certaines,
{réquentielles, apparaitront plus tard. On peut outefos noter que, s1 peu de systiémes
réels sont parfaitement lincaires, une approximation linéarre dans unc plage de
fonctionnement courant est souvent justifid¢e. La structure convolutive de la relation
cnurée-sortie des filtres lindaires permet alors, de par l'associativité et fa commutativité de
la convolution, de décrire commoddément une chaine dont les maillons sont tous les
linéaires, de les regrouper et éventuellement d'en intervertir 'ordre.

Notons enlin que le ltrage lindaire conserve le caractére gaussien.,

Transformations et représentations. 1l est possible de faire unc distinction entre
transformations ct représentations, ces derniéres étant explicitement destindes a fournir un
nouveau point de vue sur un signal, i le regarder sous un angle particulier, sans en altérer
Iinformation. Cecl néeessile qu'une représcntation permette de revenir au signal de
départ de fagon cxacte. Si, dans le cas linéaire et inversible, les deux notions se
confondend, 11 n'en est pas de méme dans des cas non-lin¢aires comme par cxemple une
Slévation au carré ouw un redresserment simple alternance.

Une représentation, qui change éventuellement la nature de {'espace dans lequel un
signal vit, résulte souvent d'une projection de cclul-ci sur un ensemble de lonctions
(lixées a priori ou plus ou moins adaptées) qui constituent (ou joucnt le réle d') une base
de déeomposition.

Nous allons maintenant donner plusieurs exemples de transformations et de

représentations dans des cas tant continus que discrets.

3.2 Une représentation continue de signaux continus : la transformation

de Fourier

L'exemple de transformation-représentation le plus courant en traitement du signal
est sans conteste la transformation de Fourier. Par définition, celle-ci et son inverse sont

données par le couple
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X{v) = I x(1) emizmve 4y

Heo

)= | X oo dy

—co

dans Tequel la variable va un stutut de fréguence. Quelques exemples simples et courants

de paires de fonctions lides par transformation de Fourier

1 - .
COS 2MVYT i 5 18V = V) + oV + V)]
. I
HT) e 3 [O(v) + —]
1TV
. sin wvT
A sine{(nvl) =——-
vl
) . [
L"‘-ZIZ ............................ (m/ayti? c'“z"zm

Nous ne discuterons pas ici les nombreuses propriéiés mathématiques de 1a
transformation de Fourier que 'on pourra trouver un peu partout, ni ses conditions
d’existence. Nous nous concentrerons sur quelques-unes spéciliques de son utilisation et

de Vintérét qu'elle oflre en traitement du signal.

Transformation de Fourier et filirage linéaire. La transformation de Fouricr
entretient des liens privilégids avee le filtrage linéaire. En effet, elle transforme une

convolution en produdt, ce qui permet d'éerire 1a relation d'entrée-sortie sous la forme
Y(v) = H(v) X(v),

ou la transformée de Fourier H(v) de [a réponse impulsionnelle A(#) est appelée gain
complexe. Il mesure, en module et en phase, la modilication introduite par le filtre sur le
spectre du signal d'entrée. Cetle relation permet une évaluation particuliérement simple de
l'influence d'une cascade de [iltres dans une chaine : les gains (réels) se muluplient et les
phases s'ajoutent.

Unc autre propri¢té relative aux filtres linéaires justifie 'utilisation intensive de la
transformation de Fourier. Supposons en effet que f'entrée soit une exponentielle

complexe, alors la sortie vaut
P



foa

J h(i _ “) cizi’[\-‘[}lt du - H(V“) Cilrcv()r,

ce qui n'est autre que l'enwrée, & un facteur multiplicatil pres. On voit ainsi que les
exponenticlles complexes sont foncrions propres des opérateurs lilires lindaires, la valeor
propre associée étant le gain complexe d la fréquence correspondante. Par suite, la
transtormation de Fourier, qui décompose un signal sur la base de telles exponentielles

complexes, est naturellement adaptée aux transformations dans les [iltres lincaires.

Corrélation et densité spectrale d’énergie. Tde la méme fagon que Ix(H)12 définit
une puissance instantanée que l'on peat interpréter comme une densité temparelle

d'énergie, IX(v)I2 définil une densité spectrale d'énergie car (théoréme de Parscval)

o 4o

Eo= [ Wi dr= | X av.

) o

Calculons la transtormée de Fourter de cetle densité spectrale d'énergie. On obtient

+o o

W= [ XM evedy= | X(v) [X(v) 2 dy,

—oo -3

soit encore, en utilisant le fait que la transformation de Fourier soit une isométrie,

oo

(D)= J x(0) x*(r - 1) de.

-

Cetle dernicére quantité est appelée fonction d'autocorrélation : elle mesure le degré
de ressemblance qu'un signal partage avec scs translatées. Parce qu'elle est définie
comme la transformée de Fourier d'une fonction non-négative (la densité speetrale
d'énergic), une fonction d'autocorrélation est dite définie non-négative. Elle est de plus

syméirigue (en fait & symétric hermitique dans le cas complexe)
%1 = 7 (D)

el maximale a lU'origine. En effet, en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwartz 4 la

définition, on obtient
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jea 4oo

rols [ R - o di= g

- oo

S0 eneore

A ESA0)

puisque 7 {0) = £ ..
Hlustrons Te comportement compard d'un couple “autocorrélation-densité spectrale

d'énergie” duns le cas d7un signal réel du type
s(H=x(t) +x(t-T1).
On obtient aisément
YD =9(t+ T+ 2 y(D) + ylr- T
On en déduit que la densité spectrale d’Energie a pour valeur
ISE12 = 2 1X(WI2 (1 + cos 2rvD),

ce que on aurait pu caleuler directement.

Puisqu’une fonciion d’autocorrélation est maximale a ’origine, celle relative 4 la
somme de deux signaux décalés dans le temps admet des maxima secondaires A 1=+ Tet
t=- 17, ce qui fournit un moyen d’estimer le décalage. A T fixé, la séparation sera
d’autant plus aisée que le pic de corrélation sera plus étroit, ¢o qui correspond 4 une

bande speetrale du signal plus large.

Densité spectrale de puissance. Revenons au cas des processus aléatoires et

considérons la construction d’unc variable aléatoire s par une superposition du type

s=, A;x(1)

ou les A; et les ¢; sont quelconques, les x(r;) Gtant supposés stationnaires. Alors,

nécessairement

E{ls 2} >0,

SO1t cncore



Efls Py =2 2 A A%y -1) =0
{ J

Tout comme dans le cas certain, on en déduil que 1a fonction de corrélation

%D =E{x() x*( - D}

est délinie non-négative, ce qui implique que sa translormée de Fourier est partoul non-

négative @ cette dermicre, définie par
R il
Nivy= J 7.(T) c7H#mvE dr,

est appelée densiré spectrale de puissance car
Heo

| riw dv =y = E( x(9) 12).

—oa

Ce résultat fondamental constitue ce que 'on appelle le théoréme de Wiener-
Khintchine.

A titre d’exemple, considérons de nouveau le signal
xX(#) = a cos(2mvyt + @)

avee @ équirépartic sur f, 2x]. On obtient que

2
(1) = a? E{% [cos 2mvyT + cos(2Zrvyt - 2mvpt + 2¢)]} = % Cos 2mvyT

¢t dong
a2
(v =" [8(v- vp) + &V - V),

ce qui constituc un specire de raies.
Les densités spectrales de puissance se transforment de maniére particulierement
simple dans Ies filtrages linéaires. Si I'on considére en effet la situation ou y(#) cst la

sortic d’un filtre de réponse A{f) soumis cn entrée a 'excitation x(z), on a alors
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YT =Ly y*(2 - T}

HASKE
Foa

w1 = Jl At - u) x(u) du,

—oa

Par suile,
fea teo +eo

YAD = E{ J _[ A - 1) (- 7- vx(u) x¥(00) du dv} = f ve (0 — 1) v (6) d6,

oo

ce qui peut encore s"éerire, en utilisant Pidentité de Parseval,
Foo

)/\(7:) = '[ | H(v)I2 I (V) ci2rvidy,

—ea

On en déduil done que

I,(v) = |HWE T(v).

Ce résultat se géndralise au cas de deux filtrages cn parallele pour lesquels, par un

calcul analogue, on aboutit au résultat

() = Hi(v) B¥(v) T(v),

appeld parfois formude des interférences. Cetle expression montre en particulier que st iy

¢l f15 sont deux filtres specrralement disjoints, Uintercorrélation
712(T = E{y (1) y*o(r - D}
de Teurs sorties est nulle : ils ne partagent pas d’énergie.
3.3 Représentations discrétes de signaux continus
Bicn que les signaux soient le plus souvent associés a des évelutions naturelles &

temps continu, les conserver sous une telle forme peut présenter des inconvénients

¢vidents, cn particulier au niveau de archivage. Il est done intéressant de disposer de
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représentations qui translorment un signal & temps contina (et done déerit parc une infinité
ficin dénombiralide de valeurs) en une collection diseréte de nombres.

D’une lagon tout-d-Tait géndérale, Uapproche la plas naturelle est du type “projection
sur une lamille de Tonctions élémentaires™ y.(r), si possible orthegonales entre elles
(<yr, w>=0si k#1), les valeurs diserctes représentatives du signal n'élant alors autres
que les poids associés 1 ces fonctions, tels gqu’ils sont fournis par Uopération de

projection <x, y>.

Séries de Fourier. Un premicr exemple de représentation discréte de signaux continus
est donnd par le developpement en série de Fourier, qui s’ applique tant aux signaux a
support fimité qu'aux signaux périodigues. Dans e premier cas, on considérera Iespace
des signaux d'énergie finie sur [-772, +7/2] ¢t dans ¢ second sa périodisation sur tout R.
Dans les deux cas, une base orthonormde est Lournie (sur le support correspondant) par le

sysleme

ot
(Yl =~\71“T,:c‘1’“"f ke Z),
puisqu’alors
2

+17
1
<Y, Wi = —lj—, ”[2 e i2rk - D dr = sinc(n(k - 1)) = &,

On en déduit les coefficients de série de Fourier définis par

] | +T72 ;
Xk = =<x Y>> = J x(0) Ciiznk?‘ dr,
NT T 4,

d'ou Pon déduit la représentation
e ¢
x([) = 2 Xk eiznk?‘ -
k=-

I s’en suit entre autres que (Egalité de Parseval)

| +172 e
= | x(1) 12 dr = 1 X, 12,
r IR

Notons enfin que la transformée de Fourier peut étre introduite (de manidre
heuristique) comme la limite des coefticients de série de Fourier lorsque T — o
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Echantitlonnage. Unc séric de Fourier permet de déerire un signal & temps continu par
un ensemble discret de fréquences. 11 est Egalement possible de déerire ¢ce méme signal
pur un cnsemble discret dinsranss o Dopération correspondante est appelée
cchaniillonnage. Nous ne considérerons ict que le cas de U'échantiflonnage uniforme, qui
consiste 4 prélever des valcurs du stgnal & des instants ¢quidistants {n7,, n € 72},

multiples d'un intervalle ¢lémentaire T, appelC période d’échantillonnage. On peut alors

formaliser I"opération d’échantillonnage en Ecrivant

+oo

x[n]=x(nT,) = J- x(u) (e - nT,) du,

oo

ou encore en disant que le signal dchantillonndé résulte de Paction d’un “peigne de Dirac”

sur le signal & temps continu

Yoy =x(0) D, 8(t-nT)).

M =-co

Comme la transformation de Fourier transforme une multiplication temporelle en
une convolution {réquenticlle, et un peigne temporel de période 7, cn un peigne
fréquenticl de période 1/T,, 11 s'en sult que le spectre d’un signal échantillonné est le

périodisé du spectre du signal a temps continu :

oo

l .
Xéch(v) = me E X(V i _;7)
€ e

H =-co

Cette propridté fondamentale permet d’établir le théoréme d’échantillonnage selon
lequel un signal 3 bande limitée [-B, +B] est entidrement décrit par scs ¢chantillons x(n7,)

st T, = 1/2B. 11 suilit pour cela de remarquer que, comme

Fea +8

x(f) = j X(v) ei?2nv dy = J X(v) ¢i2nve dy,

—co

on a également
+B

x(1) = 9[ Xgen(V) ¢i29% gy
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o1 la pdrindisation induite par 'échantillonnage n"alidre pas le contenu spectral de la bande

Jo hase [-B. +B] (dans 1o cas comraire, on parle de repliement spectral, ou cncore
Jdadicsing. selon la erminologie anelo-saxenne).

Dit d"une autre manicre. comme X(v) est & bande limitée, on peut le développer en

serie de Fourler selon

. ) v
X(V) — Z Cr CI?_Ttkz'é

= oo
HAY
+

1 ‘ . v 1 k

b 2T Ju e .
=3 J X(v) ety dv =55 (- 55).

Par suite,
+B oo +B

) = {[ X(v) ¢iznvt Jy = 2 (QB) J 75 © o2t 2[3WdVT
¥

n=-

SOLL eneore
St

x(1) = Z x(ZB) sinc(2r Bt B))

Fim-oo

Ce résultat fournit une formule d’interpolation pour les signaux i bande limitée
puisque toute valeur du signal peul se déduire des scules valeurs diserétes résuttant de
I'¢chantillonnage. On choisit souvent de prendre comme unité de temps la période
d’échantillonnage (T, = 1), ce qui revient & normaliser la bande spectrale d’analyse 4
Iintervalle de fréquences réduites [-1/2, +1/2]. On écrit alors la formule d’interpolation

(dite encore de reconstitution) selon

=]

x(t) = z x[n] sine(n(t - n)).

fi =-c2

La condition & remplir pour un échantillonnage correct (appelée condition de
Shannon ou encore de Nyguist) est une cadence minimum lide & Ucncombrement spectral
du signal a analyser. Il est clair que, si un signal de bande spectrale [-B, +B] est
correcternent ¢chantillonné & la fréquence de Shannon 1/2B, il Uest Egalement 4 toute

fréquence supérieure puisque

Xy =mypWM X(V) = mp (V) X(V) 51 B2 B,



On en déduit par ranslormation de Fourter que

i

x(n) = J x(u) sinc2aB(t - w)y du st B> B,

—em

co qui signific que, dans Pespace des signaux a bande fimitée [-B, +B1, tout sinus
curdinal sinc(2rB 1y est wniié de convolution (¢'est-d-dire a une action équivalente a celle
de T distribution de Dirac) si B'= 8.

Le théoréme d’échantillonnage, ¢tabli dans e cas des signaux certains, s’applique
¢galement aux processus aléatoires stationnaires & bande limitée [-B, +B], Perreur de
reconstitution élant nulle au sens de la moyenne quadratique. S1 1 on caleule en cffet la

quantité

+oo

e =E{l x(n - Z x(z%) sinc(2nB(r - %)) 12},

= -2

on obuent aprés développement du module carré et application de I opérateur d’espérance

mathématique

e

e2=p0)-2 z Ylt - %} sinc(2rB(f - f%))

H=-va

+ 2 X n(gg ) sincQrB( - 5p) sinenB(i - 57)).

H=-c2 Ri=-oc

La fonction d’autocorrélation (7} ¢tant déterministe et 4 bande Iimitée [-B, +B], i
cst possible de lut appliquer le théoréme d’échantillonnage refatif aux signaux certains. Il

s’cn suit d une part que

+on

Y, %t 5 sincQrB( - 55)) = %(0)

fi=—ce

ct d'autre part que

oz +foo

Z Z ?’x(’r 2-Bm ) sinc(2mB(r - 2‘%)) sinc(2rBI(z - %))

fl=-=a  Jll=-c0
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oo e
= Y sine@rBit-5E) 2, g sicQnB - 5p)

tH=-0 H=-t

o
= Z sine(2nB{r - %)) pALE %
= {0},

ce qui entraine la nullité de Uerreur quadratique moyenne €2,

Karhunen-Loéve. Unc séric de Fourier représente un signal quelconque comme
superposition de segments d’ondes monochromatiques. L7universalitd de cette
décomposition trouve son intérét dang U'importance des exponenticlles complexes et dans
leur interprétation physique. En retour, sa limitation est d’imposer a priori des ¢1¢ments
de décomposilion qui ne sont pas nécessairement en rapport avee la structure réelle du
signal analysé, conduisant ainsi & I'éventualité d’un nombre important de coclficients
pour alteindre une préeision d’approximation donnce.

De la méme fagon, Iéchantillonnage repose sur la scule [équence maximale d’un
signal, sans prendre en compte davantage d'informations quant & son contenu spectral &
Iintéricur de la bande utle.

Une aulre possibilité apparail ainsi, qui consiste & ne pas fixer a priori le choix
d’une base de décomposition mais & U'adapter au signal analysé, par excmple dans un but
de parcimonic de la représentation.

Dans le contexte des signaux aléatoires, un exemple typique a cet égard est fourni
par la décomposition de Karhunen-Loéve, qui exploite la structure propre de la
covariance du signal analysé. 1.7idée fondamentale cst de disposer, dans I'cspace des

signaux aléatoires (centeés) i support imité [-772, +772], d’ une représentation

e +112
= Y vl 5 oxo= | X0 weo) di,
ko=-on 172

qui soit doublement orthogonale cn ce sens que

+1/2

| v wpr(o dr = 8y,
-172

E{Xk x!*} = Var{xk} 5kl



27
Alin de construire une telie décomposition, partons de la quantité x;* x(r), avee «

dang Pintervalle [-772, +7/2]. Celle-ci peut s éerue indiltéremment

+172

xF Al = f x(1) x*(s) y(s) ds
-172

ou

oo
'\'/{* x(1) = Z X Xk* Wn.(r)'

fi=-o0

Par suite, en ¢galant les deux membres de droite ci-dessus ¢l en en prenant

I'espérance mathématique, on obtient ’équation

+172
j B{x(H) x*(s)} w(s) ds = var{x,} wlr) . te [-T72, +Ti2].
-Ii2

Cect signitic qu’une décomposition doublement orthogonale d’un processus
ald¢atoire est caractérisée par le [ait que ses fonctions de base sont les fonctions propres de
2 covariance du processus, les valeurs propres associées s'identifiant aux variances des
coelficients de la décomposition. Dit d”une autre manicre, la représentation (doublement
orthogonale) de Karhunen-Locve est celle qui diagonalise I’ opérateur de covariance.

En utilisant la décorrélaton des coelficicnts relatifs au signal, on obtient facilement

unc décomposition de la covariance qui s’écrit (théoréme de Mercer)

Heo

E(x(0)x*(s)} = >, var{a} wild) w*(s).

Fr=_oo
St le processus éludié est stationnaire, 1'équation propre de Karhunen-Lodve
devient
+172

| nle-9) wito) ds = vartxed we) | re [-T12, 47721,
=172

ce qui tend vers une Equation de convolution dans la limite T — e, Par transformation de

['ourier, on ohtient alors formellement Féquation équivalente

I'(v) Y(v) = var{x;} ¥ (v)
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donl une “base” d’exponenticlles complexes e2% est solution, es coclficients de lu

décomposition vérifiant alors

var{x, } = I'/{(vy).

La décomposition de Karhunen-Lodve se réduit ainsi, dans ce cas limile particulier,
A une décomposition de Fourier. De manitre plus particuli¢re encore, st le processus

udié est blane, cest-a-dire si sa fonction de covariance est telle que
E{x() x*(5)} = 1 00 - 5,
il st tacile de vérifier que 'on a
Yo Wity = var{xy wil(n) . e [FT12, +T72],

ce qui montre que tfoute base convient, Ies coellicients de la décomposition ayant tous

mame varianee : le niveau consiant de la densité spectrale du bruit blanc.
3.4 Représentation continue de signaux discrets

Que ce soit par hature {sérics temporelles) ou par ¢chantiflonnage, les signaux sont
souvent disponibles sous [orme discréte. On les nolera génériquement x[n], la
détermination principale de leur spectre X(v) occupant alors intervalle de fréguences
réduites [-1/2, +1/2].

Transformation de Fourier a temps discret. Le spectre d'un signal a temps
discret étant périodique (ici de période 1), il est possible de le développer en séric de

Fouricr. Ceei conduit a la représentation

oo

X(v) = D, x[n] ei2mny,

oo

dans laquelle les éehantillons xfn] sont définis par

+1/2

x[n] = J‘ X(v) ei2nnv dy,
-1/2
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Celle paire d’¢quations constitue une transformation de Fourier des signaux a remps
diserer. Quoiquetle puisse Sure étudide pour elle-méme, il savere en lait qu’elle n’est
qu'un cas particulier d une transformation plus géndrale dans laguelle les exponentielles
complexes sont remplacées par une variable complexe quelconque @ c'est cette dernicre

que nous considérerons plus en détail.

Transformation en z. Par définition, Ia transformée en ¢ d’un signal 4 temps discret

xln] est donnde par la relation

4oo

X = Z xfn] z

Ji=-0a

dans laquelle z est une variable complexe arbitraire. On vérific que la transformdée de

Fourier & temps discret 8°en déduit formellement comme cas particulicr ¢n posant

c'est-d-dire en évaluant la transformée en z sur le cercle uniré izl = 1, que Uon notera C,.
Pour que cette identification ait un sens, il faut cependant que €, soit & Tintérieur du
domaine de convergence de la transformée. Dans le cas le plus général, celui-ci est un

anneau compris entre deux cercles centrés a lorigine du plan complexe. En elfet, comme

E)

X< Y, Wfnll k2,

H=-0o

les limites du domaine de convergence sont des cercles [zl = cle. Séparant en outre la
somme {otale en deux sommes partielles, relatives I'une aux indices positils ou nuls n 2 0
et autre aux indices négatifs n < 0, il est clair que la premicre (resp. la scconde)
converge a l'extéricur {resp. 4 U'intérieur) d’un cercle.

En multipliant la définition par z&-1 ¢t en intégrant le résultat sur un cercle
quelconque C, (centré & Iorigine, inclus dans I'anncau de convergence et parcouru dans

le sens positil), on obtient

oo
[ @ % 1ae=Y, xln] | kn-laz,
“+ fi=-co "+

En utilisant alors le théoréme de Cauchy



[
Fu

[ kn-l gz = i2n 5,

Ly

ceel montre que ta transformdée en z s7inverse selon

1 ,
xin] = X(z) -1 gz
127 (*J

+

Il est done possible d”évaluer cette quantité inverse comme somme des résidus
ass0C1¢s & tous les pdles situds & Uintéricur du contour d intégration.

Citons (sans les démontrer) quelques-unes des nombreuses propriétés de lu

transformée en z :

. conjugaison complexe yln] =x*n] = ¥Y(z) = X*(z*)
’ translation en temps : yin]=x[n-k] = ¥ =z%X©)
. inversion du temps : vin] = x[-n] = Y(z)=X(1/7)

- dilatation : yinf=a"xin] = Y@ =Xz

4o

. convolution : cla] = 2 xlklvln-k] = C(z)=X(z) Y(2)

= o
4o
»  corrélation:  Anl= Y x[k]y*lk-n] = Iz) = X(@2) Y*(1/z*)
k= oo
. mudiiplication . plnl =x[n] vIn] = P(2) :% J X(z) Y(l/z)z‘l dz
1L C

-+

Donnons ¢galement quelques exemples de transformdées en z usuelles. Soit ainsi le

signal

x[n] = a™ uln],

ol ufn] est1’échelon unité. D’ aprés la définition de la transtormée en z, 1l vient



ey j oo
X = anzn=3 (aztym
n=0 n=0

Ceet constitue une scéric géomdlrigque de raison « 275, dont [a convergence est
assurde sila o7 < 1, soit encore 1zl > lal. La somme de cette séric vaut alors
]

X =—
( [ -a 4,_1

(Remarque @ le cas particulier a = 1 fournit fa quantitd

, 1
X(z) = T
translormée cn z de D'échelon unité uln] (A laquelle est associde le domaine de
convergence Izl > 1, c'est-d-dire I'extérieur du cercle unité.) Cette transformdée en z peut

§'derire de manicre ¢quivalente

.z
X(“)_z -a

ce qui, dans lc plan complexe, la caractérise par deux singularités : un zéro en z = 0 et un
pileenz=a..

Réciprogquement, une caractérisation pdles-zéros peut permettre de définir, 3 une
constante multiplicative prés, une transformée en z ct le signal qui lui est associé. Ainsi,
ta donnde de deux z&ros en z; = 0 ¢l 25 = r cos 2mvy, et de deux pdles complexes

canjugués 'un de autre cn py = %% et p, = e” 2% permet d”éerire

(7 - z))(z - z7)

X(Z) - (: B pl)(: B 1)2)’

soit, apres quelques caleuls,

1 -rzlcos2ny,

X(z2) =

2 2! )

¢e qui correspond au signal

x[n} = r* cos 2rnvyn uln).
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Considérons enfin un autre exemple de caleul d une ranslormdée en 7 inverse. Soit
doetellet L fenction

i - Lz

-z - Ta)y il <zl < Ll

N(z) =

qui possede deux péles simples, 'un en z =« ¢t autre en z = la.. Pour n 2 0, la
fonction X(z) z7-1 a clle aussi un pdle simple & intéricur du cercle unité et le calcul du

résidu associé donne R, = a7, cc qui conduit &

x[n] :jL j X(2) -1 dz =ii2nRa—a”. n =
1.7

Par contre, pour # < 0, cette méme fonction a un péle de multiplicité n en z = 0.
[>¢valuation de x[n] est cependant possible en caleulant soit le réstdu correspondant, soit

I’expression

x[n] =- % J X(z) 21 dz = L P2 Ry,=a" n<(.

Lo 121
On en conclut que 1a transformée en z inverse de la fonction considérée vaut
x(n] = al.
Il s’agit done d’un signal exponentiel symétrique.
3.5 Représentation discréte de signaux discrets

Séries de Fourier discrétes. Considérons un signal x(r) de durée finic 7. Par
application du théoréme ¢’ échantillonnage dans le domaine des fréquences, son spectre
X(v) est enticrement caractérisé par ses échantillons X(k/T). Considérons alors
I’échantitlonnage temporel d’un tel signal avec une période T, ce qui fournit N
Cchanullons x[n} = x(nT,) cn supposant que 7 = NT,. 1l lui correspond un spectre
périodigue X, (v) de période I/T,, mais celui-ci est encore caractérisé par ses

¢ehantillons

X[kl = X, ,(KT,)
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puisque x(f) élant de durdée limitée, x[n] est aussi. En tenant compte 4 la lois de la
période VT, de X

Cchantillonnd, gui est constitud de N valeurs xin] en temps, est également déerit par &

con( V) et de fa retation T =NT . on cn déduit que le signal

valcurs X&) en fréquence. Ces valeurs s™¢erivent

A+

X&) = J Xooplf) ei2mkT, dt

—cwen

ct, en introdutsant la définition du signal échantillonné en temps

N-1
ey = Y, xln) 8t - nT,),

n=I(

on obtient la définition de la ransformarion de Fourier discréte ou série de Fourier

discrete

N-1
X[kl =Y, x[n] eiZmnkiN_

n=0

En utifisant d’une fagon analogue des arguments de périodicité et d’échantillonnage,

on peut montrer que cetle transformdée admet une formule d'inversion qui s'¢erit

N-1
x[n] :1{]- X[k] cimnkiN
k=0

IT importe de noter que, si les x[n] correspondent exactement aux échantillons de
x() en temps, les X[k] sont en [réquence des échantillons de X ,(V) et ne sont donc
qu’une approximation de ceux de X(v). En effet, x(¢) élant supposé a durée limitée, X(v)
ne peut éire 4 bande strictement limitée, d’ou un phénomcne inévitable de repliement

speetral.

Introduction a la transformation de Fourier rapide. Si 1’on calcule la
transtormdée de Fourier discrete dun signal de N points en appliquant directement la
d¢tinition, chaque point en [réquence requicrt N multiplications complexes et, puisgu’il y
a NV points a calculer, la complexité résultante est de ordre de N2 opérations. 11 est
cependant possible de réduire le nombre des opérations nécessaires au calcul en
introduisant des algorithmes dits rapides tcls que la transformée de Fourier rapide (TFR

en Irangais ¢t FFT, pour fast Fourier transform, cn anglais).



20
Pour en expliquer succinetement le principe, rééerivons la délinition de la

transformde de Fourter discrete selon

N-1

X[kl =Y xln] Wit,
n=0

cn introdulsant les racines n-icmes de Munilé

Wy = ci2miv |

Sil'on suppose, ce que Pon lera, que N = 24, on peut alors lformer & partir des N
¢chantillons de x[n] deux séquences, de longueur N/2 chacune, correspondant aux

¢chantillons d'indices respectivement pairs et impairs. Cecei perract d’Serire

(N/2)-1 (N1
X[k] = Z x|2m] (Wir)mk + WJI‘V 2 x[2m + 1] (Wir)’”k.
m=0 m=0

On reconnait en fait dans ces sommations particlles les transformées de Fourier
discretes de chacune des deux séquences (d'indices respectivement pairs ¢t impairs)

obtenues par décimaiion en emps puisque

2 _ i — o 2) —
WN = o UN — -I2WANID) = WN/Q-

Chacune de ces transformées de Fourier discrétes est déerite par /2 ¢chantillons
sculement. 11 est alors possible d’itérer [e processus en scindant de nouveau chaque demi-
séquence en deux séquences décimées de longueur /4 chacune, ct ceci jusqu’a ce qu’il
ne reste plus qu’a caleuler /2 transformées a deux points, ce qui nc met en jeu que des
coeflicients +1 et -1. Cet algorithme ne requiert done au total que M = log,N étapes,
chacune reposant sur N multiplications complexes. Sa complexité totale est de I'ordre de
N log,N opérations, au licu de N? par 'application directe de la définition. Ainsi, i I’on
prend N = 1024, soit M = 10, le calcul d’une transformée de Fourier rapide met en jeu
environ 104 opérations, contre environ109 pour le calcul direct : le facteur de gain est

done de Uordre de 100, soit deux ordres de grandeur.



4. MODELISATIONS ET CARACTERISATIONS
4.1 Tdécs générales de modélisation

On a jusqu’a présent considéré les signaux (déterministes ou aléatoires) d’un point
de vue essenticllement non-paramétrique, ¢'est-a-dire sans contrainte forte gquant i une
possible structure sous-jacente. L'idée qut sous-tend la notion de modélisation d’un
signal cst au contraire de Laire "hypothese d’une telie structure, descriptible si posstble
viee un petit nombre de parametres qu’il s’agit alors d’identillier.

D une manicre tres générale, une modélisation considere un signal comme la sortie
d’un systeme. De fagon 4 mettre Ja complexité¢ du signal dans le systéme, il est
souhaitable de disposer d une enuce neutre. Une caractéristique de neutralité de entrée
est la nature microscopigue de sa corrélation @ dans un contexte déterministe, cect
correspond & une impulsion de Dirac (le signal nest alors autre gue la réponse
impulsionnelle d’un systéme) tandis que, dans un contexte aléatoire, on prend pour entrée
un bruir blanc. En outre, on souhaite ¢galement que la moddélisation conduise & une
description parcimonieuse, c'est-d-dire néeessitant un nombre de paramdétres netiement
moindre gue 1a taifle de U'échantilfon analysé.

Les techniques de moddélisation sont trés importantes au niveau des applications
(qu’il s’agisse de compression d’information, de codage, de reconnaissance) puisqu’elles
transforment un signal cn un petit nombie de paramétres qui cn déerivent la structure, ¢t
sur lesquels il est possible ensuite d’agir. 11 est clair que "efflicacité d’une modélisation
est d’autant plus grande qu’elle est adaptée aux données, le gain en performances pouvant
se comprendre comme 1ié€ & un prise en compte plus importante de Uinformation a priori
sur fe signal analysé. En retour, il ne faut pas oublicr que 'identilication d’un modele
foumira toujours des valeurs (et méme des valeurs optimales!), y compris dans les cas o
le modele choist est trés ¢loigné de la réalité. 1l importe donce de veiller 4 ce qu’une

maodélisation voit i'identification associce & une validation du modele envisagé.
4.2 L’exemple du modcle ARMA

Les modeles les plus simples sont linéaires et a temps discret. Un modéle trés
répandu, parce que représentatit d’un grand nombre de situations physiques, est le
modele dit aurorégressif a moyenne ajustée ou ARMA. Sa forme cst celle d’une équation

aux différences

P q
xin] + 2 ap x[n -kl = 2 by eln - k],
k=1 k=0
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dans laquelle Pentrée efn] est un bruil blane, ¢'est-a-dire un processus aléatoire (cenurd)

wlque
E{x[n] xIm]} = o2 8[n - m].

Structures. Le membre de gauche correspond & une structure récursive d’ordre p el
celul de droite & une structure transversale d ordre g. Notons que I'on peut, sans perie de
généralité, supposer que by, = 1. Dans le cas le plus général ol les deux structures
coexistent, le processus xie] est dit ARMA((p, ¢). Si g = 0, le processus, réduil 4 sa

partic réeursive, §°¢erit

I
xlnl+ 2 a, x[n - k| = e[n]
k=1

el est dit AR(p). Si au contraire p = 0, le processus résultant, purcment transversal,

s’¢erit

q
x[n] = 2 byoeln - k]

k=0
clest dit MA(g).

Piles et zéros. Par wranslormation en z de ’équation aux différences, on obtient

aisément que

q
X(z)[l + Y akZ'k}—E(z)[l +

q
bk Zik
=1

d7ou la fonction de ranslert rationnelle en z entre Uentrée et 1a sortic :

K

o

(z)

H{z) = AG)

cn notant

q 9
A(z):l+2 ap % B(z):1+z by k.
k=1 k=1



32

D’un point de vue systeme, un processus ARMA est donc associc  un filtre poles-
zéros. Pour que celui-¢i soit stable ot causal, 1l faut que tous les pbles de f(z), donc les
#3ros de A(2) soient 4 Dintéricur du cercle unité. En clfet, 1a causalité correspond 4 1a

propriété
Alnl=0 ., n<(,

ce qui impose au domaine de convergence d'étre Uextérieur d’un cerele de rayon r. Par

atlleurs, la stabilité au sens BIBO ("bounded input - bounded output™} cst associée & la

propriéié
x[a]l <4 = Iyl < 4

ou y[r] est la eéponse 4 une entrée x{a]. Dans le cas d’un systeme linéaire, cette

contrainte est ¢quivalente a

+4oo

z hin]l < +e |

N=-c

ce qui implique que le cercle unité soit inclus dans fe domaine de convergence puisque

+oo Feo
Hz)I < D, an] z7l= Y, ()l si Iz =1.
n=-ca n=-eo

Par suite, un systéme causal er stable doit avoir une fonction de transfert en z qui
converge pour Izl > r < 1, ce qui impose que ses pdles (¢'est-a-dire les zEros de A(z) dans
le cas d’une fonction de translert rationnelle) solent & Pintérieur du cercle unité. S’il en est
de méme des z¢éros de B(z), le filtre est aussi 4 inverse stable et causal. Un filtre stable et
causal ainst que son inverse cst dit a minimum de phase.

Comme la densité spectrale de puissance {(cn fréquence réduite) est reliée a la

fonction de transfert en z par

1
LW = HERD H )|

=0

on en déduit qu’elle vaut



2

@(C.iZT[v‘)

I(v)=o’ .
i AT

Son comporlement est de type “pics et vallées™, associds respectivement aux poles
¢t aux z¢ros de la fonction de transfert. Ces pics et ces vallées sont d autant plus
accentuds que les singularités qui les générent sont plus pres du cercle unité. Ce point
souligne la grande souplesse des processus ARMA pour approcher une densité spectrale
quelconque moyennant une disposition judicicuse de ses singularités (et un nombre
suffisant de celles-ci). Cette seuplesse permet ¢galement dapprocher un processus AR

(resp. MAY par un modele MA (resp. AR) dont ordre tend vers infini.

Tdentification AR. Soit 4 identificr un processus que 'on sait AR @il s7agit de trouver
le jeu de purametes (p, @y .. dy, a?) correspendant aux donndées. Supposons dans un
premicr que ordre p soit connu ou {ix¢ a priori. En multiphant les deux membres de
I’équation définissant le modele pur x{n - f] et en en prenant Uespérance mathématique, on

ohbtient

P

E{x[n] x{n - jI} + Z ap E{x[n - k] x[n - j1} = E{e[n] x[n - j1}.
k=1

Par suite, si 'on suppose que j = 1, la causalité¢ du systéme permet d’annuler le

membre de droite et d’obtenir le systéme, dit de Yule-Walker,
[)
rdil+ Y aprli-K=0, j=1,
k=1

en notant r (/] 1o séquence des corrélations de x[n]. Ainsi, la connaissance de p valeurs
conséeutives de cette séquence permet didentifier les p coelflicients autorégressifs
recherchés par résolution d’un systéme linéaire de p ¢quations & p inconnues. La

puissance o2 peut quant & elle s”obtenir en faisant j = () puisque ’on obtient alors
2
o2 =r 0]+ Y, a,rlkl.
k=1

Le regroupement de ces deux équations d’identification conduit i 1'équation

matricielle unique

Ra=p avec a=[laj...q", p=[c®0... 0]T et [R];=r]i-j]
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Prédiction linéaire. Soit maintenant une séquence de donndes quelconque x[r]. On
peut s¢ poser le probicme de déerire chacun des termes de cette séquence par une
combinaison linc¢aire de ses p prédecesseurs (avee des poids ¢y ... a,), cteeel & une erreur
de prédiction pres, de puissance P ool sagit alors de trouver le “meilleur” jeu de
paramaetres (p, ay ... iy P) correspondant & ces données, ¢’est-a-dire celui qui minimise
F. Par construction de cette prédiction lin¢aire, chaque valeur x[n] cst cstimdée par une

quantité
P
N
xln]=— Z a, x[n - k]
k=1
avee une erreur de prédiction
‘[}
A -
e[n] = x[n} - x[n] = x[n] + Z ap x[n - kj .
k=1

St I'on compare celte équation i celle définissant un modele AR, on voit que la
prédiction {incaire est ¢quivalenie a Pajustement d’un modele AR aux donndes, 2 la
condition que Perreur de prédiction ait les propriéics dun bruit blanc. La “meillcure”
prédiction lincaire consisteralt ainsi a identifier le filtre inverse a appliquer aux données
pour les décorréler. Le critere usucllement retenu est en fait la minimisation de Ierreur
quadratrique moycnneP = E{e2[n]}. Puisque 1"estimation ;[;1] est engendrée lindairement
a partir de p observations, I'estimée la meilleure (c'cst-2-dire celle qui minimise P) n’est
autre que la projection orthogonale de x[n] sur I'espace engendré par les observations. Le
jeu des coetlicients optimaux est donce celui pour lequel (principe d'orthogonalité) Verrcur

est orthogonale aux chservations :
Efelnlx[n-j1} =0 , j=1
et la puissance de Ierreur minimum associée vaut
P =E{eln] (ln] - slal)} = E{e[n] x[n]}.

Il résulte clarrement de ces deux équations que [on retrouve le systéme de Yule-

Walker déja rencontid,
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Afgorithme de Levinson. Alin de résoudre le probleme posc, la solution la plus
immddiate serait dinverser directement le sysieme de Yule-Walker, systeme lincaire de p

¢quations a p inconnues. Cetle approche se heurte cependant & plusicurs difticultés

+ e codit caleulatoire dune telle inversion est ¢levé puisqu’il est en O(p?);

s Ja séquence de corrclation, néeessaire pour Uinversion, n'est généralement
qu’imparfaitement connue, ce qui peul résulter en une inversion numdériuement
mnstable;

» si Uordre du modcle n'est pas connu a priori, plusicurs ordres doivent &tre

essaydés, mais au prix de recommencer Iinversion a chaque cssai.

L ensemble de ces remarques suggere de rechercher un algorithme d’inversion
implicite qui soit récursif sur ordre, c'est-d-dire tel que ba solution & 'ordre p puisse
s"oblenir en fonction de la selution 4 Pordre p-1 et de r [p], Pinformation supplémentaire
nécessaire. En explicitant la dépendance des paramétres par rapport a I’ordre du modele,

cecel revient i chercher une solution de Ia {forme

{agp)} = flagp - DY, rlpD)

P(p)=gPp- 1), ridpl {a(p)})

Un bénélice supplémentaire est de [ournir pour chaque ordre unce puissance
d’erreur minimale, ce gul permet, en sulvant cetle puissance d’erreur en fonction de
I"ordre, de déterminer un ordre optimal associé 2 la plus petite des errcurs minimalcs.

Une solution de ce type est Lournie par algorithme de Levinson-Durbin, dont le
principe repose sur la stracture Toeplitz de la matrice de corrélation A inverser, et dont la

complexité se trouve réduite 3 O(p?). Lalgorithme se déroule de la fagon suivante -

I1
Intticlisation ai(l)y=- % ;o P(ly=r[0] (1 - a%(l))
p=1
Récursion Q) =rdpH1l+riplap) + ... +r 1] ap(p)

Pp+1) = P(p) (1 - k2(p))

alp+l) = apy + kpYapqa(p) » 1<isp
dps1(P+1) = k(p)

p=p+1
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Choix de Uordre. L’ algorithme de Levinson met en ¢vidence le fait que Uerrcur de
prédiction est une fonction non croissante de ordre qui ne posséde pas A proprement
parler de minimum absolu permettant de sélectionner un ordre optimal qui serait associé i
la plus petite erreur parmt tous les modéles possibles. Le suivi de Uerreur de prédiction en
tfonction de 'ordre fournit néanmoins des informations intéressantes.

Supposons tout d’abord que "on cherche 2 identifier un processus clfcctivement
AR, mais d’ordre r inconnu, ct supposons de plus que sa fonction de corrélation soit
parfaitcment connue. On observera alors une décroissance de 'erreur de prédiction
jusqu’a ce que Uon atteigne Iordre effectif du modele. Pour cette valeur, les coelTicients
identifiés sont alors exactement dgaux aux coelficients effectifs et la puissance d’erreur

vaut alors

Si 'on fait alors croitre davantage 'ordre, on aura pour p = r+1,
afr+l) =ar) , 12i<p

ar (r+1) = 0

ct par sulte, comme k(r) = a,,,(r+1) = 0, on en déduit que

Plr+1)=P(r).

Il en scra de méme pour toule valeur p > r : Pordre du modele peut ainsi étre
identifié en retenant la premicre valeur pour laquelle la puissance d’erreur sc stabilise A
une valeur minimum constante.

En fait, si le processus analysé n’est pas strictement AR, il est formellement
représentable par un modele AR d’ordre infini et fe minimum de ta puissance d’errcur est
rejeté a Uinfini I en est de méme si identification est conduite & partir d’estimées des
valeurs de la corrélation, ce qui est pratiquement toujours le cas. Dans ce dernicr cas,
lorsque Pon travaille sur une séquence d’échantillons de taille finie N, on est en fait
confront¢ & un compromis biais-variance. En effet, plus 'ordre augmente, plus la
puissance d’erreur diminue et plus la séquence prédite se rapproche de la réalisation
observée (diminuation du hiais). Cependant, augmenter 1”ordre du modéle conduit dans le
méme temps & uliliser des valeurs de la fonction de corrélation pour des retards de plus en
plus grands, ¢t donc de moins en moins bien cstimées puisqu’elles le sont sur de moins

en moins d’échantillons (augmentation de la variance). Une solution de compromis est



~
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d'introdutre une fonction de pénalité sur la puissance d’crreur de telle sorte que la
foncuon résultante passe par un minimum que 1’on choisira comme ordre optimal. Un

choix courant est le critere dit FPE (Final Prediction Error) d” Akatke qui §7éenit

N + ,
FPE(p) Tf? P(p) = P(p) + 2 WPT

ou encore le critére dit AIC (Akaike Information Criterion) :
AIC(p) =N1In P(p) + 2p.

(On vérifie d’ailleurs que les deux critéres tendent a ére équivalents pour de

grandes tailles d’échantillons puisque I’on obtient alors AIC(p) = N In FPE{p).)

Modularité et treillis. Pour un ordre p donné, un modcle AR sc caractérise par le jeu
des coctticients autorégressifs {a;(p). 1 £i < p}. Lorsque 'on change d’ordre pour
passer de p a p+1, 1l existe bien une relation de passage qui permet de déduire la
collection {afp+1), | <i<p+l} de la précédente, mais les nouveaux coefficients
individucls a(p+1) n’ont a priori ricn a voir avee les anciens a(p). En lermes de systeme
A structure réeursive, tous les coelficients du filtre sont & changer lorsque 1’on change
d’ordre. Une caractérisation plus intéressante du méme modele est cependant possible par
Iintermédiaire de la collection des coellicients de réflexion {k(i) = a(i), 1 £i = p},
conduisant cetie fois-ci & une possibilité de suucture modutaire puisqu’augmenter 1’ ordre

correspond alors 4 ajouter un coctlicient, sans rien changer aux précédents.

2 1 2 3 {
al(ly a,(2) a,3) ... a, (i)
ar(2) a3y ... as(i)
as(3) ... a3 (i)
(0

Cette structure est de type freillis et peut &tre consyruite de 1a fagon suivante. On a
Jusqu’a présent considéré I'identification d’un modeéle AR en liaison avec le probléme de
prédiction & un pas, celle-ci élant par nature supposée directe, c'est-a-dire du passé vers le

présent :



A N 4 A
e, lnl = x|n] - xp[n] =x[n] + z ap)x[n-k|.
k=1

On peut cependant imaginer également une errcur de prédiction rétrograde, dirigée

cette Tois du futur vers Ie présent :

I
Elnl=xn] - ¥ [n] =xlnl + Y, d(p)xln - k] .
k=1

Il suit ators de la stationnarité du processus que la minimisation de la puissance de
ces erreurs de prédiction définit en fait Ie mEme jeu de cocfticients que nous noterons
simplement a,(p). En explicitant Ics erreurs de prédiction, tant directe que rétrograde, on

peut montrer que 'on obtient fes deux équations
Fa . e . v
eplnl =e, ln] + kip-1) ep1ln-pl

\e/p[n -pl= \E{P_l[n. -plvk(p-1) /E\p_l[n]

A
T . - W . s e .
Avec initialisation ey[n] = ¢ y[n] = x[n], ceci définil une structure modulaire de
Iltre (inverse) cn wreillis, caractérisée par la mise en cascade de cellules toutes identiques
ct paramdérées chacune par un scul coefticient, le coefficient de réflexion associé au

numdéro de la cellule. On peut définir de la mEme fagon une structure de filtre direct
n A v )
ep—'l [’T] = {’.P[ﬂ'] - k(P - l) ep-l[n' _pj

¢paln-pl=E,in-pl-kp-1) e, 4ln]

A
qui, avec 1'initialisation ep[n] = e[n], bruit blanc, génére en sortie la séquence x[n] =

AN
egln] = \E/O[n].
4.3 Eléments d’analyse spectrale

L analyse spectrale a pour but de caractériser le contenu [réquentiel d’un signal. Si,
dans le cas des signaux certains, I’estimation de la densité spectrale d’énergic passc
stmplement par le calcul d’une transformée de Fourier (suivie d'un module carré), dans Ie
cas des signaux aléatoires, il s’agit d’estimer la fonction de densité spectrale de

puissance, quantité liée i une moyenne d’ensemble.



30

Dans le cas d'un signal aléatoire a temps discret x[r], il est possible de rééerire 1a

définition de la densité spectrale de puissance sclon

| +N 2
_ : _ -121tn
v = lim E{ZN — 2 x[n) ¢iznnv

Ergodisme. Le plus souvent, les moyennes d’ensemble sont inaceessibles dans la
mesure ou 'on ne dispose que d’une réalisation observée d’un processus aléatoire. Alin
de remonter & des caractéristiques d’ensemble 4 partir de la seule connaissance d’une
réalisation, 11 est nécessaire de laire une hypothése quant au processus analysé: on devra
supposer que e processus est ergodigue, ce qui signiliera que la distnbution instantanée
de toutes les valeurs possibles du processus pourra s¢ retrouver par moyennes
temporelles sur un temps suffisamment long pour qu’une réalisation particuliére ait le

temps de “visiter” ces mémes valeurs avec une distribution 1dentique.

Méthodes “Fourier”, Une premicre famille de méthodes d’cstimation spectrale
consiste a utiliser les définitions de la densité spectrale basées sur la transformation de
Fourier. Par application du théoréme de Wiener-Khintchine, ceci peut revenir a calculer la
transformée de Fourier d’unc estimée de la fonction de corrélation (on parle alors de
corrélogramme), ou encore a cstimer directement la moyenne d’ensemble maccessible
mentionnée précédemment (on parle alors de périodogramme), sous hypothése dans les
deux cas d’ergodisme et de stationnarité.

En supposant que I’observation consiste en N valeurs x[n], n =0 ... N-1, eten

négligeant ["opération de moyenne d’ensemble, le périodogramme est défini par la densité

cmpirique
LS L ]2
P (v) =N Z x[n} e-iZnnv
n=0

Sil’on obtient bien le résultat souhaitable

m E Px(v)} = Iy (v)

(cc qui signific qu’en augmentant le nombre des observations, I’estimée tend en moyenne

vers la valeur vraie), on peut montrer que 1’on a par contre

var { Py } = r’w,
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el ceet quel que soit le nombre des observations, aussi grand soit-il. Ce résultat signific
que le périodogramme n’est pas un estimateur consistant de la densité speetrale, ce qui est
hicn str dii au fait que la moyenne d’ensemble, néeessaire 4 la définition, n’a pas éé
prisc en compte dans Uestimation.

Une fagon d’améliorer cette situation de grande variabilité statistique (I’ écart-type
est de ordre de grandeur de la quantité a estimer!) est de faire usage de 1'hypothése
d’crgodisme et de moyenner plusicurs périodogrammes calculés sur des sous-scgments
(supposés indépendants) prélevés dans les données. En supposant pour simplifier que
I"on dispose de N = KL données et que Pon choisisse de les segmenter en K blocs de fa
torme xpln) = x[n+kL), n =0 ... L-1; k=0 ... K, lc périodogramme moyenné cst alors

défini par

| KLkl 2
3 _ A-12Tn
PMX(V)_KLJ;) ,;} xXpn] crewnv

Comme on pouvait 8’y attendre, on peut montrer que cel estimateur modifié est de

variabilité plus réduite, puisque 'on a
. 1
var { P } = gvar { P01 }

ce qui signific que la variance est d’autant plus réduite que le nombre K de blocs
(indépendants) est plus grand. On ne peut cependant impunément augmenter K car on a

dans lc méme temps

+1/2
E{pmn} = [ wiv -9 g de,
-1/2
AvVed
1 {sin ®LV
Wi(v) =7l
sin My

ce qui montre que le biagis augmente puisque, a taille d’observation N = KL fixde,
augmenter K revient néeessairement a diminuer L, et donc 4 dégrader la résolution
fréquentielle de I'estimateur. L’estimation spectrale par périodogrammes moyénnés est

donc confrontée a un compromis biais-variance.

Méthodes “non-Fourier”. L'analyse spectrale classique (de type périodogramme ou

corrélogramme) repose de mani¢re fondamentale sur les propriétés de la transformation
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de Fourier, ainsi que sur les hypothéscs qui valident son emploi. D'une manicére
schématique, on peut considérer que les performances de ces méthodes traditionnelles
deviennent insuffisantes dans deux circonstances principales :

. lorsque les signaux analysés ne sont connus quc sur unc courfe durée
d'observation , ou sur un nombre réduit d'échantiilons;

. lorsque les signaux analysés sont non-stationnaires .

En cffet, dans le premier cas, disposer de peu de donndes réduit la résolution
fréquentielle et augmenlte la variabilité de l'estimation puisque moins de moyennes
temporelles indépendantes sont disponibles.

Dans le deuxiétme cas, c'est Ia délinition méme des notions de fonction de
corrélation ct de densité spectrale qui n'est plus pertinente, puisqu'elle ne peul prendre
cn compte une évolution temporelle des caractéristiques de deuxiéme ordre ou
fréquenticlles du signal. Pour un signal faiblement non-stationnaire, unc solution
intuitive est de s'intéresser a des estimations locales. Cependant, dés que les non-
stationnarit¢s deviennent importantes, la faible longucur des scgments temporels sur
lesquels I'hypothese de quasi-stationnarité peut &re considérée comme valide rameéne au

probléme des échantillons courts.

Les améliorations & apporter a I'analyse spectrale classique, de fagon & prendre en
compte effectivement les situations déerites préeédemment, sont de deux types :

. pour les échantillons courts, incorporer les a priori que I'on peut avoir sur la
structure des signaux analysés, inlormation qui n'est pas prise en compte par les
analyses non-paramétriques i base de transformée de Fourier : ce sont les méthodes
paramétriques a base de modéles ;

. pour les signaux non-stationnaires, modifier les définitions existantles pour
les adapter a la nature des signaux analysés : ce sont les méthodes remps-fréquence, sur

lesquelles on reviendra plus longuement au § 5.

L’exemple de [estimation spectrale par modéle AR. Dans le cas du
périodogramme, I'estimateur de Fourier fait impliciternent I’hypotheése que, en-dehors
de I'mtervalle d’observation, les données sont nulles. Cette hypothése se transporte 4 la
fonction de corrélation qui, en-dchors d un support 1ié i la taille des données, est elle
aussi supposée nulle. C’esl celte situation en fait que 1’on peut tenir pour responsable de
la taible résolution fréquentielle du périodogramme dans le cas d’échantillons courts.
Les seules améliorations possibles nécessitent de rajouter de I'a priori sur la structure

des donndes, ce que I’on peut faire par cxemple en ajustant un modgle paramétrique sur
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les données observées et en laisant I"hypothése que le méme modéle reste valide en-
dehors de I'intervalle d’ observation.

On a vu précédemment que, dans le cas d'un modele AR d'ordre p, les p
premicres valeurs de la fonction de corrélation suffisent pour ideatificr e modele. De
plus, si 'on ne connait que ces p premidres valeurs (cas des échantillons courts),
l'identification des coeflicients AR permcet une extrapolation de la fonction de corrélation
au-deld du retard p puisque le systéme de Yule-Walker reste valable pour j > p,

conduisant d :

P

rdp+il=- Y aprdp+j-kl o, j= 1,
k=1

La fonction de corrélation ainsi extrapolée assure donc i 'estimation spectrale

correspondante une meilleure résolution [réquentielle.

5. FOURIER ET SES LIMITATIONS
5.1 Difficultés d’interprétation

Quoique parlaite du point de vue mathémalique, la transtformation de Fourier
conduit bien souvent & des difficultés d’interprétation physique. Ainsi, si I’on §’cen
reporte & la définition usuelle, il est clair que le calcul d une valeur fréquentielle X(v)
nécessite la connaissance de route {"histoire temporelle du signal, éventuellement de -~ a
+eo. Réciproquement, la transformation inverse de Fouricr montre que toute valeur du
signal & un instant ¢ peut étre vue comme superposition infinie d’exponentielles
complexes, ¢’est-d-dire d’ondes éternelles parfaitement délocalisées dans le temps. Si ce
point de vuc mathématique peut dans certains cas (situations “quasi monochromatiques”,
dc régime permancnt, ...) révéler des propriétés cffectives d’un signal, il peut également,
dans d’autres, travesur la réalité physique. C'est ce qui se passe par cxemple dans le cas
de signaux fransitoires que 1'on sait Etre nuls en dehors d’un certain support temporel (par
excraple par Iaction de brancher puis débrancher un appareil). La nullité de ces valeurs
cst certes bien rendue par 'analyse de Fourier, mais d’une maniére artificielle : elle
correspond au résultat de la superposition d’une infinité d’ondes virtuelles qui
interféreraient entre elles de telle sorte qu’elles s”annulent mutuetlement. Sur le support
ot le signal est nul, on a donc une situation de zéro “dynamique” (des ondes existeraient,

qui interféreraient pour [ournir unc contribution résultante nulle), en contradiction
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d’interprétation avee la sttuation physique réelle d un zéro “statique™ (le signal n’existe
pas).

D une fagon lice, la représentation de Fourler décompose un signal d’énergie finie
cn une combinaisen linéaire d’éléments constitutifs dont aucun n’cst d’énergie finie.

Ce type de problémes suggeére, dans les situations évolutives pour lesquelles la
transformation de Fourier perd de sa pertinence physique, de lui chercher un substitut qui

par exemple puisse coneilier description {réquenticlle et localisation.
5.2 Inégalités temps-fréquence

On a déja Evoqué ce que on appelle la dualité temps-fréquence dans le cas de la
transformdée de Fourier d’une gaussienne ct, a la limite, d’ une distribution de Dirac. Ce
comportement est en fait tout-a-lait général et rentre dans le cadre des inégalités de type
Heisenberg-Gabor qui boment inférieurement le produit durée-bande d’un signal.

Afin de quantifier cetie alfirmation, considérons un signal centré cn ce sens que

oo +oo

[ ix@rdr= | vixpmedv=0

—o -

¢t définissons respectivement sa durée et sa bande utiles par les épanouissements

temporel ct fréquenticl

e oo

A2 = J 2lx(D2dr et AVi= j v2 IX(v)I? dv.

—oa oo

Sil’on forme alors la quantité

+oa

T= | tx* )X di

—or

ou x'(¢) désigne la dérivée de x(1), il est facile de vérificr en utilisant Uinégalité de

Cauchy-Schwartz que
oo oo

e [ @l [ e@Rdi=AR  4n2 A,

- oo

On a par aifleurs
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[ T12 = (REINZ + (Im{1})2 = (RE{1})2

ct, en mtégrant par parlics,

I=-FE +I*%
On en déduit que
E.X
RC{[} = - a
¢l, par suite,

EL’

At Av z—=,

4m

La borne inféricure est atieinte lorsque 'inégalité de Cauchy-Schwartz utilisée se
transforme en ¢galité, c'est-a-dire lorsque les signaux sur lesquels elle porte sont

proportionnels. Ceei correspond a 1'équation diflérenticlle
rx(n=kx(s)

dont la solution est fournice par ta classe des signaux gaussiens.

La signilication la plus simple de I'inégalité d’Heisenberg-Gabor cst que la
description temporclle ct fréquentielle d'un signal, telle qu’elle est fournie par la
transformation de Fourler, ne peut Etre arbitrairement précise dans les deux domaines.

Il est & noter que d’autres lormes d'inégalités temps-fréquence existent, qui
concernent 'impossibilité qu’il y a pour un signal de confiner parfaitement son énergie
sur des supports temporel et fréquenticl compacts, méme arbitrairement grands (théorie

de Slepian-Landau-Pollak).
5.3 Fréquence instantanée

La notion de stationnarité est bien définic pour les processus aléatoires. Dans le cas
des signaux certains, une nolion apparentée existe, qui est en fait lie a une idée de régime
permanent et de stabilité d’une fréquence au cours du temps. Sa définition nécessite de
recourir au concept de signal analytique qui 8’ appuie lui-m&me sur une transformation
spéeitique : la transformation de Hilbert.

Par définition, la transformation de Hilbert cst donnée par la formule
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=iy X))
H{x(r)} :n\pi - u du,

ou Pintégrale doit &tre prise en valeur principale de Cauchy. Cette transformation

constitue une représentation dans la mesure ot
H{H{x(r}}) = - x(n).
La réponse impulsionnelle d'un liltre de Hilbert est la foncuon [/nz, d’ot 'on

déduit que son gain complexe vaut -1 sgn v. Le résultat en est qu’un signal

monochromatique cos 2yt voit son spectic

| .
5 [V = viy) + v+ vyl

transformé en
. ! _
- % [V~ vy) - O(V+ V)] = 57 [S(v—vy) - v+ w)l,

ce qui est le spectre de sin 2ryyt. Le filtre de Hilbert agit ainsi comme un déphascur pur
de w2 : cTestun filtre de quadrature.

Cect permet de définir de manicre canonique des notions comme celles d’amplitude
ou de fréquence instantanée(s) d’un signal modulé. Considérons cn effet le signal

mo nochmmatiquc

x(1) = a cos 2mvyt.

11 est possible de lui associer une représentation complexe grice au vecteur tournant
Z._t(f) =g Ci2nv0t
dans lequel la composante imaginaire est en quadrature avee la composante réelle

Im{z, (")} = a sin 2nvyt.= H{a cos 2nvyr} = H{RE{z, (DO} }.

L intérCL de cette représentation est de fournir des indications relatives a amplitude
et & la viresse de rotation (pulsation) du vecteur tournant de maniére unique grice

respectivement au module et & la phase

a=lz(0l,
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Intuitivement, lorsqu’un signal est modulé, c¢'cst-a-dire lorsque son amplitude ¢t sa
[réquence sont répuitées varier au cours du temps, on pourrait Ctre tenté de généraliser le
cas monochromalique en remplagant a cos 2rvy par x(7) = alf) cos @(f). Ceci ne constitue
cependant pas unce représentation admissible d’un signal quelcongue. Pour $’cn
convaincre, 1l suffit d’introduire une fonction arbitraire b(1) telle que 0 < b(1) < 1. On a
alors tout ausst bicn

x(n) = 77% b(t) cos (L},

ce que I'on peut Eerire

a’{t) = ([f)((—?)
wH=a (Hcos @) avec

@’ (1) = arcos (b(?) cos (1))

Une solution & ce probléme consiste & généraliser, non pas directement la définition
d"unc onde monochromatique, mais fa lagon dont on peut déduire ses caractéristiques
d'unc représentation complexe convenable. Ainsi, si 'on part du modeéle du vecteur
tournant en le rendant dépendant du temps et si I’on impose que ce modéle complexe
satisfasse a des relations de quadrature entre parties réelle ct imaginaire, la solution
consiste a complexifier un signal réel x(#) en Iui adjoignant une partic imaginaire égale 4

son signal en quadrature :

2 ) = x(t) + 1 H{x()}.
Le signal résultant est dit analytigiee. Ainsi défini, il admet unc écriture unigue en

termes de module et de phasce et il devient possible de délinir les notions d’amplitude et de

[fréquence instantanées par respectivement

a(t)y =1z, 1;

I d
Vo= M (a0}
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D’un point de vue speetral, le signal analytique est relid au signal réel dont il est

Issu par
ZAv) =2 u(v) X(v).

Ceci revient & supprimer les fréquences négalives du spectre original, ce qui ne

diminue en ricn 'information puisque, pour un signal x(f) € R, on a la relation
X(-v) = X=(v).
Si, par structure, la partic réelle dun signal analytique

2(1Y = a(r) cieD)
s7¢erit naturellement

Ré{z(0)} = a(t) cos ¢(1),

il importe d’avoir présent 4 Uesprit que le signal analytique associé & un signal modulé
sclon afr) cos (1) n'a a priori aucune raison d’avolr une éeriture exponentielle dans
laguetle les mEmes a(f) et @(r) scraient respectivement les termes de module et de phase.
D’un point de vue physique, on se rapprochera cependant d’autant plus de cette situation
que les ellets de modulations seront fuibles. En particulier, si a(r) est de type passe-has tel
que son spectre soit limilé 4 [-B, +B5] ct st cos @) cst de type passe-haut tel que son
spectre occupe e domaine [-eo, -B87] 0 [B7, +eo| avec B’ > B, alors (théoréme de

Bedrosian)
H{a(f) cos p()} = a(r) H{cos ¢{n}.

Ces scules considérations spectrales ne garantissent cependant pas écriture

cxponentictle du signal analytique puisqu’il faudrait en outre que
H{cos ¢(r}} = sin (1),
ce qui n'est pas véritié dans le cas général mais 'est approximativernent dans le cas

quasi-monochromatique pour lequel la largeur de bande est trés faible vis-a-vis de la

{réquence centrale du spectre.
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6. TEMPS-FREQUENCE

6.1 Approches linéaires

L’analyse de Fourier décompose linéairement un signal sur des éléments
parfaitement localisés en fréguence (fes endes monochromatiques), I'échantillonnage sur
des ¢léments parlatternent localisés cn temps (les impulsions 1déales). Ce sont deux
approches « priori qui, & U'inverse des décomposttions de type Karhunen-Locve, ne
cherchent pas a sTadapter & un signal particulicr, mais davantage i &tre d’un emploi
“universel”. Tout en conservant ce point de vue méthodolegique, il est alors possible
d'tmaginer d’autres décompositions a priori, qui par exemple cherchent a concilier les
approches temporelle et [réquenticlle.

Le¢ point de vue général est de projeter e signal analys¢ sur un signal analysant
hiu; t, A) dépendant de deux variables:

. lc temps £, puisque le signal est supposé non-stationnaire;
. une variable auxiliaire A dont on veut suivre I'évolution temporelle

x(u)y = <x(), h(t, A)> .

Si la transformation ainsi construite est une représentation admissible du signal,

on peut espérer quielle admette une inversion suivant :

4o 4oa

wwy = | <xt, Gty A hus 1, ) dpade, A)

ot l'intégration est laite relativement & une mesure naturclle associée i la transformation.

L'interprétation de cctte opération est que le signal analysé admet une
représentation comme superposition de “briques élémentaires” (les signaux analysants
1) dont le poids est égal & la projection,

Dec fagon a réduire la complexité de la décomposition, le signal analysant est
géncralement construit a partir d'un signal élémentaire unique, h(u), par 'action d'un
groupe de transformation. Le choix du signal élémentaire peut répondre A plusicurs
objectifs

. on posséde un modele vraisemblable pour les composantes élémentaires du
signal : le choix naturel est d'y adapter A(u), ce qui devrait minimiser le nombre des
projections non-négligeables ;

. on ne possede pas un tel modele @ le choix le plus neutre est d'utiliser un

signal d'encombrement minimum dans le plan transformé.



Les dillérentes décompositions possibles dépendent du choix du groupe de
transformation. Nous nous intéresserons ici i deux cas particuliers : la transformée de

Fourier a court terme et la transformée en ondeleties.

Transformée de Fourier a court terme. Comme premier excmple, considérons le
groupe des translations en temps et en {réquence (ou groupe de Weyl-Heisenberg),

caraciérisé par :
hiu; £, V) = hiu - f) ei2av |

Dans ¢e cas, la variable auxiliaire A = v a un statut physique de fréquence ¢t tous
los signaux analysants se déduisent du signal élémentaire h(z) par une translation dans

Ie plan temps-fréquence. La projection associée prend ta forme:

4o

Fx(f; V) = J. X(Ll.) /7*(.’,{ - r) C-iZTEVM du ,

-

ce qui correspond & une opération de transformée de Fourier & court terme si le signal
¢lémentaire ) est unc fonction de pondération de support faible devant la durée totale
du signal.

Cette opération représenie bien une décomposition {continue) du signal puisque,

st h(u) est d'énergie unité, il est possible de l'inverser sclon:

+55  too

2wy = | [ Fue v b1 ei2nve dp gy

e oo

La transformée de Fourier A court terme considére mmplicitement un signal non
stationnaire comme une succession de situations quast stationnaires, i I'échelle de la
fenétre 4 court terme A(x). La résolution temporclle dune telle analyse est fixée par la
largeur de cette fenture, la résolution [réquentielle élant fixée par la largeur de sa
transformée de Fourjer. Ces deux largeurs étant antagonistes, on se trouve donc en
présence d'un compromis entre les résolutions teraporelle et fréquentielle. En cffet :

’ pour un signal fortement non-stationnaire, une bonne résolution temporelle
est requise, ce qui impose de travailler avee un fenétre A(u) courte, limitant en retour la

iésolution fréquentielle ;
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. réciproquernent, st une analyse {réquenticlle fine est néeessaire, une fendure
L) longue doit &re utilisée, ce qui a le double cflet de moyenner les contributions

[r¢équentielles sur la durde de Ta fenétre et de réduire la résolution temporelle.

Bien que fournissant une représentation admissible d'un signal non stationnaire,
on voit done que fa transformdée de Fourier 4 court terme ne permet pas une analyse 4 la

[0is focale en temps ol précise en {réguencce.

Transformée en ondeleites. Considérons maintenant l'exemple du groupe des

translations et changements d'échelle en temps (ou groupe affine), caractérisé par :

I a):}—_h(u " ! a0
va \ 4q

La variable auxiliaire A = a a cette Lois le statut physique d'un factewr d’échelle et
tous les signaux analysants de déduisent de Vondeletre h(u) par l'intermdédiaire d'une
translation cn temps et d'un changement d'échelle.

La projection associée prend la forme :

+eo

| u -t
T, a)ﬁl x(u) h*( y )du,

quantité qui est appelée transformée en ondelenes du signal.

Dapres celte délinition, les fréquences élevées sont assocides 4 des échelles
d'observation petites et elles sont obtenues & partir de A{u) par une opération de
compression. Ceci nécessite donc que 'ondelette élémentaire comporte au moins
quelques oscillations. En fait, sa structure imposée est de correspondre en fréquence 3

un signal de type passe-bande :
oo

HO) =0 ; j|H(v)|2cll—MV:1.

o

Si cette condition d'admissibilité est remplie, la formule d'inversion s'éerit ;

4oo oo

xw= | [ T %h(’%ﬂ%_



31

On retrouve fe rdle de "briques de base™ joud par les dilférentes ondelettes
analysantes, celles-ci se déduisant d'une ondelette ¢lémentaire par, cutre des translations
temporelles, des dilatations et des compressions.

Bicn qu'clle ne fasse pas usage de la transformation de Tourier, l'analyse en
ondelettes a ausst des résolutions temporelle et fréquentielle hides ¢l antagonistes. La
dilférence principale avee la transformdée de Fourier a court terme est que ces résolutions
ne sont pas identiques en tous les points du plan temps-fréquence :

. dans le cas de changements brusques ou de structures tees localisées, la
translormée cn ondeleties existera essenticllement dans le domaine des petites Echelles,
aples 4 “voir” des détails fins du signal. Cependant, puisque ces petites échelles sont
traduites par une ondelette analysante de support temporel réduit, il s'en suit que son
support fréquentiel est ¢lendu, ce qui limite la résolution fréquenticlle absoluc ;

. réciprogquement, une résolution {réquenticlle importante n'est possible
qu'avec une ondelette analysante longue, soit a de grandes échelles d'observation. Dans
la zonc du plan temps-fréquence ol ce gain en résolution fréquenticlle est possible,

celui-ct se fait done encore au détriment de la résolution temporelle.

L'analyse en ondelettes présente cependant Favantage de ne pas correspondre 4
une résolution fixée a prieri par le choix du signal élémentaire : ¢'est fondamentalement

une analyse multi-échelles.

Interprétation par bancs de filtres. Si l'on 1evient a la déflinition de la
trunsformée de Fourier a court terme, 1l est possible d'en donner une formulation

[réquentielle équivalente selon :
Heo
Ftov) = [ IX(8) 288 ] H*(E - v) d&,

L'interprétation de cette écriture est que, dans une transformée de Fouricer 4 court
terme, le signal est analysé par passage a travers d'un banc de filtres uniforme, chaque
filtrc du banc (continu) sc déduisant d'un filtre passe-bas unique par translation
fré¢quentielle, ou hétérodynage. La bande passante absoluc de chaque filtre est la méme,

d'ott une résolution constante en tout point de 'axe des fréquences.

Dans le cas de la translormdée cn ondelettes, une interprétation en termes de banc
de filtres est également possible. En effet, 1a formulation fréquentielle de Ia délinition

S

Crit

Cin
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T ay= [ X&) 2 | Va Hr@d) dE,

-y

Ainsi, dans unc transformée cn ondelettes, le signal est analysé par passage i
travers un banc de liltres non-uniforme, dont chaque {ilire se déduit d'un filtre passe-
bande unique par homothétic. Dans un el liltrage, qui est dit a Q-constant, c'est
maintcnant la bande passante relative (rapport bande passante absolue/fréquence
centrale) de chacun de ces filtres qui est une constante, d'ou une résolution [réquenticlle

7

hsolue d'autant plus réduite que 1'échelle d'analyse est associée 4 une fréquence plus

e

clevdée.
6.2 Approches bilinéaires

Par opposition aux représentations (atomiques) linéaires qui décomposent un
signal en constituants élémentatres, ’objet d'une distribution conjointe d’énergie est de
répartir cette dernidre sur les deux variables de description.

Si17on considére comme précédemment les deux grandes classes de distributions
relatves 'une au temps-{réguence (A = vy et lautre au temps-éehelle (A = @), la question
est alors de trouver une distribution p, (¢, A} telle que Ion ait :

4o oo

E.= | [ pun 2y dute. 2y .

— oo

L’¢nergie ¢tant par nature une grandeur quadratique, il est naturel, méme si cela
n'est pas nécessaire, de chercher a cet cffet des distributions également quadratiques
(bilindaires ou sesquilinéaires), généralisant en cela la situation bien connue des densités

d’énergie temporelle et {réquentielle :

+eo Hoo

Eo= [ xR dr= | xR dy.

—co )

Il s’avere que des sous-produits quadratiques de décompositions linéaires, comme
le spectrogramme ou le scalogramme, peavent jouer un tel réle de distributions d’énergie
puisque, pour des normalisations adéquates, on a :

+o0 oo

too feo
i j IF,(1, V)2 dr dv =_£ i T (1, )l dfaf“ =E, .

=]
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Cependant, le module carré d’une transformée linéaire n’est gqu’un cas ucs
particulicr de transformée bilinéaire. Il importe donc de trouver des solutions plus

géndrales au probléme posé. On conviendra d’Eerire celles-ci sous la forme générique

dea oo

plt, Ay = j J- Kiu, w'r, A) x(u) x* (0 duw du’

-

forme paramdéirée par un noyuau qui, pour satisfaire a la contrainte de distribution

dénergie, devra e tel que

Jemn o

[ kw2 dpe vy =8u-ay .

o oa

Classe de Colien et classe affine. Le cadre général étant fixé, le choix eflectif du
noyau de paramétrisation néeessite d’imposer des contraintes supplémentaires devant étre
satisfaites par la disuibution cherchée. Une fagon de procéder est d’imposer des
contraintes “naturelles” pour la distribution p (t, A) et de les traduire en propriétés
d"admissibilitd pour son noyau K(u, u’; ¢, A). Parmi ces contraintes ligurent en tout
premicer licu celles relatives & des principes de covariance, tels que effet d’une
transformation puisse indifléremment s’ obtenir sur la représentation ou sur le signal dont
clle est issue.

Imposer la covariance par rapport a 'opérateur de translations en temps el cn
Iréquence conduit & une classe générale de distributions temps-fréquence, appelée clusse

le Cohen, dont I’expression générale peut 8" éerire

oo oo

Cv= [ ] His-1E=vWis, & ds dE,

ou [1(1,v) est une fonction temps-fréquence arbitraire agissant de fagon cortélatoire sur la
distribution “centrale”
—+ea

Wx(t, -V) = J x(r + %)x*([ _ %) e-i2nvr dr,

—co

appelée distribution de Wigner-Ville. On peut noter que la délinition de la classe de

Cohen comme corrélation de la distribution de Wigner-Ville avec une lonction de



paramdtrisation arhitraire se transpose aisément en une relation de produit dans le

domaine conjugud de Fourler, On a ainsi :

fea oo

[ ] cuan v e g dv=E DAL D,

[ ]

en notant :

tos

AL D= _[ x (s + E)x*(x - %) ciZmss ds

)

I~

On reconnait dans cette derniére quantité, qui n’est autre que la transformée de
Fourier de la distribution de Wigner-Ville, la fonction d’ambiguité (symétrisée) du signal,

qui généralise au temps e & la fréquence la noton de fonction de corrélation.

D’une fagon toute parallele & la démarche suivie pour construire la classe de Cohen,
imposer la covariance par rapport & "opérateur de translation en temps et de dilatation
conduit & une classe générale de distributions temps-&chelle, appelée classe affine, dont

I"expression générale peut s”¢erire

e oo

Q(t, a)y = J f H(f-;;-—’-,aaf) W (s, &) ds d&

RS R—)

Ou cncore

4oo  4oo

o@a= | [ et 5)ae vevmiazar.

Interprétations. Les formulations uniliées qu’olfrent les classes bilinéaires (Cohen et
affine) présentent trois intérlts principaux:

. par la spécification de la lonction de paramétrisation arbitraire, il est
possible de retrouver la plupart des définitions de distributions ¢nergétiques connues ;

. il est facile de traduire une contrainte que P'on souhaite voir satisfaite par
une représentation conjointe en unc propriété d’admissibilité correspondante pour la
fonction de paramétnisation ;

. il est enfin possible, en utilisant de tels arguments d’admissibilité, soit de
vérifier a priori les propridiés d’une définition particuliére, soit de construire une classe de

solutions ¢n fonction d'un cahier des charges spécifique.
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Les tableaux qui suivent dennent quelgues excraples de définitions de
distributions temps-réquence gui peuvent £ire retrouvées comme cas particuliers de la
classe de Cohen, moyennant une spéeification correcte de la fonction de paramétrisation
arbitraire. Les exemples donnés n’épuisent pas les définitions envisageables ou méme
cxistantes. Hs sont cependant représentatifs de Pessentiel des difidrentes classes de
solutions, ies autres définttions s’en déduisant par des variaticns pluas ou moins

RLNCUIres.
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Tableau 2-1
Classe de Cohen: quelques exemples de fonctions de paramétrisation et les
représentations temps-fréquence associées
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Tableau 2-2
Classe affine : quelques exemples de fonctions de paramétrisation et les représentations
temps-échelle assocides
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Tableau 2-3

Distributions de Wigner affines {cf. Tableau 2.2) : quelques exemples de fonctions de
paramétrisation et les représentations temps-fréquence associées
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Energie £0,00=1
Marginale ¢n temps JE =1
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Tableau 2-4

Classe de Cohen: quelques exemples de contraintes sur C.(#, v) et les conditions
d’admissibilité associées sur la fonction de paramétrisation f{&, ).



Coniraintes

3

P

Distributions

BI

CwW

Tmercie

Marginale en temps
Marginaic en fréaquence
Reéaiite

Posttivité

Causalie

Invertibilité
Dilataticns

Filtages

Modulations

Support (large) en temps

Suppon (large) en fréquence

Unitarité
Fréquence instantanée

Retard de groupe
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Classe de Cohen: guelques exemples de contraintes et de représentations les vérifiant ou
non. (S : spectrogramme ; WV : Wigner-Ville ; R : Rihaczek ; P : Page ; BJ : Born-Jordan ;

CW : Chei-Williams)



Comtraine

Admissibilité

Encrgie

Marginale en temps

Marginale en fTéquence

Réalitd

Localisation en emps

Unitarité
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Tableau 26

Distributions de Wigner affines : quelques exemples de contraintes et les conditions
d’admissibilité associées sur les fonctions de paramétrisation H(Z) et G(&.

Distributions
Conrrainzes B Ua Up D
Energie v N v V
Marginale en temps v Y
Marginale en fréquence y y v y
Reéalité v v v
Localisation en temps v ) N
Unitarité +
Retard de groupe v N
Limite & bande étroite v o

Tableau 2-7

Distributions de Wigner affines : quelques exemples de contraintes et de représentations
les vérifiant ou non. (B : Bertrand ; Ua : Unterberger, forme “active" ; Up : Unterberger,

forme “passive” ; DD : distribution-D})



Pour en savoir plis

On trouvera un panorama réeent et asser riche des applications du Traitement du
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Le Cowrrier du CNRS, Numdéro Spéeial «Signaux et Images», No, 77, Juin 1991

Les ouvrages géndraux relaufs & la discipline abondent. Parmi les plus
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M. Charbit, Eléments de Théore du Signal : les Signaux Aléatoires, Ellipses, 1991,
A. Papoulis. Signal Analysis, McGraw-Hill, 1984.
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Processing, Elsevier, 1987,

ces derniers couvrant A fa fois des questions de base et quelques thémes avanceds.

Parmi les ouvrages qui s”attachent plus particulicrement 4 Iaspect numérigue des
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M. Kunt, Traitement Numdérigue des Signaux, Dunod, 19584,

M. Bellanger, Traiterment Numérigue du Stenal, Masson, 1987.

J.G. Proakis and D.G. Manolakis, Intreduction to Digital Signal Processing, MacMillan,
19849,
A.V. Oppenheim and A.S. Willsky, Signals and Systemns, Prentice-Hall, 1983,

[..B. Jackson, Digital Filters and Signal Processing, Kluwer, 19589,

La transformation de Fourier st détaillée (en particulier dans une perspective

«signal») dans

R.N. Bracewell, The Fourier Transform and its Applications, McGraw-Hill, 1986.




G. Gasquet, P Witomski, Analyse de Fourter ot Applications, Masson, 1990,

On trouvera un exposé d’introduction aux processus aléatoires dans

A Papoulis, Probability, Random Variables and Stochastic Processes, MeGraw-Hill,
1984,

ct une présentation plus approfondic dans

Ao Blunc-Lapierre et B, Picinbono, Foncuens Aldatoires, Masson, 1981,

E. Wong and B. Hajek, Stochastic Processes in Engineering Systerns, Springer-Verlag,
1985,

AM. Yaglom, Correlation Theory ot Statienary and Related Random Functions,

Springer-Verlag, 1987.

Les notons de modélisation sont discutCes par exemple dans

M. Najim, Moddlisation ¢t Tdentification en Traitement du Signal, Masson, 1958,

et leur apphication plus spéeifique aux problemes d’estimation spectrale paraméuique dans

S M. Kay, Modern Spectral Estimation, Prentice-Hall, 1988.
S.I.. Marple Jr, Digital Spectral Analysis, Prentice-Hall, 1987.

Une trés bonne introduction aux questions de détection, d’cstimation et de liltrage

optimal se trouve dans

AD. Whalen, Detection of Stgnals in Noise, Academic Press, 1971..

qui peut utilement servir de guide de lecture pour des ouvrages plus avancés comme

H.L. Van Trees, Detection, Estimation and Modulation Theory, .

H.V. Poor, An Introduction to Signal Detection and Estimation, Springer-Verlag, 1988.
L.L. Scharf, Statistical Signal Processing, Addison-Wesley, 1991.

Parce gu’elles sont encore assez récentes, les méthodes temps-fréquence ont pour

I'instant donné naissance A peu d’ouvrages de synthése. On pourra cependant retenir



. Flandnn, Temps-Fréquence, Hermds, 1993

les ouvrages collectils

G. Longo and B. Picinbono (eds.), Thoe and Frequency Representation of Signals and

Systems, CISM Courses and Lectures No. 309, Springer-Verlag, 1989.

B. Bouashash (ed.), Time-Frequency Signal Analysis, Longman-Cheshire, 1992,

W. Mecklenbriiuker (ed. ), The Wigner Distribution and its Applications, Elsevier, 1993,

amnsi que les articles “tutorial”

L. Cohen, "Time-Frequency Distribution - A Review”, Proc. IEEE, Vol. 77, No. 7, pp-
941-981, 1989,
G.F. Boudreaux-Bartels and F. Hlawatsch, “Linear and Quadratic Time-Frequency

Signal Representations”, JEEE Sig. Proc. Magazine, 1992

En cc qui concerne fa théorie des ondeleties, on trouvera une introduction, doublée

d’une perspective historique, dans

Y. Meyer, Ondelettes, Algorithmes et Applications, Armand Colin, 1992,

ainsi que dans 'articie “tutorial”™

O. Rioul and M. Vetterli, “Wavelets and Signal Processing”, IEEE Sig. Proc. Muagazine,
Vol. 8, No. 4, pp. 14-38, 1991.

Pour une présentation plus approfondie, on pourra se reporter i

Y. Meyer, Ondelettes et Opérateurs T Ondelettes, Hermann, 199().
I. Daubechies, Ten Fectures on Wavelets, STAM. 1992,

amst qu'a des ouvrages collectifs comme

J.-M. Combes. A. Grossmann and Ph. Tchamitchian (eds.), Wavelcts, Springer-Verlag,
1989,

P.-G. Lemarié (ed.), Les Ondelettes_en 1989, Lecture Notes in Math, No. 1438,
Springer-Verlag, 1990,




