Fonctions génératrices en géométrie symplectique et de contact - Marco Mazzucchelli

EXAMEN FINAL - 24 mars 2016

Exercice 1. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses? (On ne demande pas de
justification).
(a) Si M est une variété fermée de dimension d > 1 telle que le groupe d’homologie
H;(M;Z.s) soit non-trivial pour un certain i € {1, ...,d — 1}, alors toute fonction lisse
F: M — R (pas forcement de Morse) possede au moins un point critique qui n’est
ni un minimum local ni un maximum local.
(b) Il existe ¢ € Ham,(R?") tel que la fonction k — ¢, (¢*) ne soit pas bornée.
(c) Soit G et H deux hamiltoniens non-autonomes et a support compact sur R*" tels que
G < H ponctuellement. Alors ci(¢g) > cx(d}).
(d) Si M est une variété fermée et ¢ est un symplectomorphisme de (T*M, —d\), i.e. un
difffomorphisme de T*M tel que ¢*d\ = dA, alors I'intersection ¢({section nulle}) N
{section nulle} est non-vide.

Solution.
(a) Vrai. L'inégalité de Morse

dim H;(M;Zs) < Z dim h;(F, x)

z€Ecrit(F)

implique qu’il existe au moins un point critique = de F" avec homologie locale h;(F, x)
non-triviale. Comme i ¢ {0, d},  n’est pas un minimum local ni un maximum local.

(b) Faux. Pour tout k& € IN, la valeur spectrale c(¢*) est non-négative et bornée supé-
rieurement par la capacité symplectique y(supp(¢)).

(c) Vrai. Si G < H ponctuellement, alors il existe deux familles génératrices Fg : R*™ x
RY - Ret Fy: R x RY — R pour Doraph(ol,) €0 Dgrapn(gl,) Tespectivement telles
que Fg > Fy ponctuellement. Ceci implique I'inégalité entre les valeurs spectrales
c+(0g) = ci(op).

(d) Faux. On peut considérer le contre-exemple donné par M = St et ¢(q,p) = (¢,p+1).

0

Exercice 2. Soit M une surface fermée orientable. Existe-t-il une fonction de Morse F' :
M — R ayant deux points critiques d’indice 0, un point critique d’indice 1, et deux points
critiques d’indice 27

Solution. Non. En fait, par I’égalité de Morse, la caractéristique d’Euler de M serait x (M) =
2—1+2 = 3. Mais une surface fermée orientable ne peut pas avoir une telle caractéristique
d’Euler, car son genre est un entier non-négatif donné par 1 — y(M)/2. O
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Exercice 3. Soit M une variété fermée de dimension 5, et F' : M — R une fonction de
Morse ayant n; points critiques d’indice 7. Calculer ns en fonction de ng, ny, ng, n3, ny.

Solution. Soit 77; le nombre de points critiques d’indice ¢ de la fonction —F'. Alors n; = n5_;
pour tout ¢ = 0, ..., 5. L’égalité de Morse implique que la caractéristique d’Euler de M est
donnée par

X(M):ng—n1+n2—n3+n4—n5:ﬂo—ﬁ1+ﬁ2—ﬁ3+ﬁ4—ﬁ5.

En particulier x (M) = 0 (le méme argument montre que toute variété fermée de dimension
impaire est de caractéristique d’Euler nulle). Donc ny = ng — ny + ng — n3 + ny. O

Exercice 4. Prouver 1’énoncé suivant, ou exhiber un contre-exemple :

Soit M une variété Riemannienne compléte, et F : M — R une fonction
C® satisfaisant la condition de Palais-Smale et ayant points critiques isolés.
Soit b € R, N une variété compacte a bord ON # @, et F une famille
d’applications continues u : (N,ON) — (M,{F < b}) invariante par le flot
anti-gradient de F, i.e. si ¢' est le flot de —VF, alors ¢' ou € F pour tout
t>0etueF.Si

c:= felJmeaX{F ou} € (b,00),

alors il existe un point critique x € F~1(c) tel que

ind(F, z) + nul(F, z) > dim(N).

Solution. L’énoncé est faux. On peut considérer le contre-exemple suivant. Soit F : R? — R
la fonction quadratique F(z,y) = 2* — 3%, n > 0, et F la famille d’applications continues

u = (ug,uz) : (S" x[0,1],5" x {0,1}) — (M,{F < —1})
telles que maxuy(-,0) < 0 et maxuy(-, 1) > 0. Alors

c:= igﬁmaX{F ou} =0,

mais le seul point critique dans la pré-image F~1(0) est l'origine, et on a
ind(F,0) + nul(F,0) =1 <n+1=dimS" x [0, 1]. O

Exercice 5. Prouver 1’énoncé suivant, ou exhiber un contre-exemple :

Soit H : [0,1] x T** — R un hamiltonien non-autonome tel que son flot
hamiltonien satisfasse ¢t = ¢% = id. Alors, pour tout z € T*", la courbe
1-périodique 7,(t) := ¢4 (z) est contractile.

Solution. Le théoréme de Conley-Zehnder implique en particulier qu’il existe zo € T?"
tel que la courbe 1-périodique 7., est contractile. Si z € T?" est un point arbitraire, soit



a: [0,1] — T?" une courbe continue telle que a(0) = z et (1) = 2;. Alors, lapplication
:[0,1] x R/Z — T, D(s,t) = ya(s)(t)

est une homotopie telle que I'(0,-) = 7, et I'(1,:) = 7,,. Comme 7, est homotope a la
courbe contractile v,,, elle est contractile aussi. U

Exercice 6. Existe-t-il un hamiltonien H : [0, 1]xR** — R a support compact, non-négatif,
et non-constant, tel que son flot hamiltonien satisfasse ¢l = ¢% = id?

Solution. Non. Comme H est non-constant, il existe € > 0, un intervalle [a,b] C [0, 1], et
un ouvert U C R?" tels que H \[a,b] <y > €. 50it zg € U et r > 0 tels que la boule ouverte
B(zp,r) soit contenue dans U. On peut supposer sans perte de généralité que zy = 0.
Soit p : [0,1] — [0,1] une fonction lisse telle que plpq = 0, plpy = 1, et p > 0. Soit
X : [0,00) — [0, €] une fonction lisse telle que

0<xO) = a1y

—1<x(z) <0, Vzel0,r?),

x(z) =0, Vo € [r?, 00).
Soit G : R?" — R I'hamiltonien autonome G(z) = x(|z]?), et K; : R*" — R I'’hamiltonien
donnée par K;(z) = p(t)G(z). Alors ¢} = g(t), et en particulier ¢}, = ¢f. Comme

K < H ponctuellement, on a les inégalités entre les valeurs spectrales ci(¢f) > ci(o)).
On sait que les valeurs spectrales du difféomorphisme hamiltonien ¢¢, sont ¢, (¢f) = 0 et
c_(¢&) = —G(0) < 0. Donc, on conclut c¢_(¢}) < c_(¢f) < 0, et en particulier ¢k # id.
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