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Exercice 1. On définit la sphère Sn comme l’ensemble des vecteurs Rn+1 de norme 1.
1. Montrer que Sn est une sous-variété de Rn+1.
2. Déterminer son espace tangent en chaque point.

Exercice 2.
Les sous-ensembles suivants définissent-ils des sous-variétés C∞ ?
1. y = x,
2. y = |x|,
3. x2 − y2 = 0,
4. x2 − y2 − z = 0.
5. x2 + y2 − z2 = 0.

Exercice 3. [Intersection de sous-variétés]

1. Soit R > 0 une constante. Montrer que les équations

x2 + y2 + z2 = R2, x2 + y2 − 2x = 0,

définissent une courbe lisse C lorsque R 6= 2.
2. Déterminer les projections de C sur les trois plans de coordonnées.
3. SoientM1 etM2 deux sous-variétés de Rn. On suppose queM1 etM2 s’intersectent

transversalement, c’est-à-dire que Rn = TxM1 + TxM2 pour tout x ∈ M1 ∩M2.
Montrer que M1 ∩M2 est une sous-variété de Rn. Préciser sa dimension et donner
son espace tangent.

Exercice 4. Soit f : Rp → Rq une fonction Ck. Le graphe de f est l’ensemble Γ =
{(x, f(x)) | x ∈ Rp} ⊆ Rp × Rq.

1. Si f est Ck, montrer que Γ est une sous-variété Ck de dimension p de Rp × Rq,
k ≥ 1.

2. Si Γ est une sous-variété Ck de dimension p de Rp × Rq, alors f est-elle nécessai-
rement Ck ?

3. * Sinon, quelle condition faut-il ajouter sur Γ pour que ce soit le cas ?

Exercice 5. 1. Montrer que l’image d’une immersion C∞ injective propre γ : R →
R2 est une sous-variété de dimension 1 de R2.

2. Est-ce que l’enoncé reste vrai si on enlève un des mots en italiques ?



Exercice 6. [Groupes classiques ]

1. Montrer que les sous-ensembles suivants sont des sous-variétés, et déterminer leur
dimension.

(a) SLn(R) = {A ∈Mn(R) | det(A) = 1}
(b) On(R) = {A ∈Mn(R) |tAA = In}

(c) Sp2n(R) = {A ∈M2n(R) |tAJnA = Jn}, où Jn =

[
0 In
−In 0

]
.

Parmi les sous-variétés précédentes, lesquelles sont compactes ? Déterminer l’espace
tangent en l’identité.

2. Soit A ∈ On(R). Déterminer l’espace tangent à On(R) en A.
3. Pour les groupes classiques précédents, pour g dans G, on considère

τg : G → G

h 7→ gh.

a. Quelle est l’image de TIdG par τg ?
b. On appelle champ de vecteurs invariant par G une application qui à chaque
point h de G associe X(h) ∈ ThG, de telle sorte que

X(gh) = (Thτg)(X(h)).

Montrer que les champs de vecteurs invariants sont en bijection naturelle avec
TIdG.


