Géométrie différentielle 2020-2021
Corrigé du TD5

1 1) La connexion de Levi-Civita est VxY = mrDxY. Donc si X est un champ de vecteurs le
long de +, en considérant X comme une application I — RY, on a

th == VVX == WTMX,

et en particulier V% = mrp%. Done v est une géodésique ssi pippy = 0 c’est-a-dire que 4(t) est
perpendiculaire a T’ ;) M.

2) D’apres 1), une courbe v : I — S™ est géodésique ssi (t) € (T, S™): =: Ry, soit s'il existe
A(t) tel que (t) = A(t). Par ailleurs, on a (,v) = 1, donc (¥,7Z = 0 puis

(3.7) + (3,9 = 0.

De plus, (¥,7) est le carré de la vitesse, qui est une constante ¢ > 0. Dot A(t) = (¥,7) = —c?,
donc I’équation des géodésiques de vitesse c est

2

5/ = —Cc,
dont la solution générale est
sin ¢t .
Y(t) = (cos ct)(0) + 7(0).
Doncsiz € 8" et veT,S" =z, ona
sin [|v]|
exp, (v) = (cos |[v|[)z + o1l

3) (solution plus simple que celle vue pendant le TD) Si v € T, M est unitaire et y(t) =
exp, (tv), on ad’abord dexp, (v).v = 4(1), qui est un vecteur unitaire. Donc dans des bases com-

1
mencgant par v et y(1), la matrice de dexp, (v) a une premiere colonne [
0
Ensuite, si w € T,S™ Nv*, on a
d sin ||v + sw
dexp,(v).w = — (cos(Hv—i—st)—i—M(v—i-sw).

a5 a0 o+ swl]
Puisqu’on est en s = 0, le seul terme qui reste est la d/’erivée de v + sw a la fin, donc

sin [|v]|

dexp,(v).w =
g ]l

Donc dans des bases orthonormées (v, vy, - -+, vy,) €t ((0),v1, -+, vn,), la matrice de dexp,,(v) est

bien
(3 il )
sin | |v .
0 T Tn-1




2 1) D’une facgon générale, pour toute isométrie f d’une variété riemannienne et tout (z,v) € TM
on a f(exp,(tv)) = expy,)(tdfy(v)). Donc

f(v(t)) = 7o (tdfp(v)) , s0it fove = Yap,(v)) = V. (v)-

2) Clairement, le groupe O(n) (vu comme sous-groupe de Diff (B™) est contenu dans Isom(B", g).
Donc si f € O(n) et f fixe v, on a

F oY% =Y. (0)) = V) () = Yo(t).
Prenant pour f la symétrie orthogonale s, par rapport & Rv, on donc 7, (t) € Fix(s,) = Ruo.

3) On a expg(tv)y,(t) = x(t)v et |7, (t)]]4, ¢),g| est constante égale a ||v|]o,y = 2[|v[|cuct = 2a. De
plus, v, est une immersion et 7/(0) = 2’(0)v = v, donc 2’/(0) =1 et 2’ > 0. Donc

20 Ollewe _ 202'()
/t — v — :2
I Olbuw.s = T2 01E = 1= daza@z ~ 2

donc z est solution de I’équation différentielle

2a2' (t)

9
1 —4a?z(t)? @

soit

d
7 tanh(2at) = 2a.

Puisque z(0) = 0, il vient

tanh(2at)  tanh(2||v||euert)
= = v
2a 2||v]|ewet

x(t)

)

one B2 olJeer)
tan Vlleucl
eXpO(U) - sz”eucl

4) Par homogénéité de gp,p, il suffit de le faire en p = 0. De méme pour la question 5).

Puisque tanh est un difféomorphisme de Ry sur [0, 1], exp, est bijectif d'inverse exp, Yw) =
tanh~* 2||w||ewet

2] w, qui est lisse. Donc exp, est un difféomorphisme de ToR" sur B™.
W|leucl

5) Si w est orthogonal & v, on a

tanh 2 euc
dexpy(v).w = tanh 2{[vf|cuct

Y

2[|v|]cuet
dont la norme pour gny;, dans Ty, () B™ est
tanh 2||v|| 2
dexpy (V). W||exp. (v) = .
| expg (v)-wl[exp, (v) 2| 1 — tanh®2[|v|

sinh 2||v )
_ b 2llet gy,
0]l ewet



Comme 2||v||euet = ||V||nyp,0, dexp, est représentée par la matrice

1 0
0 T

dans toute base orthonormée de Ty B™ commencant par HvlTh .
yp

1) Dire que ||¥||nyp < C veut dire que %H < C, d’ou

max (% log v (1),

Lrog 1)) <

\./

Donc si t € [tg, 8] avec a < < b, on a

log v (t) € [logyn(to) — C|B|;log vn(to) + C|B]]
log ||v(t)]| < log [[v(0)]| + 5,

Donc ~(t) reste dans un compact K () C R’.. Comme + est propre, on a b = 400, et symétrique-
ment a = —o0.

2) On a g;; = x;,%0;;, donc g% = x24;;, donc

1
T¥ = §$$L(aigjk + 0;gir — Okgij)-

On distingue huit cas (non exclusifs) :
1) Si i, j, k sont distincts, T'¥; = 0.
2)Sii=j#ketk+#n, Fk—O
3)Sii=j#ketk=n,T%=23(—22)0,(x;%) =z, .
4)Sii#j=keti#n I =0
5)Sii#j=keti=n,T);=—z,"
6) Sii=Fk#jetj#n, I} =0.
7Sii=k#jetj=n,T, =—z "
8)Sii=j=n,I", =—z %

3) D’apres 2), ’équation des géodésiques est

B — 2w, ti,d; =0, i<n

B ay Y @7 -y tdl =0,

i<n

La premiere équation s’integre en x; = 0 ou log(:ic?) = log x,, + ¢;, soit xf = Cix, avec C; = e“.
Donc 2 = Cz,, avec C; > 0 dans tous les cas.

4) Les x; sont alors des constantes a; pour i < n. La seconde équation s’écrit &, — x '42 = 0 soit

Fndnt = 2,1, qui s’integre en @, = Bz, soit ¥, = a,eB!. De plus, a,, > 0 puisque x,, > 0, et
B # 0 puisque «y n’est pas constante.



5) Le vecteur (&1, +,Z,_1) est proportionnel & C = (C’l, -+, Cr—1) # 0. 1l existe une isométrie
g(2',x,) = (Ax’ + b, x,,) telle que AC = (/3. CZ,0,- ) et Ay(0)' + b = 0. Donc

d(gov(t)) eR x {(0,---,0)} x R.

907(0) E{(O,"',O)}XRi et (Vt) %

Donc g o (t) reste dans R x {(0,---,0)} x R’ pour tout ¢, soit go~(t) = (X(t),0---,0,Y(t)). De

plus,
=Y i =0 _Ciy=cy.

<n

6) Comme g oy est une géodésique, on a Y =Y 1X24+ Y 1Y2 Donc

d YY . Y24YY YYX
<X —):XJF a

dt X X X2
Y2 X24YV2 2YYYlyX
- X+ : _ :
X X2
2 . 2
_X+2Y——X—£
X X
=0.

Donc XX 4+ YY = aX, soit (X — %)2 +Y? = %, ce qui est I’équation d’un cercle orthogonal
a R™ ! x {0}. Donc g o v reste dans un demi-cercle orhogonal au bord, ce qui implique la mém
propriété pour .

Remarque. Ces calculs ne sont pas la méthode la plus efficace pour déterminer les géodésiques de
I’espace hyperbolique !

4 Soient M une variété riemannienne, v : I — M un chemin de classe C' et X : I — TM un
champ de vecteurs de classe C! le long de ~.

1) Si 4(t) = 0, on pose (VX )(t) = 0. Sinon, il existe des champ de vecteurs X et V au voisinage
de () tels que X oy = X et V oy =+. On pose alors

(V5 X)(t) = (Vv X)(®).
Ceci ne dépend pas de )A(;, V. En effet, si ¢ est une carte en v(t), on a

QPO’Y(t) =9¥ = (xl(t)v” ) 7$n(t)) iV = Zvlaz ) SO*X = Zazaz
vion =47, . X(t) =Y ai(t) = Zai(w(t))a

Donc si les Ffj sont les coefficients de Christoffel dans la carte ¢, on a
pu(VyX) = (Zvi(v (t))a;(v* ()9 +ZF a; (Y7 (t))0k)
Z &;(t)a;(t)0; + Z F )



Ceci ne dépend que des a;(t) c’est-a-dire de X.

Donc V4 X est bien défijni, et par construction, dans toute carte ¢, on a

QO*(V;YX) = Z(ak + Zl“fjaij:j)ak.
k .7

2) Dans un domaine U d’une carte ¢, I’équation VX = 0 s’écrit

di + zrfj(l'h to 71'71)3}1'&]' = 07

ou ¢, X(t) = > a;(t)0;. Donc elle est linéaire, donc toute solution maximale définie en ¢t; € I N
v~ 1(U), est définie pour tout temps t € I N~y~1(U). Donc toute solution maximale est définie sur
1.

3) La linéarité de I’équation a été observée en 2), et se voit sans passer a une carte puisque V5 est
linéaire. Donc l'application X (to) — X (¢) est linéaire. De plus, on a

d 2 B
X7 =2V5@)X, X(t)) =0,

donc c¢’est une isométrie.
4) Si 7 est de classe C2, montrer qu’elle est géodésique si et seulement si Viy =0.
5) Cela vient du fait que V% = VX d’apres 'expression donnée dans le cours.
6) Puisque (t) = exp,(tv) est une géodésique, on a V44 = 0. Or
¥ = dexp,(tv).v = X(1),
donc V4 X = 0. Donc X est parallele le long de . Par 5), sa norme est constante. Donc

ldexp(v).ol] = [[X (D] = [[X(O)]| = [|v]].

7) L’application v, = f(.,u) est gédoésique, donc 5, = afa(;u est parallele le long de 7,. On a

dexp,(tv).w = 0, f(t,0),

champ de vecteurs le long de «. En utilisant la symétrie de la connexion, on a (avec la notation V;
plus lisible ici)
vt(dexpp(m))w) = Vtauf(tv 0) = vuatf<t7 O)

Puisque dexp,(tv).v est parallele, on a

a (dexp,(tv).v, dexp,(tv).w) =

= exp,, (tv).v, Vi(dexp, (tv).w))

( )7vu8tf(t70)>
e ()l

4
du ju=
d 2 P
T Hv + tw||* car f(.u) est géodésique

(d
(9
1
2
1
2 duju=
(v, w)
—0.



8) On a ¢(r,0) = rv(f) avec ||v(6)|| =1, donc

[10r(exp,, o) (r, )| = [|d exp,(rv(6)).v(6))]] = 1.

Puis
0 (exp,, o)(r,0) = dexpp(rv(Q)).agw.
Comme |[1p(r, 0)|| = r, Oy est orthogonal & 9,1. D’ou

(exp,, o))" g = [|0,||*dr? + 2(0, Bg)drdf + ||9p||*d6?
= dr? + ||0y||2d6>.



