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1. 1) Soient M une variété riemannienne complète de dimensiojn n, et soit γ : [0, `] → Mn

une géodésique, paramétrée par longueur d’arc. On note (X1, · · · , Xn−1) une base des champs de
vecteurs normaux et parallèles le long de γ et l’on pose

Vi = sin(π
t

`
)Xi , i = 1, · · · , n− 1.

Montrer que la forme d’indice I = I`0 vérifie

n−1∑
i=1

Ii(V, V ) = (n− 1)

∫ `

0

sin2(π
t

`
)(
π2

`2
− Ricγ(t)(γ̇(t))) dt.

Ici la courbure de Ricci Ricx est la forme quadratique sur TxM définie par

Ricx(v) =
1

n− 1

n−1∑
i=1

〈R(v, ei)ei, v〉,

où (ei) est une base de v⊥ ⊂ TxM .

2) On suppose que γ n’a pas de points conjugués. Montrer qu’il existe t ∈ [0, `] tel que

Ricγ(t)(γ̇(t)) ≤ π2

`2
.

3) Soit r > 0, et soit M une variété complète telle que Ricx(v) ≥ ||v||
2

r2
pour tout (x, v]) ∈ TM .

Montrer le théorème de Myers :

a) diam(M) ≤ πr
b) M est compacte

c) π1(M) est fini.


