Université Grenoble Alpes MAPI101
Licence 1 - DLST Année 2016-2017

Fiche exercices (avec corrigés) - Fonctions

Exercice 1

Rendre rationnel le dénominateur des expressions suivantes :

1 3 1 1 V2
V21 V5-2v2  VT+VE+V2 o VA-1 0 (V24 1D)(V2-1)

Réponse
1 V2+1 V241 V241
i WA-nWEr) vr e 2-1 VT
3 3(v/5 +2v/2) C3(WVE+2V2) o
NN R NN R = S
1 VT - (V5+V2) VT - (V5+v2)

VItVB+V2 (VT VBV - (V5 +V2)  T-(VB+v2P
Vi—(VB+v2) Vi (B+vE) _ —VIWT+ VIO(E + V)

7— (5+2+/10) —V10 10
(N V& + VA1 CVI6+ VA1 V16 VA+1 VI6+ A+
Vi-1 (VA-1)(V&+V4+1) Ve -1 -1 3
V2 V2(V22 = V2 +1)

(V2+1)(vV2-1) (V22-V2+1)(V2+1)(V2-1)

21/2 22/3 _ 21/3 1 27/6 _ 25/6 21/2 27/6 _ 25/6 21/2 21/2 1
( +1) _ + ( +27)(277+1)

(V2 +1)(WV2-1)  3(v2-1)  3(/2-1)(2V2+1)
210/6 _ 28/6 124 27/6 _ 25/6 + 21/2 B 25/3 _ 24/3 124 27/6 _ 25/6 + 21/2
3(2—1) B 3

Exercice 2

1. Montrer que {(x,y) , x + |y| = 2y} est le graphe d’une fonction f.
Donner I'ensemble de définition de cette fonction et exprimer pour x € Dy, f(x) en fonction
de x.

2. L’ensemble {(x,y) , = + |y| = y?} est-il le graphe d’une fonction ?

Réponse :
1. Montrons que pour tout réel z, il existe au plus un réel y tel que x + |y| = 2y.
—siz<0:
—casy<0:zx+|yl=2y <= x—y=2y < y=2x/3:lavaleur y = z/3 convient
car /3 <0

—casy>0:x+y| =2y < z+y=2y < y =z :lavaleur y = x ne convient pas
cary=x <0
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donc si x < 0 il existe une unique valeur y : |y = z/3|.

—siz=0:
—casy<0:zx+y=2y < v—y=2y < y=1x/3=0:1lavaleur y = 0 convient
car y <0
—casy>0:x+y =2y < x4+y=2y < y=2x=0:lavaleur y = 0 convient
car y > 0
donc si x = 0 il existe une unique valeur y : .
—siz>0:

—casy<0:z+y| =2y < v—y =2y < y=1x/3:lavaleur y = /3 ne convient
pas car z/3 > 0
—casy>0:x+ |yl =2y < z+y=2y < y=x:lavaleur y = x convient car
y=x>0
donc si x > 0 il existe une unique valeur y : .
Donc l'ensemble {(z,y)/x + |y| = 2y} est le graphe d’une fonction f donc le domaine est
Dy = R et donc 'expression est :

f(x):{:c/:% six <0

T siz >0

2. Raisonnement similaire :
supposons z < Oet y<0: 2+ |yl =9° &= 2—y=19> = y’+y—a=0.
Résolvons cette équation en y : A = /1 + 4z, A est positif si et seulement si —1/4 < z < 0.
— pour x = —1/4, une seule racine y = —1/2 qui convient.
— pour —1/4 < x < 0, deux racines :

_—1—\/1+4x 1

Yy = < 3 < 0 qui convient.

2
—1++v1+4x
y:
2

. Regardons le signe de y.

—1++v1+4x -

Comme —1/4 <2 <0,0<1+4x<1=0<+1+4+4z <1doncy= 5

qui convient aussi.
Finalement lorsque = € | —1/4, 0], il existe deux valeurs de y distinctes telles que = + |y| = y%.
Donc I'ensemble {(z,y) , = + |y| = y*} ne correspond pas au graphe d’une fonction.

0

Exercice 3

Donner 'ensemble de définition des fonctions suivantes :

Réponse :

1. Ifaut quez+1>0 < x> —1:

Df = [_17 +OO[

2. Nfaut quer — 23 >0 < z(1—z)(1+x)>0:
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z -0 — -1 — 0 4+ 1 4+ +4o0
11— + + + + + 0 —
1+ - 0 + + + + +
r—z° + 0 — 0 + 0 -

Dy =] —o0,—1] U [0,1]

3. Nfaut qued — 22 #£0 <= 2—2)2+72)#0 < {x#—? et :E;«EZ}:

Dy =R\ {-2,2} =] —00,-2[U] —2,2[ U ]2, +00]

4. Mfaut que 2+ —22>0 < 2—2)(1+z)>0:

Dy =] —1,2]

5. Il faut que z* — |z| — 2 > 0.
—siz<0: 2 —|z|-2=2*+2-2=(z—-1)(z+2) >0 {xS—Q ou = >
donc x < -2
—siz>0: 22 —|o|-2=2>-2-2=(2+1)(z—-2) >0 < {azg—l ou >
donc x > 2

Dy =R\ {-2,2} =] — 00, —2] U[2,+00]

3 8
6. Dfaut quex —1#0, 2 +1#0,x#0 et + -—— 2>
r—1 x+1 =z
(2) = 3 3 8 3+lax+3x—-lz—8x—-1(z+1)
K= 1 1 o (r—=1)(x+ Dz
3 +3x 432" —3r—8*+8  —2°+8  2(2—x)(2+x)
B (x—1)(z+ )z S (r—D@+r  (r—1D(z+1)x

g(x) a le méme signe que le produit (2 —z)(2 4+ z)(z — 1)(z + 1)z :

x —00 -2 -1 0 1 2 400
2 + + £ + + + + + + 0 -
2+ - 0 + + + + + + + + +
a: - - - - — — + + + + +
x—1 - - - = — = = 0 4+ + +
x4 1 — - — 0 + + + + + + +
1Co N I N N
Donc f(z) = /g(x) a pour domaine de définition Dy =] —o00,—-2| U ]| —-1,0[U]1,2].

Exercice 4

Déterminer x € R vérifiant I'équation (E) avec

1 (B) 5(3%)=3(5%) | 2. (E) a°=(22)*|3.(E) 2% =(/2)"

Réponse :
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1. 5(3%) = 3(5%)
— eBlerlnd — () zlnd 0 G)tend _ Jn@etnd o 1n(5) 4 2In3 = In(3)z +1nb

<= z(In5—In3)=mnb5—-In3 < z=1

La solution est .

2. 2% = (2x)*
= @) = 22— pIn(z) = 221n(21)
<= In(r) =2In(27) <= In(z) =In((22)?) <= v =42 <= 1 =41 <= v =1/4
car ©#£0

La solution est |x = 1/4|.

3. oV% = (V)"

1 1
— e\/Eln(:v) _ e:vln(\/f) — \/Ell’l(l’) — .I‘h’l(.ﬁlfl/2) — 53; ]n(gj‘) <— (\/E — QZL’) 11’1(5[]) =0

1 1
— {\/5—541::0 e 125\/5 — x:4}ou{lnx:0 — le}
car z#0

Les solutions sont |z = 1| ou |z = 4.

Exercice 5

Déterminer le(s) couple(s) de réels (x,y) vérifiant le systéme d’équations (S) avec

8 = 10v 23092 = 5
L. (S) { 2¢ — HY 2. (S) { 423[: — 22y+3

Réponse :
L {24
e?n® = yIn(10) zIn(8) = yln(10) (1)
D {e”“n@) = vin®) {:L’ln(Q) = gzjln(E)) (2)
~ In(10)  In(10)
W) v =935 ~Y3me)
= (2) ygighxm:ym@)¢:>fmgn—ym@):0

—y (111(10) - ln(5)) —0 <= y(n(10) — 31n(5)) = 0 <= y(In(10) — In(125)) = 0
£0

=y=0etx=0

La solution est‘x:() ,y:O‘
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392y  _
2. (5) {22 5

42a: — 22y+3
PN eBrF2y)In@2) - — () (3x+2y)In(2) = In(5)
e2rIn(4) = )@ 22 1n(4) = (2y+3)In(2)
PN 3In(2)z + 2In(2)y = In(5) (1)
2In(4)z — 2In(2)y = In(2) (2)

(1)4+(2) : (3In(2) +2In(4))x = In(5) + In(2)
In(5 x 2) In(10) In(10)

T 3In(2) +2mn(22)  3In(2) +4In(2) 7In(2)

(2) : 4In(2)r —2In(2)y =In(2) <= 4z +2y=1

— T

L, 1, 1 (0
R R TE)
, In(10) 1 In(10)
La solution est | = =9
a solution est | r 71n(2) , Y 5 711](2)

Exercice 6

Déterminer le(s) couple(s) de réels strictement postitifs (x,y) vérifiant le systéme d’équations (.5)

avec
xx-i—y — y4
2. (S) { y:rer =

xy = 4
1. (S> { an(x)+ln2(y) — gln2(2)

In*(z) +In*(y) =

IR SN

(2) : In*(z) +1n?(4/2) = SIHQ(Z) — In’(z) 4+ (In(4) — In(z))* = gln2(2)

s 21n(x)—41n(2) ln(x)—g W2(2) = 0 2X2—41n(2)X—g n2(2) = 0 avec X = In(z)

41n(2) £ 61n(2)
4

= ln(2*1/2) ou X — %(2) _ 1n(25/2)}

ou x = 2°/? :4\/5}

A=36In%2) = X =

— {x =212 =

Sl

1 4
Siz=—=alorsy =— =42,
V2 YT

et si z = 4v/2 alors y =

8|

Les solutions du systeme sont |z = L y=4V2]et |z =4V2, y=
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xx-i—y — y4

2 {0 T

elety)In(@)  _  4ln(y) (r+y)In(z) = 4In(y) (1)
A {e(m+y)1n(y) = @) } — { (x+y)In(y) = In(z) (2)

2) : In(2) = (z +y)In(y)
= (1) : (@+y)@+y) ) =4y = (@+y)?—1)n) =0
—casln(y)=0:y=1letx=1.

—cas (z+y)P?—4=0 < (z+y+2)(z+y—2)=0:2+y+2=00uz+y—2=0.
On ne peut pas avoir z +y + 2 = 0 car x et y doivent étre strictement positifs.

Reste lecas x +y —2 =0 <= x4y =2 : le systeme (5) devient :

22 = gyt
{?/2 = x >e=y"

Comme z +y — 2 = 0 on obtient 'équation y> +y —2=0 < (y —1)(y +2) = 0 donc

la seule solution possible est y =1 > 0.
La solution du systeme est ‘x =1,y=1 ‘

Exercice 7
En utilisant les formules du cours :

cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) | sin(z + y) = cos(z) sin(y) + sin(z) cos(y)

sin(a) cos(b) = %(sin(a +b) + sin(a — b))

sin(a) + sin(b) = 2sin (“ ; b) cos <“ . b) ., cos(a) + cos(b) = 2 cos (

a+b

cos?(x) + sin?(z) = 1| cos(—x) = cos(x) | sin(—x) = —sin(x) | tan(z) = :;I;g;
démontrer les formules de trigonométrie suivantes :
cos(2a) = cos?(a) — sin*(a) = 2cos*(a) — 1 = 1 — 2sin*(a)
2(0) 1 + cos(2a) in2(a) 1 — cos(2a) tan?(a) + 1 1
cos“(a) = ——= | sin“(a) = ——= an‘(a =
2 ’ 2 ’ cos?(a)
2t
sin(2a) = 2sin(a) cos(a) , tan(2a) = #%
2t 1—# 2t
en notant : t = tan(z/2) , sin(z) = e cos(z) = T tan(z) = T
tan(a) + tan(b) tan(a) — tan(b)
t b) = t —b) =
an(a +) 1 — tan(a) tan(b) an(a —b) 1 + tan(a) tan(b)

cos(a) cos(b) = %(cos(a —b) + cos(a + b)) , sin(a)sin(b) = %(cos(a —b) — cos(a + b))
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Réponse :

cos(a) cos(a) — sin(a) sin(a)

cos?(a) — sin?(a)

cos?(a) — 1 + cos®(a) = 2cos?(a) — 1
1 — sin?(a) — sin?(a) = 1 — 2sin*(a)

e cos(2a) = cos(a + a)

2(2 1
e 2cos’(r) — 1 = cos(2a) <= cos*(2a) = cos™(2a) +1

2
o 1 — 2sin’(x) = cos(2a) <= sin’*(2a) = 1_%82(2&)
o tan(a _ sin’(a) | cos®(a) s1n2(a) + cos?(a) _ 1
t ( )"‘ 1 COSQ( ) cosQ(a) cos2(a) COSz(a)

e sin(2a) = sin(a + a) = cos(a) sin(a) + sin(a) cos(a) = 2sin(a) cos(a)

2sin(a) cos(a)

o tan(2q) — sin(2a) _ 2sin(a) cos(a) _ cos?(a) _ 2tan(a)
tan(2a) cos(2a)  cos?(a) —sin*(a)  cos’(a) —sin*(a) 1 — tan®(a)
cos?(a)
‘ , sin(z/2) B 2t
e sin(z) = 2sin(x/2) cos(z/2) = 2COS(1‘/2) cos“(z/2) = 2t1 TETIiLp
e cos(r) = cos*(x/2) — sin®(z/2) = cos®(2/2) — sin’(z/2) cos?(z/2)

cos?(z/2)

:(008%/2) sin2<x/2>) L _qp L1

cos?(z/2)  cos?(z/2) ) 1+ L+ 14¢2
2t
sin(z) 1+ ¢2 2t
t = = =
¢ tan(z) cos(z) 1—t* 1-—1¢2
1+ ¢2

sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
o tan(a _ sina+b sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) _ cos(a) cos(b)
tan(a +b) cos(a+0b)  cos(a)cos(b) — sin(a) sin(b) cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

cos(a) cos(b)

_ tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)

cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b

)
cos(a — b) = cos(a) cos(—b) — sin(a) sin(—b) cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

{ %(cos(a —b) +cos(a+0b)) = cos(a)cos(b)
=

. { cos(a + b)

%(cos(a —b) —cos(a+0b)) = sin(a)sin(b)

sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b
sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b

. { sin(a + b)

sin(a — b) = sin(a) cos(—b) + cos(a) sin(—b)

~— —

1
= §(sin(a +b) +sin(a — b)) = sin(a) cos(b)
e dans les formules

sin(a + b) 4 sin(a — b) = 2sin(a) cos(b) et cos(a — b) + cos(a + b) = 2 cos(a) cos(b)
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b a
et b par (donc a + b est remplacé par a, et a — b est remplacé par

sin(a) + sin(b) = 2sin <a _2'_ b) o8 (a 7 b)

cos(a) + cos(b) = 2 cos <%+b) o (a - b)

Pour chaque fonction, donner son domaine de définition, dire si elle est paire, impaire, périodique,
majorée, minorée.

a
en remplagant a par
b), on obtient :

Exercice 8

cos(x?) | sin®(x)

1 31
sinh(2® — ) | cosh L
cos?(z)—1) |22+ 1

Réponse :

f(z) = cos(a?)
— D;=R
— f est paire

— f n’est pas périodique
— f est minorée et majorée : Vo € Dy, —1 < f(z) <1

1— 2
f(z) = sin®*(x) = 76(;( 7)
— D;=R
— [ est paire

— f est périodique (période T' = )
— f est minorée et majorée : Vo € Dy, 0 < f(z) <1

2x
flz) = 21
— Dy=R
— f est impaire
— f n’est pas périodique
— f est minorée et majorée : Vo € Dy, —1 < f(z) <1 car

<1

(z-1)P=2"+1-20>0=—(2"+1) <22 <2’ +1=-1<
241
f(z) = sinh(z® — z)

— D;=R

— f est impaire car

f(=x) = sinh(—2® + 2) = sinh(—(2* — z)) = —sinh(z® — 2) = — f(2)
— f n’est pas périodique
— f n’est ni minorée, ni majorée car :

lim 2 — 2= lim 2% =4+
r——+00 r——+00

e“—e‘“_+oo—0

t i inh(u) = Ui _
© uiTooSln (U) ui&lm 2 2 00
Comme f est impaire, lim f(z)= —o0 .

T—r—00
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1) = ot ( oy ) = o (—s%w) = cosh (sm21<x>) = o (1)
— Dy =R\ {z, cos(2z) =1}

=R\{20=2kn, keZ} =R\{x=kr, keZ}
— [ est paire

— f est périodique (de période T = )
— [ minorée, mais pas majorée car pour tout x € Dy :

0<1-cos(2r)<2=1<

S m ( pas de majoration possible )

comme u — cosh(u) est strictement croissante pour u > 1, on a f(x) > cosh(1)

=1
f(x)_x2+1
— Dy =R

— f n’est ni paire, ni impaire
— f n’est pas périodique
— f n’est ni minorée, ni majorée car :

—1/22 —co—0 —
lim f(z) = lim v 1w S - X x
T—>—00 z——o00 1 + 1/,1‘2 1+0 1
r—1/2* 4o0—0 +o0
Exercice 9
Montrer les équivalences suivantes :
Ve € R, Vy € R, y:sinh(:zc):i — rz=hhy+Vy> +1)

2

Ve >0, Vy > 1, y:cosh(x):% — r=In(y++y>—1)

e’ —e” 1 1+y
VeeR, Vye|—-1,1 =tanh(z) = — <— r=-In| —=
reR, Vye]-1,1,  y=tanh(z) prp— x 2H<1_y)

Réponse : Le principe est de poser X = e, et en notant que X est strictement positif.

e y = sinh(x)
et -1/ X -1/X  X*-1
YT T T T Tax

= WX =X>—-1 = X?-YX-1=0

On résoud I'équation du second degré en X :

A=42 +4=402+1D) >4 >0= V2 +1> |yl >y

Les deux racines sont

2y — \/4y? + 4 2y + /42 + 4
X =2 SR Vel e X =T 2y+ =y+Vyrtl

2
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On remarque que X; < 0 et X5 > 0 donc seul X = Xy =y + /9y + 1 convient.
Dou|z=In(X)=In(y+ y?>+ 1)

e y = cosh(x)

et 1/e" X +1/X XP41
YT T T T Tx
= WYX =X*+1 <= X* - 2yX +1=0

On résoud I'équation du second degré en X :

A=4dy? —4=4(1-1)=0< V2 —1<Vy?=y cary>1

Les deux racines sont

2y — /Ay2 — 4 2y — /A2 +4
X, = s =y—Vir—1 et X = Ly VP

2 2

Comme z doit étre supérieur a 0, il faut que X soit supérieur a 1.
OnaXQZletXlezl <~ Xlzl/X2§1
Donc seul X = Xy =y + /y? — 1 convient.

Dot |z =In(X) =In(y + \/y> — 1)

e y = tanh(x)

ef—e X-1/X X?-1
e +er  X+1/X X241

y:

1
= y(XP— D) =X2+1 e (1-yX =1ty < XQZ#
—y

1
1 +y est un réel strictement positif et donc
-y

commey € | —1,1[, Y =

X =VY = 2 = In(X) = n(vY) = In(Y'"V2) = %m(y) _ %m <1+_y)
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