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Intégration numérique

Présentation

Calculer (de manière approchée) A =

∫ b

a

f(t) dt en remplaçant f par une fonction g proche

de f et dont on sait calculer de manière exacte l’intégrale sur I = [a, b] .

Principe général : découper l’intervalle I en n sous-intervalles Ik de même longueur h,

h =
b− a

n
, tk = a+ k h pour 0 ≤ k ≤ n , Ik = [tk−1, tk] pour 1 ≤ k ≤ n

sur chaque sous-intervalle Ik, remplacer f par une fonction g proche de f et pour laquelle on
connait une primitive G :

A =
n

∑

k=1

Ak ≃ A =
n

∑

k=1

Ak avec Ak =

∫ tk

tk−1

f(t) dt et Ak =

∫ tk

tk−1

g(t) dt = G(tk)−G(tk−1)

1 - Méthode des rectangles
Sur chaque sous-intervalle Ik = [tk−1, tk],
remplacer y = f(t) par y = g(t) = Ck = f(sk) avec sk ∈ Ik.

Ak =

∫ tk

tk−1

Ck dt = [Ck t]
tk
tk−1

= Ck tk−Ck tk−1 = Ck h ⇒ A = h

n
∑

k=1

Ck = h(C1+C2+ · · ·+Cn)

Cas possibles pour Ck :

1. valeur de la fonction à gauche de l’intervalle Ik :
Ck = f(tk) = f(a+ k h)

A ≃ A = h

n
∑

k=1

f(a+ (k − 1)h)
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t0 t3 t4t1 t2 t5 t6

a b

2. valeur de la fonction à droite de l’intervalle Ik :
Ck = f(tk+1) = f(a+ (k + 1) h)

A ≃ A = h

n
∑

k=1

f(a+ k h)
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3. valeur de la fonction au milieu de l’intervalle Ik :

Ck = f

(

tk + tk+1

2

)

= f

(

a+

(

k +
1

2

)

h

)

A ≃ A = h

n
∑

k=1

f

(

a+
2 k − 1

2
h

)
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Exercice 1 :

Calculer A pour f(t) = t2 et I = [a, b] = [−4, 8] puis pour chaque des trois cas ci-dessus,
calculer A avec n = 6.
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2 - Méthode des trapèzes

Sur chaque sous-intervalle Ik = [tk−1, tk],
remplacer y = f(t) par la fonction

g(t) = α (t− tk−1) + β

qui interpole les données (tk−1, f(tk−1)) et (tk, f(tk)).
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Exercice 2 :

1. Déterminer les coefficients α et β à partir de tk−1, tk, f(tk−1) et f(tk)

2. Calculer Ak =

∫ tk

tk−1

gk(t) dt , et en déduire l’expression de A .

Exercice 3 :

Calculer A pour f(t) = t2, I = [a, b] = [−4, 8] et n = 6.

3 - Méthode de Simpson (méthode des paraboles)
Pour deux sous-intervalles consécutifs I2k−1 = [t2k−2, t2k−1] et I2k = [t2k−1, t2k],
remplacer y = f(t) par la fonction

g(t) = α t2 + β t+ γ

qui interpole les données (t2k−2, f(t2k−2)), (t2k−1, f(t2k−1)) et (t2k, f(t2k)).

A =

∫ b

a

f(t) dt ≃ A =

n/2
∑

k=1

h

(

f(t2k−2) + 4f(t2k−1) + f(t2k)

3

)
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a b
Exemple avec n = 8 sous-intervalles

Exercice 4 :

Calculer A pour f(t) = t2, I = [a, b] = [−4, 8] et n = 6.
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